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— Le sujet comporte deux parties indépendantes, a rédiger sur des feuilles différentes.
— Seulement les notes de cours sont autorisées.
— Durée : 3 heures.

— Dans un méme exercice, on peut admettre pour traiter une question les résultats des questions
précédentes méme s’ils n’ont pas été démontrés.

Partie A

Exercice 1. Transport optimal

Soit Z un espace métrique compact, on note C(Z) I’ensemble des fonctions réelles continues sur Z et
M(Z) son dual (ensemble des mesures boréliennes régulieres). Soient X et Y deux espaces métriques
compacts.

1. On définit L : C(X) x C(Y) — C(X xY) par

L(¢,¥)(x,y) = ¢(z) +¥(y), VeeXyeY.

Vérifier que L est un opérateur linéaire continu et montrer que son adjoint L* : M(X xY) —
M(X) x M(Y) est défini par L*r = (mx,7my) ou mx (resp. my) dénote la marginale de 7 sur X
(resp. Y), i.e. telle que

/ o(x)m(de, dy) = / p(x)my(dr), Yo eC(X),
XxXY X

$(y)n(dr, dy) = /Y Py (dy), Ve C(Y).

X XY

2. Soient ¢ € C(X xY) et u € A(X) (resp. v € A(Y)) une probabilité borélienne réguliere sur X
(resp. Y). On introduit f: C(X xY) - Ret g:C(X) x C(Y) — R définies par

f(H):{O sif<e,

400 sinon,

9(6 ) = — /X o) () — /Y b(y)v(dy).

Vérifier que f et g sont convexes s.c.i. propres et que leurs conjuguées de Fenchel vérifient pour
tout T € M(X xY),

() = /X><Y c(z,y)m(de,dy) sim >0,

+00, sinon,

g*(—L*ﬂ') _ {0 s1 (ﬂ-X’ﬂ-Y) = (:ua V)7

400, sinon.



3. En déduire en utilisant le théoréeme de Fenchel-Rockafellar que

win [ cwgnndy) = s [ outdn) + [ vl
JREMXXY)JXxY (@p)ecx)xe(yv) Jx Y
TEDAXTHTY =Y #(z)+¢(y)<c(z,y)
Remarque : le terme de gauche est la version “relaxée” du probleme de Monge ou 1'on cherche «
mesurable de X dans Y qui transporte p sur v (i.e. la mesure image de p par « est v) et qui minimise

Jx ez, a(x))p(d).

Exercice 2. Théoréme ergodique faible
Soit X un espace de Hilbert, {zy, },en une suite dans X, Q[z,] I’ensemble de ses points d’accumulation

faible et
zo+ -+ n

n+1

sa moyenne de Cesaro. Soit F' un convexe fermé non vide de X.

n

1. On suppose que ||z, — f|| converge, pour tout f € F. Montrer que Q[z,] N F et Q[z,] N F
contiennent au plus un point.

2. Soit Pr lopérateur de projection sur F. On suppose que Pr(z,) converge vers ¢ et que la suite
{zn} est bornée. Montrer que Q[z,] N F et Q[z,] N F se réduisent a {(}.

3. On suppose que ||z, — f|| décroit pour tout f € F. Montrer que ||, — Pp(x,)| décroit et en
déduire, en utilisant l'inégalité du parallélogramme, que Pp(z,) est une suite de Cauchy.

Soit T' une application non dilatante de X dans lui méme : |Tx — Ty| < ||z — y||,Vz,y € X. Soit
z € X et {z,} la suite des itérés : z9 = x,...,x, = T™z. On note S I'ensemble des points fixes de T'.

4. Montrer que S est convexe.
5. On suppose que la suite {Z, } est bornée. Soit y € X. Déduire de | T*z — y|| > ||T* 'z — Ty|| que

0 < ||T% — Ty|* — | T" 2 — Ty|* + | Ty — yl* + 2(T*z — Ty, Ty — y)
puis en prenant la moyenne et en passant a la limite, que pour tout p € Q[z,]
0< Ty —ylI* +2(p — Ty, Ty — y).

Etablir alors que () # Q[z,] C S.
6. Montrer que {x,} converge faiblement si et seulement si S # () et Q[x,] C S. (Utiliser 1. et 5.).
7. Soit T une application non dilatante de C, convexe fermé borné non vide de X, dans lui méme.
Montrer que pour tout z € C la suite z, = T™z converge faiblement en moyenne vers un point
fixe ¢ de T, qui est la limite forte de la suite PsT"z. (Utiliser 1., 2., 3., 4., 5.).

Partie B

Exercice 3. Soit v un réel et soit f € L2(]0,1[). On s’intéresse au probléme suivant : trouver
u € H%(]0,1]) tel que

(1) —u” +~yu = f dans L?(]0,1]),
(2) v/ (0) =0 et v/ (1) = u(l).



Soit a : H'(]0,1[) x H'(]0,1[) — R défini par

1
(3) ¥(u,v) € H'(0,1]), a(u,v) = /0 (' ()0 (2) + yu(z)v(@))dz — u(1)v(1).

Soit L : H(]0,1[) — R défini par

1
(4) Yo e H(]0,1]), Lv = / fudx.
0
1. Vérifier que a est une application bilinéaire continue.
2. Montrer que, si u € H*(]0, 1[) vérifie (1)) et (2), alors
(5) Vo € H'(]0,1]), a(u,v) = Lv.

3. Réciproquement, montrer que, si u € H'(]0, 1[) vérifie (5]), alors u appartient & H?(]0, 1]) et vérifie

et.

4. Montrer que, pour tout € > 0, il existe M. > 0 tel que
1 1
(6) vu € HY0,1]), u(1)? < s/ o ()2 + Me/ W2(z)da.
0 0

Indication : on pourra remarquer que
1
(7) vz € [0,1], v2(1) = 12(z) + 2 / w(s)d (5)ds.

5. Montrer que, si v > 0 est assez grand, alors il existe un et un seul u € H?(]0,1]) tel que I'on ait
et .
. Montrer lexistence de u > 0 tel que, si @(z) = ch(uz), alors @/(1) = a(1).
7. On choisit v = p2. Montrer I'existence de f € L2(]0,1[) tel qu'il n’existe pas de u € H?(]0,1[)
satisfaisant et (2.

Exercice 4. Soit x4 un nombre réel strictement positif. On considére la fonctionnelle J : H*(]0,1[) —
R définie par

=]

1
®) Vue 10,1, J(w) = [ (/(a)? - pu(a))da.
0
Soient « et § deux réels. On définit I’ensemble C' par
(9) C = {ue H'(0,1]); u(0) = a et u(1) = B}.

1. Montrer que C est un convexe fermé de H'(]0, 1]).
2. Pour u € H*(]0,1]) et v € H'(]0,1]), donner J'(u)v.
3. Soit u € C tel que

(10) Vo e C, J(u) < J(v).

Montrer qu’il existe deux réels A1 et Ay tels que

(11) Vo € HY(]0,1]), J'(u)v = A\v(0) + Av(1).
En déduire que u appartient & C2([0,1]) et vérifie

(12) o’ + pu = 0.



4.

5.

6.

Montrer I'existence de po > 0 tel que, pour tout p €0, po[, pour tout o € R et pour tout 8 € R,
I'infimum de J sur C est atteint en une fonction u et une seule. Donner cette fonction.

On suppose dans cette question que p = 72. Montrer qu'il existe des réels « et 3 tels que I'infimum
de J sur C n’est pas atteint.

Déduire de la question précédente que

(13) inf{/ol o (2)2d; w € HE(0,1]) et /01 W2(x)da = 1} <2

En utilisant , montrer que pour tout p > 72, pour tout o € R et pour tout f € R, 'infimum
de J sur C vaut —oo.



