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Analyse fonctionnelle approfondie, calcul des variations
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Exercice 1. (Questions de cours, 3 points)

1. Enoncer le théoreme d’Ascoli.
2. Enoncer le théoreme de Riesz-Fréchet-Kolmogorov.

Exercice 2. (Projection orthogonale dans L?(R), 4 points) Soit g € L?(R) et C = {h €
L*(R) : h(z) < g(x) pour presque tout = € R}.

1. Rappeler le théoreme de la projection orthogonale dans un espace de Hilbert général.
2. Montrer C est convexe, fermé et non vide.

-~ C#0cargeC.

— C est convexe car si fi et fo € C ett €[0,1], alors f1 < g et fo < g p.p. et donc tfi + (1 —
Bfs <tg+(1—t)g =g pp., soit tfi +(1—t)fs € C.

— Enfin si (f,) est une suite d’éléments de C qui converge dans L*(R) vers f, alors on peut
extraire une sous-suite (fo(n)) qui converge presque partout vers f. Comme fom) < g p.p., il
vient par passage a la limite que f < g p.p. et donc f € C.

3. Montrer que la projection orthogonale de f € L?(R) est donnée par la fonction
PCf = mln(f?.g)
Notons f = min(f, g). Clairement f € C car f < g p.p.. Soit h € C, calculons

/(h—f)(f—f)de/ (h—g)(f—g)dx+/ (h—f)(f—f)de/ (h—g)(f—g)dx <0
R {f>g} {f<g} {f>g}

car h < g et f > g presque partout sur {f > g}. D’apreés la caractérisation de la projection
orthogonale, on en déduit que f = Pof.

Exercice 3. (Séparabilité de C(]0,1]), 8 points) On se propose de donner une démonstration
alternative de la séparabilité de 'espace des fonctions continues sur [0, 1].

1. Rappeler la définition d’un espace métrique séparable.
2. Soit k € N*, expliquer pourquoi on peut trouver un entier m* > 1 et des réels a? € [0, 1], pour
1 <j<mF, tels que

Pour tout k € N*, le compact [0, 1] peut étre recowvert par la famille d’ouverts

{la = 1/(2k),a 4+ 1/(2K) [} oefo,1; -

Par la propriété de Borel-Lebesgue, on peut en extraire un sous-recouvrement fini.



3. Pour tout k& € N* et tout 1 < j < m¥, on définit les fonctions qf :10,1] = Ret ¢®:[0,1] = Ren

posant,

mk

qf(a:) = max{O,; |x—ak]} qk(a:):qu(x) Vz € [0,1].
j=1

Montrer que les fonctions q;? et ¢* sont continues sur [0,1] et que

1
k k
4a; () >0, q"(z) > % Yz € [0,1].

La fonction qé? est continue comme composée de fonctions fonctions continues (le maz et la valeur

absolue sont 1-Lipschitz), et q* est continue comme somme finie de fonctions continues. Par
ailleurs qf > 0 par définition. Six € [0,1], il existe un j € {1,...,mF} tel que x 6]@?—1/(2]{:), a?—{—
1/(2k)[. Par conséquent,

1 k

1
k k _ —
(@) 2 @) = — o —al| = o

. Pour tout k € N* et tout 1 < j < mF, on définit les fonctions 9’“‘ [0,1] — R par

k
q; ()
Ok J Vx € [0, 1].
@)= %5 vech
Montrer que 0}“ € C([0,1]), que Supp(ﬂf) C [a? - 1/1{:,@9‘? + 1/k] et que Z;n 1 9;“ = 1 sur [0, 1].

La fonction 9;“ est bien définie car le dénominateur ne s’annule jamais d’apres la question précédente.
Elle est continue comme somme finie de fonctions continues et on a Zj 9;-“ = 1. On remarque que
Supp(@f) = Supp(q}“). De plus qf(x) # 0 implique que 1/1<:—|:L‘—a§| >0i.ex %]a?—l/k,a§+l/k[
et donc Supp(@é’-‘) C [a? - 1/!’4:,04’-C + 1/k].

. Pour tout f € C([0,1]), montrer que la fonction fj := Z’Jn:kl f(a?)&é? € C([0,1]) et que fr — f
uniformément sur [0, 1] quand k& — +o0.

La fonction fi est continue comme somme finie de fonctions continues. Comme [ est continue
sur [0,1] qui est compact, elle est uniformément continue sur [0, 1]. Donc pour tout € > 0 il eziste
un 6 > 0 tel que si x,y € [0,1] avec |z —y| < 6, alors |f(x) — f(y)| < €. Soit ky € N tel que
1/ko <6 et k > ko arbitraire. Pour tout x € [0,1], on a

| fr () Z (z) Z ()16} (x).

; k k ; k k _ 5
Silr—ai| <1/k <6, alors |f(z)— f(aj)| < € et si|x—aj| > 1/k, alors 05 (x) = 0. Par conséquent,

| fre( )| < Z€9k

Ceci est vrai pour tout k > ko (qui ne dépend que de €) et pour tout x € [0,1]. On peut donc
passer au sup en x et on obtient que pour tout k > ko,

sup |fr(z) — f(2)] <,

z€[0,1]

ce qui montre que fr — [ uniformément sur [0, 1].



6. On note Ej l'espace vectoriel sur R engendré par les fonctions (9?)1§j§mk. Montrer que E =
Uren+ Bk est dense dans C([0, 1]). En déduire que C([0, 1]) est séparable.
Comme la suite (fy) définie a la question précédente appartient a E, on en déduit que E est
dense dans C([0,1]). Comme E}, est un espace vectoriel de dimension finie, alors Ej est séparable.
Il contient donc une partie Dy, dénombrable et dense dans Ej. Notons D = |J, Dy qui est
dénombrable comme union dénombrable d’ensembles dénombrables. Par ailleurs D est dense dans
FE car si f € E et € >0, alors il existe un k tel que f € Ey. Du fait que Dy est dense dans Ey, il
existe un g € Dy, C D tel que ||f — gllco < €.

Exercice 4. (Convolution, 5 points) Soient f et g : R — R deux fonctions mesurables. Pour
presque tout x € R, on définit le produit de convolution entre f et g par

(f * 0)a /fx—

quand lintégrale précédente a un sens. On suppose tout d’abord (dans les questions 1. et 2. ci-
dessous) que f > 0 et g > 0, auquel cas le produit de convolution (f * g)(x) est bien défini car
y — f(z —y)g(y) est une fonction mesurable positive.

1. Montrer alors que si f € L'(R) et g € L'(R), alors f * g € L}(R) et

If *QHLl(R) = ||f||L1(]R)”g”L1(R)

D’aprés le théoréme de Fubini appliqué a la fonction mesurable et positive (z,y) — f(x —y)g(y),
on obtient que

/R</Rf(x—y)9(y)dy> da::/ (/ f(x—y)g(y)dx) dy:/ (/ f(x_y)dx> o) dy
- [ (Lrers)owar= ([ ae) (Lo ).

ce qui montre que |1f * gl = | flilglh < +oo.
2. Soient 1 < p,q,r < oo tels que % + é =1+ % et supposons que f € LP(R) et g € LI(R). Montrer
alors que fx g € L"(R) et
1f* gl rw) < 1fllze@) 9]l La(r)

Indication : on pourra écrire f(x—1y)g(y) = f(z—y)P/"g(y)9" f(x—y)' "P/"g(y)' 9" et appliquer
deux fois l'inégalité de Holder avec des exposants opportuns.

On applique une premiére fois Uinégalité de Holder avec u(y) = f(z — y)?/"g(y)¥" muni de
Vexposant r et v(y) = f(z —y)' " P/"g(y)* =" muni de Uexposant ' = r/(r — 1). On obtient alors

oy < ([ - vrawrar) ([ -0 Fom dy)H.

On applique une deuziéme fois l'inégalité de Hélder dans la deuxiéme intégrale avec u(y) =
pO—1) p(r—n)’ _ glr=1)

-p r—p r—q .
1l vient en utilisant un ch(mgement de variables

flx— y)T =t muni de I’ezposant et v(y) = g(y):—;;z muni de [’exposant (

r—p

(f +9)(a (/fa:— <y>qdy) </Rf(w—y)pdy> ’ (/Rngy)?

- </R fxz —y)Pg(y)? dy) 1Pl




On intégre a présent par rapport ¢ x et on utilise le théoréme de Fubini et la formule de changement
de variables

1+ gl < /]R </R f(x—y) dfv) 9) dyll f1l, gl = IR G 1Nl = Ul flpllglle)"

ce qui montre le résultat.

. On suppose maintenant que les fonctions f et g de la question précédente peuvent changer de signe.
Montrer que le produit de convolution entre f et g est toujours bien défini et que la conclusion
de la question précédente reste valide.

On utilise la question avec |f] et |g|, il vient alors que

111 gl < [1.£1lpllgllg,

On utlise ensuite le fait que, d’aprés l'inégalité triangulaire |(f * g)(z)| < (|f| * |g|)(z) presque
pour tout x € R. Finalement, on obtient que ||f * g/, < || fllpllgllq-



