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Le sujet comporte deux parties indépendantes (A et B), a rédiger sur des feuilles différentes.

Seulement les notes de cours sont autorisées. En particulier, les notes de TD et les calculettes
ne sont pas autorisées.

Durée : 3 heures.

Dans un méme exercice, on peut admettre pour traiter une question les résultats des questions
précédentes méme s’ils n’ont pas été démontrés.

Partie A

Exercice 1.

1.1. Banach-Saks

1.2.

Soit X un espace de Hilbert et {z;,} une suite dans X faiblement convergente vers 0. Construire
par induction une suite extraite {y,} telle que
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Montrer que si {z,} converge faiblement dans X vers z, il existe une suite extraite {u,} dont
la moyenne de Cesaro converge fortement vers z.

Mazur

Soit X un espace de Banach et {z,,} une suite dans X faiblement convergente vers .
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En déduire que
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(a) Montrer qu'’il existe une suite {y,} de combinaisons convexes des {x,} qui converge forte-
ment vers .

(b) Montrer qu’il existe une suite {z,} avec z, € co(Um>n{zm}) (co désigne I’enveloppe con-
vexe) qui converge fortement vers x.

(c) Montrer qu’il existe une suite {u,} avec u,, € co(Up<n{zm}) qui converge fortement vers
x.

Exercice 2. Fonctionnelle différentiable
Soit © un ouvert de RV et f :  x R — R une fonction de Carathéodory: pour tout s € R, f(.,s) est
mesurable sur et p.p. en w € €, f(w,.) est continue sur R. Soient 1 < p, g < oo.



2.1. On suppose qu’il existe b > 0 et a € L1(Q2) avec
1£(.,8)| < al.)+b|s[P/9, Vs €R, p.p.surl.

On introduit Popérateur B qui a toute fonction mesurable v de 2 dans R associe la fonction
Bu définie par Bu(w) = f(w, u(w)).

Montrer que B est continu de LP(2) dans L4(QY) (Utiliser le fait que si u, converge vers u
dans LP(QQ) il existe g € LP(S) et une sous-suite {uy, } telle que p.p., uy, converge vers u et
|un,| < g. En déduire que Buy,, converge vers Bu dans LI(2) puis qu’il en est de méme de
toute la suite Buy,).

2.2. On introduit F(w, s) fo w,r)dr et la fonctionnelle V' définie par V (u fQ ))dw.
Montrer que si F est une fonction de Carathéodory et qu’il existe 8 > 0, « 6 LY() et 1 § p < 00
avec

(x)  |F(s) <al)+Blsl”,  VseR, pp.surl
alors V est continue sur LP(2).

2.3. On suppose dans la suite que f est une fonction de Carathéodory, que F' est définie comme en
2.2 et qu'il existe by > 0 et ag € LP' () avec 1 < p < 0o et p/ = p/(p — 1) vérifiant

(xx) I£(.,8)] < ao(.) + bolsP~t, Vs € R, p.p.surfd

Montrer en utilisant I'inégalité de Young (uv < %up + ;vp/) que F satisfait ().
2.4. Vérifier que 'on a pour ¢ > 0 et v € LP(Q)

V(u+tv /f W, u(w )dw—/g«pt(W)dw

ol pi(w) = 0 quand ¢t — 0, p.p. en w € Q et |pr(w)] < g(w) avec g € LI(Q) En déduire que
la Gateaux-différentielle DGV de V existe avec (DgV (u = Jo f( Jv(w) dw pour tout
v e LP(Q).

2.5. Montrer que DgV est continu de LP(Q) dans L (Q). (Utiliser 2.1.)

2.6. En déduire que V est C! sur LP(Q) avec V'(u) = f(.,u(.)).

Partie B

Exercice 3. Soit I l'intervalle ouvert |0,1[. Soit p € [1,+00). On veut montrer I'existence d’une
constante C > 0 telle que

2) 2 2)
(1) Vu e H'(I), |Jull gy < Cllully, 52 [ul 375,

3.1. Soit F': R — R la fonction définie par
(2) vt e R, F(t) = [t[*/*t.
Soit u € C1([0,1]) tel que

(3) u(0) = 0.



3.2.

3.3.
3.4.

En remarquant que

(@) vz € [0,1], F(u(z)) = /O " () (1)t

montrer I'existence de C' > 0 tel que, pour tout u € C*([0,1]) satisfaisant , on ait .
Montrer que I’ensemble des u € C1([0, 1]) satisfaisant ([3)) est, pour la norme H*'(I), dense dans
dans I’ensemble des u € H'(I) satisfaisant .

Montrer I'existence de C' > 0 tel que, pour tout u € H'(I) satisfaisant , on ait .

Soit # € C*([0,1]) tel que

(5) 6 =0 sur [0,1/3],
(6) 0 =1 sur [2/3,1].

Soit u € H'(I). En remarquant que u = fu + (1 — #)u, montrer I'existence de C' > 0 tel que,
pour tout u € H'(I), on ait (T).

Exercice 4. Soit I =]0,1] et soit f € L(I). Soit J : H'(I) — R Papplication définie par

(7)

4.1.
4.2.
4.3.

4.4.

Vu e HY(I), J(u) = / )2 — / f(z)u(z)dx + u(0)%,

Montrer que J est de classe C'. Donner J'(u)v pour u et v dans H'(I).
Montrer que J est strictement convexe.
Montrer que

(8) lim J(u) = 4o0.

lwll g1y =00
Montrer qu’il existe un et seul u dans W2(I) tel que

9) —u” = f dans LY(I),
(10) u'(0) = u(0)3, /(1) = 0.



