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Introduction

Dans ce cours, nous allons nous intéresser & un probléme classique du calcul des variations qui
consiste & minimiser une fonctionnelle intégrale (ou énergie) de la forme

F(u) = /Qf(:c,u(x),Vu(x)) dx

parmi toutes les fonctions u € C'(;R?) telles que u = ug sur 92, ol ug : I — R? est une
fonction (continue) donnée. Ici, 2 est un ouvert borné de RV et f : Q x R? x RN — R est une
donnée du probléme appelée intégrande ou densité. Rappelons que si v = (uq,...,uq) : Q@ — R?
est un champ de vecteurs, le gradient de u au point z, noté Vu(z) € RV est une matrice & d
lignes et N colonnes dont les coefficients sont donnés par

- ﬁul
o aiL’j

[Vu(x)]s; (x) pourtout 1<i<d,1<j<N.

Probleme de la membrane élastique. Le graphe de la fonction u : Q C R? — R modélise le
déplacement vertical d’'une membrane qui occupe l'ouvert 2 au repos (penser & la peau d'un
tambour). En premiere approximation, 1’énergie élastique associée au déplacement u est égale &

1
5 /Q |Vul|? d.

Cette fonctionnelle s’appelle énergie de Dirichlet et le probléme consiste & minimiser cette énergie
parmi tous les déplacements u :  — R qui coincident avec ug sur 99 (la position de la membrane
est prescrite sur le bord).

Surfaces minimales. Si u : Q C RVN~! — R, I'aire du graphe G, := {(z,u(z)) € RN, z € Q} C RY

de u est donnée par I'expression
/ V14 |Vu|? dz.
Q

Le probléeme consiste a rechercher une surface représentable par le graphe d’une fonction, qui
s’appuie sur le graphe de ug sur le bord et dont 'aire est minimale.
Variations et équation d’Euler-Lagrange

Comme dans le cas de la dimension finie, on peut s’intéresser dans un premier temps aux
points critiques de la fonctionnelle F', i.e., les points u qui “annulent” la différentielle de F. Sous

Ihypotheése que F est Gateaux-différentiable (ce qui peut étre assuré en supposant que f est

)



différentiable par rapport a (s,£)), on peut faire des variations de la forme u + t@ avec t € R et
¢ € C°(;RY). On montre alors que si u est un point de minimum de F, alors nécessairement

d
ﬁF(U + t(ﬂ)|t:0 = 0,

ce qui donne, pour tout ¢ € C°(Q;RY),

[ @0, 0) ¢+ 0 (0, 90) - Vig) do =0,
Q

Autrement dit, si la fonction u est assez réguliere, la formule de la divergence montre qu’elle est
solution du systeme d’EDP quasi-linéaires

—div[0¢ f(z, u, Vu)] + 0s f(z, u, Vu) = 0 dans .

Si u n’est pas suffisamment réguliere, il est possible d’interpréter cette équation au sens des distri-
butions dans 2. Cette condition d’optimalité d’ordre 1 s’appelle équation d’Euler-Lagrange. Son
étude peut étre menée a ’aide de techniques d’EDP.

Dans le cas de la membrane élastique, I’équation d’Euler-Lagrange s’écrit
—Au =0 dans Q,

et se ramene a la détermination des fonctions harmoniques sur Q dont la valeur sur le bord est
prescrite.

Dans le cas des surfaces minimales, I’équation d’Euler-Lagrange prend la forme

v Ve =0 dans (,
V14 [Vul?

ou le membre de gauche n’est autre que la courbure moyenne de 'hypersurface G.,,.

Malheureusement, en général (et c’est déja le cas en dimension finie), un point critique n’est
pas forcément un point de minimum global (il peut s’agir d’un extremum local ou méme d'un
point selle). Cette classification peut étre clarifiée par I’étude de la stabilité des points critiques
en déterminant le signe de la différentielle seconde. Dans tous les cas, cette approche nécessite
beaucoup de régularité, ce qui n’est pas toujours souhaitable.

La méthode directe

La méthode directe en calcul des variations consiste a travailler directement sur la fonctionnelle F’
a minimiser. Un moyen de montrer 1’existence de minima consiste a trouver des suites minimisantes
compactes (pour une certaine topologie) et dont on peut extraire une sous-suite qui converge vers
un minimum.

En dimension finie, le théoreme de Bolzano-Weierstrass assure qu’une suite est compacte si et
seulement si elle est bornée. Il est bien connu que ceci est en général faux en dimension infinie (le
théoreme de Riesz montre que la boule unité fermée d’un espace de Banach n’est jamais compacte).
Par contre, il est possible d’affaiblir la topologie pour assurer la (séquentielle) compacité des suites
bornées, par exemple dans les espaces de Hilbert ou, plus généralement, dans les espaces de Banach
réflexifs. Ceci justifie partiellement pourquoi il est préférable, dans un premier temps, d’abandonner



les espaces de fonctions contintiment différentiables au profit des espaces Sobolev qui jouissent de
bonnes propriétés topologiques, notammement celles liées a la topologie faible.

Pour montrer qu’un point d’accumulation d’une suite minimisante est un minimum, une condi-
tion naturelle sur la fonctionnelle & minimiser est la semi-continuité inférieure. Cette propriété se
traduit par des conditions de type convexité sur la densité f par rapport a la variable Vu. L’un des
objets de ce cours sera d’introduire diverses notions généralisées de convexité sur f qui assurent la
semi-continuité inférieure (dans une topologie adéquate) de F'.

En I’absence de semi-continuité inférieure de la fonctionnelle & minimiser on ne peut pas s’at-
tendre a l'existence de minimiseurs, du moins a ’aide de la méthode directe. Il est alors naturel de
considérer ’enveloppe semi-continue inférieurement de F, i.e., la plus grande fonctionnelle semi-
continue inférieurement plus petite que F. En notant cette nouvelle fonctionnelle F, on aura alors
par construction que les suites minimisantes de F' convergeront vers un minimum de F' et

inf F = min F.

Une question importante consiste alors & déterminer cette fonctionnelle F, également appelée
relaxée de F'.

Ce probleme est un cas particulier de la I'-convergence, dont ’objet concerne 1’étude et la
stabilité de suites de problémes de minimisation. Si (F:)esq est une famille de fonctionnelles et
Ue un minimiseur de F; a € > 0 fixé, on cherche alors & introduire un mode de convergence des
fonctionnelles F. qui assure la convergence des minimiseurs de F. ainsi que de la valeur minimale.
Autrement dit, on définira la T-limite de F. (lorsqu’elle existe) comme étant une fonctionnelle F
telle que

u. € argmin F, — u € argmin F, min F. = F.(u.) — F(u) = min F.

Nous démontrerons que, sous certaines, hypotheses, la classe des fonctionnelles intégrales est stable
par I'-convergence.

Nous étudierons en détails trois applications de cette propriété de stabilité. La premiere concerne
la relaxation, i.e., la détermination de ’enveloppe semi-continue inférieurement de fonctionnelles
intégrales. Ensuite, nous étudierons un probleme classique d’homogénéisation périodique. Enfin
nous verrons une application a la réduction de dimension en théorie des plaques élastiques.

Dans une dernieére partie, nous nous intéresserons a la régularité des quasi-minimiseurs. Nous
montrerons un résultat di a Meyers qui assure une meilleure intégrabilité des quasi-minima d’une
fonctionnelle intégrale. Il s’agit d’'un résultat de portée tres générale qui ne nécessite aucune
régularité de la fonctionnelle.






Chapitre 1

La méthode directe en calcul des
variations

Soit E un espace de Banach et J : E — R une fonctionnelle que I’on cherche a minimiser. L’idée
de la méthode directe du calcul des variations consiste a considérer une suite minimisante. En effet,
si 'on suppose que 'infimum

m = inf J(u)
<y
est fini, la définition de l'infimum assure U'existence d’une suite minimisante (u,)nep d’éléments
de E telle que J(u,) — m. Tout point d’accumulation (pour une topologie raisonnable) de la suite
(un)nen est alors un candidat pour étre un point de minimum. Se posent alors deux probléemes :

— la compacité de la suite (un)nen;

— montrer que si u est un point d’accumulation de la suite (uy, )nen, alors J(u) = m.

Pour la compacité, il est en général difficile d’obtenir de telles propriétés dans un espace de
Banach général de dimension infinie (penser au théoréme d’Ascoli dans espace des fonctions
continues, ou le théoreme de Riesz-Fréchet-Kolmogorov dans les espaces de Lebesgue). Pour cette
raison, nous privilegerons la convergence faible & la convergence forte (de la norme) car, au moins
dans le cas ou F est réflexif, nous savons que toute suite bornée admettra une sous-suite faible-
ment convergente. Quant a la bornitude de la suite minimisante, elle résultera généralement d’une
propriété de coercivité de la fonctionnelle que ’on cherche & minimiser.

En ce qui concerne le second probléme, si ’on sait déja que w, — w en un certain sens, il suffit
de montrer que J(u) < liminf, J(u,) ce qui nous conduit & la notion de semi-continuité inférieure.

1.1 Le role de la convexité

Définition 1.1.1. On dit que J est semi-continue inférieurement (sci) au point v € E si pour
toute suite (u,)nen telle que u,, — u dans E, alors

J(u) < liminf J(uy,).

n——+00
On dit que J est sci sur F si elle est sci en tout point de E.

Il convient d’étendre cette définition pour la convergence faible.

9



10 CHAPITRE 1. LA METHODE DIRECTE EN CALCUL DES VARIATIONS

Définition 1.1.2. On dit que J est séquentiellement' faiblement sci en u € E si pour toute suite
(un)nen telle que u,, — u faiblement dans E, on a

J(u) < liminf J(uy,).

n—-+o0o
On dit que J est faiblement sci sur E si elle est faiblement sci en tout point de E.

Remarque 1.1.3. On a clairement que si J est faiblement sci, alors J est sci. La réciproque est
fausse : il suffit de prendre J(u) = 1 — |lu||? pour tout u € H un espace de Hilbert séparable.
Alors J est continue donc sci (pour la convergence forte). En revanche, si (e,)nen est une base
Hilbertienne de H, alors e,, — 0 faiblement dans H et

J(0) =1 >0 =liminf J(e,).

n—-+4o0o

Dans le cas convexe, les deux notions de semi-continuité inférieure coincident. On rappelle la
définition suivante.

Définition 1.1.4. Une fonction J : E — R U {+00} est conveze si
J(tu+ (1 —t)v) <tJ(u)+ (1 —t)J(v) pour tout t € [0, 1] et tout u,v € E.

On dit que J est strictement convexe si 1'inégalité précédente est stricte des lors que u # v et
t €10,1].
Exemple 1.1.5. 1. les applications linéaires sont convexes ;
2. les normes x +— ||z|| sont convexes;
3. dans un espace de Hilbert (H, (,-,-)), application x + ||z||? est strictement convexe car si
te]0,1] et = # v,

[tz + (1 = t)yll* = tll=]* = 1 = )|y

t(t = Dllel® +2¢(1 = t)(z, y) — t(1 — 1)y ]|?
—t(1 = t)[lz —y|* <0.

On a alors le résultat fondamental suivant.
Théoréme 1.1.6. Soit J : E — R une fonction convezxe et sci. Alors J est faiblement sci.

Démonstration. Soit (u,)nen une suite d’éléments de E telle que u,, — u faiblement dans E. Si
liminf,, J(x,) = 400, le résultat est évident. Si a := liminf,, J(u,) < +00, on consideére une suite
décroissante (ay)ken de réels telle que ay N\, . Comme J est convexe et sci, ensemble {J < ay}
est convexe et fermé. Par ailleurs, comme oy > a = liminf, J(u,), il existe une sous-suite, notée
(Uey (n) Jnen, telle que uq, () € {J < g} pour tout n € N. Montrons que u € {J < ax}. En effet, si
u ¢ {J < ay}, dapres le théoréeme de Hahn-Banach sous forme géométrique, on pourrait séparer
strictement le convexe fermé non vide {J < ay} du convexe compact {u}. Il existerait donc un
L e E'\ {0} et t € R tels que

(L,u) <t <(L,v) pour tout v € {J < ay}.

En particulier pour v = u, (), on obtient que (L,u) <t < (L, Uy, (n)), Puis par passage a la limite
quand n — +oo, (L,u) < t < (L,u), ce qui est absurde. Par conséquent, J(u) < aj pour tout
k € N, ce qui implique par passage a la limite quand k — 400 que

J(u) < a=liminf J(uy),

n—-+oo

ce qui montre que .J est faiblement sci. O]

1. Dans la suite, nous écrirons plus simplement faiblement sci
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Nous sommes a présent en mesure d’énoncer un résultat général d’existence de solutions a des
probléemes de minimisation.

Théoréme 1.1.7 (Weierstrass). Soient E un espace de Banach réflexif et J : E — R une
fonctionnelle conveze, sci et coercive, i.e.,

J(u) = 400 quand |u|lp — +o0.

Alors il existe un u € E tel que J(@) < J(v) pour tout v € E. Si de plus J est strictement conveze,
alors le point de minimum u est unique.

Démonstration. Comme J ne prend que des valeurs finies, alors nécessairement,

m = inf J < +o0.
E

Soit (uy) une suite minimisante, i.e., J(u,) — m. Si, pour une sous-suite, ||u,||g — +o0, alors
d’apres la coercivité de J, on aurait que J(u,) — +00o ce qui est impossible puisque J(u,) = m <
+00. Par conséquent, la suite (uy,)nen est bornée dans lespace de Banach réflexif E. 11 existe donc
une sous-suite (Uq(n))nen et U € E tels que u,(,) — @ faiblement dans E. Comme la fonctionnelle
J est convexe et sci, elle est faiblement sci, et donc

J(@) <lminf J(ug(ny) = Hm J(ugp)) = lim J(u,) =m < J(a).

n—-+oo n—-+oo n—-+o0o

Il vient donc que J(@) = m ce qui montre que @ est un point de minimum de J sur E.
Quant a I'unicité, si J est strictement convexe et 4y et #; sont deux minima distincts de .J sur
FE, alors

, lg + S
inf J < J <O21> < 5 (@) + 5 J () = inf J,

ce qui est absurde. On en déduit I'unicité du point de minimum. O

1.2 Application aux fonctionnelles intégrales

Définition 1.2.1. Soit @ € RY un ouvert. On dit que f : Q x R™ — R est une fonction de
Carathéodory si f(z,-) est continue sur R™ pour presque tout z € Q et f(-,2) est mesurable sur
Q pour tout z € R™.

Lemme 1.2.2. Soit f: Q2 x R™ — R une fonction de Carathéodory et z : 0 — R™ une fonction
mesurable. Alors la fonction x — f(x,z(x)) est mesurable.

Démonstration. La fonction z étant mesurable, il existe une suite (z,,)nen de fonctions étagées qui
converge vers z p.p. sur 2. On peut alors trouver ai,...,ar € R™ et des ensembles mesurables
Ay, ..., A C Q deux a deux disjoints tels que

k
Zn = E QX A;-
i=1

Par conséquent, pour presque tout x € €Q,
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La fonction f étant de Carathéodory, on a que = — f(x,q;) est mesurable. Par suite, x —
f(z, z,(x)) est mesurable comme produit et somme de fonctions mesurables. Comme z, (x) — z(x),
et f(x,-) est continue presque pour tout z € Q, on en déduit que f(z, z,(z)) — f(x, z(z)) presque
pour tout z € €, ce qui montre que x — f(x, z(x)) est mesurable comme limite p.p. de fonctions
mesurables. O

Théoréme 1.2.3. Soient Q@ C RY un ouvert et f : O x R™ — R U {+o0} une fonction de
Carathéodory tels que

— f(x,-) est convexe pour presque tout x € € ;

— il eriste 1 <p <oo,a € LY(N),be LPI(Q;R’”) et tels que

f(z,&) > a(z) +b(x)-& p.p. tout x € Q et pour tout & € R™.

Alors la fonctionnelle F : LP(Q; R™) — [0, +00] définie par

F(z) = /Q f(@, 2(x)) de

est faiblement semi-continue inférieurement dans LP(Q;R™).

Démonstration. L’hypothese de convexité sur f implique que la fonctionnelle F' est convexe. Mon-
trons qu’elle fortement semi-continue inférieurement dans LP(2;R™). Soit (z,)nen une suite de
LP(Q;R™) telle que z, — z fortement dans LP(Q;R™). Si liminf, F(z,) = +oo, il n’y a rien &
démontrer. On peut donc supposer que liminf, F(z,) < +0o et on peut alors extraire une sous-
suite (zp, )ken telle que z,, — z p.p. sur Q et

liminf F(z,) = lim F(z,,).

n—-+00 k—+o0

D’apres le lemme de Fatou, il vient

liminf/(f(x,znk)—b-znk —a)dx
)

k— o0

z/liminf(f(x,znk)—b~znk—a)dx:/(f(x,z)—b-z—a)dx,
Q

ou l'on a utilisé la continuité de f(z,-) p.p. tout x € Q. Par ailleurs, comme z,, — z dans L”(Q),
on en déduit que

liminf/(f(x,znk)—b-znk —a)dr < lim /f(x,znk)dx—/(b-z—&—a)dx,
Q Q Q

k—-+o00 k—4o00

ce qui implique que
liminf F(z,) = lim / f(z,zp,) de > F(z).
Q

n—-+00 k—+o00
La conclusion du théoreme est alors une conséquence immédiate du Théoreme 1.1.6. O
Corollaire 1.2.4. Soient Q C RN un ouvert et f : Q x RN — R U {+o00} une fonction de
Carathéodory tels que

— f(x,-) est conveze pour presque tout x € € ;
— il existe 1 <p < oo, a € LY(Q), b€ LP (Q;R¥*N) tels que

f(z,6) > a(z) +b(x)- & p.p. tout x € Q et pour tout & € RN,
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Alors la fonctionnelle F : WP (Q;R?) — [0, +o00] définie par
F(w = [ (o Vu(o) do
Q

est faiblement semi-continue inférieurement dans WP (Q; R?).

Notons que les résultats de semi-continuité précédents ne requierent aucune autre hypothese
que celle de convexité et de borne inférieure. Dans les résultats qui suivent nous intéressons a
des résultats d’existence de problemes de minimisation pour lesquels, il est nécessaire de faire des
hypotheses de croissance et/ou de coercivité afin d’assurer la compacité des suites minimisantes.

Théoreme 1.2.5. Soient Q C RN un ouvert borné et f: QA x RN s R et g: QxR —» R des
fonctions de Carathéodory. On suppose que :

— f(x,-) est convexe pour presque tout x € € ;

— il existe A\ >0, A >0 et 1 < p < oo tels que p.p. tout x € Q et pour tout & € RN,

AEP < flz,€) < A1+ [€]P);
— il emiste 1 < p < 00, ag, a1 € L'() et b > 0 tels que p.p. tout x € Q) et pour tout z € RY,
ao(z) < g(z,2) < ar(z) +bz|P.

Siug € WhP(;RY), alors il existe une solution u € ug + Wy (€ R?) au probléme de Dirichlet

inf {J(U) = / f(z,Vv) der/ g(x,v) dx}.
vEuUQ+ Wy P (Q;RY) Q Q

Démonstration. Tout d’abord, en notant o I'infimum de J sur ug + Wol’P(Q; R?), on a d’apres les
hypotheses de croissance faites sur f et g que

/aodxgagJ(uo) SA/(1—|—|Vu0|p)dm+/(a1+b|u0\p)dx,
Q Q Q

ce qui montre que o € R.
Soit (un)nen une suite minimisante, i.e. J(u,) — a. Pour n assez grand, on a alors que J(u,) <
a+ 1 et donc, d’apres les hypotheses de coercivité faites sur f et g,

)\/ |Vun|pda:+/aodx§oz—|—l.
Q Q

Comme u,, — ug € Wol’p(Q; R?) et Q est borné, 'inégalité de Poincaré implique que
ltn — uollLr (@) < CallVun — Vuo|| e ),

ce qui montre que la suite (u,)nen est bornée dans I'espace réflexif WP(Q; R?) (rappelons que
1 < p < 00). Quitte & extraire une sous-suite (toujours notée (u,)nen), on peut donc supposer que
u, — u faiblement dans WP (Q;R?) et donc,

1iminf/f(m,Vun)dxz/f(x,Vu)dx.
Q Q

n—-+oo

Comme u, — ug € Wol’p(Q; R?) qui est (faiblement) fermé dans WP (£2;R9), on en déduit que
u—uy € Wy (Q; RY). De plus, comme u,, —ug — u—ug faiblement dans Wy (€; R?), par injection
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compacte de Rellich, on peut également supposer que, pour cette méme sous-suite, on a u, — u
fortement dans LP(2;R?). La réciproque de la convergence dominée montre alors que, quitte &
extraire de nouveau une sous-suite, u, — u presque partout dans Q et |u,| < h € LP(2). La
fonction g étant de Carathéodory, on en déduit que g(x,u,(z)) — g(z,u(x)) presque pour tout
z € Q, et |g(-,un)| < max{|ag|,|a1| + blun|P} < max{|ao|, |a1|+ b|h|P} € L}(Q). Le théoreme de la
convergence dominée montre alors que

lim g(x,un)dx:/g(x,u)dx,
n—+ Jq Q

soit
a = liminf J(u,) > J(u)

n—-+oo

avec u € ug —I—WOI’p(Q; R?). Ceci montre bien que u est un minimiseur de J sur u —l—Wol’p(Q; RY). O

Remarque 1.2.6. 1. Le résultat précédent est faux dans W11(€;R?) car une suite bornée
dans cet espace n’est en général pas séquentiellement compacte dans W11 (€2; R?) mais dans
l'espace plus large BV (Q;R?) des fonctions & variation bornée.

2. Notons qu’aucune hypothese de type convexité sur g n’est nécessaire pour assurer la semi-
continuité de J. C’est dii au fait qu’il s’agit d’un terme d’ordre inférieur pour lequel I’injection
compacte de Rellich assure la continuité de la fonctionnelle associée.

3. Les hypotheses de croissance sur f et g sont utilisées pour montrer que la fonctionnelle J est
bien définie sur WP(Q; R?) et que I'infimum n’est pas +oc.

4. L’hypothese de coercivité sur f et le fait que g est bornée inférieurement assurent la bornitude
des suites minimisantes.

Les résultats précédents peuvent se généraliser a la situation suivante ou f est une fonction de
x, u et Vu, que nous admettrons (voir [4, Theorem 3.3.4] et [4, Theorem 3.4.1]).

Théoréme 1.2.7. Soient Q C RN un ouvert borné et f : Q x (RY x R™>*N) — R une fonction de
Carathéodory tels que

— f(x,2,-) est convewe pour tout z € R? et presque tout x € Q;

— il existe 1 <p < oo,a € LYN), be L (RN tels que

f(x,2,6) >alz) +b(x)-€ p.p. tout x € Q et pour tout (2,€) € R x RN,
Alors la fonctionnelle F : WP (Q;R?) — R définie par

F(u):/ﬂf(x,u(x),Vu(x))d:v

est faiblement semi-continue inférieurement dans WP (Q;R9).

Théoréme 1.2.8. Soient Q C RN un ouvert borné et f : Q x (R? x R*N) — R une fonction de
Carathéodory. On suppose que :
— f(z,2,-) est convexe pour presque tout x € ) et pour tout z € R?;
— il existe A\ >0, A > 0,1 < p< oo, ag, a; € L'(Q) tels que pour presque tout x € §) et tout
(2,6) € RT x RPN,
ao(z) + AlE)” < f(z,2,€) < Mar(z) + |27 + [§]);

Siug € WhP(Q; R, alors il existe une solution u € ug + Wy (€ R?) au probléme de Dirichlet

inf {/ f(z,v(z), Vu(z)) dm}.
vEug+W P (4RE) Q



Chapitre 2

Notions généralisées de convexité

Dans ce chapitre, nous allons nous intéresser & étabir des conditions nécessaires et/ou suffisantes
de faible semi-continuité inférieure pour des fonctionnelles intégrale du type

F(u):/ﬂf(Vu)dx

ott © C RY est un ouvert borné et f : R¥Y — R est une fonction borélienne. Une grande partie

des résultats présentés peuvent se généraliser a des fonctionnelles dépendant explicitement de x
et u. Pour ne pas alourdir la présentation, nous allons nous restreindre au cas de fonctionnelles
autonomes ou f ne dépend uniquement que de Vu.

L’outil de base de ce chapitre est le résultat suivant.

Théoréme 2.0.9 (Riemann-Lebesgue). Soient {e1,...,en} une base de RN, Y =TIV | (a;,b;) C
RN un cube dans cette base et u € LY (RYN) (avec 1 < p < 0o0) une fonction Y -périodique, i.e.,
u(z + (b; — a;)e;) = u(x) pour presque tout x € RN. Pour tout € > 0 et presque tout x € RN, on

définit u.(z) = u(%). Alors
e = ][ u(y) dy
Y
faiblement dans LP(Q) (faible* dans L°°(2) si p = 0o) pour tout ouvert borné Q C RY.

Démonstration. Sans restreindre la généralité, on peut supposer que Y = (0,1)V.

Etape 1. Supposons d’abord que p = 00. On a que ||uc|| () < [|ul|L~(y) de sorte que 'on peut
extraire une sous-suite (uc,)jen telle que u., — u faible* dans L*°(Q) ot u € L*°(£2). Montrons
que pour presque tout z € €2,

ia) = [ utw)dy

ce qui montrera que la limite faible* est & la fois indépendante de la sous-suite et de 'ouvert €.
Soit Q C Q un cube dont les cotés sont paralleles aux axes de coordonnés et sont de longueur [.
Pour j assez grand, on a que ¢; < I. En posant m; = ([I/e;] — 1)", o [] désigne la partie entiere,

on a
m;

1 .
—Q=U+1)+E,
J i=1

15
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ou af e ZN et E; C @Q est un ensemble tel que

my

jj@\umzm

i=1

my

Ul +v)

I N
i=1 - <€]> - m]

Comme mj; > ((I/g;) —2)N = (I/e;)N (1 — 2¢;/)N = (I/e;)N (1 — 2Ne; /I + O(e?)), on en déduit
N

que |Ej| = 2N(/e;)N 1 + 0257 )7 Or
$LQ@@LWMQM

‘ /Q <u @)= [ uty) dy) dx

|Ej| =

| -
-

J

[]3

Comme u est Y-périodique et a) € ZN, on a

/ . (w0~ [ wan) @z = [ (uc=ad) = [ )y as

Par ailleurs, comme u € L*(Y),

ey /E j (u(z)— /Y u(y)dy> i

En regroupant les estimations précédentes et en passant a la limite quand j — +o00, on en déduit

que pour tout cube @ C €.
/ <ﬂ(:17) — / u(y) dy> dx = 0.
Q Y

Comme n’importe quel ouvert U de €2 peut s’écrire comme une union dénombrable de cubes deux
a deux disjoints, on en déduit que pour tout ouvert U C €2,

/U (ﬁ(z) - /Y u(y) dy> dz = 0.

Ceci montre que o = fy u(y) dy p.p. sur Q2. Comme la limite est indépendente de la sous-suite, ceci
implique que c’est en fait toute la suite u. — [, u(y) dy faible* dans L>°(Q).

< 2e |Ej|Jufl ooy < Cej — 0.

Etape 2. Supposons & présent que 1 < p < 0o. Soit u* := max(min(u, k), —k) la troncature de
u au niveau k. Comme u est Y-périodique, alors u* reste également Y -périodique et d’apres I’étape
1, uf — [, u*(y) dy faible* dans L>(Q) (et donc également faiblement dans LP(Q2) puisque €2 est
borné). Par ailleurs, en notant I, = {a € ZV : (a+Y) N 1Q 5 0}, alors #(1.) < C/e™ et

/\ulg—ug\pdngN/ |uk—u\de§5NZ / |u® — ulP dx
Q 10 atY

a€cl,

= EN#(IE)/ |u¥ — u|P do < C/ |u¥ — ulP d,
% Y
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ou l'on a utilisé le fait que u* et u sont Y-périodiques. Pour tout v € )i (©), on écrit que

/Q<us/yu(y)dy>vda:/Q<u’;[{u(y)dy>vda¢+/ﬂ(usulg)vd%

Par passage a la limite quand € — 0, il vient que

[ (v~ [ wa) vaa

([ tray= [ war)| [ olds+ Cloll eyl = oo
Y Y Q

Par convergence dominée, u* — u dans LP(Y). Par passage & la limite quand k — oo dans
I’estimation précédente, on en déduit que

;l_rg(l) Q(us—/yu(y)dy)vdxzo

ce qui montre bien que ue — [, u(y) dy faiblement dans L?(Q). O

lim sup
e—0

<

2.1 Convexité

Gréce au Théoreme de Riemann-Lebesgue, nous allons pouvoir en déduire des conditions nécessaires
de semi-continuité inférieure pour les fonctionnelles intégrale.

Théoréme 2.1.1. Soient Q C RN un ouvert borné et f : R™ — R une fonction borélienne bornée
inférieurement. Si la fonctionnelle F : LP(Q; R™) — R U {+o0} définie par

F(z) = /Q f(2(2)) da

est faiblement semi-continue inférieurement dans LP(Q;R™), alors f est conveze.

Démonstration. Soient A € [0,1], A et B € R™. On définit la fonction z : RN — R™ par

(2) A sin€Zetn<z <n-+A,
z(x) :=
B sin€eZetn+A<zi<n+1

qui est (0, 1)N-périodicité. D’apres le Théoréeme de Riemann-Lebesgue, la suite z. := z(-/¢) conver-
gence faiblement dans LP(£2; R™) vers

/ z2(y)dy = A+ (1 - \)B.
(0,

Par hypothese, on a donc que

Qf(AMA+ (1 -)N)B) = /Q f (/(0 - z(y) dy> dx < ligglf/szf(za)dx.

Comme la fonction f oz € L>®(RY) est (0,1)N-périodique, une nouvelle application du Théoréme
de Riemann-Lebesgue montre que f(z:) = (foz)(-/¢)) — f(o N flz(y))dy = Af(A)+(1—X)f(B)
faible* dans L™ (), soit

lim [ f(z2)do = QI (4) + (1= NF(B)).
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En regroupant les relations précédentes, on en déduit que f(AA+(1—A)B) < Af(A)+(1—-\)f(B),
i.e., que f est convexe. [

En regroupant les Théoremes 1.2.3 et 2.1.1, on constate que la convexité de f est une condition
nécessaire et suffisante pour que la fonctionnelle intégrale F' : LP(2; R™) — R définie par

F(z) = A f(2(x)) da
soit faiblement semi-continue inférieurement dans LP(Q; R™).

A Taide de la méthode générale employée dans la preuve du Théoreéme 2.1.1, nous allons a
présent nous intéresser aux fonctionnelles intégrales qui dépendent de gradients en distinguant le
cas scalaire (d = 1) du cas vectoriel (d > 2).

Rde

Commencgons par le cas scalaire. Notons que, dans ce cas, un élément de n’est autre qu’un

vecteur (ligne) de RY.

Théoréme 2.1.2. Soient Q C RN un ouvert borné et f : RN — R une fonction borélienne bornée
inférieurement. Si la fonctionnelle F : WP (Q) — RU {+oo} définie par

- / F(Vu(x)) da

est faiblement semi-continue inférieurement dans WP(S2), alors f est convexe.

Démonstration. Soient A € [0,1], A et B € RY. On définit la fonction u : RV — R par

A-z—(1—=XNnlA—B|] sine€Z, n< ;B<n—|-)\7
u(x) := ‘A B‘
B-xz+(14+n)A|A—B| sine€Z, n+)\<|A Bor<n+l

Notons que u € W2 (RN) et son gradient

loc

x<n+)\,

Vu(z) =
x<n+1

A sin€Z, n<‘A BI
B sineZ, n—l—)\<

TA=B] BI

est Y-périodique, ou Y est un cube avec une face orthogonale au vecteur A — B et dont la longueur
des cOtés est égale a 1.

On pose u.(z) = eu(z/e) pour tout z € RN et tout € > 0. Un calcul immédiat montre que pour
tout x € RV,

[ue(z) — (AA+ (1 = N)B)z| < A(1 — M)A — Ble,

ce qui montre que u; — (AA+(1—X\)B)-z fortement dans LP(2). Par ailleurs, comme Vu. € {A, B}
p.p. dans Q, on en déduit que la suite (Vu.).~o est bornée dans LP(£;RY) ce qui montre que
e — (M + (1 — \)B) - = faiblement dans WP ().

Par semi-continuité inférieure, il vient

QI f(AA+ (1 - \)B <hm1nf/fVu5 :c:liminf/f(Vu(E)> dz.
Q

e—0

Comme la fonction foVu € L>®(RY) est (0, 1)V periodique une nouvelle application du Théoréme
de Riemann-Lebesgue montre que f(Vu.) = (f o Vu)(-/e f(o v f(Vu(y) dy = Af(A)+ (1 -
A)f(B), ce qui montre que

Qf(AA + (1 - \)B) < liminf/Qf (Vu (%)) do= 1210 f(4) + (1= N F(B)),

e—0

et donc la convexité de f. O
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En regroupant le Corollaire 1.2.4 et le Théoreme 2.1.2, on en déduit que dans le cas scalaire
(d = 1) la convexité de f est une condition nécessaire et suffisante pour que la fonctionnelle
intégrale F : WHP(Q) — R définie par

Flu) = / F(Vu(a)) da

soit faiblement semi-continue inférieurement dans WP(Q). Le cas vectoriel est autrement plus
compliqué. En effet, la convexité est loin d’étre une condition nécessaire comme ’atteste I’exemple
ci-dessous.

Exemple 2.1.3. On se place dans le cas N =d = 2 et p > 2. On pose Q = (0,1)? et on considere
la fonctionnelle intégrale F': W1P(Q;R?) — R définie par

F(u) :/ detVu dz.
Q

Tout d’abord, remarquons que & € R?*2 i deté n’est pas convexe car c’est une forme quadratique
non positive. Pourtant, nous allons montrer que la fonctionnelle F' est faiblement continue dans
Whr(Q;R?).

Tout d’abord, remarquons que si u : Q — R? est une fonction réguliere, alors on a

detVu = div(uydaug, —u1Orusg).

Par intégration, on obtient, pour tout ¢ € C°(Q),
/ pdetVu dr = —/ (u102u201p — u101u2da¢) dv.
Q Q

Par densité, cette égalité reste valide si u € WHP(Q;R?).
Si u, — wu faiblement dans W1?(Q;R?), par injection compacte de Rellich, on a u, — u
fortement dans LP(Q;RR?). Comme p > 2, on en déduit que pour tout ¢ € C>(Q),

/gﬁdetVun da:%/ pdetVu dx,
Q Q

i.e., detVu, — detVu faible* dans D’'(Q;R?). Par ailleurs, comme le déterminant en dimension
2 est & croissance quadratique, on en déduit [[detVu,||pr2g) < C||Vun||%p(Q) < C et comme

p/2 > 1, on en déduit que detVu,, — detVu faiblement dans v/ 2(Q). Par conséquent,

/ detVudxr = lim detVu, dx.
Q

n—-+oo Q

2.2 Rang-1-convexité

Pour comprendre pourquoi la preuve du Théoreme 2.1.2 ne fonctionne pas quand d > 2, il
convient de construire une fonction dont le gradient est constant par morceaux. Considérons pour
simplifier le cas ou le gradient ne peut prendre que deux valeurs données par des matrices A et
B € RN,

Supposons pour fixer les idées que u : RY — R? est une fonction Lipschitz telle que Vu = A sur
{z1 < 0} et Vu = B sur {z; > 0}. Par intégration, on en déduit que

Axr+a siz; <0,
u(z) = .
Bx+b siz; >0.
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Comme u est continue a Uinterface {1 = 0}, on doit avoir A(0, zs,...,xn)+a = B(0,z2,...,zn5)+
b pour tout (zo,...,ox) € R¥V~! ce qui montre que a = b et

(A—B)(0,z3,...,x5) =0 pour tout (zs,...,zy) € RV7L

En notant (A — B)Y) la j-eme colonne de la matrice A — B, on a alors

N
ij(A —B)Y =0 pour tout (xg,...,zy) € RN,
j=2
ce qui implique que (A — B)®) = ... = (A — B)(™) = 0. Par conséquent, la matrice A — B est

de rang 1 et on peut 1'écrire A — B = AN @ ¢, (noter que e; est un vecteur normal & l'interface
{1'1 = 0}

Cette discussion motive la définition suivante.

Définition 2.2.1. Une fonction f : RN — R U {400} est dite rang-I-conveze si pour toutes
matrices A et B € RN avec rang(A — B) < 1 et tout A € [0, 1],

FAA+ (1 =XN)B) < Af(A) + (1 =N f(B).

Remarque 2.2.2. Si A et B € RN satisfont rang(A— B) < 1, alors on peut écrire B— A = a®b
avec a € R% et b € RY. La rang-1- convexité est alors équivalente & la convexité sur R de la fonction
t— f(A+ta®b). Si, de plus, f est de classe C?, alors la rang-1-convexité est équivalente a la
condition de Legendre-Hadamard

D?*f(A)(a®Db)(a®b) >0

qui assure lellipticité de 1’équation d’Euler-Lagrange associée au probleme de minimisation de
u— Fu) = [ f(Vu)dz.

Remarque 2.2.3. Bien évidemment, toute fonction convexe est rang-1-convexe et les deux notions
coincident dans le cas scalaire, i.e., N = 1 ou d = 1. Cependant, dans le cas vectoriel (N > 2 et
d > 2) ces deux notions sont distinctes comme le montre ’exemple suivant.

Exemple 2.2.4. Ce premier exemple a été introduit par Dacorogna. On considere les matrices de

rang 1 suivantes
1 0 0 1 -1 1
El = (2 O> ) 52 = (O 1) Y 53 = < O 0> *

On vérifie facilement que det(&; — ;) # 0 pour tout 1 < ¢ % j < 3. On pose alors

+o00  sinon.

Fe) = {o s € € {6,60,6),

On a que pour tout & et n € R?*2 avec rang(¢ — 1) < 1 et tout A € [0, 1],

FOE+ (1 =N < Af(E) + (1 =N f(n).

Si€ & {&,8,8) oun & {&1,8,83}, alors le membre de droite est +o0o et l'inégalité est évidente.
Si& e {&,8,8) et n€{&,8,8} avec € # 0, alors det(€§ — n) # 0 et donc la matrice £ — 7 n’est
pas de rang 1, ce qui interdit ce cas. Enfin € € {&1,&2,&3} et n € {&1,&2, &3} avec € = 1, U'inégalité
est évidente.
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Par ailleurs, on a d’une part f(3&1+3&+3583) = 400 et, dautre part, 1 f(&1)+3 f(&2)+3f(&3) =
0, ce qui montre que

(564 36+ 38) > 7€) + 36 + @)

et donc que f n’est pas convexe.

Exemple 2.2.5. Si l'on s’intéresse a des fonctions a valeurs finies, I’exemple suivant di a Daco-
rogna et Marcellini (voir [4, Proposition 4.1.13 and 4.1.14]) fournit une fonction f : R?*? — R
définie par

F(&) = 1€]* — a(det€)? — blé|deté,
qui est rang-1-convexe quand |b| < 4 et 8a + 3b% < 16. Par ailleurs, si a = 0 et b = 4//3, f n’est
pas convexe.

Théoréeme 2.2.6. Soient Q@ C RY un ouvert borné et f : RN — R une fonction borélienne
bornée inférieurement. Si la fonctionnelle F : W1P(Q; R?) — R définie par

- /Q F(Vu(z)) dz

est faiblement semi-continue inférieurement dans WP(Q;RY), alors f est rang-1-conveze.

Démonstration. Soient A € [0,1], A et B € RN tels que A — B=a®b avec a € RY b € RN et
|b| = 1. On définit la fonction u : RN — RY par

u(z) = Br+ab-z)—(1—XNna sin€Z n<b-x<n+,
" Bz + (14+n)a sin€eZ, n+A<b-z<n+1.

Notons que u € W,/ (RYN;R?) et son gradient

Vu(x) B4+a®b=A sin€Z, n<b-xz<n+A,
u(x) =
B sin€eZ, n+A<b-z<n

est Y-périodique, ou Y est un cube avec une face orthogonale au vecteur b et dont la longueur des
cOtés est égale a 1.

On pose u.(z) = eu(x/e) pour tout # € RY et tout £ > 0. Un calcul immédiat montre que pour
tout z € RY,

ue(z) = (AA+ (1 = A)B)z| < A(1 = A)lale,

ce qui montre que u. — (A + (1 — \)B)x fortement dans LP(Q;R?). Par ailleurs, comme Vu, €
{A, B} p.p. dans €2, on en déduit que la suite (Vu,).>0 est bornée dans LP(Q; R4*Y) ce qui montre
que u. — (A + (1 — \)B)x faiblement dans WP (; R%).

Par semi-continuité inférieure, il vient

|QIf(AA+ (1 — ) < hmlnf/ f(Vue(z))dx = hmmf/ﬂf (Vu (%)) dz.

Comme la fonction foVu € L= (RY) est (0,1)N périodique une nouvelle application du Théoreme
de Riemann-Lebesgue montre que f(Vue) = (f o Vu)(-/e f(o yv F(Vu(y) dy = Af(A) + (1 -
A) f(B), ce qui montre que
. x
QIf(AM + (1 — A)B) < liminf | f (Vu (g)) dr = |QI(AF(A) + (1= N f(B)),
Q

e—0

et donc la rang-1-convexité de f. O
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La rang-1-convexité est donc une condition nécessaire de semi-continuité inférieure. La question
naturelle qui se pose est si c’est également une condition suffisante. Malheureusement ceci est faux
en général.

Exemple 2.2.7. On considere le sous-espace vectoriel de R3*2
L={r(es®@m)+s(ea @) +tes® (m +n2): r,s,t R}

ot {e1,e1,e2} est la base canonique de R3 et {n;,72} est la base canonique de R%. On définit la
fonction ¢ : L — R par

g(r(er ®@m) + s(ea @ n2) +tez @ (1 +m2)) = rst  pour tout r,s,t € R.

Si P désigne la projection orthogonale sur L, on définit

7(6) = 9(P(€)) + 75 (1612 + [E1*) + Kle — PP

On montre alors que f est rang-1-convexe pour un certain k > 0, mais que la fonctionnelle intégrale

U f(Vu)dz
(0,1)2
n’est pas faible* semi-continue inférieurement dans W1>°((0,1)%;R3). Cet exemple se généralise
au cas ou N > 2 et d > 3. Néanmoins, il s’agit d’un probleme ouvert dans le cas N = d = 2.

Terminons cette section par un résultat de continuité des fonctions rang-1-convexes a croissance
polynomiale qui sont un cas particulier de fonctions convexes par rapport a chacune de leurs
variables.

Proposition 2.2.8. Soit f : R™ — R une fonction convexe par rapport a chacune de ses variables
et telle que
FEI<CA+[E)  pour tout § € R™,

ot C >0 etl<p<oo. Alors il existe une constante C' > 0 qui ne dépend que de C, N, p et d
telle que

£ = fF| < C"(A+ [P + [Pl —nl pour tout €, n € R™.

Démonstration. On pose zg = & et, pour tout 1 < k <m, 2z, = &+ Zle(nj —&;)e; de sorte que

m
Fn) = 1(&) = 3 _(f(z) = [(zk-)).
k=1
Or
f(2e) = fzi—1) = flze—1 + (e — &k)ex) — fzr—1) = gk — &) — 9(0),

ot g(t) := f(zx—1 + ter) pour tout ¢ € R. Remarquons que, comme |zx—1| < |n| + |£], alors
lg(®)] < C(1+ |n|P + [£|P + |¢|P) pour tout ¢t € R. Comme g est convexe, par croissance du taux
d’accroissement, on a pour tout s <t <t =¢+[t| + ¢+ 9] + 1,

g(t) —g(s) g(t') —g(t) L+ [E]P + [n|? + [t]P -1 -1 -1
< <C <O+ EPT+ Pt +|¢P7H).

En particulier, si gy — &, > 0, on pose t = — & et s =0 et si gy — & < 0, on pose s = N — &k
et t = 0. Il vient alors que

[f(2r) = flze-0)| S CA+[EPTH+ P71+ e — &P~ — &l < CQA+ [P+ [nIP~H)In — €],

ce qui donne le résultat annoncé apres sommation. O
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2.3 Quasiconvexité

Une notion intermédiaire entre la convexité et la rang-1-convexité est la quasiconvexité introduite
par Morrey.

Définition 2.3.1. Une fonction borélienne et localement bornée f : R¥™*N — R est dite quasicon-
veze si

1
16 < /D F(€+ V() dy

pour tout ouvert borné D C RY | tout ¢ € R et tout ¢ € CL(D;RY).

Remarque 2.3.2. Quand f ne prend que des valeurs finies (ce qui sera le cas ici), la condition
de quasiconvexité ne dépend pas de I'ensemble D. En effet, si D' ¢ RV est un autre ouvert borné,
alors il existe g € RY et r > 0 tels que zg +rD’ C D. Si ¢ € C1(D';R?), on définit

sinon,

r@(@) sixz €xg+rD,
=i

de sorte que ¢ € C}(D;R%). Si la condition de quasiconvexité est vérifiée pour D, alors

DIf(€) < /D F(E+ V(@) do

1D\ ot D@+ [ 7 (erve (P50 as
xo+rD’ r
= (DI=rMDDFE© + Y [ p(E+ Tt iy
d’ou
IS < [ F6+ Volu)
DI
Remarque 2.3.3. Si f est continue et satisfait une condition de croissance du type

f < CA+[¢P)  pour tout & € RPN,

avec C > 0 et 1 < p < 00, alors un argument de densité montre que la condition de quasiconvexité
est équivalente a

1
16 < /D F(E+ V() dy

pour tout ouvert borné D C RN, tout £ € RN et tout p € W, P(D;R%).

Remarque 2.3.4. Si f: RN — R est convexe, alors I'inégalité de Jensen montre que pour tout
¢ € CL(D;RY), on a

]i fE+Ve(y)dy = f (][D(é + Ve(y)) dy) = (&)

car ¢ = 0 dans un voisinage de dD. Ceci montre que toute fonction convexe est quasiconvexe.
Nous montrerons ultérieurement que la quasiconvexité implique la rang-1-convexité.
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L’intéret majeur de la quasiconvexité est qu’elle fournit une condition nécessaire et suffisante de
semi-continuité inférieure pour les fonctionnelles intégrales. Le résultat suivant est du a Morrey, il
a été étendu de nombreuses manieres notamment dans I'une de ses formes les plus générales par
Acerbi et Fusco (voir [1]) pour des fonctionnelles intégrales dépendant de z, u et Vu.

Commencgons par la condition nécessaire qui est plus simple.
Théoreme 2.3.5. Soient Q C RY un ouvert borné, 1 < p < oo et f : RAXN _, [0,4+00) une
fonction borélienne et F : WHP(Q:RY) — R la fonctionnelle définie par
u) = / f(Vu)dz  pour tout u € WHP(Q;RY).
Q
Si I est faiblement semi-continue inférieurement dans W1P(S;RY) alors f est semi-continue
inférieurement et quasiconvezxe.

Démonstration. Si &, — &, on définit pour tout © € RN, u,(z) = &,x et u(x) = £x de sorte que
u, — u (fortement) dans WP(Q;R?) et donc

1 £() / f(Vu)dz <liminf [ f(Vu,)dx = hmlnf 1] f(&n)s

n—)ooQ

ce qui montre que f est semi-continue inférieurement.

Montrons que f est quasiconvexe. Soient £ € RN Y = (0,1)Y et ¢ € CL(Y;R?). On étend
¢ par Y-périodicité & tout RY et on pose u(z) = &x et u,(x) = £z + ~¢(nx) pour tout n € N et
pour tout x € RY. Clairement u,, — u fortement dans L>(Q; R?) et comme la suite (Vi )nen est
bornée dans L>(Q; R>*N)  alors u,, — u faible* dans W1°°(Q; R?) et donc également faiblement
dans WP(Q;RY). Par conséquent, on a

|Q2f (&) f Vu)dz <liminf [ f(Vu,)dr = liminf/ f(&+ Vp(nz)) de.
n—-—+0o0o Q

n—-+oo Q

Si f(€+ V) € LY(Y), le Théoreme de Riemann-Lebesgue montre que f(Vu,) = f(£+Ve(n)) —
[y f(€+ V(y)) dy faiblement dans L'(Y'), d’ott

< /Yf(§+VsO(y))dy

Si, en revanche, f(£ + V) & L1(Y), alors on a toujours

F(6) < o0 = /Y F(E+ V() dy

ce qui montre la quasiconvexité de f. O

Dans la preuve de la condition suffisante, nous utiliserons le résultat suivant qui établit une
forme de “différentiabilité approchée” des fonctions de Sobolev.

Théoréme 2.3.6. Soit u € WHP(Q) avec 1 < p < 0o. Alors pour presque tout xg € Q, on

lim |u(x) — u(zo) — Vu(zo) - (x — x0)[”
70 B, (o) PP

dx = 0.
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Démonstration. Siwu est une fonction réguliere, en posant g(t) = u(xg+t(z—xp)), ona g(1)—g(0) =
fol g'(s)ds, et done, pour tout = et zg €

u(z) — u(zo) — Vu(zg) - (x — z0) = /0 [Vu(zo + s(z — z0)) — Vu(zo)] - (z — z0) ds.

Par densité cette propriété reste valide pour presque tout xg € €2 et presque tout z € Q. On
multiplie cette égalité par p € CL(B,(z0)) et on obtient d’apres le Théoreme de Fubini, la formule
de changement de variables et I'inégalité de Holder,

/ (@) (u(x) — ulzo) — Vo) - (& — o)) da
B, (x0)

b Y— 2o
- [ e o @ 0t 557 ) [Vuly) = Vulao)] - (v — o) dyds
0 B, (xo

1 v 1/ 1/p
< / i/ (x +y_”30>’ d i/ Vuly) — Va(zo)Pdy | ds
s p o SN B, (z0) ® 0 s Y SN B., (20) Yy 0 Y

1 1/p
1
< P||90||Lp'(3,,(m0))/0 (SN/B ( )\Vu(y) — Vu(zo)[? dy) ds.
sp(z0

En divisant par ||¢|| (B, (x0)) €t €n prenant le supremum parmi toutes les fonctions ¢ € CL(B,(z0)),
il vient pour presque tout xgy € €2,

|u(z) — u(zo) — Vu(xg) - ( — x0)|? 1 o S
]{Bmo) PP = /0 <]{35p($0) [Vu(y) = Vu(zo)| dy) ds.

Pour tout p > 0, on définit la fonction continue f, : [0,1] — R par

fo(s) ::]l [Vu(y) — Vu(xo)|Pdy pour tout s € [0,1].
Bsp (o)

Il existe alors s, € [0, 1] tel que fol fo(s)ds < f,(s,) de sorte que

][ [u(z) — u(zo) — Vu(zo) - (x — 20)[?
By (x0) PP

do<f |Vuly) - Vuleo) dy
Bsf)p(xo)
Si xg est un point de Lebesgue de Vu, i.e., presque tous les points de €2, alors on a
][ |[Vu(y) — Vu(zo)|P dy — 0,
BSpp(IO)

ce qui montre que

[ e o) =Tt el
B, (x0) pP '
0

Nous sommes a présent en mesure d’énoncer le résultat de condition suffisante de faible semi-
continuité inférieure.
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Théoréme 2.3.7. Soient Q C RN un ouvert borné et f : RN — R une fonction continue et
quasiconveze satisfaisant la propriété de croissance suivante : il existe A >0, A >0 et 1l <p < 0
tels que

MNEP < F(6) S A+ [EP)  pour tout € € RPN,
Alors la fonctionnelle F : WHP(Q;R?) — R définie par

F(u) = / f(Vu)dz  pour tout u € WHP(Q;RY)
Q

est faiblement semi-continue inférieurement dans WP(Q; R?).

Démonstration. Soit u,, — u faiblement dans W1?(£2;R?). 11 s’agit de montrer que

< limi .
F(u) < liminf F(uy)
Notons que le membre de droite est toujours fini d’apres ’hypothese de croissance, et du fait
quen vertu du Théoréeme de Banach-Steinhaus la suite (Vu,)nen est bornée dans LP(Q; RY).
On considere une sous-suite (un, )ren telle que
liminf F(u,) = lim F(up,).
n—-+oo k—+o0
Etape 1. On suppose d’abord que u(z) = £z pour tout & € Q est une fonction affine. L’idée

consiste a modifier la condition limite de la suite u,, par celle de sa limite w.
Soit (g )nen la suite de mesures positives dans M () définie par

urp(E) = / (14 |€]P + |Vup,|P)dz  pour tout Borélien F C Q.
E

Comme cette suite de mesures est bornée, quitte a extraire une nouvelle sous-suite, on peut supposer
que pg — p faible* dans M(€2). Pour tout r > 0, on note , = {z € Q : dist(x, 9) > r}. Comme
les ensembles 9, sont deux & deux disjoints, on en déduit que la famille {r > 0 : u(99,) > 0} est
au plus dénombrable, et on peut trouver un r > 0 tel que p(99,) = 0.

Pour tout 0 < § < 7, on consideére une fonction cut-off n € C°(N) telle que 0 < n <1, =1sur
Qris,n=0sur 2\ Q_s et [Vn| < c¢/d. On pose alors

VE = Ny, + (1 —n)u € WHP(Q;RY)

qui satisfait vg(x) = £z pour tout € 2\ Qs et v = uy, sur Q,45. En utilisant la condition de
croissance sur f, on en déduit que

/Qf(Vunk)dx > /QH’5 f(Vu)dx > /Qf(Vvk)dx — /Q\Q,,.(; f(& _A/Q,,.(;\Q,,.H(l + |Vog|P) da.

Or Vv, = nVuy, + (1 — )&+ Vn @ (un, — u), ce qui implique que |Vug|P < e[V, |P + [P +
|t — U, [P/dP). Par conséquent,

/Q F (V) dz > /Q F(Vor) dar — /Q LT

1
_ c/ (1 IVt P 4 €7+, u|p> iz,
97‘76\Qr+5
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Comme vi(x) = £z pour tout € Q\ Q,_s, on a par définition de la quasiconvexité que

/Q (Vo) dz > 9] £(€).

Par ailleurs,
limsup (5 \ Q) < g1 (s \ Qs ) -

k— 400

Par passage a la limite quand k& — 400, il vient

lim /Q F(Tun,) do = [917(€) = 19\ Qs £(€) = Cn (%5 \ )

k—+o0

En faisant tendre 6 N\, 0, on obtient que
li (Q,._ Q, ) = 1(09,) = 0
Yy 5\ Qrys ) = p(0Q)
d’apres le choix de r. Par conséquent,

lim inf / F(Tun) d > [QUF(E) — 2\ 2 [F(©),
Q

n—+oo
et on obtient le résultat en faisant tendre r 0.

Etape 2. Soit u € W?(Q;R?) une fonction générale. On définit la mesure
Ae(E) = / f(Vuy, )dx  pour tout Borélien E C .
E

Comme cette mesure est bornée, quitte a extraire une sous-suite, on peut supposer que A\, —
A faible* dans M(£). On désigne par £V la mesure de Lebesgue dans R™. Le théoréme de
décomposition de Lebesgue montre que A = aLY +\* ot1 @ € L!(Q) et \* est une mesure étrangere
a la mesure de Lebesgue. Nous allons montrer que pour presque tout zg € 2,

a(xzo) = f(Vu(wo)).

En effet, dans ce cas, on a

liminf F(u,) = lim A (2) > Q) > /Qa(x) dzx > /Qf(Vu) dz,

n——+o0o k—+o00
ce qui conclut la preuve du théoreme.
Fixons un point zy € €2 un point de Lebesgue de u et a qui satisfait de plus

b @) () — V)@ )P N (By(a)

= 0.
P=0J B, (o) pP p—0  wWNP

Par le théoreme de différentiation de Lebesgue et le Théoreme 2.3.6, presque tous les points zy € 2
satisfont ces propriétés. Comme les ensembles {0B,(zo)},>0 sont deux & deux disjoints, on en
déduit que I'ensemble {p > 0 : A(0B,(xo)) > 0} est au plus dénombrable. Il existe donc une suite
(pj)jen telle que p; — 0 et A(OB,,(x0)) = 0 pour tout j € N. Par conséquent

1 ANB,.
a(zg) = lim N / a(z) dz + A°(By, (z0)) | = lim APy, (1530))
J=+00 WNp; By, (o) ’ J7hee WNP;y

M (B, (w0)) _ ! /B @) de

= lim lim i lim lim i
j—+o00 k—+o00 WN P j—+o00 k—+o00 WNP;
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On pose pour presque tout y € B = B;(0),
Uny, (To + pjy) — u(zo)
P

de sorte que Vg ;(y) = Vg, (xo + p;y). D’apres la formule de changement de variable, on a donc

€ WhP(B;RY)

vk, (y) =

. . 1
aan) = Jim_ tim = [ (Tusm)dy
°t 1 e () — u(z0) — Vau(zo) (& — z0) P
Up, L) — UL — ulxr Tr — I
/ vk, (y) — Vu(xo)y|P dy = — . ° 7 " Ol dx
B Pj /B, (o) Pj

de sorte que
lim lim / vk, (y) — Vu(zo)y|P dy = 0.
B

j—+o0 k—+o0

Pour tout 7 € N, on peut donc trouver une suite k(j) /400 quand j — 400 telle que, si I'on pose
Vj = Ug(j),5, alors v; — Vu(wzo)y fortement dans LP(B;R?) et

. 1
atan) = tim_— [ (Vo).

D’apres la propriété de coercivité, on a que la suite (Vv;)jen est bornée dans LP(B; RYN) ce qui
montre que v; — Vu(xo)y faiblement dans W1?(B;R?). D’apres 1'étape 1, on en déduit que

a(zo) = f(Vu(zo)),
comme annonce. O
Remarque 2.3.8. Le résultat précédent est loin d’étre optimal. Il se généralise au cas ou f satisfait
—C1(€]7 +1) < f(€) < Ca(1+[¢[")  pour tout & € RPN,
avec 1 <g<pet(Cy, Cy >0.

La quasiconvexité de f est donc une condition nécessaire et suffisante pour que la fonctionnelle
intégrale F : W1P(Q;R?) — R définie par

F(u):/gf(Vu(x))dx

soit faiblement semi-continue inférieurement dans W1'P(Q;R%). Elle implique donc la rang-1-
convexité de f. Ces deux notions sont toutefois distinctes (du moins quand d > 3) comme atteste
le contre-exemple de Sverak (voir Exemple 2.2.7) ot on peut montrer que la fonction f construite,
bien qu’étant rang-1-convexe, n’est pas quasiconvexe.

Un exemple important de fonctions quasiconvexes quand N = d = 2 est le suivant. Nous avons
déja vu que si Q C R? est un ouvert borné et u,, — u faiblement dans W1?(Q;R?) avec p > 2,
alors det(Vu,) — det(Vu) faiblement dans LP/?(Q). Par conséquent, si g : R?*2 x R — R est une
fonction convexe, le Théoreme 1.2.3 assure que

/ g(Vu,detVu) de < liminf [ g(Vu,detVu,)dz,
Q

n—-+oo Q

ce qui montre que, en vertu du Théoreme 2.3.5 que & € R**? — g(&,deté) est quasiconvexe. 11
s’agit d’un cas tres particulier d’une classe de fonctions dite polyconvezes.

Nous sommes a présent en mesure d’énoncer un résultat d’existence de minimiseurs dans le cas
vectoriel dont la démonstration est identique a celle du Théoreme 1.2.5.
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Théoréme 2.3.9. Soient Q C RN un ouvert borné, f : RN — R une fonction borélienne et
g: QxR = R une fonction de Carathéodory. On suppose que :

— [ est quasiconvexe;

— il existe A\ >0, A >0 et 1 <p < oo tels que pour tout & € RN,

AEP < f(&) < AL+ [€7);

— il existe 1 < p < 00, ag, a; € L' () et b > 0 tels que pour presque tout x € Q et tout
z € R?,
ap(z) < g(x, 2) < ai(x) + b|z|P.

Si ug € WHP(;RY), alors il existe une solution u € ug + Wy P (€ RY) au probléme de Dirichlet

inf {/ f(Vv)dx—i—/g(m,v)dx}.
vEug+Wy P (R LJq Q
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Chapitre 3

['-convergence de fonctionnelles
intégrale

3.1 Théorie générale de la I'-convergence

On cherche & définir une notion de convergence variationnelle, appelée I'-convergence, qui rende
stable les problemes de minimisation, autrement dit qui assure la convergence des minimiseurs
ainsi que de la valeur minimale.

Dans cette section, on considere un espace métrique (X, d) et (F});en une suite de fonctionnelles
F; : X = RU{+400}. On souhaite définir une limite F' de la suite (F}),cn qui satisfait les propriétés
suivantes :

— siu; € X est telle que F'(u;) = minx Fj et u; — u, alors F(u) = minx F;

— miny Fj = F;(u;) = F(u) = minx F.

Définition 3.1.1. On dit que la suite (F});jen I'-converge vers F si pour tout u € X :
i) (borne inférieure) pour toute suite (u;)jeny C X telle que u; — u, on a

F(u) <liminf F;(u;);
(u) < lim inf F(u;);
ii) (borne supérieure) il existe une suite (@;)jen C X telle que 4; — u et

Jj—+o0
Le résultat fondamental de la I'-convergence est le suivant.

Théoréme 3.1.2. Supposons que (F;);jen I'-converge vers F. Si (uj)jen est une suite d’éléments
de X telle que u; — u et lim; Fj(u;) = lim; inf x F;, alors u est un minimum de F et de plus,

F(u) =min F = lim inf Fj.
X oo X

Démonstration. Comme u; — u, alors d’apres la borne inférieure, on a
F(u) < liminf Fj(u;).
Jj—+oo

Par ailleurs, pour tout v € X, il existe une suite (7;),en telle que 7; — v et F;(9;) — F(v). Par

conséquent,

e B pn) <
Jim inf By < lim Fy(0;) < F(v),

31
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ce qui montre que F'(u) < F(v) pour tout v € X et que F(u) = miny F' < lim; infx F; < F(v)
pour tout v € X. En prenant v = u, on obtient le résultat annoncé. O

A partir de la définition, on obtient immédiatement les propriétés suivantes.

Remarque 3.1.3. 1. Si Fj I'-converge vers F, alors F' est semi-continue inférieurement dans
X. En effet, soit u* — u, d’apres la borne supérieure, pour tout & € N, on peut trouver
une suite @ — u* telle que lim; F;(a¥) = F(u"). Par récurrence, on construit une suite

croissante (oy)ren d’entiers telle que pour tout k& € N et pour tout j > oy,

—_
|
o

d(ug,u®) < -, |Fj(u) - F(uh)] <

70

e
Eol e

Définissons v; = ak

] si o < j < og41 de sorte que v; — u et

F(u) <liminf F;(v;) < liminf F,, (v, ) < hmlan( .

j—+o0 k—4o00 k—+o0

2. Si Fj I'-converge vers F, alors pour toute sous-suite (F}, )ren, on a Fjj, T'-converge vers F.
Pour montrer la borne inférieure, on consideére une suite ui — w et on définit

_ Uj,  SLJ = Jk,
uj = L
U si j # jr pour tout k

de sorte que u; — u et donc

F(u) < lim inf F} (U’J) < lkigljrngjk(ﬁjk) = lklgligofFJk<uk)

j——+oo

Pour la borne supérieure, comme F); I'-converge vers F, alors il existe une suite (;),en C X
telle que @i; — u et
F(u)= lim F lim F, (4, )-
(w) = lm Fj(a;) = lim Fj (1)
3. Si Fj I'-converge vers F' et G : X — R est continue, alors F; + G I'-converge vers F' + G.
Une I'-limite n’existe pas toujours. Pour cette raison, il est utile de d’introduire les I'-limites
inférieures et supérieures qui, elles, sont toujours bien définies.

Définition 3.1.4. Pour tout u € X, on définit les I'-limites inférieures et supérieures par

F'(u) := inf {hmmfF (uj): uj — u} , F"(u) :=inf {limsuij(uj) Duj— u} .
j—+ j—~+oo
respectivement.

On a alors le résultat suivant

Proposition 3.1.5. La suite (F;);jen I'-converge si et seulement si F' = F", auquel cas, la I'-limite
est donnée par cette fonctionnelle commune.

Démonstration. Supposons que (Fj);en I'-converge vers une fonctionnelle F' et montrons que F' =
F’ = F”. Remarquons qu’on a toujours F’ < F”. Par conséquent, il suffit de montrer que F' < F’
et F” < F. D’apres la borne inférieure, on a pour tout u € X et pour toute suite u; — u,

F(u) < liminf Fj(u;).

j—+o0
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Par passage a l'infimum sur toutes les suites (u;);en qui convergent vers u et par définition de la
I-limite inférieure, il vient F' < F’. Par ailleurs, la borne supérieure montre ’existence d’une suite
u; — u telle que
F(u) = lim F;(ua;) = limsup Fj(a;) > F"(u),
J—roo Jj—+o0

ce qui conclut la preuve de la condition nécessaire.

Montrons & présent la condition suffisante. On suppose alors que F’ = F” et on veut montrer
que (Fj)jen I'-converge vers cette fonctionnelle commune notée F. Par définition de la I'-limite
inférieure, on a pour tout u € X et pour toute suite u; — u,

F(u) = F'(u) < liminf F;(u;),
j—+oo
ce qui montre la borne inférieure. Pour établir la borne supérieure, nous allons montrer que I’exis-
tence d’une suite #; — u telle que

limsup Fj(u;) < F"(u) = F(u).

Jj—+oo

Il suffit de considérer que le cas olt F”'(u) < 4+o00. Pour tout k € N, on peut alors trouver une suite
u;f — u telle que
1
limsuij(uf) < F"(u) + —.
j—+oo k
Par récurrence, on construit une suite croissante (oj)ren telle que pour tout k € N et pour tout
.j 2 Ok,

1 2
k k
d(uj,u) < o Fj(uy) SF”(u)—i—%.
On pose alors 4, = u;“ si o < j < opy1 de sorte que u; — w et limsup; Fj(u;) < F”(u). O

Dans les espaces métriques séparables, la I'-convergence jouit d’une propriété de compacité.

Proposition 3.1.6. Soit (X, d) un espace métrique séparable et (F;);en une suite de fonctionnelles
F; : X - RU{+o00}. Alors il existe une sous-suite (F}j, )yen et F': X — RU {400} telles que F},
I'-converge vers F'.

Démonstration. Comme X est séparable, il existe une base dénombrable de voisinages notée
{Ui}ien. Par un principe d’extraction diagonal, on peut extraire une sous-suite (ij)keN telle
que la limite
lim inf F},
k—+o00 U;
existe pour tout ¢ € N. Pour tout u € X, on définit les I'-limites inférieures et supérieures associées
a cette sous-suite,

F'(u) := inf {limianjk(zk) tXE — x} , F"(u) :=inf {limsuijk (xg) s — 1:} .

k—+o00 k—+oc0

D’apres la Proposition 3.1.5, il suffit de montrer que F' = F”. Notons qu’on a toujours par
définition F” < F”. 1l s’agit de montrer autre inégalité. Soient u € X et i € N tels que u € U;. Si
ur — u, on a ug € U; pour k assez grand et, par conséquent,

lim inf F;, <liminf F; (u
kotoo U; 7% = koo i (1),
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soit
sup limsupinf F;, < F'(u).
{i€N: ueU;} k—+oo Ui

Comme {U,; };en est une base de voisinages, on a que

sup  limsupinf Fj, > suplimsup inf Fj, (v).
{ieN: ueU;} k—+oo Ui neN k—+4oo d(u,v)<t

Pour tout n € N, on peut donc trouver o,, € N tel que pour tout k& > o, on a

2
F (o) < F'(u) + =

On pose vy = v} si 0, <k < 0py1, de sorte que v — u et

F"(u) < limsup Fj, (v;) < F'(u),

k—4oc0

ce qui montre effectivement que F' = F”. O

La I'-convergence possede également la propriété d’Urysohn.

Proposition 3.1.7. La suite (F});en I'-converge vers F si et seulement si pour toute sous-suite,
il existe une sous-suite qui I'-converge vers F'.

Démonstration. Nous avons déja vu a la Remarque 3.1.3-2 que si F; I'-converge vers F', alors pour
toute sous-suite (Fj, )ken, on a Fj, I'-converge vers F.

Réciproquement, supposons que F; ne I'-converge pas vers F'. Cela signifie que soit il existe une
suite u; — u telle que liminf; F;(u;) < F(u), soit limsup; F'(u;) > F(u) pour toute suite u; — u.
Dans le premier cas, on extrait une sous-suite telle que limy Fj, (4;,) = liminf; F}(a;) < F(u).
Par hypothese, de cette sous-suite, on peut encore extraire une sous-suite telle que ijl I'-converge
vers F' et, en particulier,

F(u) < lliin_"_i&f ijl (ajkl) = l—ljgloo ijz (ﬂjkl )= kEToo Fj, (ﬁjk)7
ce qui est absude.

Dans le second cas, il existe un voisinage U de v tel que F(u) < lim sup; infy Fj. On extrait
alors une sous-suite telle que limy infy Fj, = limsup; infy Fj. Par hypothese, de cette sous-suite,
on peut encore extraire une sous-suite telle que F ik, T'-converge vers F'. Il existe alors une suite
@ — u (et donc u; € U pour [ assez grand) telle que

F(u)= lim Fj (w)> lim infF; = lim infFy,,

l—+o0 =400 U k—+4occ U

ce qui est absude. O
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3.2 Applications aux fonctionnelles intégrale

Pour tout € > 0, on considere une fonction de Carathéodory f. : Q x RN — R satisfaisant des
propriétés de croissance et coercivité uniformes :

MEP < fo(z, &) < A1+ |€]P)  p.p. tout = € Q et pour tout & € RN, (3.2.1)

ot A >0, A>0et1<p<oo. On définit la fonctionnelle F. : LP(£; RY) — [0, +-00] par

: P(()- R
Fo(u) = /Qfe(x,Vu) dov  siue WHP(Q;R?), (3.2.2)
+00

sinon.

On s’intéresse & la I'-convergence de cette famille de fonctionnelles dans LP(€2;R?). A ce niveau
de généralité, il ne s’agit pas d’identifier la I-limite, mais au moins de se demander si F' est toujours
une fonctionnelles intégrale du méme type. Nous allons montrer le résultat de compacité suivant :

Théoréme 3.2.1. Soient Q C RN un ouvert borné et 1 < p < oo. Soit f. : Q@ x RN R
une famille de fonctions de Carathéodory satisfaisant (3.2.1) et F. : LP(;RY) — [0,+0c] la
fonctionnelle définie par (3.2.2). Alors, pour toute suite (€;);en, il existe une sous-suite (€, )nen
et une fonction de Carathéodory f : Q x RN — [0, 4+00) satisfaisant les mémes propriétés de
croissance et coercivité que fe, tels que la fonctionnelle F., T'-converge dans LP(Q;R?Y) vers la
fonctionnelle F : LP(Q; R?) — [0, +oc] donnée par

/ flx,Vu)dr siuc WHP(Q;RY),
F(u) =4 /o
+00

sinon.

L’idée consiste a localiser F; sur la famille des sous ensembles ouverts de  notée A(Q2). Pour
tout u € LP(;RY) et tout A € A(RQ),

Fe(u,A) — Af5($7vu) dz siu € WLP(A;Rd),
400

sinon.

Un bon substitut & A(Q2) est R(Q) qui est 'ensemble des unions finies de cubes de cotés rationnels
et de centre rationnel contenus dans €. La famille R(Q2) est dénombrable et, de plus, pour tout A,
B € A() avec A C B, il existe R € R(Q) tels que AC R C R C B.

Comme LP(Q;RY) est un espace métrique séparable, pour toute suite (¢;);en, la Proposition
3.1.6 couplé a un argument de diagonalisation de sous-suite montre que 'on peut extraire une
sous-suite, notée (£, = €;, Jnen telle que, si 'on définit pour tout (u, A) € LP(Q;R%) x A(€),

F(u, A) = inf {liminf F., (un,A): u, — u dans LP(A; Rd)} ,
n—-+0oo

alors F'(-,C) est la I'-limite de F¢ (-, C) pour tout C € R() et pour C' = Q.

Commengons par déterminer le domaine de la T-limite. Soit u € LP(Q;R?) tel que F(u,$) <
+00, d’apres la borne supérieure, il existe une suite (i, )nen telle que 4, — u dans LP(Q; R?) et

F(u,Q) = nll)ar_loo F., (tn, ).

D’aprés la propriété de coercivité, on en déduit que la suite (Vi )en est bornée dans LP(€2; R*Y)
ce qui implique que %, — wu faiblement dans W'P(Q;RY) avec u € W1P(Q;R?). Ceci montre
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que F(u,Q) = +oo pour tout u € LP(Q;R?) \ WLP(Q;RY). On est donc ramené & étudier la
I'-convergence dans WP (Q;R?).

D’apres la borne supérieure, si u € WHP(£;R9), il existe une suite (i, )neny C WHP(Q; R?) telle
que F. (@n,Q) = F(u, Q) < 4o00. Par conséquent, la suite de mesures
Hn = fSn('u Vﬂn)ﬁN
est bornée dans M(Q) et, quitte & extraire une autre sous-suite, on peut toujours supposer que
tn — p faible® dans M ().

Proposition 3.2.2. Pour tout A, B, C € A(Q), on a
i) F(u,A) < F(u,A\C)+ F(u,B) siC CBCA;
i) pour tout § > 0 il existe Cs € A(Q) avec Cs C A et F(u, A\ Cs) <d;
iii) 1(Q) < F(u,9);
w) F(u,A) < u(A) si ACQ.
Démonstration. Comme p, — p faible* dans M(Q) et Q est ouvert,

w(Q) <liminf p,(Q) = lim F., (4, Q) = F(u, ),

n—+00 n—~+00
ce qui établit (iii).
Comme i,, — u fortement dans LP(A;R?), yu,, — p faible* dans M(f2) et A est compact, on a

d’apres la borne inférieure,

F(u, A) <liminf F. (t,, A) < limsup p,(A) < p(A),

n—-+o00 n—+4o00
ce qui établit (iv).
Par régularité intérieure de la mesure A(1 + |Vu|P)LY, pour tout § > 0, il existe un compact
Ks C A tel que

A (14 |VulP)dx <.
A\KJ

Soit Cs € A(Q) tel que Ks C Cs C C5 C A. Alors, on a
A/ (1+ |Vul) dz < 6.
A\Ts
En prenant la suite stationnaire u,, = u et en utilisant la propriété de croissance (3.2.1), il vient

F(u, A\ Cs) < liminf F,, (u, A\ Cs) < A/ (14 |VulP)dx <6,
n—-+o0o A\aé

ce qui démontre (ii).

Il reste a établir la sous-additivité (i). Soit Ry € R(Q) tel que C C Ry C Ry C B. Comme
F(-,Rp) est la I-limite de F. (-, Rp), il existe une suite (u,)neny dans W1P(Rg;R?) telle que
u, — u dans LP(Rg;RY) et

ngrfoo F., (un, Ro) = F(u, Ry).
Par ailleurs, pour tout 0 < 1 < dist(C, dR)/2, il existe une suite (v,)nen € WP(A\ C; RY) telle
que v, — u dans LP(A\ C;R?) et

liminf F;, (v,, A\ C) < F(u,A\ C) +n.

n——+00
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Nous allons construire une suite (wn)nen dans WHP(A;R?) telle que wy, — u dans LP(A; RY)
en raccordant les suites vy, et u, la ol leurs supports s’intersectent sur Ry \ C. Pour ce faire, on
définit la suite de mesures

v o= (1+ V| + Vo)) x g £V

qui satisfait liminf,, v, (Q) < oco. Par conséquent, il existe une sous-suite (v, )ren €t une mesure
postive v € M(Ry \ C) telles que v, — v faible* dans M(Ry\ C). On peut par ailleurs également
supposer que, pour cette méme sous-suite, on a liminf, F;, (vn, A\ C) = limy F., (vn,, A\ C).

Pour tout 0 < ¢t < dist(C,0Ry), on définit R; := {x € Ry : dist(x,0Ry) > t} et, pour tout
0<d<mn, L = Ry—s\ Ry+s. On considere une fonction cut-off ¢ € C(9) telle que 0 < ¢ < 1,
(=1sur Ryts, ¢ =0sur Q\ R,_s et |V¢| < C/§. On définit alors

wy, = Cup + (1= v, € WHP(A;RY),  w, — u dans LP(A;RY).
Par conséquent, d’apres la propriété de croissance,

F(u, A) < liminf F, (wp, A) <liminf F, (wy,,A)

n——+00 k—+o0o k

_ o
< liminf {ank (Unys Rpts) + Fe, (Vnys A\ Ry—s) + Cuy, (Ls) + 5 / [tin,, — Vny |P dm} .
: , L

k—4o00
Comme R,+5 C Ry, C C R;—s et uy, — v, — 0 dans LP(Ls; R?), on en déduit que

F(u,A) < lim F,

€,
k— 400 "k

(tun,, Ro) + kgrj—loo F., (vn,, A\ C)+ Climsupv,, (Ls)

k— oo

< F(u,Ro) + F(U,A\é) +n+ CV(Z(;)
En faisant tendre § — 0, il vient
F(u,A) < F(u,Ro) + F(u, A\ C) +n+ Cv(0R,).

Comme les ensembles {OR,,},~0 sont deux a deux disjoints, 'ensemble {n > 0: v(0R,) > 0} est
au plus dénombrable et on peut trouver une suite 7; — 0 telle que ¥(OR,,) = 0 pour tout ¢ € N. Il
vient alors en remplagant n par n; dans 1'expression précédente et en faisant tendre ¢ — +o00 que

F(u,A) < F(u, A\ C) + F(u, Ry) < F(u, A\ C) + F(u, B),
ce qui démontre (i). ]

Lemme 3.2.3. Pour tout u € WHP(Q;R?), la fonction d’ensemble F(u,-) est la restriction a A(Q)
de la mesure de Radon .

Démonstration. Nous allons montrer que F'(u, A) = p(A) pour tout A € A(Q).
Pour tout § > 0 soit C' € A(Q) tel que C C A C Q et F(u, A\ C) < 6. Si B € A(Q) satisfait
C C BC BC A, alors

F(u, A) < F(u, B) + F(u, A\ C) < p(B) + 6 < u(A) +3,

et on obtient F'(u, A) < u(A) en faisant tendre 6 — 0.

Pour montrer autre inégalité, on utilise la régularité intérieure de p qui assure, pour tout 6 > 0,
Iexistence d'un compact K C A tel que pu(A) < pu(K)+ 6. Soit C € A(Q) telque K cC cC C A
de sorte que p(A) < u(C) + 4. Alors, comme C' C A C €,

WA) <0+ p(Q) = p(Q\C) 0+ F(u, Q) — F(u, @\ C) <6 + F(u, A),

ce qui conclut la preuve en faisant tendre § — 0. O
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Montrons a présent un résultat de représentation intégrale dii a Dal Maso et Buttazzo qui donne
des conditions suffisantes pour qu’une fonctionnelle u — F(u) soit du type

/Qf(z,Vu) dz.

Théoréme 3.2.4. Soit Q C RY un ouvert borné, 1 < p < co. Soit F : WHP(Q;R?) x A(Q) —
[0, +00) une fonctionnelle satisfaisant les conditions
i) (localité) F(u, A) = F(v,A) siu=v p.p. sur A € A(Q);
ii) (propriété de mesure) pour tout u € WYP(Q;R?) la fonction d’ensemble F(u,-) est la
restriction ¢ A(Q) d’une mesure de Radon;
ii) (condition de croissance) il exviste A > 0 tel que pour tout (u, A) € WHP(Q; R?) x A(Q),

F(u, A) gA/(1+|Vu|P)dz;
A

i) invariance par translation) pour tout (u, A) € WP(Q;R?) x A(Q) et tout z € R?,
F(u+z,A) = F(u, A);

v) (semi-continuité inférieure) pour tout A € A(Q), F(-, A) est semi-continue inférieurement
pour la convergence forte de LP(£2;R?).
Alors il existe une fonction de Carathéodory f: Q x RN — [0, +00) satisfaisant la condition de
croissance
0< flz, &) <A+ EP)  p.p. tout € Q et pour tout & € RN,

telle que
F(u,A) = / f(z,Vu)dz  pour tout (u, A) € WHP(Q; R?) x A(Q).
A

Démonstration. Etape 1 : Définition de f. Fixons & € RN et notons ¢(r) = &x pour
tout z € Q. Comme F'(ig,-) peut s’étendre en une mesure de Radon sur Q qui, d’apres (iii), est
absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue. En posant

, F(ie, B
(.6 = limsup W

le théoreme de différentiation de Lebesgue montre que f(-,£) € L1(£2) et que pour tout A € A(Q),
Flic.A) = [ f@.6)dv

Etape 2 : Représentation intégrale sur les fonctions continues affines par morceaux.
Soit A € A(Q) et u € WHP(Q;RY) une fonction affine par morceaux. On peut donc écrire

m

u(w) = (&x + zi)xa, (z)
i=1
ot &1, ém ERN 2z, € R et Ay, ..., A, sont des ouverts deux & deux disjoints tels

que [\ U, A;| = 0. D’apres (i), (ii), (iv) et I'étape 1, on a

m m m

F(u,A) = ZF(uvAl) = ZF(Q& + 2i, A;) = ZF(aémAi)
i=1 i=1 i=1

_ Z/Ai Fla, &) dz = Zil:/A . V) de = /Af(x,Vu) dz.

i=1
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Etape 3 : Rang-1-convexité de f. Soient & et 7 € RN telles que n— & = a®b avec |b| = 1,
on veut montrer que pour tout A € [0, 1] et tout x € §,

Par définition de f, il suffit d’établir que pour tout p > 0,
Flixgq-xng Bo(x)) < AF (i, By(x)) + (1 = A F (g, By(x)). (3.2.3)

On considere la fonction u € WI})’COO (RN; R?) définie par

uly) = Ey+(b-y)a—(1—ANna sin€Z, n<b-y<n+),
v Ey+ (1+n)ra sin€Z, n+A<b-y<n+l1.

On pose u.(y) = eu(y/e) pour tout y € RY et tout € > 0. Un calcul immédiat montre que pour
tout y € RV,
|ue(y) = tanra-ne@)] < AL = A)lale,
ce qui montre que u. — tx,4(1—x)¢ fortement dans LP(£;RY). Par semi-continuité inférieure, il

vient
F(txyra-xe Bp(r)) < ligng(ug,Bp(x)),

et comme 1y, (1—x)¢ est affine et u. est affine par morceaux, on en déduit que

A+ (1= A€ dy < liminf () dy = lim inf , AR
/Bp(x) Fy A+ ( )) dy < lim in /Bp(x) F(y; Vue(y)) dy = lim in Bﬁ(x)f(y VU(g)) y

En notant

E,= U{yeRN: n<b-y<n+A}, E;= U{yeRN: n+A<b-y<n+l},
nez nez
alors on a
Vue(y) = nxe, (g) +&XE, (y)
€ €
et donc

F, Vusy) = fm)xe, (£) + £ Oxe, (2)-

€
SiY est le cube unité de RN dont deux faces sont orthogonales au vecteur b, on a que les fonctions
XE, et xE, sont Y-périodiques. Le Théoreme de Riemann-Lebesgue assure alors que

XE, (g) ALXEW(y)dy:A, XFe (g) A/YxEé(y)dy:1fA

faible* dans L°°(£2) et donc comme f(-,€), f(-,n) € L*(Q), il vient

/ £, Ve () dy — A / ) dy + (1— ) / £, €) dy,
By () By ()

By(z)

ce qui montre que

/ f(y7/\n+(1fk)£)dy§A/
Bp(w)

BP(I)

) dy +(1—N) / F(,€)dy

Bp(w)
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qui correspond exactement & (3.2.3).

En particulier, d’apres la Proposition 2.2.8, f(z,-) est continue pour presque tout x € Q ce qui
montre que f est une fonction de Carathéodory. Par ailleurs, comme pour tout = € Q et & € RN
fixé, on a 0 < F(ig, B,(x)) < A(1 + |€|P)wnp?, on en déduit que

0< fz,6) <A+ [£[P)  pour tout = € Q et tout £ € RN,
Etape 4 : Une inégalité par continuité. Soient u € WLP(Q;RY) et A € A(Q). Pour tout
6 > 0 il existe C € A() tel que C C A et F(u,A\ C) < 4. On peut trouver une suite de

fonctions (u,)neny C WHP(Q;RY) telle que u,|c est affine par morceaux et u,, — u fortement dans
WhP(Q;RY). D’aprés 1'étape 2, on a pour tout n € N,

F(un,C):/Cf(x,Vun)dx.

Par passage & la limite quand n — +oo, d’apres (v) et la continuité de v € WP(C;R?)
Jo f(x,Vv)dz, on en déduit que

F(wA)—(SSF(u,C)S/Cf(x,Vu)de/Af(:c,Vu)da:,

et I'inégalité vient par passage a la limite quand § — 0.

Etape 5 : Egalité par translation. Soit u € W1P(Q;R9), on définit G : WHP(Q; RY) x A(Q) —
[0, +00) par
G, A)=F(u+wv,A)

qui satisfait les propriétés (i)—(v) du théoreme (avec une constante A différente). Par conséquent,
il existe une fonction de Carathéodory g : Q x R¥*N — [0, +00) telle que

G(v,A) < / g(x, Vv) dz pour tout (v, A) € WHP(Q; RY) x A(Q),
A

avec égalité si v est affine par morceaux. Si C' € A(Q) est tel que C C A et (uy)nen est une suite
de fonctions dans WP(Q; R9) telle que u, |C est affine par morceaux et u, — u fortement dans
WhP(Q;R?), alors

/g(x,O) dz = G(0,C) = F(u,C) g/ £z, V) da
C C

= lim /f(x,Vun)dx: lim F(u,,C)= lim G(up,—u,C)
c

n—+oo n——+oo n——+0o

< lim g(z, Vu, — Vu)de = / g(x,0)dz,
n—+oo C C

ce qui implique que toutes les inégalités sont des égalités, et donc

F(u,C):/Cf(x,Vu)dx.

On obtient finalement que

F(u,A):/Af(x,Vu)dx

en passant au supremum parmi tous les C' € A(Q) tels que C C A. O
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Nous sommes a présent en mesure de donner une démonstration du Théoreme 3.2.1.

Démonstration du Théoréme 3.2.1. On sait déja que Fg (-,12) I'-converge vers une fonctionnelle
F(-,Q) qui est égale & +-o00 sur LP(Q; R?) \ WiP(Q;RY).

D’apres la Remarque 3.1.3, cette fonctionnelle est semi-continue inférieurement dans LP(€2; R?).
Par ailleurs, si v € WP(Q;R?), la fonction d’ensemble F(u,-) est la restriction a A(Q) d’une
mesure de Radon. Les propriétés de localité, de croissance et d’invariance par translation sont
évidentes. La conclusion provient donc d’une application directe du Théoreme 3.2.4. O

Remarque 3.2.5. La preuve du Théoréme 3.2.1 montre que pour tout n > 0 et tout (u, A) €
WLP(Q;RY) x A(Q), il existe une suite (uy,)neny dans WP(A; R?) telle que

liminf/ fan(x,Vun)de/f(x,Vu) dx +n.
A A

n—-+o0o

Si A=Qou A e R(2), on sait par construction que F'(-, A) est la I-limite de F., (-, A) et donc
qu’on peut trouver une suite (u,)neny dans WHP(A4;R?) telle que

lim /fen(x,Vun)dx:/f(x,Vu)dw.
A A

n——+oo
On peut méme montrer que cette propriété reste vraie pour tout A € A(Q).

Nous terminons ce chapitre par un résultat de stabilité de problemes variationnels. Pour ce
faire, nous aurons besoin de la proposition suivante qui affirme qu’on peut toujours supposer que
les suites qui atteignent la borne supérieure ont la méme valeur sur le bord que leur limite.

Proposition 3.2.6. Soit u € WP(Q;RY), alors

F(u,Q) = inf { liminf F. (upn, Q) : u, — u dans LP(Q;RY)

n—-+oo

et un, = u dans un voisinage de GQ}

inf { limsup F. (u,,Q) : u, — u dans LP(; RY)

n—-+oo

et u, = u dans un voisinage de BQ}.

Démonstration. On a clairement que

F(u,Q) < F'(u):=inf { liminf F. (un, Q) : u, — u dans LP(Q; R?)

n—-+oo

et u, = u dans un voisinage de 89}.

Il s’agit donc de montrer I'autre inégalité. Soit (v,)nen est une suite de W1P(€;RY) telle que
vp, — u dans LP(€;RY) et
liminf F (un, Q) < +oo.

n——+o0o

On extrait alors une sous-suite (u,, )ren telle que

lim F.  (un,,Q)=liminf F, (un, ).

k—+oco k n—-+00

On définit la suite de mesures vy, := (1 + |V, |P + |[Vul|P) LN qui satisfait sup, vx(2) < oo. Par
conséquent, quitte & extraire une nouvelle sous-suite, on a v, — v faible* dans M(Q).
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Pour tout ¢ > 0, on définit Q; := {x € Q : dist(x,0Q2) > t} et, pour tout 0 < 0 < ¢,
Ls = Q4—5 \ Q45 On considere une fonction cut-off ¢ € C°(Q) telle que 0 < ¢ < 1dans 2, (=1
sur Qy15, ¢ =0sur 2\ Q_s et [V(] < C/d. On définit alors

Up = Cvp + (1 = Qu € WHP(Q;RY),  w, — u dans LP(;RY).
Par conséquent, comme u,, = u sur '\ Q;_g, il vient

F'(u) < liminf F. (up, Q) < liminf Fe | (up,, Q).

n—+oo k——+o00

Par ailleurs, du fait que v, = u,, sur 45, on a

/Q fe, (@, Vup,)dx > fe, (@, Vuy, ) de

Qits
Z/fsn (z, Vunk)dx—/ fe, (z,Vu)dx — Cvi(Ls) + C/ |t — vn, |P d.
o nQ_s " or

Par passage a la liminf quand k — 400, il vient d’apres la propriété de croissance (4.1.1),

Jim inf / oo Vo) do = T [ fo (@ V) do A / (1+ [Vul?) dz — C(Ts).
Q Q\Qt—s

k——+o0 k— 400

En faisant tendre § — 0, il vient

liminf/ fen (@, Vup,)dz > lim / fe (@, Vup, ) de — A (1+|Vul|?)dx — Cr(0y).

Comme les ensembles {0€2; },~¢ sont deux & deux disjoints, 'ensemble {t > 0: (LN +v)(9€;) > 0}
est au plus dénombrable et on peut donc trouver une suite ¢; \, 0 tel que (LY 4 1/)(9€,) = 0 pour
tout ¢ € N. Il vient alors en remplagant ¢ par ¢; dans ’expression précédente et en faisant tendre
1 — 400 que

liminf/fE (z,Vug, )dx > lim /fsn (z, Vuy, ) dx

k—4o0 k— 400

On en déduit que
< T
Fllw) < lim F, (vn,, Q) = liminf , (vn, ),
puis par passage & I'inf parmi toutes les suite v,, — u dans LP(;R?) que F'(u) < F(u,Q). La
formule avec la limsup se démontre de maniere identique. O

Nous sommes a présent en mesure de montrer la propriété de convergence des suites minimisantes
et de 'infimum. Soient 4 € WP(Q;RY) et g : Q x R? — R une fonction de Carathéodory telle que

ao(x) < gz, 2) < ar(z) 4+ b|z|P)  p.p. tout = € Q et pour tout z € RY, (3.2.4)

oit ag, a3 € L*(Q) et b > 0. On considére la fonctionnelle J, : W'P(Q; R?) — R définie par
= / Jen (2, Vu) dz +/ g(z,u)dz
Q Q

I, = inf Jn(v),
vEa+Wy P (Q;R)

et le probleme de minimisation

ol (€n)nen est une sous-suite extraite satisfaisant la conclusion du Théoreme 3.2.1 ait lieu. Alors
on a le résultat suivant :
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Théoréme 3.2.7. Soit @ C RN un ouvert borné. Siu, € ug+WyP(;RY) est telle que J., (uy) —
I, — 0, alors on peut extraire une sous-suite (uy, ) telle que u,, — u faiblement dans WP (Q; R?)
ot u € @+ Wy P (4 RY) est une solution de

I:= min {J(v) ::/f(x,Vfu)dz+/g(x,v) d:r}
vET+W, P (QRY) Q Q

et, de plus, I, — I.

Démonstration. Soit G : LP(Q; R?) — R la fonctionnelle définie par
Gv) = / g(z,v)dx pour tout v € LP(Q;RY).
Q

D’aprés la condition de croissance (3.2.4), la fonctionnelle G est continue sur LP(Q;R?) et la
Remarque 3.1.3-3 implique que F,, + G I'-converge vers '+ G.

Soit u, € @+ Wy P(R?) telle que Je, (un) — I, — 0. D’aprés les propriétés de croissances
(3.2.1) et (3.2.4), 0on a

/ aop dx S In S Jn(ﬂ) S /(0,1 +b|ﬂ|p) d1‘+A/ (1 + |V1j|p) d1‘7
Q Q Q

et donc, la suite numérique (I,)nen est bornée. Par conséquent, la suite (J;, (un))nen est bornée,
ce qui implique que (Vu,)nen est bornée dans LP(Q;R*N) et, d’apres I'inégalité de Poincaré
appliquée & u,, — @, on en déduit que (u,)nen est bornée dans WP (€; R?). On peut donc extraire
une sous-suite (u, ) telle que u,, — u faiblement dans W'?(Q; R%) avec u € 4 + Wy P (Q; RY) et,
d’apres la borne inférieure,
J(u) < lklgfg Jen, (Uny)-

Par ailleurs, d’apres la Proposition 3.2.6, pour tout v € ﬂ—l—Wol’p(Q; R%), il existe une suite (v,,)nen
dans @ + WyP (€ R?) telle que v, — v dans LP(Q; R?) et

Je, (vn) = J(v).
On en déduit que

J(u) <liminf J; (un,) <liminfl,, <limsupl,, <limsupJ., (v, )= lim J., (v,)=J(v),
k—+oo k k—+o00 k—4o00 k—+oc0 k n—+00

ce qui montre que u est un minimiseur de J sur @+ W, *(€; R?) et donc que I = J(u). En prenant

v = u, les inégalités précédentes deviennent des égalités et il vient que I, — I. O
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Chapitre 4

Quelques applications

4.1 Relaxation

Nous avons vu précédemment que la quasiconvexité (la convexité dans le cas scalaire) de f
est une condition nécessaire et suffisante a la faible semi-continuité inférieure de la fonctionnelle
intégrale

u = WHP(Q;RY) / f(Vu) da.
Q
Une question naturelle se pose alors : que se passe-t-il quand f n’est pas quasiconvexe ?

Exemple 4.1.1. Par exemple, si N =d =1 et Q = (0,1), on considére la fonction (non convexe)
(&) = (1 —¢&2)? et la suite uc(z) = cu(x/e) ot u : R — R est la fonction 1-périodique définie par

r—n sin§x<n+%,
u(z) = . )
n+l—z sints<z<ntl

On a que u. — 0 faiblement dans W14(0,1). Par conséquent, comme v’ (z) = u/(ez) € {-1,1}
p.p dans z € (0, 1), il vient
F(0)=1> 0= F(ug).

De fagon générale, considérons un espace métrique (X, d) et une fonctionnelle F' : X — RU{+oc0}
qui n’est pas semi-continue inférieurement sur X. On s’intéresse a déterminer une fonctionnelle F
dont les minima sont les limites des suites minimisantes de F', autrement dit ’enveloppe semi-
continue inférieure (ou relaxée) de F' définie, pour tout u € X, par

F(u) = sup{G(u) : G semi-continue inférieurement et G < F'}.

On a le résultat général suivant qui ramene le calcul de ’enveloppe semi-continue inférieure de F'
a celui de la I'-limite de la suite stationnaire F.

Proposition 4.1.2. Soit (X,d) un espace métrique et F : X — R U {4o00}. Alors I’enveloppe
semi-continue inférieure de F' coincide avec la T'-limite de F' et elle est donnée par

F(u) = inf {Liminf F(uj): u; — u} pour tout u € X.

Jj—+oo

45
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Démonstration. Pour tout u € X, notons

F'(u) = inf {limian(uj) Duj— u}

Jj—+oo

la I'-limite inférieure de la suite stationnaire F' et montrons que F’ est la I-limite de F'. La borne
inférieure est évidente. Concernant la borne supérieure, pour tout k € N, il existe une suite u;“ —u
telle que

1
. . k- < / iy
fminf () < 00+

Pour tout k£ € N, il existe une sous-suite (“Zk(j))jeN telle que

1
. kY — im kY < -
jginoo F(ug, ;) lglgl—&ng(u]) < F'(u) + ’

On construit ensuite une suite strictement croissante d’entiers (o )ren telle que pour tout j > oy,

2

1
d(uik(j)’u) < L’ F(u’:’k(j)) < F'(u) + %

et on définit v; = uik(j) si o, < j < 0p41 de sorte que v; = u et

limsup F'(v;) < F'(u),

j—+oo

ce qui montre la borne supérieure.

D’aprés la Remarque 3.1.3, la fonctionnelle F’ est semi-continue inférieurement et, par construc-
tion ' < F, ce qui montre que F/ < F. Par ailleurs, si G est une fonctionnelle semi-continue
inférieurement telle G < F', alors pour toute suite u; — u,

G(u) < liminf G(u;) < liminf F(u;),

j—+oo j—+o0

ce qui implique, par passage a I'infimum par rapport a toutes les suites (uj)jen que G < F’, ce qui
montre que F' < F’ et donc que F/ = F est effectivement ’enveloppe semi-continue inférieurement
de F. 0

Nous allons maintenant nous intéresser a la relaxation de fonctionnelles intégrales. On considere
une fonction continue f : R¥N — R satisfaisant des propriétés de croissance et coercivité

MEP < f(€) <A +€P)  pour tout &€ € RPN, (4.1.1)

ot A >0, A >0et1<p<oco. On définit la fonctionnelle F : LP(£2; R?) — [0, +oc] par

Fu) =4 J, f(Vu)dr siue WhHP(Q;RY), (4.12)

+00 sinon.

Théoréeme 4.1.3. L’enveloppe semi-continue inférieurement de F' dans LP(Q;R?) est donnée par
F: LP(Q;RY) — [0, +00] par

F(u) = /QQf(VU) dr siu€ WLP(Q;Rd),
+00

sinon,
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ot Qf : RN R est la quasiconvezification de f définie par

Qf(€) = inf { /( s JEF VR dy € CE(0, 1>N;Rd)} :

Remarque 4.1.4. 1. D’apres la propriété de croissance (4.1.1), on a aussi que

Qf(€) = inf { /( s [EF Ve ¢ € (¢ 1)N;Rd>} :

2. Si f est quasiconvexe, alors on a par définition Qf = f.

Démonstration. D’apres le Théoreme 3.2.1, nous savons déja qu’il existe une fonction de Ca-
rathéodory f: Q x RN — R telle que

_ / fl@,Vu)dz  siue WHP(Q;RY),
F(u) = O
+00

sinon.

Il s’agit alors de montrer que f = Qf. Dans la suite de la preuve, nous posons ue () := &x pour
tout € RY, ot £ € R™*N est fixée.

Etape 1. Montrons que f est indépendante de la variable spatiale . Soient g, yo € Q et p > 0
tels que B,(z9) C Q et B,(yo) C Q. D’apres la Remarque 3.2.5, il existe une suite (uf),en dans
WLP(B,(z0); R?) telle que uf, — ug dans LP(B,(z); R?) et

lim inf/ f(Vur)de < / flx, &) dx + pN T
n=+00 JB,(z0) B,(xo)

On définit v2(z) = uf(x — yo + 7o) de sorte que v2 € WHP(B,(yo); RY) et vf — ug + &(x0 — yo)

dans LP(B,(yo); R?). Par conséquent, par changement de variables,

/ f(x,8) dr < liminf f(Vl) dx
By (yo)

n—-+oo Bp (yo)

= lim inf/ f(Vul)de < / flz, &) dx + pN T
Bp(‘TO)

n—-+oo Bp(:vo)

En divisant I'inégalité précédente par wnpV et en passant & la limsup quand p — 0, on obtient
fyo,&) < f(xo,&). Lautre inégalité s’obtient en inversant les roles de xg et yo.

Etape 2 : borne inférieure. Soit Q = ¢+ (0, p)" un cube contenu dans €. Il existe une suite
(uj)jen dans WHP(Q; R?) telle que u; — uge dans LP(Q; R?) et

iminf [ f(Vu)do < M4 pVF(O).
J—+oo Q

En particulier, d’aprés la condition de coercivité de f, on en déduit que la suite (Vu;);jen est

bornée dans LP(Q;R¥*™N) ce qui implique que u; — ug faiblement dans W1P(Q;R?). D’aprés la

Proposition 3.2.6, on peut supposer sans restreindre la généralité que u; = ug¢ sur 9Q, en particulier

@ = uj —ug € Wy P(Q; RY). On pose alors ¢(x) = ¢(z0 + pz)/p de sorte que ¢ € Wy P((0,1)V; RY)

et, par définition de la quasiconvexification, on a

| 1oudo= [ fe+vorde=p" [ s+ voydo = 5 0r(©).
Q Q (0,H)N
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En divisant par p’V et en faisant tendre p — 0, on obtient que (&) > Qf(¢).

Etape 3 : borne supérieure. Pour tout £ > 0, il existe une fonction ¢ € C°(Q;R?) telle que
| 1€+ vetmdy < @re) +-

On étend ¢ par Q-périodicité & tout RY et on pose pour tout x € RV,

() = PUT)
pj(x) j

de sorte que ¢; — 0 fortement dans LP(2; R?). Dans ce cas,
907(€) = Flue) < liminf Flug + ;) = liminf | (& + (i) o
—+o0 j—=+oo Jo

D’apres le Théoreme de Riemann-Lebesgue, on a f(€ + ¢(j-)) — fQ f(€+ Vo(y)) dy faiblement
dans L'(Q), ce qui implique que

917(€) < timint | (€ + o) de = 191 [ F(6+ V) dy < 101QF() + )

Il suffit ensuite de faire tendre € — 0. O

Proposition 4.1.5. La fonction Qf est 'enveloppe quasiconveze de f, i.e., pour tout & € RN,

Qf (&) =sup{g(§) : g est quasiconveze et g < f}.

Démonstration. En prenant Q@ = B = B1(0), le Théoréme 4.1 précédent montre que la fonctionnelle

(Vu) i u e WP (B;RY
we LP(B:RY — F(u /Qf u)dr siu€ (B;R%),

sinon,
est I’enveloppe semi-continue inférieurement de
(Vu)d siu € WhP(B;RY),
u € LP(B;RY) — F(u / U ( )
sinon.

Le Proposition 4.1.2 (ou la Remarque 3.1.3) montre alors que F' est semi-continue inférieurement
dans LP(B;R?). Par injection compacte de Rellich, I est faiblement semi-continue inférieurement
dans W1?(B;R%), ce qui montre en vertu du Théoreme 2.3.7 que Qf est quasiconvexe. Par
ailleurs, on a clairement que Qf < f. Enfin, si ¢ < f et g est quasiconvexe, alors pour tout
p € C((0,1)N;RY),

g(6) < / g6+ Vo(y)) dy < / F(€+ Vely)) dy.
(0,1)N ©

N

Par passage a I'infimum en ¢, on en déduit que g < Qf ce qui montre que @ f est effectivement
I’enveloppe quasiconvexe de f. [
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Dans le cas scalaire, I’enveloppe quasiconvexe se réduit a ’enveloppe convexe. Pour revenir a
lexemple 4.1.1, si N =d =1 et Q = (0,1), alors la relaxée de la fonctionnelle

1
_ 112\2 . 1,4
we L*0,1) — F(u) = /0(1 W22 de siue WH0,1),

+0o0 sinon,

1
/ : 1,4
we L40,1) o Flu) = /()Cf(u)dx siw e WhH*(0,1),
+00

sinon,
ot Cf(€) = (1 —¢€3)%si|¢] > 1et Cf(€) = 0si €] <1 est 'enveloppe convexe de & — f(£) =
(1- )2,

Le calcul de 'enveloppe quasiconvexe est une question difficile & résoudre en pratique. Tres peu
d’exemples sont disponibles.

Exemple 4.1.6. On définit la fonction de Kohn-Strang f : R?*2 — [0, +-00) par

_Jiaer sie#o,
f(g)_{o si€=0.

Cette fonctionnelle apparait naturellement dans les problemes d’optimisation de forme ou d’en-
dommagement. On peut montrer (voir [4, Lemma A.2-2.7]) que enveloppe convexe de f est donnée
par

L+ g sifél =1,

o= {2|§| si ¢l < 1,

et I’enveloppe quasiconvexe est donnée par

1+ ¢ si €] + 2|deté] > 1,

Qf(E) = {2 |€]2 + 2|deté| — 2|deté|  si |€]? + 2|deté] < 1.

4.2 Homogénéisation

On s’intéresse a présent a un probleme de I'-convergence avec une échelle de microstructure. On
consideére une fonction de Carathéodory f : RN x RN — [0, +00) satisfaisant

i) f(-,€) est 1-périodique pour tout & € R4V ;

ii) il existe A, A > 0 et 1 < p < oo, tels que

MEP < fly, &) < AL +EP)  p.p. tout y € RY et pour tout & € RN,
On définit la fonctionnelle intégrale F. : LP(Q; R?) — [0, +-00] par

/ f (gVu) dr siue WhP(Q;RY),
Q e
+oo siu € LP(;RY)\ Whp(Q; RY).

F.(u) =

On peut interpréter cette fonctionnelle comme 1’énergie contenue dans un corps élastique ayant des
hétérogénéités périodiquement distribuées de période € > 0 tres petite. On cherche alors a essayer
de déterminer un milieu élastique “moyenné”, ou homogénéisé, en faisant tendre la période de la
microstructure vers 0. Nous avons le résultat suivant obtenu indépendamment par Braides [2] et
Miiller [8].
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Théoréme 4.2.1. La fonctionnelle F. T-converge dans LP(2; RY) vers la fonctionnelle homogénéisée
Fhom : LP(;RY) — [0, +00] définie par

Jhom(Vu)dz — siu € WHP(Q;RY),
Q
e siu € L(QRY) \ (R,

F.(u) =

0l from est donnée par la formule de cellule

fuom(€) = _Tim mf e el dy  pour tout ¢ € ROV,
T—+oc0 quW()l’p((O,T)N;Rd) (0,7)N
Remarque 4.2.2. 1. Dans la formule de cellule qui définit frnom, il est sous-entendu que la

limite quand la période T — 400 existe. Il s’agit d’une propriété dite d’ergodicité qui se
généralise pour des géométries plus complexes comme dans le cas quasi-périodique ou méme
stochastique (voir le Lemme 4.2.3 ci dessous).

2. si f = f(&) est indépendante de la variable spatiale y, alors la formule de cellule se réduit &
la formule de quasiconvexification de f.

3. Si f est convexe par rapport a la variable &, il est possible de montrer que la formule de
cellule se réduit a

from(@ = int [ (e Vo) dy pour tout € € RV,
PEWRE ((0,1)N;R) J(0,1)N

Nous renvoyons pour cela au [3, Theorem 14.7]. Néanmoins, dans le cas non convexe, il est
vraiment nécessaire de considérer la limite d’une famille de problemes de minimisation posés
sur des cellules qui envahissent ’espace (voir le contre-exemple de Miiller [3, Example 14.12]).

Lemme 4.2.3. La limite

lim _inf ][ f(y, &+ Ve(y))dy
T—=+00 oeW, P ((0,7)N;RY).J (0,T)N

existe pour tout & € RN,

Démonstration. On pose, pour tout ¢t > 0,

gt = inf ][ FW, &+ Vo(y)) dy,
04N

PEW, P ((0,6)N;R)

et on considere ¢, € Wy ((0,£)N;R?) tel que
1
Fy. £+ Veor(y)) dy < g + -

Si s > t, nous allons construire une fonction ¢, € W,y *((0,s)N; R?) comme suit. Tout d’abord, on
étend (; par zéro sur le plus grand cube (0, [t] + 1)V et on subdivise (0,5)" en 1'union disjointe
de translatés de (0,[t] + 1)V. Soit I 'ensemble des indices i = (iy,...,in) € Z tels que 0 <
([t] +1)(4; + 1) < s pour tout j =1,..., N. Notons que
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On définit pour tout y € (0, s)V

buly) = {%(y—z’) siyeit 0,6V, iel,

0 sinon.
Si Es = <0a S)N \ UiGI(i + (O’t)N)’ on a

_ N _,N N _(«_op_o\N
|Es| = s tYH#(I) < s (s—2t—2) L

Par définition de g, on a

gs 5][ Fy, &+ Vs(y)) dy
(0,8)N

1
_ e )
SN (; /MO’UN fly, &+ Vi (y —1)) y+/ES £y, €) y>

S ! <Z/Ot) f($+i,§+V<,0t(x)dx+A(1+|§|p)|Es|>

<Z/0t (z,€ + Viu(x) do + A(1 + [¢]7)| Eq |>

el

< o (#0 (a4 1) =20 +leIE)

_ _ 9\N4N

sN(t+1)N
En faisant tendre d’abord s — 400, puis ¢t — 400, il vient

limsup gs < hm 1nf Gt

s——+oo
ce qui montre I'existence de la limite. O

Démonstration du Théoréme 4.2.1. D’apres le Théoreme 3.2.1, pour toute suite (£;);en, il existe
une sous-suite (£;, )nen et une fonction de Carathéodory f: Q x RPN — [0, +00) satisfaisant les
mémes propriétés de croissance et coercivité que f, tels que la fonctionnelle F;, T'-converge dans
LP(£;RY) vers la fonctionnelle F : LP(£; R?) — [0, +oc] donnée par

/ f(z,Vu)dz siue WhP(Q;RY),
Q

sinon.

Etape 1. Montrons tout d’abord que f est indépendante de la variable spatiale x. Soient z,
Yo € Q et p > 0 tels que B,(zg) U B,(yo) C Q. D’apres la Proposition 3.2.6, il existe une suite
(tn)nen dans Wy (B, (z0); RY)) telle que u,, — 0 dans LP(B,(z0); R?) et

lim inf/ ¥ <x €+ Vun> dr < / Fla, &) da + pN+L.
n—+o00 B, (x0) Ejn B,(x0)
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Yo—Zxo
€in
assez grand. On étend la suite u,, par 0 & 'extérieur de B,(x¢) et pour presque tout « € B, (yo),

on pose

Soit 7, = ¢, { } Comme 7, — yo — Zo, alors si t > 1, on a B,(x¢ + 7») C Bi,(yo) pour n

U (2) = up(x — 7p).

On a alors,

/ fon(@)P? di = / it (& — )P i = / i ()P dy — 0
Btp(yo) Bp(mo"l‘Tn) Bp(wo)

ce qui montre que v,, — 0 dans By,(yo) et donc,

/ f(z,8)dx < / f(z,€) dr < liminf f (x,f + an(x)> dx
B, (yo) By (yo) By (yo)

n——+oo €jn

< it [ . ("’”,e T V(e - Tn>) 4z + AL+ [€7)1Boy(40) \ By (w0 + )|
p(To+Tn

n—-+4oo Sjn

_ hminf/B ( )f (y + [M} £+ Vun(y)> dy + A(1 + [€]P)wnp™ (Y — 1)

n—-4o0o Ejn

€jn

=t [ S (y,g ; m(y)) dy+ A1+ JeP)onp™ (£Y — 1)
B,(xo

n—+4o00 E,jn
= / F(@, &) dx+ pN T+ A1+ [P )wnp™ (#Y - 1).
By (z0)
Par passage a la limite quand ¢ \, 1, on obtient

[ fwgars [ Fagdetp
B, (yo) By (zo0)

On obtient finalement que f(yo,&) < f(wo,€) en divisant 'expression précédente par wyp” et en
passant a la limsup quand p — 0. L’autre inégalité se montre en inversant les roles de xg et yp.

Etape 2. Comme f est une fonction quasiconvexe, on a

o= mn | Tervew)d

PEWP((0,1)N;RY)
puis, d’apres le Théoreme 3.2.7 appliqué & ug(z) = £z et g = 0, on a (quitte & extraire une nouvelle

sous-suite)

min / FE+ V() dr
(0,H)N

PEWP((0,1)N;R)
— lim inf / f (x €+ Vgo(:c)) da
n—+o00 goEWol’p((O,l)N;Rd) (0,1)N Ejn

1
= Jm inf */ E+V dy,
n=+oo yewd? ((0.1,)V ka) TnY J(o,1,)~ f o, €+ Vuly)) dy
ou T, = 1/e;, . D’apres le Lemme 4.2.3, il vient que f(£) = fuom (&) et donc F = Fiom.

Etape 3. Nous avons montré que, de toute sous-suite (&) e, on peut extraire une nouvelle sous-
suite (5, Jnen telle que F, T-converge vers la méme limite Fjom,. D’apres la propriété d’Urysohn
(voir la Proposition 3.1.7), on en déduit que c’est toute la suite F. qui I'-converge vers FLom. O
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Il est en général tres difficile de calculer explicitement la formule de cellule sauf dans des cas
tres particuliers qui se rameénent a un calcul 1D.

Exemple 4.2.4. Suppposons que N = d = 1 et f(y,&) = a(y)|¢* pour tout (y,£) € R2, ou
a : R — R est une fonction mesurable 1-périodique telle que 0 < A < a(y) < A < 400 pour tout
y € R. Comme la limite qui définit la formule de cellule existe, on peut se restreindre & une période
k € N. Soit uj, € Hi(0, k) une solution du probléme de minimisation

k
min a + ' (y)|* dy.
i el )Py

L’équation d’Euler-Lagrange montre que uy, est solution de [a(§+u},)]” = 0 au sens des distributions
dans (0, k). En particulier, il existe une constante ¢ € R (qui dépend de k et &) telle que a({+u},) = ¢
p.p. dans (0, k) et donc, comme a ne s’annule jamais et ug(0) = 0,

i) = [ (=)o

On utilise maintenant le fait que ux(k) = 0, ce qui implique que

()

ou l'on a utilisé le fait que a est 1-périodique et k € N. Par conséquent,

k
From(©) = lim /0 a(y)l€ + ul ()2 dy

k—+oo k
- . ¢ k , B _ 1 dy B 2
_kgrfm%/o (€ +up(y)dy =c€ = (/o a(y)) [3p

4.3 Reéduction de dimension

On considere un dernier exemple de modélisation de plaques bi-dimensionnelles a partir de
I’élasticité non linéaire tridimensionnelle. On s’intéresse a un milieu élastique dont I’épaisseur est
beaucoup plus petite que les autres dimensions. Ce milieu occupe le cylindre Q. = w x (—¢/2,£/2)
au repos, ou w C R? est un ouvert borné et € > 0 est petit.

L’énergie élastique contenue dans un tel matériau est donnée par

v € WHP(Q;R?) H/ W (Vo) dx,
QE

ot W : R3*3 — [0, +00) est une fonction continue satisfaisant
NP < W(E) < AL+ [€[?)  pour tout € € R

avec A, A > 0 et 1 < p < co. On s’intéresse au comportement asymptotique de cette énergie lorsque
e — 0, i.e., lorsque la configuration de référence du milieu “converge” vers une surface plane de
I’espace. La premiere difficulté a laquelle nous sommes confrontés est le fait que I’espace ambiant
WLP(Q.;R3?) dépend du parametre e. Nous allons donc remettre & I’échelle ce probléme dans une
configuration unitaire 2 = Q; en posant, pour tout v € WP(Q;R?),

u(xy, e, x3) = v(x1,T2,ex3) p.p. tout z € Q.
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Dans la suite, on posera ' = (21, x2) la variable planaire et V'’ le gradient par rapport & 2’. On a
alors que u € W1P(Q; R?) et, d’apres la formule de changement de variables

1
f/ W (Vv)dx = / w <V'u
€ Ja. Q

On définit la fonctionnelle intégrale E. : LP(£;R3) — [0, +-00] par

1
W V'u|-0 d i wir(Q;R3
E.(u) /Q ( u€3u> r siu€ (Q;R?),
—+0o0 siu € LP(;R3) \ WHP(Q; R3).

133u> dx.
€

On a alors le résultat suivant de I'-convergence di a Le Dret & Raoult [7].
Théoréme 4.3.1. La famille E. T-converge dans LP(Q;R?) vers la fonctionnelle E : LP(Q; R3) —
[0, +o0] définie par
/ QWo(V'u)dx  siu € WHP(w;R3),
+o0 siu € LP(Q;R3) \ WhP(w; R3),

E(u) =

ot Wo(€) = min,cgs W(&|2) pour tout & € R3*2 et QW est la quasiconvezification de Wy définie
par

QWH(&) = inf Wol€ + Vo)) dy  pour tout € € R3*2.
©EW, P ((0,1)25R3) J (0,1)2

Remarque 4.3.2. Notons que le modele limite est un modele “réduit” car le domaine de la I'-limite
est donné par WhHP(w;R3), c’est & dire des champs de vecteurs u € WHP(Q; R?) bidimensionnels,
i.e., tels que d3u = 0 p.p. dans Q.

Commengons par montrer un lemme de sélection mesurable pour les solutions du probleme de
minimisation définissant Wy (&(x)) lorsque € : w — R3*2 est une fonction mesurable.

Lemme 4.3.3. Pour toute fonction mesurable £ : w — R3*2, il existe une fonction mesurable
b:w— R3 telle que

Wo(&(z)) = W(&(z)|b(x))  pour presque tout x € w.
Si de plus € € LP(w; R3*?), alors b € LP(w;R3).

Démonstration. Si £(x) = & € R3*?2 est constante, comme la fonction z — W (£|2) est continue et
coercive, il existe un b € R3 tel que Wy (&) = W (£[b) = min,crs W (€|2).

Si ¢ =", &xa, est une fonction étagée avec & € R¥*2 pour tout 1 < i < m et Ay,..., A,
est une partition mesurable de w, alors pour tout 1 < i < m, il existe b; € R? tel que Wy(&;) =
W (&b;). On définit alors b= Y. | bixa, qui est une fonction mesurable de w — R3 et qui satisfait
Wo (&) = W(£]b) p.p. dans w.

Enfin, si ¢ : w — R3*2 est une fonction mesurable, il existe une suite (£;)ren de fonctions
étagées telle que & — & p.p. dans w. Soit by : w — R? une fonction étagée mesurable telle que
Wo(&x) = W (&k|bx) pour tout k € N. Tout d’abord, comme Wy est défini comme un infimum de
fonctions continues, alors Wy est semi-continue supérieurement ce qui montre que

lim sup Wy (&) < Wo(€).

k—+o00
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Par ailleurs, on pose b = limsupy, by (composante par composante) qui définit une fonction mesu-
rable. Pour tout x € w, on extrait une sous-suite (qui dépend de x) telle que b(x) = limy, by, (1) ().
Par continuité de W, pour presque tout z € w, on a

Wo(€(a)) < WED) = Tim W(Es,u(2)lbr, o) )
= lim Wy (&, (7)) < llicmsup Wo(&k).

k—+oo —400

En regroupant les inégalités précédentes, on en déduit que Wy (&) = W(£|b) p.p. dans w.
Supposons maintenant que & € LP(w;R3**?). Pour montrer que b € LP(w;R3), on utilise les
propriétés de croissance et de coercivité de W pour obtenir que

s [ras <a [ emirar < [ wiep i
:/wwo(@dzg/wvv(am SAL(1+|§|p)dx’<w,

ce qui conclut la preuve du lemme. O]

Démonstration. D’apres le Théoreme 3.2.1, pour toute suite (¢;);en, il existe une sous—suiteLsn =
€5, )nen telle que la fonctionnelle F. T'-converge dans LP(();] R?) vers une fonctionnelle E. La
preuve est ensuite divisée en quatre étapes pour montrer que F = F.

Etape 1 : compacité. Soit (uy,)nen telle que u,, — u dans LP(;R3) et

liminf E.  (u,) < 400.

n—-+oo

Alors, quitte a extraire une sous-suite, la borne inférieure de coercivité implique que

/ 183’&”)
Q

<V'un
En

En particulier, si €, < 1, on a que (Vuy,)n,en est bornée dans LP(Q; R3*3) ce qui implique que
u, — u faiblement dans WP (Q;R?) et aussi que u € WHP(Q;R3). Par ailleurs, on a également

P
dx < C.

/ |03un|P de < Cey,.
Q

Par semi-continuité inférieure de la norme pour la convergence faible, on en déduit que

/ |O5ul? dz < lim inf/ |O5up|P dx = 0,
Q n—+oo [o

ce qui montre que d3u = 0 p.p. dans Q. La fonction u peut donc étre identifiée & un élément de
WP (w; R3).

Etape 2 : borne inférieure. Soit (u,,)nen telle que u,, — u dans LP(Q; R3). Siliminf,, E., (u,) =
+00, il n’y a rien & montrer. Si en revanche liminf,, F. (u,) < oo, I’étape 1 montre que u, — u
faiblement dans W1P(€;R?) avec u € WHP(w; R?). Comme QWy < Wy < W, on en déduit que

liminf B, (uy,) > liminf B, (uy) / QWo(V'uy,) dx.
Q

n—-+oo } n—-+o0o
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Montrons que QW; est quasiconvexe de R3 dans R3. Pour ce faire, on consideére une fonction
Y € €2°((0,1)%R?). En particulier, pour tout z3 € (0,1), on a que ¢(-,23) € C°((0,1)%R?), ce
qui montre que pour tout & € R3%2,

QWo(§) < o) QWo(E+ V'ip(a', x3)) da’
0,1)2

puis, par le Théoreme de Fubini que
pa— 1 pa— pa—
QWo(§) < / QWo(€+ V'Y(a', x3)) da’ das = QWo (€ + V'i(x)) da.
0 J(0,1)2 (0,1)3
Comme u,, — u faiblement dans WP(Q;R3), le Théoreme 2.3.7 de semi-continuité inférieure

implique que

liminf/ QWo(V'uy,) dx > / QWo(V'u) dzz/QWO(V'u) dx’
Q Q w

n——+oo

car u est indépendante de z3. On a donc montré que

n—-+4oo

liminf B, (un) > / QWo(V'u)dx' = E(u),

puis, par passage & I'infimum parmi toutes les suites, que E > E.

Etape 3 : borne supérieure. Si u € LP(;R3)\ WP (w; R?), alors F(u) = +o0 et il n’y a rien
a montrer. On suppose donc que u € WHP(w; R3). D’apres le Lemme 4.3.3, il existe une fonction
b € LP(w;R3) telle que

Wo(V'u(z")) = W(V'u(x')|b(z")) p.p. tout 2’ € w.

Soit by, € C°(w;R?) telle que by, — b fortement dans LP(w;R?). On pose alors uk (z) = u(x’) +

n
enw3bi (") pour presque tout = € Q de sorte que u¥ — u fortement dans LP(€; R?) quand n — +oc.

Comme V'uk (z) = V'u(a') + e,23V'bi(2') et Ozuk () = e,bx(2") pour presque tout x € Q, on a

/ W (v’u’;
Q

et, par convergence dominée et continuité de W,

1
563’11,];) dr = / W (V'u(z') + ena3V'by(a")|br(2)) da
n Q

lim [ W (V’uﬁ
Q

n—-+oo

183112) dv= | W (V’u’bk) dz.
En Q

Par définition de la I'-convergence, on en déduit que pour tout k € N,
E(u) < /QW (V'u|bi) da,
puis, par passage a la limite quand k — 400 et par convergence dominée,
E(u) < /QW(V'u|b) dx = /QVVO (V'u)dr = / Wo (V'u) da’,

ou l'on a utilisé le fait que la fonction u est indépendante de z3.
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On définit, pour tout u € LP(w;R3),

G(u) == /Q,WO(V/“) de’ siue WhP(w;R3),
+00

sinon.

Nous avons montré jusque la que £ < G. D’apres la Remarque 3.1.3-1, la I'-limite E est semi-
continue inférieurement dans LP(w; R?). Par conséquent, E est plus petite que la relaxée de G dans
LP(w;R3), et donc d’aprés le Théoréme 4.1.3, pour tout u € WHP(w; R?),

E(u) < / QWo(V'u)dx' = E(u),

ce qui conclut la preuve de la borne supérieure.

Etape 4 : conclusion. Par la propriété d’Urysohn, comme la I'-limite est unique, on en déduit
que c’est tout la suite E. qui I'-convergence vers E. O

Exemple 4.3.4. Une énergie fréquemment rencontrée en élasticité non linéaire est celle de Saint
Venant-Kirchhoff définie, pour tout & € R3*3, par

W(E) = Kux((€7e - 1) + 2 (n(€Te - DY,

ot A > 0 et > 0 sont les coefficients de Lamé. Il est établi dans [7, Proposition 16] que, pour
tout £ € R3%2,

QW& = 5 (- 1)]
tor o (@ @ - 1+
+ E (yvl(E)Q +U2(g)2 el Jrl/))i,

8(1—v2)(1—2v)

olt v1(€) < va(€) sont les valeurs propres de ETE ER2X2 F =
V=

B(3A+2p)

i est le module de Young et

A . .
30+ est le coefficient de Poisson.
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Chapitre 5

Régularité des quasi-minimiseurs

Dans ce chapitre, on considére un ouvert borné @ C RY et une fonction de Carathéodory
f: QxR x RN 5 R telle que pour tout (z,€&) € R? x RN et presque tout x € €,

AP = blz]” — a(z) < f(x,2,€) < AE]P + bz + a(x),

o1l <p<oo,A>0,A>0,b>0etac L' () aveca > 0 p.p. dans Q. Pour tout u € WHP(Q; RY),
on définit

F(u) ::/Qf(x,u(x),Vu(x))d:c.

Définition 5.0.5. Une fonction u € WP (Q;R?) est un quasi-minimiseur de F si pour tout
v € u+ WyP (4 RY),
F(u) < F(v).

5.1 Théoreme de régularité de Meyers

Le théoréme de régularité de Meyers affirme que tout quasi-minimiseur d’une fonctionnelle
intégrale a croissance polynomiale par rapport au gradient, possede une meilleure intégrabilité de
Sobolev que celle initialement donnée par I’espace d’énergie. C’est un résultat tres général qui est
vrai lorsque les coefficients sont tres peu réguliers ainsi que dans le cas vectoriel.

Théoréme 5.1.1. Soit u € WHP(Q;R?) un quasi-minimiseur de F avec a € L*(Q) avec s > 1.
Alors il existe r > p tel que u € VVli:(Q, R%).

Quand l'exposant p est suffisamment grand, on obtient de la régularité Holdérienne pour les
quasi-minimiseurs.

Corollaire 5.1.2. Soit u € WHP(Q;R?) un quasi-minimiseur de F avec a € L*(Q) avec s > 1. Si
p > N, alors il existe o € (0,1) tel que u € CO*(Q;R?).

Démonstration. Si p > N, alors par injection de Sobolev, si u € WhP(;RY) est un quasi-
minimiseur de F, alors u € C%'=N/P((;RY). Si p = N, alors 'exposant de Meyers r > N et
donc, de nouveau par injection de Sobolev, on a u € CO1=N/7(Q; R?). O

Remarque 5.1.3. Dans le cas scalaire d = 1, la régularité Holdérienne des quasi-minimiseurs
reste vraie pour des exposants petits p < N. Il s’agit d’'une généralisation du Théoreme de De
Giorgi-Nash-Moser dont on peut trouver une preuve dans [6].

59
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Commengons par montrer un lemme qui sera fort utile par la suite.

Lemme 5.1.4. Soit ® : R — R une fonction positive et bornée sur [p, R] telle que pour tout
p<s<r<R,
A
d(s) <I9P(t)+ ——— + B
(5) < 000 + s + B

ot A, B>0eta>1e0<9<1. Alors il existe une constante ¢ = c¢(a, ) > 0 telle que

A

"0 G

+ B] .

Démonstration. Soit A € (0,1) tel que A™*9 < 1. On définit par la récurrence la suite (¢;);cn en
posant tg = p, et pour tout ¢ > 0, t;41 = t; + (L — AM)AX*(R — p). En appliquant 'hypothese avec
s =t; et t =t;y1, obtient on montre que

A
D(p) = O(to) < V(1) + (I=XNoR-p)> +B

. k—1 o A
19<I>(tk)+<_0(19>\ )>{(1—)\)0‘(R—p)0‘+3'

K2

IN

En faisant tendre k& — 400, on obtient I'inégalité souhaitée avec ¢ = Y =, (IA™*)" = % O

Commengons par établir une négalité de Caccioppoli et une inégalité de Holder inversée.

Théoréeme 5.1.5. Soit u € W“’(Q;Rd) un quasi-minimiseur de F. Alors il existe des constantes
Ry = Ro(A\A,N,p,b) >0 et C = C(N\A,N,p,b) > 0 telles que pour tout R < Rg et toute boule

Bpgr avec B C (2, on a l’inégalité de Caccioppoli

1 P
/ (|up+|Vu|p)da:§C{/ lu— ug|? dz + | Bl <][ |u|dm> +/ ada:}
Bry2 Rp Br Br Br

et linégalité de Hélder inversée

1/m
][ (lul? + |VulP)de < C { <][ (|ul? + |VulP)™ dm) +][ ad:lc} ,
Br/2 Br Br

avecm=N/(p+ N) < 1.

Démonstration. Soit B = Bg une boule telle que B C Q. Soient R/2 < s <t < R et n € CX(Q)
une fonction cut-off telle que 0 <n < 1,np=1sur Bs,n=0sur B\ B; et |Vn| < % On note
Up 1= JCBf u dz la moyenne de u sur By.

On définit le compétiteur v = u—n(u—u;) € u+WyP(Q; RY). Comme u est un quasi-minimiseur,
on a que

F(u) < F(v)

et comme v = u p.p. sur )\ By,

/ AVul? = blul? —a)dr < / (A|V]P + b|v|? + a) dx.
By By
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Comme u = us + (u —uz), v =ur + (1 —n)(u —uz) et Vo = (1 —=n)Vu — Vn & (u — ut), on en
déduit que

/ (Jul? + [VulP) dz < Cy {/ VP da
B B\ Bs

1
b [ u—wpdes [ u—updo s Bl + [ d}
(t—s)P /g, B B,

avec C; = C1(\, A, N,p,b) > 0. D’apres I'inégalité de Poincaré-Wirtinger, on a
/ lu — w|P dx < e,t? [Vul? dz,
B, By

olt ¢, = ¢(N,p) > 0. Soit Ry = Ro(\, A, N,p,b) > 0 tel que Cic R < 1/2. Si R < Ry, on en

déduit que
1
Cl/ lu — we P da < f/ |VulP de
By 2 By

ce qui implique que

1
/ (lul? + |Vul?) dx < Cy / |Vu|pdx+7/ |u—ut|pdx—|—|BtHut|p+/ adz p,
B\Bs (t—s)P Jp, B,

s

ol, de nouveau, Cy = Cy(A, A, N,p,b) > 0. De plus, comme R/2 <t < R, on a alors

lug] < 2N][ |u| dx
Br

et
/|u—ut|pdx§2p*1/ lu — ug|P dx + 2°7 | By||ug — u|P
By By
§2p*1/ \ufuR|pd:c+2p*1/ \ufuR|pd:c§2p/ |lu — ur|? dx
Br By Br

d’out 'on déduit que

/ <|u|”+|w|f°>dmsos{ / (uf? + |Vul?) dz
Bt\BS

. (f, ) + ], e}
+— u—ur|Pdr + |B uldx | + adr ¢,
T BRI Rl | Br| BR\ | .

avec C3 = C3(\, A, N,p,b) > 0. On applique alors la méthode du “hole filling” de Widman qui
consiste a ajouter des deux cotés de I'inégalité la méme quantité

Cg/ (Ju|? + |Vu|P) dz

s

et a diviser par C3 + 1. On obtient

/ (luf? + [Vul?) dx

‘ ) )
<9 (|u|p+\Vu|p)dx+7/ |u — ur|? dz + | Bg| <][ u|da:) —|—/ adx,
By (t_S)p Br Br Br
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C3
Cs3+1

1 p
/ (Jul? + |Vul?) dz < Cy {/ |u — ugrl? dz + | Bg| <][ |ul dx) —|—/ adm} , (5.1.1)
Brya Rp Br Br Br

ou Cy = Cy(N, A, N,p,b) > 0, ce qui montre l'inégalité de Caccioppoli.

Np
N+p

p/Px 1/m
/ uudex§C</ |Vu|P dx> C’(/ |Vu|pmdx) ,
Bpgr Bpgr Br

avec m = N/(p+ N) < 1. De plus, comme pm > 1, on a par I'inégalité de Holder,

(]iR v dff)p <(f P iz ) "

En reportant ces deux inégalités dans (5.1.1), il vient

1/m
][ (lu|” + |Vu|?) dz < Cs (][ (Ju)? + | Vul|?)™ dx) —1—][ adr
Br/2 Br Br

ce qui montre I'inégalité de Holder inversée. O

ou v = < 1. D’apres le Lemme 5.1.4, on en déduit que

D’apres l'inégalité de Sobolev-Poincaré, en posant p, = < N, on a (p,)* = p de sorte que

Une fonction satisfaisant une inégalité de Holder inversée implique que cette fonction doit avoir
une meilleure intégrabilité que celle initialement supposée. C’est I'objet du Lemme de Gehring
dont la preuve nécessite le rappel préalable d’un résultat d’intégration sur les points de Lebesgue.

Théoreme 5.1.6. Soit u € LllOC (RN), alors pour presque tout x € RN, on a

lim u(y) —u(z)|dy = 0.
i f )~ (o)l dy

L’ensemble des points x € €) ne satisfaisant pas la propriété précédente est noté S, et est appelé
ensemble singulier de u. Le complémentaire de S, est I’ensemble des points de Lebesgue de u.

Rappelons également le résultat suivant de recouvrement géométrique qui est d’ailleurs utilisé
dans la démonstration du théoreme des points de Lebesgue.

Théoréme 5.1.7 (Recouvrement de Vitali). Soit F := {B = Bg(z)} une famille de boules
telles que supp, yer R < +o0. Alors il existe une sous-famille F' = {B;}ien C F au plus
dénombrable telle que B;NBj =0 sii # j et

U BcUsB.

BeF 1€N

Lemme 5.1.8 (Gehring). Soit B C RY une boule. Supposons que f € L'(B) et g € LP(B)
(p > 1) qui satisfont linégalité de Holder inversée : pour toute boule B,(z) C B,

1/m
][ flde < K (f |f|de> + ][ gl da
By./2(2) B,(z) B..(z)

avec 0 <m < 1 et K > 1. Alors il existe g € (1,p] et C > 0 qui ne dépendent que de N, K, m et

p tels que
a 1/q
(f fl"dx> <c (f fldo+ (][ |g|%lx) ) -
1B B B
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Démonstration. On note R le rayon de la boule B. Fixons % < s <t<1 et posons

Mo = (752_08>N (]é|f|dx+]é|g|da:>.

Pour tout z € Bsg et 7 € (0,t — s)R], on définit

E(z,r) ::][ |f\dx—|—][ lg| dx.
B, /2(2) B, (z)

T

Etape 1. Montrons que pour tout A > XAg et pour tout z € Bsg N {|f| > A}\ (S;US,), il existe
7. € (0, 52 R] tel que
E(z,r,) = A, sup  E(z,r) <A (5.1.2)
r.<r<(t—s)R

En effet, comme |f(2)| > A et z est un point de Lebesgue de f et g, alors,
lim B(z,7) = [f(2)] + l9(2)] > A,

N
E (z,tl_OSR) < <t2_05> <]{9 \f|dx+]{9 g|dm> = Xo < A. (5.1.3)

Comme la fonction r — E(z,r) est continue, le théoreme des valeurs intermédiaires montre 1’exis-
tence d'un 1’ € (0, 52 R) tel que E(z,r') = A. On définit alors

» 10
/ t—s /
T, =max{r € O,TR : E(z,r)y =X}

Notons que, d’apres (5.1.3),ona0 < r, < t;—OSR de sorte que pour r, < r tl;osR, alors E(z,r) < A.
l=s

<
Si tl’—OSR < p < (t—s)R, alors il existe un réel ¢ € [1,10] tel que p = =2 R. On en déduit alors que

c

N
e < (725) (finides fiar) <a<n,

ce qui conclut la preuve de (5.1.2).

et

Etape 2. Pour tout borélien A C Bg, on définit les mesures

1y (A) = / 7 de, vp(4) = / flde, vy(4) = / 9] de.
ANB:r ANBir ANBir

Par hypothese et comme K > 1, on a

1/m
A= E(zr) < f lgldz + K ][ fmde) o+ ][ 9] da
Brz (Z) Brz (Z) BTZ (Z)

1/m
§K<][ |f|mdac) +2K][ lg| dx
B, (2) B, (2)

1/m
AN Be () 0 {1 > D) A Bz n{lgl > &)
<K<< ) ! [B,.(2)] > ”K(sﬂ B (o) )

A (Nf(Brz(Z)mﬂﬂ > g ))”m A vy(Br ()N {lgl > 1)

+ =+
|Br. (2)] 8K |Br. (2)]
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Cette derniere inégalité implique que

(m v (2) N {If] > 2 >>”’” vy(Br.(2) 0 {lgl > 2 )) A

Y
A >
sk " 1B, (2)] = 3K

>

|Br.(2)]

d’ou

() e (B0 {in> 5 1) + () (Bern {iol > ) 2 18

D’apres le théoreme de recouvrement de Vitali, il existe des points z; € BspN{|f| > A} \ (S;US,)
tels que By, (2:) N By, (2;) = 0 sii# j et

{If1>2 \(SpuSy) C U Bsr., (i) N{|f] > A}

Comme vy est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue et [Sy U Sy| = 0, on en
déduit que

vi(Bsre N{If1 > A}) = vp(Bsr 0 {If1 > AP\ (Sp US))) <> wp(Bse, (1) N {1 f] > A}).

€N
Or
vf(Bsr., (i) N{|f| > A}) < / |fldx < |Bsy., (2:)|E (2, 10r2,)

5
57
z;

et du fait que 10r,, < (¢t — s)R, on en déduit de (5.1.2) que
E(2,10r2,) < 5V[B,. (2)|A.

Par conséquent, comme les boules B,._ (z;) sont deux & deux disjointes,
k2

z

vi(Bsr N{1f] > A})

() S (3on (1 ) 3 () o o > )

< 5N (SK)™AY T ({f| > 82}) +5N(;€§)yg <{|g| > 82}) (5.1.4)

Etape 3. Soit § > 0 qui sera fixé ultérieurement. D’apres le théoreme de Fubini,

/ |f‘1+6 dx :/ |f|1+6 dl,Jr/ |f|1+6 dx
Bsr BsrN{|fI<X0} BsrN{|f|>Xo}

< A 0| Bsg| + 6 Ny (Ber N {[f] > A}) dX
Ao

D’apres (5.1.4) et la formule de changement de variables, on peut peut majorer le deuxieéme terme
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du membre de droite par

5/00 Ny (Ber N {[f] > A}) dX
A

0

< N m d—m N 6—1
< 5V (8K) 5//\0 A=y <{|f>8K}) d\ + 5V (8K)6 A, <{|g|>8 }) X

— 5V (3K (5 / N s (1] > A}) dA+ 6 / X1y ({Jg] > A})dA)
Ao/ (8K) Xo/(8K)
1)
< N K5+1 1+5d / 1+6d
< ORI aes [t

ou nous avons utilisé de nouveau le théoreme de Fubini dans la derniére inégalité. Comme m < 1
et p > 1, on peut trouver 0 = §(N, K, m,p) > 0 assez petit tel que

5 1/(14+N+86)
) <

1
A A e 2

alors
1
[t < s [ i ds e [ jgp i
Bsr Bir B
5

90 \ 1N 1+
() (fnasfaar) s
- B B

ou C =C(N,K,m,p) > 0. Comme % <2ets> %, on en déduit que
1
foamtars s f 1 de 2o f g o
Bsr 2 Bir B

90 \ (LHON 146
+() <][ |f|dw+][ |g|dx)
t—s B B

et donc et posant ¢ = 1 + ¢, il vient d’apres I'inégalité de Holder,

. 1/q 1
(f wrar) =5

1/q 1/q
f,, o) o (f o)
C/ v 1/q
+7(t—S)N <]{3|fdx+<]é|g da:) >
On pose

B(t) := (]{BR Ifqu>1/q, A= <]€3|f|dx+ (ﬁ g|de)1/q>, B ;:c(]é |g|qu>1/q

de sorte que pour tout 1/2<s<¢ <1, ona

P(s) <
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Le Lemme 5.1.4 implique alors I'existence d’une constante ¢ = ¢(N) > 0 telle que ®(3) < c(A+ B),

ie.
1/q 1/q
q q
<]{B|f| dx> sc*(]i flda+ (]{? 1 dx) >

2

ce qui correspond & l’estimation voulue. O
Nous sommes a présent en mesure de donner la démonstration du Théoreme de Meyers.

Démonstration du Théoéme 5.1.1. Soit Ry > 0 donné par le Théoreme 5.1.5. Si w est un ouvert
tel que w C €2, par compacité, on peut recouvrir @ par un nombre fini de boules By, ..., B; avec
2B; C Q et dont les rayons sont plus petits que Ry/2. Pour toute boule B,.(z) C B;, comme r < Ry,
le Théoreme 5.1.5 implique que

1/m
][ (lul? + |[VulP)de < C <][ (lu? + [Vu|?)™ d;v) +][ adx
BT/2(Z) By (2) By (z)

Comme a € L?(Q) avec s > 1, pour tout 1 <14 < k, le Lemme de Gehring montre ’existence d’un
gi € (1,s) tel que

1/q; 1/q
(][ (|u|p+|Vu|p)q"dx> <cC ][ (u|p+|Vu|p)da:—|—<][ |aq’7da:> .
B; 2B; 2B;

On pose ¢ = min{qy,...,qr} € (1, s), alors d’apres 'inégalité de Holder, il vient

1/q 1/s
(£, Que -+ 1vupya) <c<][ (up + 19upy o+ (f e as) )
B; 2B; 2B;

ce qui montre que

L)
Ls() )

Par conséquent, en posant r = pg > p, on obtient que u € W17 (w; R%). O

k
Jtup s 19apyrar < 3 [ P+ 19uryde < € (o g +
w i=1 i



Chapitre 6

Appendice : Espace des mesures
de Radon bornées

Nous renvoyons a [9] pour les démonstrations des résultats énoncés ci-dessous.

6.1 Approche par théorie de la mesure

6.1.1 Mesures positives

Soit Q C RY un ouvert, on désigne par B(Q) la tribu Borélienne sur 2.

Définition 6.1.1. On dit que p : B(2) — [0, +00] est une mesure Borélienne positive si

— p(0) =0;

— pour toute suite (B;),en de Boréliens deux & deux disjoints,

douBy)=n|UB

JEN jEN
Si de plus u(K) < +oo pour tout compact K C Q, on dit que p est une mesure de Radon positive.

Les mesures de Radon positives jouissent de propriétés de régularité permettant d’approcher la
mesure d’un Borélien par la mesure d’ouverts ou de fermés : pour tout B € B(f2),

w(B) = sup{u(K): K C B, K compact},
= inf{uw(U): B C U, U ouvert}.

Soit £V la mesure de Lebesgue sur RY. Le théoréme de décomposition de Lebesgue montre
que toute mesure de Radon positive u peut se décomposer en la somme d’une mesure absolument
continue p® et d’une mesure singuliere p® par rapport a £V. Une application du théoreme de
Radon-Nikodym montre alors que pu® est une mesure a densité par rapport a £V. Il existe donc
une fonction a € L'(Q;R™) telle que

p=al® + p°

ot * est singuliere par rapport a £V, ce qui signifie qu’il existe un Borélien Z C € tel que
LN(Z) = p*(Q\ Z) = 0. La densité de Radon-Nikodym a de p par rapport & £V, parfois notée

67
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dflc—“N se calcule alors par dérivation de mesure :
LN -p.p. tout z € Q.

Notons que, par homogénéité et invariance par translation de la mesure de Lebesgue, on a LY (B, (z)) =
wnp™ ot wy = LN (B1(0)). De plus la partie singuliere p® satisfait

o 15 (Bof2)

~— =0 LN -p.p. tout z € Q.
p~>0 wNp

6.1.2 Mesures réelles

Définition 6.1.2. On dit que p : B(2) — R est une mesure Borélienne réelle si

— w(0) =0;
— pour toute suite (B;);jen de Boréliens deux a deux disjoints, la série numérique > pu(B;)
converge absolument et sa somme est donnée par

> wB)=ullJB;

jEN jEN

On définit, pour tout B € B(Q), la variation de p par

|| (B) = sup Z |w(Bj)| : Bj € B(R), B; N B;j =0 pour tout i # j, B = U B;
jeN jEN

L’application |u| : B(2) — [0, +00] est alors une mesure de Borel positive finie qui satisfait la
propriété
|u(B)| < |p|(B) pour tout B € B(Q).
On pose alors
+ . pE |l
)
qui définissent des mesures de Borel positives finies qui satisfont

I

p=pt—pm, ul=pt

L’intégration d’une fonction Borélienne positive (ou |p|-intégrable) f : Q@ — R par rapport & p est
alors définie par
[ tani= [ rawt = [ g
Q Q Q

6.2 Approche par analyse fonctionnelle

On désigne par C.(€2) I'ensemble des fonctions continues & support compact dans Q. Cet espace
n’est pas un Banach, c’est pourquoi il convient de le fermer pour la topologie de la norme uniforme
sur €. On définit alors

7ol e
Co(2) = Ce(©)
qui est alors un espace de Banach séparable. Par ailleurs une fonction f € Cy(£2) si et seulement si

pour tout £ > 0 il existe un compact K. C Q tel que |f| < e sur Q\ K. (f tend vers 0 sur le bord
de Q).
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Le théoréme de représentation de Riesz montre que pour tout L € [Co(Q2)]', il existe une unique
mesure Borélienne réelle p telle que

L(f) = / fdu  pour tout f € Co(®), |Zleo@y = lul(9).

Le dual topologique de Cy(£2), noté M(R2), s’identifie alors & I’ensemble des mesures Boréliennes
réelles. Il s’agit de l'espace des mesures de Radon bornées. En tant qu’espace dual, on peut
considérer la topologie faible* sur M().

Définition 6.2.1. Une suite (i, )nen dans M(Q) converge faible* vers p dans M(Q) si

/ pdu, — / pdup  pour tout p € Co(Q).
Q Q

Comme Cy(€2) est séparable, toute suite bornée dans M () admet une sous-suite qui converge
faible* dans cet espace. Pour les suites de mesures positives, nous avons les conditions suivantes

de semi continuité le long d’ouverts ou de compacts.
Proposition 6.2.2. Si (u,)nen est une suite dans M(Q) de mesures positives qui converge faible*

dans M(Q) vers u, alors

w(U) <liminf p, (U)  pour tout ouvert U C €,

n—-+oo

lim sup pn (K) < p(K)  pour tout compact K C §,

n—-+oo

et
lim pn(E) =w(E) pour tout borélien borné E C Q tel que u(0F) = 0.

n—-4oo

Démonstration. Si U C ) est ouvert, par régularité intérieure de p, pour tout € > 0 on peut
trouver un compact C' C U tel que pu(C) > p(U) — . Soit ¢ € C.(Q) telle que 0 < ¢ <1, ¢ =1
sur C et p = 0 sur Q\ U. Alors

liminf 4, (U) > lim ‘/Q’L/Jd/utn:/Q'Q/JdMZﬂ(C)Z/J/(U)—E.

n—-+oo n—-+oo

Le résultat s’obtient par passage a la limite quand ¢ — 0.

Si K C Q est compact, par régularité extérieure de p, pour tout € > 0 il existe un ouvert V" C 2
tel que K C Vet u(V) < pu(K) + . On peut trouver une fonction ¢ € C.(2) telle que 0 < ¢ < 1,
p=1sur K et p =0 sur 2\ V. Par conséquent

limsup i () < lim [ odun = [ dn < (V) < (1) 4=
Q Q

n—4o00 n—r+00
On obtient le résultat en faisant tendre ¢ — 0.

Si B C Q est un Borélien tel que p(0F) = 0, alors

u(E) = p(E) < liminf y1,(E) < liminf 1, (E) < limsup p, (E) < liminf . (E) < w(E) = p(E),

n—-+oo n—-+o0o n—s+o0o n—-+4oo

ce qui conclut la preuve de la proposition. O

Le lemme suivant sera fort utile par la suite.
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Lemme 6.2.3. Soit p € M(Q) une mesure positive et { Ax}rea une famille d’ensembles Boréliens
dans Q tels que Ax NAx = ) pour tout A, X' € A avec X # X'. Alors, 'ensemble {\ € A : u(Ay) > 0}

est au plus dénombrable.

Démonstration. Soit Z = {A € A : p(Ay) > 0} et Z, = {A € A : p(Ay) > 1/n}. Comme
Z =, Zn, il suffit de montrer que Z, est dénombrable pour tout n € N. Nous allons en fait
montrer que Z, est fini pour tout n € N. En effet, si A1,..., A\ € Z,, alors comme les ensembles
Ax,,..., Ay, sont deux a deux disjoints,

EL *
- < ZH(AM) =p <U AM) < w9,

ce qui montre que k < nu($2), et que nu(€2) est une borne supérieure sur le cardinal de Z,. O
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