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Introduction

Nous avons effectué notre stage de DEA et de fin d’étude d’ingénieur au sein du Laboratoire Central
des Ponts et Chaussées a Paris avec Michel Frémond. Ce stage avait pour objet de mettre en application
les enseignements suivis en formation d’ingénieur en mathématique appliquées et calcul scientifique de
I'Institut Galilée ainsi que les enseignements de DEA d’analyse numérique de 'université Pierre et Marie
Curie. A cet effet, nous avons mené durant quatre mois un travail a caractere théorique dans le domaine
de la mécanique du solide dont le but était d’établir des résultats d’existence et d’unicité - ou seulement
d’existence - de solutions d’équations aux dérivées partielles régissant I’évolution d’un solide. A partir
de la loi de comportement de celui-ci, on écrit I’équation de la quantité de mouvement. Le probleme
mécanique devient alors purement un probleme mathématique et c’est la qu’intervient notre contribution.
Les problémes envisagés se situeront toujours en dimension deux ou trois. Nous avons étudié deux types
de matériaux. Dans la premiere partie, on considére un matériau dit durcissant ou encore a blocage c’est
a dire qu’il se comporte de maniere élastique tant que le déplacement reste borné par une certaine valeur.
Par contre, dés que ce seuil est atteint, il se bloque ce qui signifie que quelle que soit la contrainte exercée,
il ne se déformera plus. La deuxieme partie quant a elle s’intéresse a un matériau constitué de fibres.
Nous supposerons d’abord que les fibres ne peuvent pas casser et ensuite, nous étudierons le cas ou la
rupture est possible.



Chapitre 1

Etude d’un matériau durcissant

1.1 Introduction

On considere un matériau anisotrope et non homogene matérialisé par 2 un domaine borné régulier
de RY. On dénote par A son tenseur d’élasticité qui vérifie les propriétés suivantes :
1. Propriété de symétrie : V1 < i,5,k,l < N et p.p. x € Q)

Aijri(r) = Aiji(r) = Ajini(r) = Aguiz(z)
2. Propriété d’ellipticité : Ja > 0, V€ € RN et pp-z €0
N N
> Ainbiiéua = a Y &
k=1 ij=1

De plus V1 <4, j,k,l < N, Ajji € L™ (Q).
On note V1 <1i,j < N,

o 1 Ou, 6uj
eiau) = §(axj * axi)

le tenseur des déformations. La loi de comportement de ce matériau est donnée par :

o € 0Y(e(u))
ol v est une fonctionnelle convexe définie par

U(E) = SADEE + (@)

et Ips est la fonction indicatrice de ’ensemble C = {{ € RN /€] < M} qui vaut 0 si €] < M et +o00
sinon. 0t (e(u)) correspond & la sous-différentielle de ¢ en e(u).

On suppose que ce matériau est maintenu fixe sur le bord de €2, ce qui se formalise par la condition de Di-
richlet u = 0 sur 012, et qu’il est soumis & des forces volumiques f. Par ailleurs, le déplacement & I'instant
initial est donné par ugy. Nous nous proposons d’étudier I’équation d’élasticité associée. Un tel matériau se
comporte de maniere élastique tant que les déformations restent inférieures a M. Le terme supplémentaire
intervenant dans 1’équation signifie que lorsque les déformations atteignent la valeur M, alors quelle que
soit la contrainte exercée, le solide ne se déformera pas plus. D’ou I'appellation de matériau durcissant.
On appelera aussi ce type de matériaux, matériaux a blocage. Tant que les déformations restent bornées,
le matériau sera élastique, c’est a dire que si I'on cesse de lui faire subir des contraintes externes, il
reviendra a sa configuration initiale.

Dans une premiere partie, nous nous intéresserons a la résolution de ’équation d’élasticité stationnaire
dont la loi de comportement est donnée ci-dessus :

—div 9y(e(u)) > f dans
{ u=0 sur 0f) (1.1)



Par la suite, nous étudierons le probleme quasi-statique en rajoutant un terme de résistance visqueuse.
Nous aurons donc & faire & un matériau de type visco-élastique, c’est & dire & un matériau "doué de
mémoire” en ce sens que I'état de contraintes & I'instant ¢ dépend de toutes les déformations subies par
le matériau aux instants antérieurs. Il s’agit de I’équation d’évolution suivante :

Opu — div OY(e(u)) o f  dans Qr
u=ug sur § (1.2)
u=0 sur 00x]0,T]|

Nous ne pourrons pas étudier ces deux probléemes de front. A cet effet, nous allons introduire un probléeme
) . . crs . N2 4 .
approché en remplacant la fonction ¥ par une fonction ,, convexe et différentiable dans R" , définie par

Yn(€) = 5A@)EE + nl(le] - M)

ou p > 2 est fixé et n est un parametre amené a tendre vers +co. Comme 1), est une fonction convexe et
différentiable, alors la sous-différentielle de v,, coincide avec la différentielle ordinaire donc

p—1£
€]

On espere que lorsque n — —+00 le probleme approché converge en un certain sens vers le probléme initial.

O (€) = D (€) = A(x)8 + np[(|€] — M) "]

1.2 Etude du probleme stationnaire

Soit f € [L?(2)]", nous sommes donc amenés a étudier 1'équation

—div(A(x)e(u)+np[(|e(u)|—M)ﬂpflljgggl) —f dans Q 13)
u=0 sur 0N

1.2.1 Existence et unicité du probleme approché

Montrons, tout d’abord que le probleme (1.3) est bien posé. On remarque qu’il s’agit de 1'équation
d’Euler du probléme de minimisation suivant :

e 120050 sor-0Y < 1]

On définit la fonctionnelle J,, : [Wol’p ()Y — R par
Jn(v) = %/ﬂA(x)e(v).e(v) —|—n/Q ((|e(v)\ -~ M)+)P B /va

[WO1 P(Q)]YN est un espace de Banach réflexif. Nous allons montrer que .J,, est une fonctionnelle strictement
convexe, fortement sci et coercive.
A cet effet, posons :

F(u) = %/S]A(w)e(u).e(u)
G(u) = qu
) =n [ ((etw]=20)7)’



On démontre aisément que F est strictement convexe et fortement sci sur [, *(Q)]Y et que G est convexe
et fortement sci sur [W,*(Q)]N.

Posons maintenant h(r) = n((r -M )*) h est convexe et comme H(u) = [, h( ) on en déduit que

H est convexe. Enfin H est continue comme composée d’applications contmues et donc H est fortement sci.

Et donc J,, est strictement convexe fortement sci. Il reste & montrer que .J, est coercive. En effet

Vo e (@)1,
1@ = [ (el =) = [ fo

Les inégalités de Cauchy-Schwarz, Poincaré et Korn impliquent que
Jn(v) = 270 Vl[L, ) = If e @ I VOl Lo (@) — MPn|€)|

donc Jy,(v) — +oo quand [|v] . Wi (e~ — 100 ce qui prouve que Jy, est coercive.

Ceci établit I'existence et I’ un1c1te d’une solution u,, dans [W,?(Q)]" au probleme de minimisation.
Comme J,, est Gateau-différentiable sur [W,*(€2)]V, ce minimum est caractérisé par I'équation d’Euler
Vo € Wy ()Y

J (up)v=0

[ At@retwn)e0) +np [ ((etun)] - >}p1|€ 0= [ f

En utilisant la formule de Green, il vient

et donc

v (AG)elu) + npl(e(un)| - P ) = f duns (D@

On a donc démontré Iexistence et 'unicité d’une solution u,, € [Wy?(Q)]Y de I'équation

—div(A(@)e(un) + npl(le(un)] = M)FP~H e ) = f dans Q
u, =0 sur 00

1.2.2 Estimations a priori

Comme u,, est I'unique minimiseur de J,, on a

In(un) < Jn(0)

%/QA(;U)e(un).e(un)Jrn/Q ((|e(un)\—M)+)p§/qun

D’apres les inégalités de Cauchy-Schwarz et de Poincaré et en minorant le premier membre, il vient

donc

« p
S [ tewn [ (detwn] = 2)7)" < Elllwagas ey o
Q Q

Donc en utilisant 'inégalité de Korn

lunllizz @y < Cllf 2@~

» C
/Q((|vun|—M)+) <=



On peut donc extraire une sous-suite telle que
U, — u faiblement dans [Hg(Q)]Y

Par ailleurs,

et <20 ( [ (etwn] = 20)” +ar1gl) <20 [ ((etwn)] - 20" + Car7le) < €
Q Q Q
On peut donc extraire une sous-suite telle que

e(u,) — e(u) faiblement dans [LP(Q)]N2

/ Vun P < C / ()P
Q Q

On peut & nouveau extraire une sous-suite telle que

Et comme

Vu, — Vu faiblement dans [LI’(Q)]N2

Donc
u, — u faiblement dans [Wy?(Q)]"Y

Montrons maintenant que [le(u)]|j« q)~2 < M. Nous allons avoir besoin d’un argument d’intégration :

Lemme 1 Soit f,, une suite de fonctions positives qui tend vers f faiblement dans L™(Q2), (r > 1) et soit
An ={x € Q: fu(z) > K} un ensemble mesurable tel que |A,| — 0. Alors f € L*(Q) et ||f||lr~ < K.

Démonstration. Soit ¢ € C§°(§2) et soit € > 0. Alors pour n assez grand

[, o] e

Donc

’/ wf’§s+‘/ ©fn
Q/A, Q/A,

Par ailleurs, comme |4,| — 0, ¢fxa, — 0 pp et comme |ofxa,

<e+ K o]
Q/An

< |fe| € L () on en déduit par
convergence dominée que | [ 4 ef| —0.

En faisant maintenant tendre ¢ vers 0, il vient

‘/wa’SK/leo\

On voudrait appliquer le lemme 1 & f, = |e(u,)| et K = M +n, o 0 < n < 1. Posons 4, = {z €
Q:le(uy)] > M 4 n}. Il s’agit de montrer que |A,| — 0. En effet,

D’ou le lemme.

— 0

ldnl < [ ((etwl =207)" < [ ((Getwn = 2t)" <

Donc
‘An| -0

Le lemme 1 nous dit alors que |e(u)| € L=(Q) et le()llp@yn2z < M +n. En faisant tendre 7 vers 0 on
en déduit que [[e(w)l] e vz < M.



Nous allons a présent démontrer qu’il y a en fait convergence forte. En effet, on a prouvé que u, était
I'unique minimiseur de J,, donc V0 <t < 1

In(un) < Jp(tu)
1 P
5 [ A@etwn)etwn) +n [ ((etwn)] = 20%)" = [ fu, <
Q Q Q
t? P
<" | A@)e(u).e(u) + n/ ((|te(u)| - M)+) - t/ fu
2 Ja Q Q
p
Or le(u)| < M = tle(u)| < tM = tle(u)] — M < M(t — 1) < 0. Donc n [, ((|te(u)\ - M)+) =0.
En minorant le premier membre et en passant a la limite sup dans celui-ci, il vient

limsup% /Q A()e(un).e(un) — / fu< g /Q A()e(u).e(u) —t /Q fu

Q

En faisant tendre ¢ — 1 et en tenant compte du fait que F est faiblement sci (car F est convexe et
fortement sci), on en déduit que

limsup [ A(x)e(un).e(u,) < [ A(z)e(w).e(u) <liminf [ A(z)e(uy,).e(uy)
Q Q

Q

Donc

lim/QA(x)e(un).e(un):/QA(:v)e(u).e(u)

Et comme e(u,) — e(u) faiblement dans [L2(Q)]Y" on en déduit que
lim/QA(as) (e(un) —e(uw)).(e(un) —e(uw)) =0

Et donc, d’apres la propriété d’ellipticité de A(z), e(u,) — e(u) fortement dans [L? (Q)]Ng. L’inégalité de
Korn implique que Vu,, — Vu fortement dans [L2(Q)]V ’. On peut donc extraire une sous-suite telle que
Vu, — Vu pp.

Lemme 2 Soit f, une suite de fonctions qui tend vers f presque partout et telle que ||f||rr) < C
(1 <p<o0),alors f € LYQ) et fr, — f dans L1(Q), V1 < g < p.

Démonstration. Si f,, — f pp, alors |fn|P — | f|P pp. d’autre part, le lemme de Fatou implique que

/|f\p:/liminf|fn|p§11minf/ |[fn]? < 400
Q Q Q

car f, € LP(Q)). Donc f € LP(Q).
Par ailleur, d’apres le théoréeme d’Egoroff, Ve > 0, JA, mesurable tel que [Q/A.| < € et

sup |fn(2) = f(z)| — 0

rEA.

Ainsi, en appliquant L’inégalité de Hélder, Vg € [1,p[, on a :

S /Q/A

car g < p.
Et le lemme 2 est ainsi démontré.

=t [ gt < (] Ifn—flp)q/pIQ/As1"’/p+(f€u£ [fa@)=£()]) |02 = 0

€

En se souvenant que Vu, est borné dans tous les [LP(2)]V 2, Vp < +o0o et en appliquant le lemme



2, on en conclut que Vu € [LY(Q)]N°, Vg < p < +00 et Vu,, — Vu fortement dans [L9(€2)]¥". Et donc
u, — u fortement dans [Wy? ()N, V2 < ¢ < +o0.

p—1
Posons maintenant R, (e(uy,)) = n<(|e(un)| — M)+> Llun) Run(e(uy,)) est symétrique car e(u,) Dest.

le(un)l

Le probléme (1.3) s’écrit alors

{ —div(A(x)e(un)) —dian(e(un)) =f dans Q2
U, =0 sur 0N

1.2.3 Retour au probleme initial

Notons
K ={ve Wyl Q)N Vg < oo, tel que |e(v(z))| < M p.p. z € Q}

De cette maniere, on a u € C
Nous allons commencer par démontrer le résultat suivant : Vo € IC

(Rn(e(un))v 6(1}) - e(un))[L2(Q)]N2 <0

Rappelons que R, (e(uy)) = n((|e(un)| - M)*)p_1 IZEZZ% et soit donc v € K

Distingons deux cas :
L. si |e(un)| < M, alors Ry (e(uy)) = 0 et done (R (e(un)), e(v) — e(un))[LQ(Q)]Nz =0
2. si |e(uy)| > M, alors d’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz :

e(un)-e(v) = e(un)|* < le(un)lle(v)] = le(un)* < le(un)|(M —le(un)]) <0

donc (Rn(e(un))>€(v) - e(un))[LZ(Q an ( e(un)| — M)+)n_1 \zgﬁzgr(e(“) —e(uy)) <0
et donc

Ce qui établit le résultat attendu.

Notons I la fonction indicatrice de ensemble K c’est & dire, I(v) =0si v € K et I(v) = 400 sinon. On a

I(v) = / T (e(v(x)))dx

Vv € I, prenons v — u,, comme fonction test dans la formulation variationnelle, il vient

/QA(x)e(un).(e(v) —e(uy)) +/9Rn(e(u")).(e( —e(un)) / flv—uy)

/QA(x)e(un).(e( = e(un)) /fv—un

Par passage a la limite, il vient d’apres les convergences établies ci-dessus

| A@e e = etw) = [ -

Ce qui est 'inéquation d’Euler du probleme de minimisation

ng}g{% /Q A(z)e(v).e(v) — /Q fo) (1.4)
_ % /Q A(z)e(v).e(v) — /Q fo

et donc

Posons



JEB , . . . . . 1 .
On a déja vu que J était une fonctionnelle strictement convexe sci et coercive sur [W,'?(Q)]". Par ailleurs,
K est un convexe, fermé non vide. Il existe donc une unique solution v € K a ce probleme. L’inégalité
que nous avons obtenue signifie aussi que

f+div(A(z)e(u)) € dI(u)

Nous allons avoir besoin d’expliciter la sous-différentielle de I. Pour ce faire, posons
A W ()Y — [LYQ)]N, ur— e(u). A est Ctet Vo € Wyl (Q)]N, < A'(u),v >= e(v).

F:[LYQ)N - R, wr [, Ins(w). Comme Ip; est convexe sci, on sait que

OF (w) = {g € [LT ()" : g(z) € dTns(w(x)) pp}

Comme

T(u) = / Iy(e(u) = (F o A)(u)

Alors si h € dI(u), Vv € [We?(Q)]N on a

< h,v >= / w(z)e(v(z))dx
Q
ou w(x) € Iy (e(u(x))) pp. Et donc h = —divw. On en déduit alors que
fH+div(A(z)e(u)) = —divZ

Ou
Z(xz) € —div(9Ip(e(u(x))) pp

Finalement, on a démontré la
Proposition 1 i f € [L2(Q)]Y, alors ’équation
—div(A(x)e(u)) —divZ = f  dans [D'(Q)]Y
Z(x) € —0Ip(e(u(z)) pp. z€Q
le(u(x))| <M pp. z€Q

admet une unique solution u € [Wol’q(Q)]N, Vg < 00.

1.3 Etude du probleme instationnaire

Soient f € L?(0,T;[L*(Q)]Y) et ug € [HL(Q)]N tel que |e(up)| < M pp, nous allons nous intéresser
dans cette partie a la résolution de 1’équation d’évolution

Oy — div (A(x)e(w) + npl(le(u)| = MY~ Eh ) = f dans Qr
w(0) =ug sur Q (1.5)
u=0 sur 90x]0,T|
1.3.1 Methode de Galerkin pour 1’étude du probleme approché

Notons Ry,(e(u)) = np|(le(u)| = M)*]P~1 5% = Dg,(e(u)), ott gp(e(u)) = n[(|e(w)| — M)F]7 est ume

fonction convexe de classe CP~ 1.

10



Unicité du probleme approché
Comme p > 2 alors [W, P(Q)]N < [H(Q)]V. Soit Popérateur B défini par :
B: L2(0,T; [HF ()Y) — L2(0,T; [H X (]Y), u — Bu = —div(A(z)e(u)) — divR,(e(u))

Montrons que B est un opérateur strictement monotone. Soient u,v € [Hg ()]

T
/0 (Bu(t) — Bu(t), u(t) — o(t)) 1 g-1dt

T ) T
> a / I9t) — Fo(0)]2 et + / (Ru(e(u(t))) = Rale(v())), e(u(t)) — e(v(t))) 2 (a2t

T
> a/o IVu(t) = Vo)lIF, qvedt

En effet, par caractérisation de la convexité de ¢,, au premier ordre, on en déduit que D¢,, est monotone,
c’est a dire que V¢ €]0, T

(Dén(e(u(t)) — Dén(e(v(t))), e(u(t)) — e(w(t))pa@yn? = 0
et donc r

| Rafetu(t) = Ru(efwl).efu(t) = e(v(0) gyt > 0

Ce qui démontre effectivement que B est un opérateur strictement monotone.

Nous sommes a présent en mesure de démontrer I'unicité d’une solution de (1.6). En effet, prenons u
et @ deux solutions de (1.6), alors il vient par estimation d’énergie que

1d i ) )
5%”“@) — a(t)||p2 v + (Bult) — Bu(t), u(t) — a(t)) = 0
Donc Vt €]0, T
1d i
5%”“’(75) - u(t)||[2L2(Q)]N <0

Par intégration, Vvt €]0,T'[
[u(t) — a(t)llr2@)~ <0

car u(0) = u(0) = ug et donc u = @ ce qui traduit I'unicité de la solution de (1.6).

Existence du probléeme approché

C’est ici que nous allons employer une méthode de Galerkin. Soit {¢;} une base hilbertienne de
[L2(Q)]Y formée des vecteurs propres de Popérateur de 1'élasticité avec condition de Dirichlet. On note
{Ai} les valeurs propres correspondantes qui forment une suite de nombres positifs qui tend vers +oco. On
a donc

—div(A(z)e(pi)) = Aipi
Notons u™(t) = Y it ul™(t)p;. On a

FE) =Y ()i — f(#) fort dans L*(0,T;[L*(2)]V)
i=1
et

ug = Zug,li@i — ug fort dans [L*(Q)]Y
i=1

11



Nous allons commencer par montrer que 1’équation
Opu™ — div(A(:Jc)e(um)) + Rn(e(um)> = f™ dans Qr
u™(0) = uft  sur Q
u™ =0 sur 902x]0,T]

admet une solution dans V™ = [p1, ..., o] le sous-espace vectoriel de dimension finie engendré par les
m premiers vecteurs de la base hilbertienne. En multipliant par ¢; et en intégrant sur 2, il vient

A@m%+AMWMMam+Ammwmaw:Afwi
N %/ﬂumgpi—}—/QA(aj)e(um).e(gpi)+/§2Rn(e(um))-€(%) =

du™
= ;‘; qul" /R<e(um))-e(w):f?
= ("

), Ut = (ugly, ..., ug',,) €t on note
0 0,1 0,m

On pose maintenant U™ = (ul*, ..., ul), F' HA
R(U™),; = / R ).e(;)
et enfin

A = diag()\,)

Donc U™ vérifie I’équation
W 4 AU™ + R(U™) = F™
Uum0) =Uy

U™ — AU™ + R(U™) — F™ est continue car A est une application linéaire et ¢, est de classe
CP~!. On en déduit l'existence d’une solution U™ de 1'équation différentielle ci-dessus sur un inter-
valle de temps [0, T(UJ")[ dépendant de la donnée initiale. L’existence d’une solution globale sur [0, 7]
est obtenue si |V™(¢)| n’explose pas quand ¢ tend vers T(UJ"). Autrement dit, il existe une solution
u™ e CLJ0, T(UFM[; V™) de

o™ — div(A(x)e(um)) + Rn(e(um)> = f" dans Qr
u™(0) = uft  sur Q
u™ =0 sur 90x]0,T]

Estimations d’énergie

On voudrait & présent faire tendre le parametre m vers U'infini, afin de se ramener au probéme (1.6).
Pour ce faire, nous allons effectuer une estimation d’énergie en multipliant I’équation

A&W%+LMWMW4M+A&MWWAW:Lf%i

par u}*, en sommant pour ¢ allant de 1 a m et en intégrant sur €2, il vient aprés minoration du premier
membre

1d , .
th” u™(t )||[2L2(Q)]N + af[Vu™(t)| LQ(Q w2 +/R /f

12



||um(t)H2L2 Q)N O[” 'um(t)||2L2 )] N2 < ||fm(t)H[L2(Q)]NHum(t)||[L2(Q)]N
[L2()] (L2(Q)]
En particulier

[|lu (t)”[LZ(Q)]Na“u (t)||[L2(Q)]N:§%Hu (t)||[2L2(Q)]N§||f Ol 22~ lu™ Ol iz @~

Par intégration il vient

[u™ @Ol 2@ < ™ N o,re2@nvy + lug 2@y < C
Donc T(Uf*) =T et
[w™ | Lo o, m5122()1v) < C

D’un autre co6té, on a

T
VU™ ()17, nz dE < ™ | oo 0,7312200)9) 1™ | L1 0, 75122 () v) < C
| iL2(@)

donc
™ | 20,13 1) < C

Par ailleurs,
w [ (et =) et = [ Ru(etum))etum) < €
Qr Qr

= np/ ((|e(um)| - M)+)p + an/ ((|e(um| - M)+)p_ <C

T

Or
/ (™) < 2 / (le(u™| — M)? + @MP|Qr| < C
Donc
/ e(wm)P < 27 / ((Je(w™] — MY*)? + C@M)P|Qr] < C
et donc

He(um)||LP(07T;[LP(Q)]N2) =C

En particulier e(u™) — e(u) faible dans LP(0,T; [LP(Q)]V7).

En désignant par p’ Pexposant conjugué de p (p’ = %), on constate que

/

| D™ EDE gy = (n0)” / ((Jelw™ ()] = M)F)" "™ = (np)? / ((le(™®)| - M)*)" < ©

Et donc ,
HDd)n(e(um))Hip/((),T;[Lp/(Q)]N?) S c

= Dén(e(u™)) — Y, faible dans L? (0, T; [L¥' (Q))V).
1l s’agit & présent de montrer que Y,, = D¢, (e(u)).

Lemme 3 Soit ¢ une fonction convexe, C' et & croissance p. On suppose que w™ — w faible dans
LP(0,T; LP(Q)) et que Dp(w™) — 'Y faible dans LP (0, T; LP (). On suppose de plus que

e [ [ [ [ v

Alors, Y = Dp(w).
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Démonstration. Par caractérisation de la convexité au premier ordre, la différentielle de ¢ est une appli-
cation monotone. Et donc Vv € LP(0,T; LP(2))

/oT /ot /Q(Dd)(wm)) — Do(v))(w™ —v) >0

Par passage a la limite sup, il vient par convergence faible

/oT /ot /Q(Y — Do(v))(w —v) 20

On pose v = w + su, avec s € R* et w € LP(0,T; L?(Q2)). Donc

S/OT/Ot/Q(YDng(w+5u))uZO

/OT/Ot/Q(Y_D¢(w+8u))u<0 sis>0

/OT/Ot/Q(Y_D¢(w+su))u20 sis <0

Comme ¢ est a croissance p on en déduit qu’il existe un C > 0 tel que

En simplifiant par s

|Dp(w + su)| < Clw + suP~!

donc ,
|Dé(w + su)|P < Clw + sulP

Or w + su — w dans LP(0,T; LP(Q))) donc par d’apres la réciproque de la convergence dominée, il existe
un g € LP(0,T; L*(Q2)) tel que |w + su| < g. Et donc

|Dp(w + su)|P" < Cg? € L(0,T; L(Q))

Par ailleurs, par continuité de D¢ on a Do(w+su) — D¢(w) pp, donc d’apres le théoréme de convergence
dominée, Do(w + su) — Dp(w) dans LP (0,T; LP (2)). En passant & la limite quand s — 0, il vient

/OT/;A(Y—wa))u:o

Soit Y = D¢(w) ce qui prouve le lemme.

u™ vérifie ’équation

Do — div (A(x)e(u™) + R(e(u™)) = £

Par passage a la limite au sens des distributions, u vérifie I’équation
Opu — div (A(:U)e(u) + Yn) =f

Nous voudrions appliquer lemme précédent & w™ = e(u™). ¢, est bien une fonction convexe, C! et &
croissance p. Il reste a vérifier que

imsup | ' / t [ Doutetumpea < [ : / t Yelu)

¢
(Dd)n(e(um(t)))v e(u (t))[LQ(Q)]N2 = (fm(t)v um(t))[Lz(Q)]N - (A(I)e(um(t)v e(um(t))[L'z(Q)]N? -
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N CLROIRO)

(L2 ()N

hmsup/ / ,u [LQ(Q]N —/ / LQ(Q)]N

car f™ — f fortement dans L2(0,T;[L%(Q)]"V) et u™ — u faiblement dans L2(0, T; [L%(Q)]Y).

Or

Ensuite par semi-continuité inférieure

_/ / (A(x)e(u(t)),e(u(t)))[LZ(Q)]N2
0 0
. . T t
> _liminf /0 /0 (Az)e(w™ (1), e(w™ (1)) 2 (> = limsup — /O /O (A@)e(™ (), e(u™ (1)) 2 qyv2

Et enfin, on démontre par densité des fonctions C*([0,77;C°(2)) dans H'(0,T; L*(Q2)) que

T t 1 T ) )
[ [ (@m0 ) o =5 I Oy + T e

1 T
= Tim sup — / / / 0™ (") < ~3 [ ult) gz + Tl gz / / / Dyult)
0

On constate effectivement que

fimsup | : / t [ pontetumyeqm < | ' /0 | Yact

Appliquant maintenant le lemme, on déduit que Y,, = D(;Sn( (u)) = Rp(e(u )) On a finalement montré
Pexistence et I'unicité d'une solution u, € LP(0,T; [Wy*()]N) N L>®(0,T; [L*(2)]N) de Péquation

Drttn — div (A(w)e(un) + npl(le(un)] = M)*P~H ) = | dans Qr

le(un)]
un(0) =ug sur Q

u, =0 sur 00Qx]0,T]|

1.3.2 Estimations d’énergie

En effectuant les mémes estimations d’énergie qu au paragraphe précédent en remplagant ™ par f, on
démontre que u,, est suite bornée dans L?(0, T; [Wy " (Q)]N) N L (0, T; [L*(Q)]Y). On peut donc extraire
une sous-suite telle que u,, — u faiblement dans LP(0,T; [Wy ' (Q)]N) N L>®(0, T; [L2(Q)]V).

On démontre aussi que

Ru(e(un)).e(uy,) < C

Qr
- ”p/ ((Je(wn)] = MYH)"e(un)| < ©
Qr
= np/ ((le(un)| = M)*)" +an/ ((le(un)| — M) < ©

Donc en particulier

=lQ

1R el gz = o /Q ((e(wn)| = M)*)"" <

T

15



Donc )
Ru(e(un)) — R dans [D'(Qr)]™

Par ailleurs, multiplions 1’équation par dyu,, puis intégrons sur €2, il vient

d d
1011 () sy + 5 g5 (AG@)eCun(®)slien(0) gy + 5 [ o (elualt) =
1 1
= (f(t),@tun(t))[m(m]l\, < §||f(t)||[2L2(Q)]N + §||atun(t)||[2L2(Q)]N

On intA“gre entre 0 et T', comme e(ug) < M on en déduit que ¢, (e(ug)) = 0 et donc

1 « 1 1
§||8tun||%2(0,T;[L2(Q)]N) + §||@(Un(t>))||[2L2(Q)]N < §||f(t)||[2L2(Q)]N + §||A||Loo(Q)N4 lle(uo) 12y~
On a donc

10vuna 0. 7122y < C

leCun )l Lo 073122 (%) < €

En regroupant toutes les précédentes estimations, on en déduit par compacité faible que

Opun — Opu  faible dans L2(0, T; [L2(Q)]Y)

u, — u faible dans L (0, T; [H{ (V) N LP(0, T; [Wy P (Q))N)
Par ailleurs, d’apres le théoreme d’Ascoli,
u, — u fort dans C°([0, TT; [L*()]Y)

Nous allons maintenant démontrer que [e(u)l|;oc(g vz < M. A cet effet, posons A, = {(z,t) € Qr :
le(un)(z,t)] > M + n}. 11 s’agit de montrer que |A,,| — 0. En effet,

[ (et =30) < [ ((etun)i - 207)" < € —0

T

Donc
n1An| = 0= |A,[ — 0

Par ailleurs, on sait que u, — u faiblement dans L2(0,T;[Hg(Q)]"). Donc e(u,) — e(u) faiblement
dans L2(0,T; [L2(Q)]V"). D’apres le lemme 1, |e(u)| € L0, T; [L=()]V7) et el Lo (0,725 () v2) <
M + 1. En faisant tendre 7 vers 0 on en déduit que [[e(u)|| ;o (o 7.0 ()v2) < M-
Donc |e(u)(z,t)] < M p.p. (z,t) € Qr.
Posons

K = {v e LP(0,T5 Wy P ()]V) N L0, T; [Hg ()]™) : [e(v)(x,1)] < M pp.(2,t) € Qr}
Donc u € K.

Montrons maintenant que Vv € IC

Ron(e(un))-(e(v) = e(un)) <0
Qr

En effet, R(e(un)) = Don(e(un)), ot dnle(un)) = n((le(un)| — M)T)" est une fonction convexe. Par

caractérisation de la convexité au premier ordre, il vient

D (e(0)(1)) > due(un) (1)) + (Rue(wn) (1)), e(w)(t) — () (1)) 12 2
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Si I’on choisit v € K alors ¢y, (e(v)(t)) = 0 et donc
0> pn(e(un)(t)+ (Ru(e(un)(t)), e(v) () —e(un) () 12 qynz = (Rnle(un)(t)), e(w)(t) —e(un)(t)) 22

car ¢, > 0. Enfin, en intégrant entre 0 et T, on en déduit que Yv € K

Rn(e(un)).(e(v) - e(un)) <0
Qr

ce qui correspond effectivement au résultat attendu.

Vv € K, on multiplie I’équation
Oyun — div(A(z)e(un) + Ra(e(un)) = f
par v — u,, puis on integre sur Qr, il vient
—(Oeun, v — “n)Lz(o,T;[m(Q)]N) — (A(@)e(un), e(v) - e(u"))L2(0,T;[L2(Q)]N) +(f;0 = un)p20,1L2()v) <0
D’apres les résultats de convergence déja établis, on en déduit par passage a la limite que Yv € K
—(Opu, v — “)L2(0,T;[L2(Q)]N) — (A(z)e(u), e(v) — 6(“))L2(O,T;[L2(Q)]N) + (f;v = w)r2myr2(@)v) <0
1.3.3 Retour a I’équation de départ

Existence d’une solution

Nous avons donc démontré que
—Ou + div(A(z)e(u)) + f € OI(u)

ou I désigne la fonction indicatrice de ’ensemble . On démontre de la méme maniere que dans la partie
stationnaire ’existence d’une solution de I’équation

—Opu+ div(A(z)e(w)) — divZ = f  dans D'(Qr)
T sur Q2

Z(x,t) € 0y (e(ul(z, 1)) pp. (z,t) € Qr
le(u)(z,t)] < M pp. (z.t) € Qr

dans L (0, T; [Wy P ()]N) N L>(0, T; [HF ()]N) 0 H' (0, T; [L*()]V)

Unicité de la solution

11 ne nous reste plus qu’a montrer 'unicité de la solution. Pour cela définissons I'opérateur B par
B : L?(0,T; [H}()]Y) — L2(0,T; [H YY), u '+ Bu = —div(A(z)e(u)) — divZ

ou Z(z,t) € 0ly(e(u(x,t))) pp. Nous allons montrer que B est un opérateur strictement monotone.
Soient u,v € L2(0,T; [HE(Q)]N)

T
| Bt = Bote) ) = o0

2 a||VU*V”H%2(0,T;[L2(Q)]N)JF(R(G(U))*R(‘?(U)), 6(“)*6(1)))Lz(oj;[Lz(Q)]N) 2 a||VU*VU||QLz(o,T;[m(Q)]N)

En effet, comme I;, est la fonction indicatrice d’'un ensemble convexe, I); est une fonction convexe. Il
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vient par caractérisation de la convexité au premier ordre que la sous-différentielle de I5; est monotone.

Nous sommes a présent en mesure de démontrer I'unicité d’une solution de I’équation. En effet, pre-
nons u et 4 deux solutions de I’équation, alors il vient par estimation d’énergie et par intégration en
temps que

1 _ _ _
5““ —allT2(0 72 yx) + (Bu — B, u — @) =0

Donc
1

— 112
§||U = Ul|7200,7;12(0)n) <0
car 4(0) = 4(0) = ug et donc u = @ ce qui traduit I'unicité de la solution de 1’équation.
Finalement nous avons démontré la proposition suivante

Proposition 2 Si f € L?(0,T; [L*(Q)]V) et ug € [HF(Q)|V tel que |e(up)| < M pp, alors I’équation

—dyu+ div(A(z)e(w)) —divZ = f  dans D'(Qr)

u =g sur Q)

Z(x,t) € Ol (e(u(z, 1)) p.p. (x,1) € Qr
le(u)(z,t)] < M p-p- (2,t) € Qr

admet une unique solution u dans LP(0,T; [Wo P ()]N) N L (0, T; [HE ()]N) N HY (0, T; [L2(Q)]V).
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Chapitre 2

Etude d’un matériau constitué de
fibres

2.1 Introduction

Nous nous proposons dans cette section d’étudier la loi de comportement d’un matériau non homogene,
anisotrope consistué des fibres. Pour ce faire considérons un solide contenant un grand nombre de longues
fibres. Celui-ci est matérialisé par 2 un domaine borné régulier de R™V. Le solide subit toujours des forces
volumiques notées f. Il est maintenu fixe sur le bord, nous adopterons donc une condition de Dirichlet
u = 0 sur 9. Le déplacement a l'instant initial est donné par ug. Nous préciserons ultérieurement les
régularités nécessaires a f et ug. Dans un premier temps, nous simplifierons le probléme en supposant que
les fibres ne cassent pas. Dans ce cas, on supposera qu’il n’y a pas d’effets mécaniques quand les fibres sont
trop proches. Quand les fibres se déplacent, elles se resserent et empéchent leur distance d’augmenter. En
d’autres termes elles résistent a I’élongation. Nous serons amenés a étudier I’équation régissant 1’évolution
d’un tel solide :

Oyu — div(A(z)e(u)) — 2 /Q e Fv =l (u(y,t) — u(z,t)).(y —2)} T (y —2)dy = f  dans Qr

u(0) =up sur Q
u=0 sur 00x]0,T[

ou k > 0 est une constante donnée. Nous nous intéresserons tout d’abord a la résolution de 1’équation
stationnaire avant d’étudier I’équation d’évolution.

Par la suite, nous étudierons un probleéme plus réaliste en supposant que les fibres peuvent casser quand
elles sont étirées. Pour prendre en considération ce phénomene, il nous faudra tenir compte d’une nouvelle
quantité décrivant I’état du matériau car la rupture des fibres résulte des mouvements microscopiques. Il
s’agit de la fraction de volume de fibres non cassées notée 5(x,t) dont on se donne la valeur 5y & l'instant
initial. Cette fois ci nous serons amenés a résoudre un systeme d’équation aux dérivées partielles couplé :

OB — AR+ /Q e_k‘y_ml{[(u(y, t) —u(z,t).(y — )" YPdy + 0I(B) >w dans Qr

~div(AGw)e(u)) - 2 [ e (3 0) + 80 O){ (ulyt) — (e 0)-ly — 0)) (v @)y = £ dans Qs

Q
B0) =y sur O

u=3=0 sur 00x]0,T]|
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ou I désigne la fonction indicatrice de Uintervalle [0, 1], qui vaut 0 si 0 < §(z,¢) < 1 pp et +o0 sinon et
OI(3) est la sous-différentielle de I en (. Ici encore nous étudierons d’abord le probléme stationnaire puis
ensuite le probleme d’évolution.

Un matériau de ce type est utilisé en ingénierie civile : le Texsol, un mélange d’'un matériau granulaire,
par exemple le sable, et de fibres textiles. Un tel matériau s’avere avoir de treés bonnes propriétés de
rigidité. Il est utilisé par exemple pour retenir des murs.

2.2 Fibres non cassantes

2.2.1 Etude du probleme stationnaire
Supposons que f € [L?(22)]". Nous voulons étudier I’équation
—div(A@e(w) - 2 [ e uly) - (@) (s - D)} - o)y = - dans
2 (2.1)
u=0 sur 0

Ecrivons la formulation variationnelle de ce probléme. Soit v € [HE (€)Y

puis intégrons sur €2, il vient

A;Mﬂdwdm—ZA;LKMW““MM—u@»@—x”ﬂ@ﬁ@—xﬂmx:l#v

, multiplions 1’équation par v

donc
r)jelu).elv Ekly ol u —ulxr)). — X (% — o). — X Xr = v
/M)()U+// {(u(y) = u(@))-(y —2)} {(v(y) = v(2)) (v — ) }dyd /f

1l s’agit de I’équation d’Euler du probleme de minimisation

J(u)

min
uwe[HF (N
avec

J(u) = %/ﬂ A(x)e(u).e(u) + % /Q /Q e Fv=el [(uly) — u(=)).(y — x)]Jr}QdZ/dx - /Q fu

Il s’agit maintenant de montrer que J est une fonctionnelle strictement convexe sci et coercive sur
[HE(Q)]N. Or on a déja vu que

mﬁéémmmmwfém

est strictement convexe, sci et coercive. Posons

u :1 e Fly== 1 (u(y) — u(x —x *dyda
1) =5 [ e i(uty) — u@)-(y = )] dya

Comme w — (w1)? est convexe et que H est de la forme

1
w(z,y) — / / V= (w(z, y) ) 2dudy
2 QJQ

On en déduit que H est convexe. Montrons que H est sci. Soit (u,) une suite de [Hg(Q)]"Y qui converge
faiblement vers u. Par injection compacte de Rellich, u,, converge fortement vers u dans [L*(€2)]". Or

J =@ < 5 [ [ e 0) = @) (=)~ () (@) (=) dady < =l
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On en déduit que H(u,) = H(u) et donc H est faiblement sci.
Donc le probléme de minimisation ci-dessus admet une unique solution u dans [Hg (£2)]
I'équation d’Euler Vo € [HH(Q)]V, J'(u).v = 0 c’est & dire

N caractérisée par

[ a@e@eew + [ [ )~ u@)-tr =0} {00) ~ v(@)-tr = ) yydo = [ fo
On a donc la proposition suivante :

Proposition 3 Si f € [L2(Q)]Y alors I’équation

—div(A(a)eu) =2 | e (uly) — u(o)-(r =)}y —a)dy = dans

u=0 sur 0N

admet une unique solution u dans [HE(Q)]V.

2.2.2 Etude du probleme instationnaire

On suppose que f € L2(0,T;[L?(Q)]V) et que ug € [H (Q)]Y et on se propose d’étudier le probleme
d’évolution correspondant :

Oy = div(Ae)e(w) =2 | M (uly.0) = ulat))- (o= 0)} (g —a)dy = §  dans Qo

uw=wug sur

u=0 sur 00x]0,T]|
(2.2)

Méthode de Galerkin

Nous allons employer une méthode de Galerkin. Soit {¢;} une base hilbertienne de [L?(2)]" formée
des vecteurs propres de l'opérateur de D’élasticité avec condition de Dirichlet. On note {\;} les valeurs
propres correspondantes qui forment une suite de nombres positifs qui tend vers +o00. On a donc

—div(A(z)e(p:)) = Nip;

Soit u™ = Y1, ul"(t)p;, on a

m

Fm =Y ()i — f fort dans L?(0, T; [L*(Q)]V)

i=1

m
ug' = Zu(’ficpi — ug fort dans [L2(Q)]Y
i=1
Notons V™ = [¢1, .., pm] le sous-espace vectoriel engendré par les m premiers vecteurs de la base hilber-
tienne. Dans un premier temps résolvons dans V"™ ’équation :

O™ — div(A(z)e(u™)) — 2 /Q e M (W (y, 1) — w™ (,1))(y — @)} (y — 2)dy = f7 dans Qr

m m

u™ =y sur

u™ =0 sur 9Nx]0,T[
(2.3)
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Multiplions cette équation par @i, V1 < k < m puis intégrons sur €2, il vient :

G [amect [ A@emeo=2 [ [ el @) —um (e 0) =)} outa)ly—adyde =
Z/fm%
Q
Donc

G @O+ [ [ e @ )= 0.0)-(r=0)} {(on(0) —n(@)-(y=a) Yyde = (0

Notons U™ = (uf", ...,ul?), UJ" = (uo 1,...,ug}m)7 F™ = (f", .., fm).
On pose
A = diag(A\)

et

GU™ ) // k==l (7 (y, 1) — u™ (2, ) .(y — )} { (pr(y) — pr(@))-(y — ) }dyda

On remarque que l’équation précédente est un systeme d’équations différentielles ordinaires de la forme :

4ym 4 AmU™ + GU™) = F™
um(0) = Ug®

Comme A™ est une application linéaire et G une fonction continue, on en déduit que U™ — F™—AmU™ —
G(U™) est une application continue ce qui assure l'existence d’une solution U™ € C1([0, T(UF)[; R™) du
systeme d’équations différentielles précédent dans un intervalle de temps dépendant de la donnée initiale.
Autrement dit il existe un ™ € C1([0, T(UZ")[; V™) solution de (2.3). Nous démontrerons ultérieurement
que T(UM) =T

Estimations d’énergie

Nous allons maintenant effectuer des estimation d’énergie afin de pouvoir passer & la limite dans
I’équation quand m = +oo. Pour ce faire multiplions

/ D™y + / A(z)e(u™).e(pr) —2 /Q /Q &M=l { (™ (y, ) — ™ (1, ). (y — 2) } T o (@)-(y — 2)dydr =

Z/Qfm%

par uj', sommons pour k allant de 1 & m puis intégrons sur €2, il vient :
" 2
31" Oz + ol llgapve + [ [ @ 00t) = w2,y = )Y dyde =

= (fm(t)a um(t)) [L2(Q))N

En minorant le premier membre, en appliquant les inégalités de Cauchy-Schwarz, Poincaré et Korn et en
se servant du fait que f™ est bornée dans L2(0,T; [L%(Q)]Y), on trouve que

[ ||Loo(0T[L2(Q) <C

™| L2 0, 751112 (13) < C

et que T(UJ") = T est indépendant de Uj".
On multiplie maintenant I’équation par atum puis on integre sur € :

Hatum(t)H%Lz(Q)]N—F%%(A(l‘)e(um(t)),e(u (1)) [LZ(Q N—|—2// —kly— zl{ u™(z, t)).(y—x)}+x
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1 1,
x{ (Bpu™ (y, 1) = 0pu™ (z, 1)) (y—x) }dydx = (f(t)’atum(t))[L2(Q)]N < §||f(t)||[2L2(Q)]N+§Hatu L(t)||[2L2(Q)]N
On integre ensuite entre 0 et T, il vient
Lo @, . 1 ANl e (2w
§||3tu 1% 0,122~y + gHEW Oz < §||f||iz(o,T;[L2(sz)]N) + %He(uo)ﬂaz(m]er
1 m||2 m||2
+1||3tu 220,220y + Cllu™ (200,75 1L2000)

Comme u™ est bornée dans L2(0,T; [L?(2)]V), on en déduit que

Hat’um||%2(0,T;[L2(Q)]N) <C

le(w™ )l (0. 7:(22(@pv) < C
En regroupant toutes les précédentes estimations, on en déduit par compacité faible que

Oyu™ — dyu  faible dans L?(0, T [L*(Q)]Y)

u™ —u  faible® dans L>(0,T; [H}(Q)]Y)
Par ailleurs, d’apres le théoreme d’Ascoli,
u™ — u fort dans C°([0,T7]; [L*(Q)]Y)

Comme
[ ][ e - 0) o)) =y | e {(uy, ) -uo. 1) (y-2))* -0y o <
Q Q Q

< COllu™(t) — ul) |2~
Alors

/e"“‘y"'{(um(y,t)—u’”(m,t))-(y—:r)}+(y—x)dy—>/e"“'y‘x‘{(U(yi)—U(:v7t))~(y—m)}+(y—w)dy
Q Q

fort dans C°([0, T); [L?(€2)]"). Donc en passant a la limite dans ’équation au sens des distributions, on
démontre I'existence d'une solution u € L>(0,T; [Hg(Q2)]Y) de I'équation (2.2).

Pour finir, démontrons I'unicité de la solution. On définit I'opérateur B par :
B L*(0,T; [Hy(Q))Y) = L*(0, T3 [HH(Q)]Y)

0 —div(A@)e(w) =2 | ¢ (ofy) = o(a))-ly — )} (o= o)y

On a déja vu que B était un opérateur strictement monotone. Nous sommes donc maintenant en mesure
de démontrer I'unicité de la solution. A cet effet, prenons u et @ deux solutions de (2.2). Donc u — 4 est
solution de
O(u—1u)+Bu—Bu=0 dans Qr
(u—u)(0)=0 dans Q
u—a=0 dans 902x]0,T]

Par estimation d’énergie, on trouve que

1d 7 _ _

5@””@) —a(t)|jp2 )~ = —(Bu(t) — Bu(u),u(t) — u(t)) g1 g <0

donc

) — a(t) |z ey <0
et donc u = 4.
Finalement nous avons démontré le résultat suivant

23



Proposition 4 On suppose que f € L2(0,T; [L?(Q)]V) et que ug € [HE(Q)]Y, alors I’équation
Ouu — div(A()e(w) ~ [ I ((uly) ~ ule)-y ~ )y~ a)dy = ] dans Qr
u=ug sur
u=0 sur 00x]0,T|

admet une unique solution u dans L>(0,T;[HE(Q)]N) N HLY(0,T; [L*(Q)]V).

2.3 Fibres cassantes

2.3.1 Etude du probleme stationnaire

Nous allons supposer que w € L%(Q) et f € [L?(Q)]V. nous allons nous intéresser & I’équation suivante :

~A3+ /Qe"“'”‘“”‘{[(uw)—u<x>>-<y—x>1+}2dy+d=w dans Q

—div(A(z)e(u)) — 2/96"“‘”‘“' (B(x) + BW)){ (uly) —u(@)).(y — )} T (y —x)dy = f  dans Q

d(z) € 9I(B(x)) p.p- z€Q

u=p=0 sur 09
(2.4)

Méthode de point fixe

Nous nous proposons de résoudre ce systeme d’équation couplé par une méthode de point fixe. Pour
ce faire, on se donne un couple (u®, 3°) € [H}(Q)]N x HL(,[0,1]) et on définit la suite (u™, ") par :

AB™TE 4 / efklyfr‘{[(u”(y) —u"(z)).(y — )" Pdy + " = w dans
o
—div(A(x)e(unt))—
-2 /Q e M= (57 (@) + M) (" y) —u (@) (y — 2)} T (y —2)dy = [ dans Q

d"tl(x) € 9I(B" 1 (z)) pp. €N

+1 — g+l — sur 0%

Montrons tout d’abord que cette suite est bien définie. Ecrivons la formulation variationnelle de ce
probleme. V(v,7) € [H}(Q)]N x HL(Q,[0,1]), on a

[ t@r= vt [ et o) 5 @) ) — o @)- = )] Py

+ [ @i = = [l

x n+1 —kly— :1:\ " n n+1 — ™))y —
[ Aetwrtetw) + [ [ e (5 0) 4 8 ) ) - 0 @)ty - 0}

<{(v(y) — v(@)).(v - }dydx—/fv
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Ces deux équations étant a présent découplées, on peut les résoudre indépendamment. Tout d’abord nous
allons montrer que Yy € H}(,[0,1]), 38" € H}(Q,[0,1]) vérifiant la premiere équation. On remarque
qu’il s’agit de I'inéquation d’Euler du probléme de minimisation

min  J(0)
BEH (9,[0,1])

avec

1 1 —kly—a n n
96 =5 [1vaR+5 [ [ oI5 + Bl @) - @)t - 0] Pydo — [ w5

2 Ja 2Jala Q

car Vy € H}(Q,[0,1])
/ dn—i—l(,y_ﬂn—i-l) <0
Q

Comme H{(€,[0,1]) est un ensemble convexe, fermé, non vide et que J est une fonctionnelle stricte-
ment convexe, sci et coercive, le probléme de minimisation ci-dessus admet une unique solution dans

H(Q,[0,1]). Par ailleurs, J étant Gateau-différentiable, 'unique solution notée 371! est caractérisée par
I'équation d’Euler Vy € H}(,[0,1]),

1 — —T n n mn
vy g [ e ) 4 @) () - 0" @)y - o) Pdydo [ atiy = [ s
Q 2 JaJa Q Q
Ou d"*tt(z) € dI(B" 1 (x)) pp.
Comme dans la deuxieme équation, ™ est fixé, on démontre en utilisant exactement les mémes

arguments que dans la partie stationnaire de la section précédente que Vo € [HE(Q)]V, I+t € [HE(Q)]N
tel que

/ A@)e(u™)e(v)+ / / e=Hr=2l (57 (2)+ 87 (1)) { (w1 () ~u+ () (y—2) }H{ (v(y) () (y—2) byder =
Q QJQ

= f’U
Q
On a donc démontré que la suite (u™, 3") était bien définie dans [Hg(Q)]N x H(£,10,1])

Estimations a priori

On voudrait maintenant démontrer ’existence d’un point fixe qui, s’il existe sera solution du probleme
(2.4). A cet effet, nous aimerions passer & la limite dans les équations. Nous allons donc effectuer des
estimations & priori. Dans la formulation variationnelle, posons v = "+ et v = w"*1, il vient :

Lo g [ [ et (3 ) £ 0 @) (0 ) " @) -lo = o) Vs

4 dn+16n+1:/wﬂn+l
Q

Q

/Q Al@)e(u™ V)e(w™) + / / e=Hr=2 (37 () + 5 (1)) {[ (™ () — () (y — )] Vlyda

= /qu"H

Comme d"*! € I(f"*) on en déduit que Yy € HE(Q, [0, 1]),

/ dn—i—l(,}/_ﬁn—i-l) <0
Q
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En particulier pour v = 0, il vient
/ dn+1ﬂ’n+1 >0
A 2

Et comme d’autre part les doubles intégrales sont positives, on trouve apres application des inégalités de
Cauchy-Schwarz Poincaré et Korn que (u™, 3") est borné dans [Hg (Q)]Y x H(£2) On peut donc extraire
des sous-suites telles que

B — 3  faible dans H}(Q)

u™ —u  faible dans [Hg(Q)]V

Comme H} (9, [0,1]) est fortement fermé et convexe, il est faiblement fermé et donc 3 € HZ (€, [0,1]) Par
injection compacte de Rellich, on en déduit que

B =3 fort dans L%()
u™ = u fort dans [L%(Q)]Y

et donc

/gefkwfxq{@/qy)Afunmﬁ)(ygfxﬂ+}2dy

. /Q e~Fv==1{ [ (u(y) — u(x)).(y — )" }2dy

e (B @)+ 8 ) )~ @)y )}y

- /Q M=l (3(z) + B()) { (uly) — u(@))-(y — )} dy

fortement dans L2(2).

[t = v+ [ e (g ) 5 @) (07 (0) " (@) (3 — )] Pdydot

_/ w(’y—ﬁ”“) >0
Q

D’apres les convergences obtenues précédemment on a par passage a la limite sup, en tenant compte de
la semi-continuité inférieure pour la topologie faible de la norme Hg

/Q VB.(Vy— V) + / / e () — B(a)) {[(u" (9) — u™ (@) (y — )]+ }2dyd+

—wa—mzo

et donc il existe un d € L?(Q) tel que d(z) € dI(5(z)) p.p. et

_AB+ / ([(u(y) — u(@))(y — )] * P2y + d = w

Par passage a la limite dans ’équation, on a démontré la proposition suivante
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Proposition 5 On suppose que f € [L*(Q)]V et que w € L?(RY), alors I’équation

—Aﬂ+ﬂjwmm—uu»<y—mr}%y+d=w dans Q

—div(A(z)e(u)) — 2/ (B(z) + B (uly) —u(@)).(y — )} (y —2)dy = [ dans Q

Q

u=pF=0 surdd

d(z) € dI(B(x)) p.p.z €
admet une solution (u, 3) € [H3(Q)]N x H}(;1]0,1])

2.3.2 Etude du probleme instationnaire

Nous voulons étudier le systeme d’équation aux dérivées partielles d’évolution couplé suivant :

0,8 — MG+ /Q M=o [(u(y, 1) — u(e,1).(y — 2)]V2dy + d=w  dans Qr

~div(A(@)e(u)) - 2 / e =l (B(a, 1) + By, ) (uly, ) — u(@,0).(y — @)} (y —a)dy = f  dans Qr

Q
B(0) =py sur Q

u=03=0 sur 00x]0,T]|

d(x,t) € dI(B(z,t)) p.p. (x,t) € Qr

Pour ce faire nous allons supposer que w € L2(Qr), f € L?(0,T;[L?(Q)]N), Bo € HE(£,1]0,1)).

Méthode de point fixe

Tout comme dans la partie stationnaire, nous allons employer une méthode point fixe. A cet effet,
nous nous donnons le couple (u®, 3%) € L°°(0,T; [H ()]V) x L>=(0,T; H3 (€, [0,1])) et on définit la suite
de fonction (u™,8™) de la maniere suivante :

9B — AT 4 /Q e M (u (v 1) — (@, 0) (y — @) PPy + d" T = w dans Qr
—div(A(z)e(u" ) -

—2/96"6"”‘““ (8" (@, t) + B" (v, ) { (@, t) = u" (2, 1)) (y — )} (y —2)dy = [ dans Qr

Bt = g, sur Q
A"t (x,t) € OI(B™ i (x,t)) p.p. (z,t) € Qr
utt =gttt =0 sur 9Qx]0, T

Ces deux équations sont maintenant découplées. Nous allons commencer par démontrer que la suite
(u™,8™) est bien définie. Pour ce faire nous allons montrer qu’a chaque itération, chacune des deux
équations admettent une solution. Tout comme dans la partie stationnaire, on démontre que la deuxieme
équation admet une solution u™*! € L>(0,T;[Hg(Q)]Y). 1l s’agit donc maintenant de montrer que la
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premiere équation est bien posée. Le terme faisant intervenir 5" étant donné par l'itération précédente,
celui-ci devient un second membre. On est donc ramené a étudier une équation du type :

OB —AB+d=g dans Qr

ﬁ = ﬁo sur )
(2.5)
6=0 sur 00x]0,T]

d(z,t) € 0I(B(z,t)) p.p. (x,t) € Qr
avec g € L*(Q7).

Démonstration de ’existence de la solution du probleme (2.5)

Nous allons remplacer le véritable probléme par un probléme approché en introduisant a la place de

I la fonction I,, définie par
n|BI* si 3<0

1(B) = 0 si 0<p<1

n(B-1' s g1
I,, est une fonction convexe de classe C3 et on a

anB® si B<0
OI.(8) = DI,(8) = 0 si 0<B<1
dn(B—-1)2 si B>1

Méthode de Galerkin pour la résolution du probleme approché

Nous allons employer une méthode de Galerkin afin de démontrer que 1’équation

Of—AB+ DI(B) =g dans Qr
B=0 sur Q (2.6)

B=0 sur 00x]0,T]

admet une solution.

Soit {¢y} une base hilbertienne de L?(f2) formée des vecteurs propres du Laplacien avec condition de
Dirichlet. On note A les valeurs propres correspondantes qui forment une suite de nombres positifs qui
tend vers +00. On pose 3™ = >\, B (t) ¢y

On a aussi

g" = Zg;ﬂ"(t)cpk — g fort dans L*(Qr)
k=1

85 =" Bilopr — Py fort dans L*()
k=1

Notons V™ = [p1, .., pm] le sous-espace vectoriel de dimension fini engendré par les m premiers vecteurs
de la base hilbertienne. Regardons dans V™ 1’équation

O™ — AB™ + DI, (™) = g™  dans Qr
g™ =g sur Q (2.7)

M =0 sur 002x]0,T]|
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Multiplions cette équation par ¢g, V1 < k < m puis intégrons sur €2, il vient
d m m m
%ﬁk () + B+ | DI(B™)er = gk
Q

Posons B™ = ( 7”,. ,ﬁm) G™ = (91" 9m)s By = (Bg4, - B%,)- Notons aussi A = diag(Ag) et

F™(B™) ( gpk) On est ramené a résoudre ’équation différentielle ordinaire suivante :

dB™
“a +AB™ JrFm(Bm) =G"m

avec B™(0) = B
A est une application linéaire et comme DI, est de classe C2, on en déduit en particulier que

B™+— G™ — AB™ — F™(B™)

est continue ce qui assure I'existence d'une solution B™ € C1([0, T(BF*)[; R™) de cette équation différentielle
dans un intervalle de temps dépendant de la donnée initiale. Autrement dit, 3™ € C([0, T(BF*)[; V™)
solution de (2.7).

Estimations d’énergie et passage a la limite en m

Nous allons maintenant effectuer des estimations d’énergie afin de pouvoir passer a la limite en m.
Multiplions (2.7) par ™ puis intégrons sur (.

S5 Oy + V8™ Ol + (DL (B™(0)),57(1) 12y = (910 67 (1)) 20y

Or on remarque que (DI, (8™ (t)), 8 (t))LQ(Q) > 0. Donc des calculs classiques montrent que T(BjJ*) =T

et que 3™ est borné dans L> (0, T; L?(2)) N L2(0,T; HE(£2)) et donc on peut extraire une sous-suite telle
que
B™ — B, faible dans L°°(0,T;L*(Q)) N L*(0,T; H3(Q))

Par ailleurs,
IDL(B™ () I720) < CIE™ )70y < C
donc
DL, (B™)[72(gqp) < C

On peut donc extraire une sous-suite telle que
DI, (3™) =Y, faible dans L*(Qr)

On voudrait montrer que Y;, = DI, (5,). Il s’agit de démontrer que

T ot T t
tmsup [ [ [ D1, < [ ][ s,
m—-+oo J(O 0 JQ 0 0 JQ
3™ est solution de (2.7) et donc par passage & la limite en m, on en déduit que 3, vérifie ’équation
atﬁn - Aﬂn + Yn =g dans QT
Bn =P sur (2

Brn=0 sur 00x]0,T]

/OT /0 RIACETES /OT /o [ amom- /OT /0 [ vem - i/OT (17 Ol = 155 e
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Comme g™ — g fort dans L?(Qr) et ™ — 3, faible dans L?(Qr), on en déduit que

LA =L o

Par semi continuité inférieure pour la topologie faible de la norme H} on a

T Tt Tt
limsup—/ / / VA" |? = —liminf/ / / |VE™|? < —/ / / |V B |?
o Jo Ja o Jo Ja o Jo Ja

Comme 5" — [y fort dans L?(€2) et comme la norme L? est semi continue inférieurement pour la
topologie faible, il vient

, e , 1T
timsup =5 [ (187 () s0) = 105" )t < =5 [ (1000 — B0l ) ot

soit en regroupant tous les résultats et en se servant des équations, on constate effectivement que

ey [ [ w1 [ s

et donc Y,, = DI,(,) On a donc montré existence d’une solution 3,, € L*(0,T; L*(Q))NL%(0,T; H}(2))
de I’équation (2.6).

Estimations d’énergie et retour au probléme (2.5)
Les mémes estimations d’énergie que précédemment montrent que
B, — B faible dans L°(0,T; L*()) N L*(0,T; Hy(2))
Multiplions maintenant équation par 0y, puis integrons sur €2, il vient

d

1d 1 1
Hatﬁn(t)||2m(ﬂ)+§£||V5n(t)||2L2(Q)+£/an(ﬁn(t)) = (9(t),0eBn(t))2(0) < *||9(t)||2L2(Q)+§Hatﬁn(t)||2L2(Q)

Apres intégration en temps on en déduit que
10eBnllL2(@ry < C

IV Bull Lo 0,152 < C
et donc par compacité faible on a

Oy — 0,3 faible dans L2(Qr)
Bn — B faible dans L*°(0,T; H}(2))

D’apres le théoreme d’Ascoli
B, = B fort dans C°([0,T]; L*(Q))

Par ailleurs, la caractérisation au premier ordre de la convexité de I,, nous dit que Vv € H}(Q)

L(y) = I.(Bn) + (DIn(ﬂn)v’Y - ﬂ”)LQ(QT) > (D—rn(ﬁn)v Y- Bn)L2(QT)
Si I'on choisit v € Hg(£,]0,1]), on obtient

(Dln(ﬁn)a’y - ﬁn)Lz(QT) S 0
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Multiplions 1’équation (2.6) par v — 3, ot v € L2(0,T; H}(Q;[0,1])) puis integrons sur Qr, il vient
| at=60- [ ap-8)- [ VB.Tv-Va) <0
T Qr Qr

Les convergences établies précédemment impliquent apres passage a la limite que

/Tg(v—ﬁ)—/QTatﬁ(v—ﬁ)—/QTVﬁ-(V’v—Vﬁ)§0

On en déduit qu'il existe un d € L?(Q7) tel que d(x,t) € I(B(z,t)) p-p- (z,t) € Qr avec
Op—AB+d=yg

Ceci acheve de montrer 'existence d’une solution § € L‘X’(O T; H} (22 [07 1])) de l’équation (2.5). Et donc
la suite (u™, 3") est bien définie dans L (0, T; [H ()]V) x LOO(O T; HY(Q)).

Nous allons maintenant montrer 'existence d’un point fixe. On voudrait a présent passer a la limite
dans les équations suivantes

OB — AT+ /Q e M (w" (y, 1) — w2, 1) (y — 2)] T PPdy + & = w dans Qr
—div(A(x)e(unt))—
-2 /Q e MW=l (B7 () + 8™ (y, ) (u" T (g, t) — " (@) (y —2)} T (y —w)dy = f dans Qr

BH(0) = Bo sur Q

dn+1 c 8I(ﬂn+1)

utl = pntl =0 sur 90x]0, T

Estimations d’énergie
g

Afin de démontrer I'existence d’un point fixe solution de ’équation de départ, nous allons effectuer
des estimations d’énergie, pour cela nous allons multiplier la premiere équation par St!, la deuxieme
par u™t! puis intégrer sur €.

Sl Ol + 5 [ e ) + 5 0 ) (0 0t) = o) o — )] Yoy

B Oz g+ (@0, 8710) ey = (0. B710)

e O + [ [ € (@) 4 B D" (08) = 0 0.0)- = )]y

= (f(t),u"+1(t))[L2(Q)]N

Comme (d”"‘l(t), ﬁ""‘l(t))m(ﬂ)
les premiers membres et en appliquant les inégalités de Cauchy-Schwarz, Poincaré et Korn que " est
bornée dans L>(0,T; L2(2)) N L2(0,T; [HL(Q)]Y) et que u™ est bornée dans L>(0,T; Hi(£2)). On peut
donc extraire des sous-suites telles que

B" — B faible dans L>(0,T; L2()) N L2(0, T; HL ()

> 0, et comme les intégrales doubles sont positives, on trouve en minorant

u™ —u faible dans L°°(0,T; [H(Q)]Y)
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Lemme 4 Si d(z,t) € 01(8(x,t)) p.p. (x,t) € Qr, alors
/ d(x,t)0f(x, t)dxdt = 0.
Démonstration. ¥y € L?(0,T; H}(;10,1])), on a

; d(z,t)(y(x,t) — B(z,t))dzdt <0

Prenons v(x,t) = B(x,t + h), avec h # 0. On a alors apres division par h,

S A, ) EEERZBED g <0 sih> 0

S A, 1) 2EE=EED gt > 0 sih <0

Donc par passage a la limite quand A — 0, on en déduit que
/ d(z,t)0:f(x, t)dxdt =0
T

ce qui termine la démonstration du lemme.

Multiplions maintenant la premiere équation par 9,3 *!. En se servant de ce lemme, il vient

1d

198" D720 + 5 IV D7)+

] o [ ) — )y = )] Py =

= (w(t), 0, +1(t))L2(Q) < §||w(t)||%2(ﬂ) + §H3tﬁ HOF2 0
On integre entre 0 et T
1 n 1 n
5\@% T2 + §HV»3 D172 <
< N0l quy + 51V 0l 2a(0) + 108" a gy + Cl"l
=9 L2(@Qr) T 9 oflLz(Q) ™ 4 1% L2(Qr) L2(0,T5[LA(2)]N)
Comme u" est bornée dans L2(0,7T; [L*(2)]" (par injection de Sobolev), on en déduit que
||8tgn+1H2L2(QT) <C
18" e 0,213 ) < €
Par compacité faible, il vient
o p"tt — 9,8 faible dans L%(Qr)
Bl — 3 faible dans L>°(0,T; Hg(2))
D’apres le théoreme d’Ascoli, on en déduit que

" — 3 fort dans C°([0,T]; L*(Q))
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Et donc

/Q e M [ (u(y, t) — u" (@, ).y — @) )Py

R /Q M=l (u(y, t) — u(z,1).(y — )] dy

/Q e Ml (37 () + 5" (5, O){ (™ (g, 1) — w"H (w,1)).(y — )} Fdy

— /Qefklyfm‘ (B(z,t) + By, ) { (uy, t) — u(z,t).(y — =)} Fdy
Comme d"*1(z,t) € I(B" Y (x,t)) p.p. (z,t) € Qr, ¥y € L*(0,T; H}(2)) avec 0 <y < 1, 0n a
n—+1 n+1
(d 7775 )L2(QT) SO
Multiplions la premiére équation par v — 3"+, Vy € L2(0,T; H} (2)), on en déduit que

(w7,y o ﬁn+1)L2(QT) _ (at6n+1,’)/ o 5n+1)L2(QT) _ (Vﬁn—H, V’V o V/Bn+1)L2(QT)_

T
- / / /Q &MU ([ (g, ) — w2, 8) (g — )P Y2 () — B (2, 1)) dydadt < 0

D’apres les convergences établies ci-dessus, on a par passage a la limite que

(UJ,’Y - 6)L2(QT) - (8tﬁv Y= ﬂ)L2(QT) - (vﬁv V’}/ - vﬂ)LZ(QT)_

[ ] [ e ) — e 0) 5= ) P nt) = B ) dydade < 0
Et donc il existe un d € L*(Qr) tel que d(z,t) € dI(B(x,t)) p.p. (z,t) € Qr avec
OB —AB+ /Q e M [(uly, 1) — u(z,1)).(y — 2)] T Pdy +d = w

On a donc démontré la proposition suivante :

Proposition 6 Supposons que w € L*(Qr), f € L2(0,T;[L2(Q)]V) et Bo € HL(,[0,1]) alors le systeme
d’équation couplé suivant

O — AL+ /Q e_k‘y_ml{[(u(y,t) —u(z,t)).(y —2)] Pdy+d=w dans Qr

—div(A(x)e(u)) — /Q e~ kly—=l (B(z,t) + By, 1)) { (u(y, t) — u(z,t)).(y — )}t (y —x)dy = f  dans Qr
u=L0=0 surdQx]0,T|

B8=0y sur$

d(xz,t) € 0I(B(x,t) pp. (z,t) € Qr

admet des solutions (u, B) dans L°°(0,T; [HE ()Y )NL>(0,T; HE (Q)NH(0,T; L*(Q)) avec 0 < B(x,t) <
1 p.p. (z,t) € Qr.
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Conclusion

Il s’agit pour conclure de savoir si 'aboutissement de ce stage correspond effectivement aux attentes
que nous nous étions fixées a priori. Nous avons pu, sans conteste, utiliser et mettre en oeuvre un
grand nombre de notions enseignées en formation d’ingénieur en Mathématiques Appliquées et Calcul
Scientifique, ainsi qu’en DEA d’Analyse Numérique. En effet, I'utilisation de techniques de résolution
d’équations elliptiques et paraboliques nous ont permis d’établir des résultats d’existence et d’unicité -
parfois seulement d’existence - de problemes concrets provenants de la mécanique du solide. Les méthodes
variationelles basées sur la minimisation d’une fonctionnelle strictement convexe, sci et coercive sur un
ensemble convexe, fermé, non vide étaient au coeur de I’étude des problémes stationnaires. On pourrait
considérer avoir complétement occulté ’aspect numérique au profit de 'aspect théorique des équations
aux dérivées partielles. Cependant, celui-ci n’a pas été négligé dans la mesure ou avons mis en oeuvre
des méthode de Galerkin qui sont a la base des méthodes numériques d’éléments finis, afin d’aborder les
problemes d’évolution. Seule manquait a ce stage la production d’un code informatique qui nous aurait
permis de visualiser la simulation numérique du comportement des divers matériaux étudiés. Par soucis
de qualité, nous avons préféré nous restreindre a un travail certe moins large, mais plus approfondi.

Par ailleurs, 'objet de ce stage était aussi de découvrir la vie au sein d’un laboratoire de recherche.
Nous avons pu constater combien le travail de recherche en mathématiques appliquées pouvait étre difficile
mais pas moins passionnant. Aussi cela nous a-t-il poussé a aller plus loin dans cette découverte en
poursuivant une these. Tout ceci prouve que ce stage s’est avéré étre parvenu a ses fins tant en domaine
scientifique que professionnel car il a permis de mettre en place un projet personnel pour I'avenir, ce qui
était certainement le but premier de ce stage.
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