M2 Mathématiques de 1’Aléatoire Université Paris Sud
Calcul stochastique

Feuille d’exercices n°3
Martingales et théoreme d’arrét

Dans les exercices qui suivent, on se place sur un espace de probabilité (£2, F,P) muni
d’une filtration complete (Ft);c(0,00]-

Exercice 1.
Soit X un processus stochastique & accroissements indépendants par rapport a (Ft)te[o,oo]~

1. Rappeler pourquoi, si X; € L' pour tout ¢ > 0, M; = X; — E[X;] définit une martin-
gale;

2. Montrer que, si X; € L? pour tout t > 0, N; = M? — E[M}?] définit une martingale ;
3. Montrer que, sil existe § € R tel que E[e?Xt] < oo pour tout ¢ > 0,

60Xt

Z =
' E[efXe]

définit une martingale.

Exercice 2.
Soit M une (F;)-martingale bornée (il existe une constante C' > 0 telle que |M;| < C
pour tout ¢ > 0).

1. Soient r > 0, n € N* et sg,81,...,8, des réels tels que r = sg < 81 < -+ < Sp.

Montrer que
n

E[Z(M& - Msi—l)Q“FT] < 402'
i=1

2. Soient p € N* et 0 <o <1 <--- <t,. Montrer que

E[(i(Mti — My, ,)%)%) < 48C*.
=1

Exercice 3.
Soit B un (F;)-mouvement brownien issu de 0 et soit 7" un temps d’arrét intégrable.
Montrer que E[Br] = 0 et E[B2] = E[T).

Exercice 4.
Soit B un (F)-mouvement brownien réel issu de 0. Pour tout x € R, on note T, =
inf{t > 0: B; = z}. On fixe deux réels a et b avec a < 0 < b, et on note T =T, A Tj.

1. Montrer que, pour tout A > 0,

e

it

Elexp(=AT)] =

2. Montrer de méme que, pour tout A > 0,

sh(bv/2X\)
sh((b— a) V2X)’

Elexp(=AT) Lir=1,3] =

3. A laide de la question 2., retrouver 'expression de P(T;, < Tp).



Exercice 5.
Soit B un (F;)-mouvement brownien issu de 0. Soit a > 0 et

oo =1inf{t >0: B; <t —a}.

1. Montrer que o, est un temps d’arrét et que o, < 0o p.s.

2. En introduisant une martingale exponentielle arrétée bien choisie, montrer que, pour
tout A > 0,

Elexp(—Aog)] = exp(—a(vV1+ 2\ —1)).

On admettra que cette formule reste vraie pour \ € [—%, 0.
3. Soit u € R et My = exp(uB; — “7215) Montrer que la martingale arrétée M;* = M, ¢
est fermée si et seulement si g < 1 (on remarquera d’abord que cette martingale est

fermée si et seulement si E[M,, ] =1).

Exercice 6.

1. Soit M une (F;)-martingale a trajectoires continues telle que My = x € Ry. On
suppose que My > 0 pour tout ¢ > 0 et que My — 0 quand t — oo, p.s. Montrer que,
pour tout y > x,

P(Suth > y) = E.
t>0 Yy

2. En déduire la loi de

sup By
t<To

lorsque B est un mouvement brownien issu de x > 0 et Ty = inf{¢t > 0: By = 0}.

3. Supposons maintenant que B est un mouvement brownien issu de 0, et soit u > 0.
En introduisant une martingale exponentielle bien choisie, montrer que

sup(Bt — ut)
1>0

suit la loi exponentielle de parametre 2.



