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GEOMETRIE ALGEBRIQUE. — Torseurs sous des groupes de type multiplicatif;
applications & [I'étude des points rationnels de certaines variétés algébriques.
Note (*) de MM. Jean-Louis Colliot-Théléne et Jean-Jacques Samsuc, transmise par

M. Jean-Pierre Serre.

Les torseurs sous les groupes de type multiplicatif semblent étre ’instrument adéquat pour effectuer
sur les points rationnels de certaines variétés algébriques une opération analogue & la classique
premiére descente (') sur les courbes elliptiques. Les résultats annoncés généralisent des résultats
de Manin (?) et permettent d’étudier les points rationnels des tores.

NoraTioNs. — On note £ un corps, k une cléture séparable, g le groupe de Galois
de k/k. Si X est une k-variété, i. e. un k-schéma algébrique géométriquement intégre,
et si K est une extension de k, on note Xg = Xx,K, X = Xx, k et DivX le groupe
des diviseurs de Cartier de X; on dit que X est K-rationnelle si le corps des fonctions K(X)
de Xy est transcendant pur sur K.

Soient ¥, la catégorie des k-groupes algébriques de type multiplicatif lisses (%) et 2,
la catégorie (duale) des g-modules discrets de type fini dont la torsion est premiére a la
caractéristique de k. Si S est dans %, on note S son groupe des caractéres, qui est dans Z_;
si M est dans 9, on note D(M) son dual dans %;. Un élément de 9, qui posséde une
Z-base permutée par g est appelé module de permutation. Soit G,, le groupe multiplicatif
Spec Z [T, T™*]. Si K/k est une sous-extension finie de k/k, on désigne par Rg Gy le
tore obtenu & partir de G, x par restriction des scalaires (3 la Weil), par R}{,kG,,, le tore
noyau de la norme Ng 4 : Rg G, — Gy €t par Rg G,/ G, le tore conoyau de I’inclusion
naturelle de G, , dans Rg,G,.

La cohomologie employée est la cohomologie étale. Soit S dans ;. On sait (*) que,
si X est un k-schéma, les éléments du groupe H(X, S) correspondent bijectivement
aux classes d’isomorphisme d’espaces principaux homogeénes (i. e. torseurs représentables)
sur X sous S, classes qu’on appellera par abus de langage torseurs sur X sous S.

1. RELATIONS D’EQUIVALENCE DEFINIES PAR DES TORSEURS. — Soient X un k-schéma
et S dans %,. Le caractére fonctoriel contravariant de H!(+, S) sur la catégoric des
k-schémas définit un accouplement naturel, additif a droite,

0s: X(k)xHY(X, S) - H(k, S).
Tout élément 7 de H'(X, S) définit ainsi une relation d’équivalence sur X(k).

ProrosiTiON 1. — S8i X est un k-schéma propre, la relation déquivalence définie sur X(k)
par le torseur I est moins fine que la R-équivalence (°). Si k est de type fini sur le corps
premier, 'ensemble de ses classes est fini.

LeMME. — Soit X une k-variété compléte possédant un point rationnel. La suite naturelle
0 - H(k, $)—» H'(X, S) » Hom, (S, PicX) -0

est exacte, fonctorielle en S, et tout point rationnel en définit un scindage.
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Lorsque Pic X est dans & 5 (ce qui est le cas si X est lisse et k-rationnelle), on peut donc
considérer, pour tout point rationnel P, le torseur Z P sur X sous Sy = D(Pic }‘(), de
fibre triviale en P, associé a l'identité de Hom (Pic X, Pic ;(). On l’appelle le forseur
universel 1ié 3 P : si 7 est un élément de H (X, S) de fibre triviale en P (pour S dans %),

il existe un k-homomorphisme unique S, — S tel que  soit I'image de & P parr le mor-
phisme induit HY(X, So) — H'(X, S).

THEOREME 1. — Soient X une k-variété compléte telle que Pic X soit dans 9, et P un
point rationnel. La relation d’équivalence définie sur X(k) par le torseur universel X
est moins fine que la R-équivalence et plus fine que toute relation définie par un autre torseur
sous un élément de %,. Si k est de type fini sur le corps premier, Pensemble de ses classes
est fini.

2. MODE DE CALCUL DE CES EQUIVALENCES. — Soient S dans %, et X une k-variété
compléte. L’équivalence définie sur X(k) par I'ensemble des torseurs sous S est rendue
explicite, dans certains cas, par la considération des groupes

DS(X) = ker [Ext! (8, k(X)*) - Bxt. (S, DivX)],
ES (X) = ket [Ext! (8, k(X)*/k*) - Ext} (S, DivX)].

On peut également considérer, pour K/k galoisienne finie de groupe G déployant S, les
groupes DS(X, K) et E%(X, K) définis de fagon analogue, par substitution de K a k,
G agetXg a X : on trouve DX, K) = DS(X); si X(K) # @, on a aussi
B5(X, K) = BS(X). Lorsque X posséde un point rationnel lisse, ces deux groupes sont
liés par la suite exacte

0—H(k, S)» D5(X) » E5(X) -0

et tout point rationnel lisse définit un scindage de cette suite.

PROPOSITION 2. — Il existe un épimorphisme naturel ) : H{(X, S) — D5(X). Si X est
lisse sur k, Paccouplement O est trivial sur le noyau de ). Si k est de type fini sur le corps
premier, ou si Pic X est de type fini, le groupe ES(X) est fini.

Dans les exemples ci-dessous, on suppose X lisse sur k et X(k) # O.

Exemples. — (a) Soit K/k galoisienne finie de groupe G. Considérons S = Ry kGl G-
On trouve pour D3(X) le groupe

Br (X, K) = ker [H?(G, K(X)*) » H*(G, DivXy)]

considéré par Manin (%) et EX(X) = HY(G, Pic X). L’accouplement 05 est & valeurs
dans H%(G, K*). L’équivalence qu’il définit est la Br(X, K)-équivalence (%); I'équiva-
lence définie par ensemble des 6 relatifs aux diverses sous-extensions galoisiennes finies
K/k de kjk est la Br(X, k)-équivalence (°).

(b) Soit K/k une sous-extension finie de k/k. Considérons S = R“(/,ch. On trouve
pour D3(X) le groupe des k-fonctions rationnelles dont les diviseurs sont des pormes
(de K-diviseurs) modulo celles qui sont des normes (de K-fonctions rationnelles) et, si
K/k est galoisienne de groupe G, ES(X) = H™!(G, Pic X). L’accouplement est a
valeurs dans k*/N(K*). On retrouve la théorie développée en .
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(¢) La premiére descente sur les courbes elliptiques, appelée aussi méthode des facto-
risations (1), correspond au cas ol S est un groupe fini, noyau d’une isogénie de courbes
elliptiques : si ’on considére par exemple la multiplication par un entier n tel que tous
les points d’ordre n soient rationnels, alors S = p, X, et I’accouplement est a valeurs
dans (k*/k*) x (k*/k*"). Le résultat de finitude de la proposition 1 apparait ainsi comme
un prolongement de la partie faible du théoréme de Mordell-Weil (étendu par Néron
au cas d’un corps de type fini). La méthode employée n’est d’ailleurs qu’un avatar de la
méthode des factorisations : elle répond a certaines questions posées par Swinnerton-Dyer
lors de I’étude de cas particuliers.

3. INVARIANTS BIRATIONNELS.

ProrosiTioN 3. — En caractéristique 0, ensemble X(k)/R est un invariant k-birationnel
des k-vari¢tés complétes lisses.

PROPOSITION 4. — Soit S dans €. Le groupe EXX) est un invariant k-birationnel des
k-variétés complétes lisses.

[L’invariant particulier correspondant au tore S de I’exemple (a) du paragraphe 2
a été considéré dans des situations variées par Manin, Voskresenskii et Miwa.]

ProrosITION 5. — Soit X une k-variété compléte et lisse, possédant un point rationnel
et telle que Pic X soit dans 9,. Considérons les propriétés :

(i) X est k-rationnelle;

(ii) il existe un module de permutation M tel que Pic X @ M soit de permutation;

(iii) le module Pic X est facteur direct d’un module de permutation;

(iv) la fleche naturelle Div X — Pic X a une g-section ;

(v) B¥X) = 0 quel que soit S dans %,;

(vi) E*(X) = 0.
Elles sont lices par les implications

@O L @) = (i) - @ = ) <«

4. POINTS RATIONNELS DES TORES. — Soient k& un corps de caractéristique O et T un tore
sur k. On sait qu’il existe une k-compactification lisse T — X, 1. e. une k-immersion ouverte
de T dans une k-variété compléte et lisse X. Comme T est k-rationnelle, on peut considérer

le k-tore S, dual de Pic X et le torseur universel Z° 1ié 4 I’élément neutre 0 de T(k) : c’est
un torseur sur X sous S,.

PROPOSITION 6. — Le torseur &° a pour restriction a l'ouvert T le torseur sur T déduit
par dualité de la suite exacte naturelle de g-modules

0—T - M- PicX -0,

ou M désigne le g-module de permutation des diviseurs de Xa support hors de T ®.
On en déduit, par application des résultats du paragraphe 1, la valeur de T(k)/R :

THEOREME 2. — Le torseur X° définit un isomorphisme

T (k)/R = H(k, S,).
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L’application naturelle T(k)/R — X(k)/R est une bijection. Si k est de type fini sur Q,
alors T(k)/R est fini.

Nous montrons par ailleurs (*°) que la R-équivalence sur un tore peut s’étudier
(en toute caractéristique) sans recours a une k-compactification lisse, ce qui donne la
finitude de T(k)/R pour un corps k de type fini sur le corps premier et permet, en carac-

téristique 0, de calculer effectivement (par voie purement algébrique) le g-module Pic 5(,
a I’addition prés d’un module de permutation. Par application au tore T = Ry 10Gms

on trouve ainsi, parmi les Q-variétés projectives, lisses et Q-rationnelles, des exemples :

(i) de variété X non Q-rationnelle, pour laquelle la R-équivalence est triviale sur X(L)
pour toute extension L/Q;

(i) de variété X pour laquelle ’équivalence de Brauer (1) est triviale sur X(L) pour
toute extension finie L/Q avec néanmoins X(Q)/R # {1 }.

5. REMARQUE. — La proposition 6 montre que les torseurs universels liés aux points
rationnels des tores sont des variéiés k-rationnelles : c’est ce qui a permis de déterminer
la R-équivalence dans ce cas. De méme, le calcul de Chételet (*?) permet de trouver, sur
une désingularisée de la surface cubique qu’il considére, des torseurs universels qui sont
des variétés k-rationnelles. On peut ainsi se poser la question suivante : les forseurs uni-

versels liés aux points rationnels d’une k-variété X, compléte, lisse et k-rationnelle, sont-ils

k-rationnels? Une réponse affirmative pour une certaine classe de telles vari€tés a, comme
on le voit aisément, de multiples conséquences pour P’arithmétique de ces variétés.

(*) Séance du 15 mars 1976.
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