OFFPRINT FROM
Journées de géométrie algébrique
d’Angers
(juillet 1979)
Algebraic Geometry Angers 1979

Variétés de petite dimension

edited by

Arnaud Beauville

Université d’Angers

SIITHOFF & NOORDHOFF 1980
Alphen aan den Rijn, The Netherlands
Rockville, Maryland, USA




LA DESCENTE SUR LES VARIETES RATIONNELLES

J.-L. Colliot-Théléne et J.-J. Sansuc

Table des matiéres

L Introduction . . . . . . . . . . . . 223
Il La méthode de la descente . . . . . . . . . . . . e 224
I L’exemple des tores . . . . . . . . . . . . e e e 228
IV. L’exemple des surfaces de Chatelet e e 230
V. Questions sur les surfaces rationnelles C e 232
VL Quelques résultats récents . . . . . . . . . . e 233

I. Introduction

On note k un corps, k une cloture séparable et g = Gal(k/k). Une k-variété
algébrique géométriquement intégre X est dite k-rationnelle si son corps
des fonctions k(X) est transcendant pur sur k, et elle est dite rationnelle si
X =X x, k est k-rationnelle. Les surfaces cubiques lisses dans P°, les
surfaces fibrées en coniques sur la droite projective P!, les groupes al-
gébriques linéaires sont, au moins pour k parfait, des exemples familiers de
variétés rationnelles.

Dans la description de I’ensemble X (k) des points k-rationnels d’une
k-variété rationnelle lisse X, on rencontre plusieurs types de problémes,
qu’on peut grossiérement classer comme suit:

(i) probléme de I'existence d’un point k-rationnel; par exemple, si k
est un corps de nombres, probléme de la validité du principe de Hasse (si X
a un point dans chaque complété de k, a-t-elle un point dans k?)

(i) la k-variété X est-elle k-rationnelle? k-unirationnelle? si k est un
corps de nombres, X satisfait-elle I’approximation faible (pour tout
ensemble fini 3 de places de k, a-t-on X (k) dense dans 1T Xk)»?

(iii) quand X n’est pas k-rationnelle avec cependanie)z( (k) # 8, trouver
une description raisonnable de X(k), ou, du moins, définir, et étudier, des
relations d’équivalence sur X (k) permettant d’approcher une telle descrip-
tion (R-équivalence, [16], chap. II, §4, engendrée par définition par la
relation: A ~ B ¢’il existe un ouvert U de P} et un k-morphisme U —— X
tels que A et B appartiennent a o[U(k)]; équivalence de Brauer, [16],
chap. VI, §3) et de donner une “mesure” de la non-k-rationalité de X ; de
ce point de vue, il est également intéressant de considérer, outre X(k)/R, le
quotient Ay(X) du groupe Zy(X) des O-cycles de X par I’équivalence
rationnelle.
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Pour X une k-variété rationnelle, propre et lisse, le module galoisien
Pic X est Z-libre de type fini. Ce g-module, ainsi que le groupe H'(g, Pic X)
qui est intimement lié au groupe de Brauer de X, ont déja joué un grand
réle dans les travaux de Manin [16] et Voskresenskif [20]. La premiére
observation a cet égard est la suivante: si X est k-rationnelle, le g-module
Pic X est stablement de permutation, i.e. il existe M, et M, deux g-modules
Z-libres de rang fini admettant chacun une Z-base permutée par g, tels que
Pic X@ M, =~ M,, ce qui implique H'(g,Pic X)=0. On obtient ainsi des
obstructions a la k-rationalité. Par ailleurs, si k est un corps de nombres,
Manin ([15], [16] chap. VI) a obtenu grice au groupe H'(g, Pic X) une
analyse générale de divers contre-exemples connus au principe de Hasse.

Les Notes [5,6,7] exploitent également le module galoisien Pic X,
mais par lintermédiaire du k-tore dual S,. On y introduit les torseurs
universels, qui sont des torseurs sur X sous So et qui donnent sur X (k) une
information plus précise que la simple considération du groupe H'(g, Pic X).

Les §§1I-1V apportent des compléments et illustrations 2 la méthode
de la descente résumée dans les Notes. Cette méthode ne suffit pas en
général au traitement des problémes (i)~(iii) pour les variétés rationnelles,
mais il est possible qu’elle suffise pour les surfaces rationnelles. Ceci aurait
de nombreuses conséquences qui sont inventoriées au §V et discutées au
§VI & la lumiére de quelques résultats récents.

II. La méthode de la descente

A. L’idée de la méthode

Soient S un k-tore et X un k-schéma. Etant donné un point P de X, on
note k(P) son corps résiduel. Si J est un torseur (= espace principal
homogeéne) sur X sous S, on note ps:7 = X la projection canonique et [J]
la classe de 7 dans le groupe de cohomologie étale H'(X, S), qui classe
précisément ces torseurs. L’accouplement

X(kyx H\(X, S)— H'(k, S)
(P, [TD+——[Tp]

(ot Tp = F Xxk(P)) a la propriété:
[Tp]1=0<& P appartient & pA(JT(k)).

Soit 7 un torseur sur X sous S. Il définit 'application 6, X(k)y->H'(k, S)
par 04(P)=[Jp]. Pour a € H'(k, S), notons Dot J,—>X un torseur de
classe [T]—a dans H'(X, S). On a la relation

Xky= U p(7.(kn= U p.(T.k)).
aEim by a i}(lk ‘)(i(;gS)
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Lorsque X est propre sur k, I'application 8 a de bonnes propriétés (cf. B).
Pour X une k-variété rationnelle, propre et lisse, la méthode de la descente
consiste a bien choisir S et I de telle sorte que les k-variétés rationnelles
T, bien que de dimension plus grande, aient néanmoins une k-géométrie
plus simple que X.

Dans le suite on identifie la plupart du temps, implicitement, un torseur
et sa classe, ce qui, pour les problémes considérés ici, ne présente pas
d’inconvénient; ainsi, Iexpression ‘“‘torseur unique” signifie “torseur
unique a isomorphisme, non unique, prés”.

B. Propriétés générales
L’application 65 définie ci-dessus se prolonge en un homomorphisme

8‘73 Zo(X)—% Hl(k, S)

tel que 64(P) = corypy({Tp]) pour tout point fermé P de X.

ProrosiTioN 1 ([8] prop. 12, p. 198): Pour X une k-variété propre,
I’homomorphisme 64 passe au quotient par I’équivalence rationnelle des
0-cycles.

A fortiori, pour X propre sur k, 'application 85: X(k)— H'(k, S) passe
au quotient par la R-équivalence.

PROPOSITION 2:  Pour k un corps de type fini sur le corps premier et X une
k-variété propre, I'image de I’homomorphisme 64 est finie.

A fortiori, 'application 87: X(k)— H'(k, S} a une image finie ([5],
proposition 1).

DEMONSTRATION:  On sait (d’aprés Nagata, cf. [12] EGA IV 6.12.6, et
d’aprés EGA IV 8.8.3) qu’il existe un anneau régulier A, contenu dans k et
de type fini comme Z- algebre un A-tore S, un A-schéma propre X et un
torseur § sur X sous S, tels que (S, X, ) xk =(S, X, J). Soient P un
point fermé de X, puis K = k(P) et B la cloture intégrale de A dans K, qui
est finie sur A (d’aprés Nagata, Z est excellent, EGA IV 7.8.3). Le
k-morphisme Spec K — X défini par P se prolonge en un A-morphisme
W — X, ot W est un ouvert régulier de Spec B contenant tous les points de
codimension 1 (on utilise la propreté de X sur A et la fermeture du lieu
singulier de Spec B). Soient F le fermé de Spec A, image par le morphisme
fini g: Spec B — Spec A du fermé complémentaire de W dans Spec B, puis
U Pouvert complémentaire de F dans Spec A et qy: V- U la restriction
de g 2 V=q7'(U). Ainsi, Pouvert U contient tous les points de codimen-
sion 1 de Spec A. L’ouvert V, contenu dans W, est régulier. On en déduit
([12] EGA 1V 15.4.2) que le morphisme fini gy est plat. Les propriétés
fonctorielles de la trace d’un torseur par un morphisme fini et plat ({1} SGA
4, XVII 6.3.26) montrent alors que 85(P)= corg;([7»]) est I'image, par
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Papplication H'(U, S)->H'(k, S), de coryy([F Xz V]). Comme A est
régulier et que U contient tous les points de codimension 1 de Spec A, un
théoréeme de pureté facile (par descente on se ramene aux résultats de
pureté pour H% ,G,) et H'( ,G,)) montre I'égalité HYU, S)=HA,?S).
On a ainsi montré que 85 envoie Zy(X) dans I'image de H (A, S) dans
H'(k, S). Comme H'(k, S) est de torsion, il suffit, pour établir la pro-
position, de prouver que H I(A, S) est un groupe de type fini. Or ceci se
raméne, par descente galoisienne, a la méme assertion pour H( ,G,) et
H'( ,G,) sur un anneau régulier de type fini sur Z (Roquette, via le
théoréme des unités de Dirichlet et celui de Mordell-Weil-Néron).

En résumé, pour X une k-variété propre, les applications 67 induisent
des applications X (k)/R - H'(k, S) et A((X)—>H Ik, §), d’images finies pour
k de type fini sur le corps premier.

Notons que, pour k un corps de nombres, un certain nombre
d’arguments de la démonstration ci-dessus se simplifient; de plus, si 'on
considere I'application X (k)—>Br k définie par un élément de HX(X,G.),
on peut alors utiliser des arguments analogues, en particulier ([1] SGA 4,
VII 5.9), pour montrer que son image est finie (comparer avec Manin, [16]
chap. VI §4).

C. Torseurs universels

On note S+~ § la dualité qui & un k-tore S associe son §-module S des
caractéres sur k, qui est un module galoisien Z-libre de type fini. Etant
donné X une k-variété rationnelle, propre et lisse, et Sy le k-tore dual du
g-module Pic X, on a défini dans les Notes [5, 6] les forseurs universels sur
X comme les torseurs sur X sous S, dont I'image par P'application
x: H'(X, SO)—>Homg(§0, Pic X) est l'application identité de Sy=Pic X
(l’agplicgtion x associe a un torseur J sur X sous Sp et & un caractere
A: So—>G,, le torseur sur X sous G, déduit de g par A) et deux tels
torseurs universels différent par un unique élément de H Yk, Sp).

TuEOREME 1 ([6]): Etant donné une k-variété X rationnelle, propre et lisse,
et T¢ une k-compactification lisse d’un torseur universel sur X, la k-variété
F< est une variété rationnelle telle que le g-module Pic F¢ soit un module de
permutation.

Ainsi, le passage & une k-compactification lisse d’un torseur universel
améliore complétement la situation du point de vue du groupe de Picard.
On dispose par ailleurs de descriptions locales des torseurs universels, qui
permettent d’en donner des ‘“‘équations”. Soient X une k-variété ration-
nelle, propre et lisse, U un ouvert de X tel que Pic U =0 (de tels ouverts
forment une base d’ouverts de X), et F le fermé complémentaire. Notons
respectivement T et M les k-tores duaux des g-modules Z-libres de type

fini K[UT*/k* (ou k[U]1=TI(U,0x)) et Dive X (qui est le g-module de
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permutation des diviseurs de X i support dans F). De la suite exacte de
g-modules

()———>E[U]*/E*———>Div,e)?——->Pic)—(——->0 (D

on tire par dualité la suite exacte de k-tores

1 So M T—>1 2

qui fait de M un torseur sur T sous S, Soit o une g-section de
I’homomorphisme k[UTs > k[U*k*= T, par exemple, pour P € Uk, 1a
section ap donnée par op(cl )=flf(P). Une telle section ¢ définit un
g-homomorphisme de k-algébres k[T]=k[T]1-k[U], donc un k-mor-
phisme ¢,: U~>T qui, pour o = gp, envoie P sur I’él1ément neutre de T.

ASSERTION 1:  Etant donné U et o comme ci-dessus, le torseur sur U sous
S, déduit via ¢,: U —T du torseur M sur T défini par (2), est la restriction
a U d’un unique torseur universel I° sur X. Inversement, tout torseur
universel sur X admet une telle description locale sur tout ouvert U tel que
Pic U =0. Pour o = op, le torseur I n’est autre que le torseur universel I
de fibre triviale en P.

D. La descente

Le processus de la descente sur une k-variété rationnelle X, propre et
lisse, est décrit en détail dans les Notes [6, 7]. Il est essentiellement résumé
dans la décomposition

X(ky=U pa(Ta(k))
a€l

qui constitue une partition de X (k) définie par les torseurs universels (cf.
A): F désigne un torseur universel et I la partie de H'(k, So) formée des «a
pour lesquels le torseur universel 9, a un point k-rationnel. L’existence
d’un torseur uniyersel_équivaut (cf. [6]) a lexistence d’une g-rétraction
pour l'injection f* G k(X)*. Lexistence d’un torseur universel ayant un
point k-rationnel équivaut a X(k)#@. Lorsquil en est ainsi, la décom-
position ci-dessus, qui est finie lorsque k est de type fini sur le corps
premier (proposition 2), est plus grossiére que celle donnée par la
R-équivalence et découpe X(k) en classes paramétrées sur k par des
k-variétés 2 k-géométrie plus simple que celle de X (théoréme 1). On peut
considérer que cette méthode réussit parfaitement lorsque la question
suivante a une réponse affirmative:

(Q)) Les torseurs universels sur X qui ont un point k-rationnel sont-ils
k-rationnels?

Dans le cas d’un corps de nombres, la descente se précise ainsi: on
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peut se limiter au cas oit X a un point dans chaque complété de k (sinon
X(k) =9); si, pour chaque torseur universel J sur X, il existe une place v
de k avec J(k,) =0, la décomposition ci-dessus montre que X (k) est vide;
cette obstruction au principe de Hasse, dont le calcul ne requiert qu’un
nombre fini de vérifications, équivaut en fait ([7], théoréme) A ’obstruction
associée par Manin au groupe H'(g, Pic X). Si cette obstruction est vide, il
existe donc un nombre fini non nul de torseurs universels 7, ayant un point
dans chaque complété de k. La question qui se pose alors est de savoir si
'un de ces 7, au moins a un point k-rationnel. D’aprés le théoréme 1,
I'obstruction de Manin au principe de Hasse sur les k-compactifications
lisses des 7, est vide. On est ainsi amené & poser la question suivante:

(Q2) Les k-compactifications lisses des torseurs universels sur X satis-
font-elles le principe de Hasse?

De méme, l'analyse des contre-exemples a Papproximation faible
donnée dans [7] souléve la question suivante, plus faible que (Q,):

(Qs) Les torseurs universels sur X qui ont un point k-rationnel satisfont-ils
I’approximation faible?

La question (Q;) n’a en général pas de réponse affirmative pour
dim X =3 (cf. [6]): I'intersection lisse X de deux quadriques dans P; avec
coordonnées (x, v, z, t, u, v) définie par

XX+ y2+ 22 = yo

X2 4+2y2+ 2 = (u — v)(u —20)

est C-rationnelle, Pic X, est le g-module trivial Z et pourtant X(R) a deux
composantes connexes réelles; cette derniere propriété vaut donc pour
toute R-compactification lisse d’un torseur universel sur X et celle-ci ne
peut étre R-rationnelle.

HI. L’exemple des tores

Nous décrivons ici, de fagcon plus détaillée que dans [5], comment la
méthode de la descente donne les résultats qualitatifs sur la R-équivalence
sur les tores, par une méthode différente de celle utilisée dans [8].

Soient T un k-tore et X une k-compactification lisse de T': d’aprés
Brylinski [3], il en existe toujours une (et méme équivariante). Soit F le
fermé complémentaire de T dans X. Comme Pic T =0 et T = k[T]*/k*, on
a la suite exacte de Voskresenskil (cf. (1))

0—> T —> Divi X —> Pic X — 0 3)
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et la suite duale de k-tores

1 So M T 1. “)

Comme le g-module Divi X est de permutation, M est un k-tore quasi-
trivial; ainsi, M est k-rationnelle, M (k)/R = {0} et H'(k, M) =0. La suite (4)
donne la suite exacte de groupes

M(k)—> T(k) —— H'(k, Sg) —> 0. )

La description locale des torseurs universels donnée en I1.C s’applique ici
en prenant U = T. Pour P € T(k), il existe donc un k-morphisme ¢p: T > T
tel que_le torseur sur T sous S; déduit par le changement de base ¢p du
torseur M sur T défini par (4) soit la restriction du torseur universel J° de
fibre triviale en P. Comme la section ap: T = k[ T1*/k* - k[ T)* associe au
caractére f la fonction x — f(x — P) et que k[T]= k[T, le morphisme ¢p
n’est autre que la translation par —P. Pour P = O I’élément neutre de T'(k),
on voit ainsi que le diagramme

T(k)N
F /go Hl(k5 SO)

X(k)

commute. Comme X est propre sur k, la proposition 1 montre que g0
passe au quotient par la R-équivalence; il en est donc de méme de 4. Par
ailleurs, deux éléments de T (k) de méme image par 4 différent, d’apres (5),
d’'un  élément de M(k), et sont donc R-équivalents. Ainsi,
T(k)/R 3 H'(k, Sp) et on a le triangle commutatif

T(k)/IR __
\a\

> H(k, Sy).
X(/R~°

De plus, pour k de type fini sur le corps premier, la proposition 2 montre
que 'image de 6 = 650 est finie: ainsi, T(k)/R et H'(k, S,) sont alors finis.
Pour k quelconque, I'assertion 1, la surjectivité de ¢ et le calcul ci-dessus
de ¢p montrent que tout torseur universel J sur X est une variété
k-rationnelle: g étant donné, il existe P &€ T(k) tel que I =M X T avec
pour fleche structurale T->T la translation par —P; ainsi J; est une
k-variété k-isomorphe 4 M, qui est k-rationnelle. En caractéristique 0, on
peut établir ([8], proposition 13, p. 203) I’égalité T(k)/R = X(k)/R; la
décomposition de X(k) donnée en II.D décrit alors exactement la
R-équivalence.
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En résumé, le torseur M sur T sous So défini par (4) calcule la
R-équivalence sur T(k) et celle-ci est finie pour k de type fini sur le corps
premier. La méthode que nous venons d’utiliser pour obtenir ce résultat est
fondée sur I'existence d’un prolongement de ce torseur M en un torseur
sur la k-variété propre et lisse X et ce prolongement nous est ici donné
comme un torseur universel; mais, au moins en caractéristique 0, les
propositions 8 et 9 de [8] assurent en fait a priori I'existence d’un tel
prolongement.

On peut enfin dire que dans le cas des k-compactifications lisses de
tores, la méthode de la descente réussit parfaitement: la question (Q,) a une
réponse affirmative, la question (Q,) aussi, mais de facon triviale, car tout
torseur universel a alors un point k-rationnel.

IV. L’exemple des surfaces de Chételet

L’objet de ce paragraphe est de décrire explicitement les torseurs uni-
versels sur certaines surfaces rationnelles parmi lesquelles les surfaces de
Chételet [4] et de donner ainsi une interprétation des résultats de Chatelet
du point de vue de la descente (3 comparer avec I'interprétation de Manin
[16], chap. VI §5, qui utilise le groupe de Brauer).

Soit k un corps de caractéristique différente de 2. On considére a € k*
non carré, K =k(Va) et G =Gal(K/k)=Z/2. On note par ~ la con-
jugaison de K/k. On désigne par RG,, le k-tore dual du g-module Z[G] et
par R'G,, le k-tore dual du g-module Z[G]/Z: c’est aussi le noyau de la
norme N: RG,,—>G,,

Soient n un entier =2 et {e,,...,e,,_,} des éléments de k distincts
deux a deux. Soient X, la k-surface définie dans P2 X Al, avec coordonnées
(¥, z, t; A), par I’équation

yi—az’=(M—e)...(A —ep_)t?

et X; la k-surface définie dans P> x A!, avec coordonnées (Y,Z,T; u), par
I’équation

Y2_ aZZ = [.L(l - e;,u,) e (1 - ezn_I[.L)Tz.

Soit alors X la k-surface propre et lisse obtenue par recollement de X, et
X, via

Xi—{A#0}— X, — {u#0}
0 2,6, D b— (A "y, A"z, £ 47N,

Les projections sur A' se recollent en un k-morphisme X — P! qui fait de X
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§

7/
EESE

7N !

]
)

A €

une k-surface fibrée en coniques au-dessus de P'. Cette fibration posséde
sur K des sections s et § définies par (y, z,t; A) =(xVa, 1,0; A). Elle a 2n
fibres dégénérées fi+fi pour i=1,...,2n—1,2 en les points
A= €1, ..., €241, .

Soit U 'ouvert complémentaire du k-fermé F union de s, §, et des f;, fs
pour i#2n—1. On a Pic U = 0. La suite exacte (1) s’écrit ici

2n—-2 2n-2 - - -
0— (P 2oy — P 2~ f B 2, ~ [N D Lf. DL D LsD LS

—> PicX—>0

ol q; est la classe de la fonction A — e;, qui a pour diviseur f; + f; —fo— fu
L’homomorphisme de k-tores dual de p s’identifie au k-morphisme
(RG,)" X (RG ) —> G172
(x, y)——> N(x).
Pour chaque (¢) € (k*)*%, la famille {ci(A—e)}, pour i=1,...,2n -2,
définit une g-section de la projection k[U1*— k[U1*/k* =272, et toute
g-section est de ce type. La description locale des torseurs universels (I1.C)

montre alors que la restriction de tout torseur universel & U admet des
équations du type suivant:

0# A —¢ =cui—av?d) i=1,...,2n—-2

y* - az?=(—e)...(A—ey1)

0 # x3— aw? i=12
dans I’espace affine de coordonnées (A, y, z, u;, v;, x;, w;). Si ’'on se restreint
de plus a Pouvert A# e,,_;, on obtient le produit de (RG,,) par la variété

X((c;)) d’équations

0#A—¢e=c(ul—avd) i=1,...,2n—1 6
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2n-2
dans P’espace affine de coordonnées (A, u, v;) avec Copy = H Ci.

i=1

La question (Q,) est ainsi trés proche ici de la questiorll de savoir si les
variétés X((¢;)) qui ont un point k-rationnel sont k-rationnelles. Pour n = 2,
Chételet a montré [4] que X (1, 1) est k-rationnelle, ce qui implique alors, au
moins en caractéristique 0, que les X((¢;)) qui ont un point k-rationnel sont
k-stablement k-rationnelles; dans ce cas, la descente réussit encore tres
bien: les classes pour la R-équivalence sur X (k) coincident avec les fibres
de Papplication 650 associée au torseur universel trivial au point double O
de la fibre & Pinfini; cette application est définie sur U(k) par

U(k)—> H'(k, Sp) = (k*| N(K*))
(‘y’ Z, t’ /\)l———_) ()\ —é€, A _e2)

et son image est finie quand k est de type fini sur le corps premier.

La question (Q,) pour les surfaces X considérées dans ce paragraphe
se rameéne & la question de la validité du principe de Hasse pour les variétés
X((c))): pour n =2, on retrouve une question de Manin ([16] chap. VI, fin
du §5). La question (Q;) pour ces surfaces X se raméne 3 la question de la
validité de Papproximation faible pour les variétés X ((¢;)) qui ont un point
dans k.

V. Questions sur les surfaces rationnelles

Nous dressons ici une liste de questions naturelles sur les surfaces ration-
nelles qui se trouvent dériver pour Ia plupart de I'une des questions (Q)),
(@Q), (Qy).

On considére une k-surface rationnelle X, propre et lisse. On suppose
en outre X (k) # @ dans les questions (a)-(j). On note AoX) le sous-groupe
de Ay(X) formé des classes des O-cycles de degré 0 et ¢ (AW(X)~ H'(k, Sy)
la restriction, indépendante de 7, de ’homomorphisme 6, défini par un
torseur universel 7.

(a;) X est-elle k-unirationnelle?

(ay) Pour k infini, X(k) est-il Zariski-dense dans X ?

(b) Si Pic X est un g-module stablement de permutation, existe-t-il des
entiers m et n tels que X X, A7 soit k-birationnelle aAp?

(¢;) SiPic X est un facteur direct d’un g-module de permutation, existe-t-il
une k-variété rationnelle Y telle que X X, Y soit k-rationnelle?

(e;) Sous la méme hypothése sur Pic X, a-t-on X (k)/R trivial?

(¢3) Sous la méme hypothése sur Pic X, a-t-on Ao(X) trivial?

Pour les trois questions (d;) suivantes, on considére en outre un point
O € X (k) et le triangle commutatif
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X(k)R s
[T k)
Al(X)

oll # est induite par 650 et ou i associe & P € X (k) la classe du 0-cycle

P-0.

(d)) 6 est-elle injective?

(d,) i est-elle injective?

(d3) ¢ est-elle injective?

(e;) A-t-on, pour k de dimension cohomologique <1, X(k)/R ={0}?

(e,) Sous la méme hypothése sur k, a-t-on Ay(X)=0?

(f) Chaque classe pour la R-équivalence sur X (k) est-elle paramétrée par

les points & valeurs dans k d’une k-variété k-rationnelle?

(g;) Pour k de type fini sur le corps premier, X (k)/R est-il fini?

(g2) Sous la méme hypothése sur k, a-t-on AyX) fini?

(h) Pour k local, les classes pour la R-équivalence sur X (k) sont-elles

ouvertes pour la topologie définie par celle de k? En particulier, pour

k = R, ces classes coincident-elles avec les composantes connexes réelies?
Dans les questions suivantes, k est un corps de nombres et 2 désigne

P’ensemble des places de k.

(i) L’adhérence de X(k) dans le produit topologique IT X(k,) est-elle

ouverte? vEQ

(ji) L’obstruction a I'approximation faible définie dans [7] est-elle la seule?

(i) Si H'(g, Pic X) =0, Papproximation faible vaut-elle pour X?

(k) L’obstruction de Manin au principe de Hasse ([15], [16] chap. VI §1)

est-elle la seule?

(k;) Si H'(g,Pic X) =0, le principe de Hasse vaut-il pour X?

ASSERTION 2: Au moins pour k de caractéristique 0, une réponse affirma-
tive a (Q,) implique une réponse affirmative aux questions (a)-(i) a
Pexclusion pres de (dy) et (g,); pour (i), il suffit d’une réponse affirmative a
(Q,); une réponse affirmative a (Q,) (resp. a (Q,) et (Qy)) implique une
réponse affirmative a (k) (resp. (j)).

Ainsi, la méthode de la descente donne-t-¢lle une présentation unifiée
de questions sur les surfaces rationnelles, déja posées pour la plupart par
divers auteurs (Manin, Iskovskikh, Swinnerton-Dyer).

VI. Quelques résultats récents
Nous passons en revue les questions précédentes a la lumiére d’un certain

nombre de résultats récents. Au moins en caractéristique 0, toutes les
questions (a)-(k) sont invariantes k-birationnellement. On peut donc
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espérer obtenir, pour certaines de ces questions, une réponse par une
analyse cas par cas, grace au résultat suivant d’Iskovskikh, qui parachéve
une classification due 4 Enriques et Manin:

THEOREME 2 (Iskovskikh [14]): Soient k un corps quelconque, X une
k-surface rationnelle, propre et lisse. Alors, X est k-birationnelle @ une
k-surface de I’un des types suivants:

(1) une k-surface de Del Pezzo de degré n avec 1 <n<9;

(2) une k-surface fibrée en coniques.

On sait par ailleurs que les surfaces de Del Pezzo de degrés S et 7 sont
toujours k-rationnelles, du moins pour k infini. De plus, si X est une
surface de Del Pezzo de degré 6, 8 ou 9, Pic X est toujours un g-module
stablement de permutation, X est k-rationnelle dés que X (k) # @ et, si k est
un corps de nombres, elle vérifie le principe de Hasse. Les surfaces de Del
Pezzo de degré 4 sont les intersections lisses de deux quadriques dans P*.
Celles de degré 3 sont les surfaces cubiques lisses dans P®. Parmi les
surfaces fibrées en coniques pour k de caractéristique différente de 2, des
exemples intéressants sont donnés par les équations affines

y'—az’=P(Q)

ol a € k* et oll P est un polyndme sans facteur multiple.

(a;) Pour les surfaces de Del Pezzo de degré =2 ayant un point dans k, on
sait presque toujours montrer ([16] Chap. IV, §7) que ce sont des variétés
k-unirationnelles. Pour les surfaces fibrées en coniques, la question reste
largement ouverte, de méme (a,), sauf pour k = R (Iskovskikh [13]).

(b) Soit X une k-surface rationnelle, propre et lisse, avec X (k) #f, telle
que Pic X soit le g-module trivial Z": on peut montrer, au moins pour k
parfait, que X est alors k-rationnelle (ceci ne vaut plus pour dim X =3, cf.
fin du §1D).

(¢3), (d3), (ey), (g;) Pour toute k-surface rationnelle X, propre et lisse, Bloch
a défini et étudié [2], par des méthodes de K-théorie, un homomorphisme

D: Ay(X)—> H(k, Sy)

dont on peut montrer qu’il coincide avec la restriction ¢ de 1’homomor-
phisme 685 défini par un torseur universel J quelconque (IL.B). Les résul-
tats de Bloch [2] impliquent d’aprés [9] I’énoncé suivant:

THEOREME 3:  Soient k de caractéristique #2 et X une k-surface fibrée en
coniques telle que X (k) #@. L’homomorphisme @ est alors injectif.

On en déduit, en utilisant entre autres la proposition 2, une réponse
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affirmative aux quatre questions ci-dessus pour une telle surface. La finitude
de Ay(X) est déja dans [2] pour k corps de nombres.

(dy), (dy), (e, (g)) Soit X une surface de Del Pezzo de degré 4 sur k de
caractéristique 0 avec X (k) # @. Une telle surface est k-birationnelle a une
surface fibrée en coniques. Une analyse précise des courbes tracées sur X
a permis 2 Swinnerton-Dyer d’obtenir le résultat suivant:

TuEoREME 4 (Swinnerton-Dyer [19]):  Pour une telle surface de Del Pezzo
de degré 4, I’ application naturelle X (k)| R — Ao(X) est injective et son image
est I’ensemble des éléments de degré 1.

Dol une réponse affirmative dans ce cas aux quatre questions ci-
dessus.

(e;) On a le résultat suivant:

TugorEME 5 (Swinnerton-Dyer [18)): Soit X une surface cubique lisse
dans P} définie sur le corps fini k. Alors X(k)/R = {0}.

(h) La réponse est affirmative pour une surface cubique (Manin [16], chap.
11, §6). Pour k =R, des résultats d’Iskovskikh [13] impliquent une réponse
affirmative pour les R-surfaces fibrées en coniques.

(i) Soit X une surface cubique lisse sur un corps de nombres k. Un
argument de Swinnerton-Dyer montre que I'adhérence de X (k) dans tout
produit fini de X(k,) est ouverte.

(k) Soit X une k-compactification lisse de la k-surface fibrée en coniques
d’équation affine

y—az> =[] PiA) ™)
i=1

oll a €Ek* et ou les P; sont des polyndmes irréductibles de degré pair,
étrangers deux a deux. La méthode de la descente conduit a la question
suivante: les k-compactifications lisses des k-variétés (lisses) définies par
les équations affines

0#P(M)=cui—avd) i=1,...,r (8)

ot les ¢; appartiennent 2 k* et ol les variables sont (A, u;, v;) satisfont-elles
le principe de Hasse? Si la réponse & cette question est affirmative, la
réponse a (k;) pour X I’est aussi. C’est par cette démarche qu’on obtient
(Coray et les auteurs) le résultat particulier suivant:

TutorEME 6 ([11)): L’obstruction de Manin est la seule obstruction au
principe de Hasse pour un k-modele propre et lisse de la surface d’équation
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y*—az’=P,(A)PyA)

ou P, et P, sont deux polyndmes du second degré irréductibles premiers
entre eux.

(i) Pour X comme en (7), la question (j;) aurait une réponse affirmative si
les variétés du type (8) satisfaisaient, outre le principe de Hasse, ’ap-
proximation faible. On retrouve ainsi des questions déjd rencontrées 2
propos des équations (6), ce qui invite a poser la question générale
suivante: soient k un corps de nombres, puis, pour i=1,...,r, des
€léments a; de k* et des polyndmes irréductibles P, € k[A]; les k-variétés
d’équations affines

0# Pi(A) = u?— ap? i=1,...,r

satisfont-elles le principe de Hasse et I’approximation faible?

Pour k = Q, on peut montrer [10] que ’hypothése (H ) de Schinzel [17]
(extrapolation hardie du théoréme de la progression arithmétique) donne une
réponse affirmative a cette derniére question.
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