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INTRODUCTION

Dans cet article, nous étudions la validité de ’énoncé suivant, ou & désigne
un corps de caractéristique différente de 2, et ou K = k(¢) est le corps des
fractions rationnelles a une variable sur le corps k:

(E) Soit ®=(l,a,)® -+ ®1,a,) une n-forme de Pfister d coefficients
dans K, et soit f€ K* tel que la forme f- & | —& soit K-isomorphe @ une
Jorme définie sur k < K. Il existe alors a € k* tel que f - @ soit K-isomorphe
aa-P.

Cet énoncé peut sembler exotique. Cependant, la question de sa validité
dans le cas n=2 est apparue naturellement dans I’étude de I’équivalence
rationnelle sur les zéro-cycles des surfaces fibrées en coniques sur la droite
projective (S. Bloch [1], les auteurs [4]). De plus, comme on le verra dans
cet article-ci, le cas n=1 est intimement li¢é a une autre situation
géomeétrique simple: étant donnée une courbe hyperelliptique définie sur le
corps k, existe-t-il des algébres simples centrales non triviales qui sont
décomposées par le corps des fonctions de la courbe?

On voit facilement que I’énoncé (E) vaut si @ est définie sur k, ou s’il
existe 1, € k tel que la forme spécialisée @(z,) soit isotrope. Mais la validité
de I’énoncé (E) pour toutes les n-formes de Pfister dépend de la nature du
corps k. On verra ici que 1’énoncé (E) vaut pour k = R et n quelconque, pour
n>2 et k corps p-adique ou corps de nombres, pour tout n > r si le corps k
est C, (en particulier pour tout # si k est algébriquement clos ou fini). Mais
on donnera des contre-exemples a (E) avec n =1 et k corps de nombres ou k
corps p-adique, ainsi que des contre-exemples a (E) avec n =2 et k = Q(X),
ou Q,(X), ou Q. (X)), ou C(X,Y,Z), ou C(X)N(Y))(Z)): tous ces
exemples avec n =2 apportent une réponse négative a la question soulevée
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dans [4, p.437]. On voit ainsi qu’un certain homomorphisme “carac-
téristique” (voir Paragraphe 3):

Ay(X)- H' (K, S)

utilisé dans I’étude de Iéquivalence rationnelle sur les zéro-cycles des
surfaces rationnelles fibrées en coniques sur la droite projective [I, 4],
injectif lorsque la surface X posséde un point k-rationnel [4, Théoréme 2], ne
Pest pas forcément si 'on omet cette condition. Ceci répond & une question
de S. Bloch ([1], fin de Iintroduction).

Le premier Paragraphe contient les résultats positifs (hypothése sur @, ou
sur f, ou sur le corps k), et décrit un groupe mesurant I’éventuelle obstruction
au probléme, pour & et @ donnés. Le second Paragraphe décrit en détail le
cas n=1 et la géométrie associée, ce qui permet de construire des contre-
exemples de fagon raisonnée. Dans le troisieme Paragraphe, aprés avoir
briévement rappelé le lien du cas n =2 avec les surfaces fibrées en coniques
sur la droite projective, on donne des contre-exemples, inspirés par le cas
n=1.

NOTATIONS ET RAPPELS

Les notations sont celles adoptées dans [4], cest-a-dire essentiellement
celles du livre de Lam [5). Etant donné un polyndéme irréductible 7 € kit],
on note d; , 'homomorphisme de premier résidu de Panneau de Witt W(K)
dans Panneau de Witt W(k,) du corps k,=k[t]/(n), et Ion note 0y.n
’homomorphisme de second résidy (homomorphisme de groupes abéliens,
dépendant du choix de 7) de W(K) dans W(k,). On sait qu'on a la suite
exacte de Milnor:

0 W(k) S W(K) 22, ® w(k,)-0 (1.1)

ou 7 parcourt Jes polynémes unitaires irréductibles de k[t]. Cette suite induit
des suites exactes pour les puissances de ’idéal fondamental (8, Lemma 5.7]:

0 I"k Sk 22, @ =1k L0 (1.2)

T

et aussi, par passage aux quotients:

O I"k/I" ke 5 IR/ K -2l @ 1 g1k 0. (1.3)
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Etant donné un corps L, on appelle L-forme une forme quadratique définie
sur L, c’est-a-dire a coefficients dans L. Etant donnée une extension de corps
L/K, on dit qu’une L-forme vient de K si elle est L-isomorphe a une forme a
coefficients dans K. On utilisera tacitement le théoréme de simplification de
Witt: deux formes quadratiques de méme rang sont isomorphes si et
seulement si leurs classes dans Panneau de Witt sont identiques. On note
«a, y.r a,) la n-forme de Pfister (1,a,)® --- ® (1, a,).

1. CAs DE VALIDITE DE L’ENONCE (E)

ProOPOSITION 1. Soit @ une forme quadratique définie sur k, et soit
fE K* tel que la forme f- ® | —® vienne de k. Il existe alors a € k* tel que
[+ @ soit K-isomorphe a a - ®.

Démonstration. Par hypothése, /- @ L —@ vient de k; si une k-forme est
isotrope sur k(¢), elle ’est sur k, ce qui, joint au théoreme de simplification
de Witt, montre lexistence d’une k-forme Y telle que /- @ soit K-isomorphe
a ¥. Supposons k infini. Il existe alors 7 de degré 1 tel que v, (f)=0 (v,
désigne la valuation attachée a x). De I'égalité - @ =j(¥) dans W(K), on
tire par application de ¢, ,:

f-o= Te W(k)

(f désignant la classe de / modulo 7) puisque 0, , o J est I'identite de W(k).
Comme toutes les formes considérées ont le méme rang, on obtient un K-
isomorphisme /- @ >~ f- @, avec f€ k* = k*. Si k est fini, il existe au moins
un polyndéme 7 irréductible de degré impair tel que v,(f)=0. Un argument
de transfert permet alors d’obtenir le résultat (utiliser [5, Chapitre 7,
Théoréme 1.3 (Réciprocité) et Théoréme 1.7]).

PROPOSITION 2. Soit @ une K-forme quadratique, et soit f € K* tel que
[+ @ 1L —D vienne de k. S’il existe un polynéme irréductible n de degré
impair tel que 0, ,(P)=0, alors [ - @ est K-isomorphe a P.

Démonstration. On peut supposer @ donnée sous la forme {a,,....,a,) L
(b, ..., by), avec v (a;) et v (b;) nuls pour tout i et j. On peut aussi supposer
v,(f)=0ou 1. Pour c € K* de valuation v,(c) nulle, on note ¢ la classe de
c dans k*. L’hypothése 0, ,(®) = 0 se traduit par:

(@, @) =0€E W(k,). 14)
Supposons d’abord v_(f) = 0. Alors
O (f DL—P)=F(a,,...a,) L —(a,..a,)=0,
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d’apres (1.4). Supposons maintenant v (f) =1, soit f=ng avec v,(g)=0.
Comme /- @ | —@ vient de k, on a:

0=0,,(/- 2L -D)=g (), 4,) L —(b, . b)) € W(k,)
et donc, compte tenu de (1.4):
(b by=0€ W(k,). (1.5)
Conjuguant (1.4) et (1.5), on obtient:
01 f+ @ L—@)=F (b b)) L —(G),s ) =0 € W(k,).
Ainsi, quelle que soit la valuation de /5 on a:
0, (f DL —-d)=0.

Si maintenant ¥ désigne une k-forme telle que /- @ L —@ soit K-isomorphe
a ¥, on obtient 8, , o j(¥) =0 dans W(k,). Comme ’application composée
0., 0J n'est autre que P'application naturelle Wi(k)— Wik,), et que celle-ci
est injective car k,/k est de degré impair (théoréme de Springer), on conclut
¥=0€ W(k), et donc /- & L —d=0€ W(K), dott un K-isomorphisme
f-d=d.

PROPOSITION 3. Soient a,,...,a, des polyndmes non nuls de k|t], sans
Jacteur multiple, et premiers entre eux deux ¢ deux. Supposons que l'un des
a; a un facteur irréductible de degré impair. Soit @ = Kays.., a,, et soit
SEK* tel que f- @ L —d vienne de k. Alors S+ @ est K-isomorphe ¢ .

Démonstration. Soit 7 un polyndme (unitaire) irréductible de degré
impair divisant I'un des a;, qu’on peut appeler a,. Un calcul simple montre
qu’il existe u € k} tel que pour £€ k(£)* on ait:

1. @) =u.06,,(f )

(cf. [4, Section 3, Lemma 4]; u n’est autre que la classe de a,/n dans k).
Pour f€ K* tel que f- & 1 —@ soit K-isomorphe a une k-forme ¥, on a
donc:

() =0, ®L—-P)=u-8, ,(f- &L —9)
=u- a2,7[(5”) = O € W(kn)
puisque les seconds résidus des formes constantes sont nuls. Ainsi ¥ € W(k)

devient nulle dans W(k,), et comme k_/k est une extension de degré impair,
¥=0€& W(k), dou un K-isomorphisme /- ¢ =~ @.
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Pour @ d’un type assez simple, et n =1 ou 2, la géométrie nous permettra
d’obtenir encore quelques résultats positifs: voir Paragraphe 2, Proposition 9,
et Paragraphe 3, Proposition 11. Voici maintenant un résultat dépendant
d’une hypothese sur f.

PROPOSITION 4. Soit @ une K-forme quadratique, et soit f € K* tel que
[ @ L — vienne de k. S’il existe n polynéme irréductible de degré impair
tel que v (f)=0 et que la classe f de f dans k* soit un carré, alors f- @ et
@ sont K-isomorphes.

Démonstration. Soit ¥ une k-forme telle que f- @ L —® soit K-
isomorphe a Y, et soit 7 comme dans I’¢noncé. On a alors

01,00 J(P) =S+ 8, (D) L =0, (P)=0E W(k,)
et donc (théoréme de Springer) ¥ =0 dans W(k).

On pourrait déja utiliser les résultats obtenus pour donner des hypothéses
sur le corps k assurant que ’énoncé (E) vaut pour certaines valeurs de n
(corps quadratiquement clos, corps C;, corps p-adiques); mais la proposition
suivante donnera des résultats plus fins. Nous avons besoin de quelques
notations. Etant donnée @ = {a,,..., a,)) une n-forme de Pfister a coefficients
dans K, on note D (®) le sous-groupe de K* formé des éléments [
représentés par @ sur Kj i.e., des ftels que /- @ et @ soient K-isomorphes.
On note

Kg={feEK*|f - L—-DEjW(k)}
kif=la€k*|a- &L —DcjWk).

I est clair que 'ensemble K § contient D (@), et 'on vérifie sur la définition
que kF =k* MK est un sous-groupe de k*. En fait:

PROPOSITION 5. L’ensemble K} est un sous-groupe de K*. Le quotient
K}/D(®) s’identifie d un sous-groupe de I"*'k/I"**k. Pour & donnée,
Pénoncé (E) vaut pour tout f€ K* si et seulement si le groupe-quotient
K§/kF - D (D) est trivial.

COROLLAIRE 1. Soit @ une n-forme de Pfister a coefficients dans K.
L’énoncé (E) vaut pour @ dans les cas suivants:
(i) k est quadratiquement clos;
(ii) k est fini;
(iii) k est un corps C; avec i < n;
(iv) k est un corps p-adique et n > 2;
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(v) k est un corps global sans plongement réel (corps de fonctions
d’une variable sur un corps fini, ou corps de nombres totalement imaginaire)
et n>?2.

C’est clair, car I"* 'k = 0 dans tous ces cas.

Démonstration de la Proposition 5. La derniére partie se vérifie
immeédiatement. Pour établir les deux premiéres, considérons Iapplication
K* > I"*'K/I"2K donnée par fi— f- @ 1| —®. On voit facilement que c’est
un homomorphisme (car on a quotienté par I"**K), qui en induit un autre:

0 : K*/D(®)— I""'K/I"F K.

Le théoreme d’Arason-Pfister [5, Chapitre 10, Corollaire 3.4, p. 290] montre
que @ est injectif. Pour établir que K est un groupe, et que le quotient
K &/Dy(®) s’identifie a un sous-groupe de I"*'k/I"*?k, il suffit de montrer:
un élément f"de K* est dans K § si et seulement si 6(f) a une image nulle par
chacune des applications @, , dans la suite exacte (1.3). Cette condition est
clairement nécessaire. Supposons maintenant que, pour 7 un polyndme
unitaire irréductible, I’on ait: 9, ,(f- ® L —®)E I"" 'k . Un calcul simple
montre que 'image par 0, , d'une m-forme de Pfister sur K (de rang 2™) est
la classe d’une forme sur k, de rang au plus 2"~'. Ainsi 8, ,(f- @ L —®)
est la classe d’une forme sur k£, de rang au plus 2", qui est par hypothése
dans I"*'k,: le théoréme d’Arason-Pfister sur le corps k, implique
Oy f - @ L —-D)=0€& W(k,). Si maintenant ceci vaut pour chaque =
unitaire irréductible, on conclut de (1.1) ou (1.2) que /- @ L —@ vient de k.

Remarque 1. Précisons comment se calcule la fléche KjJ/D (®) <
I"*'k/I"**k. On peut supposer k infini (cf. Corollaire 1). Soit f€ K.
Choisissons 7n(t) =t —1, avec £, € k tel que v (a;)=0 pour chaque i et
v,(f)=0. L’image de f est alors la classe de f(z,) - {a,(t;)sm» @,(t)) L
—Kay(te)se-> @4(to) )-

On a déja va a la Proposition 1 un exemple ou la validit¢ de (E) ne
résultait pas de la nullité¢ de K /D, (®P) (a la différence des Propositions 2 et
3). En voici un autre:

PROPOSITION 6. Soit k=R, le corps des réels. Soit ® une K-forme du
type {1, a)® q, avec a € K*, et q une K-forme quelconque. Si f € K* est tel
que [+ @ L —@ vienne de R, alors il existe ¢=+1ER* tel que [+ @ et
¢ - P soient K-isomorphes.

Démonstration. On peut supposer la fonction a semi-définie positive.
Sinon, il existe ¢, € R tel que a(¢,) soit strictement négatif et qu'aucun des
coefficients de g (prise diagonale) n’ait de pdle ni de zéro en ¢,. Alors
01,1-1,(P) =0, et la Proposition 2 montre que ¢ = +1 convient. On peut aussi




B

FORMES QUADRATIQUES 455

supposer f semi-définie négative sur IR, sinon la Proposition 4 montre que
e¢=+1 convient. On a donc f=—g, avec g semi-définie positive. Mais
puisque g et a sont semi-définies positives, on a un K-isomorphisme
g-(l,a)=(l,a), grice & 'argument bien connu suivant. 1l suffit de voir
que g est représentée par (l,a) sur le corps K =R(). Mais g est —
trivialement — une somme de 2 carrés dans R(¢), i.e., est une norme pour
Pextension C(#)/R(¢). Comme C(r) est un corps C, (Tsen), la forme {1,a)
est universelle sur C(#). Un argument de transitivité de normes permet de
conclure, le cas o0 g est un carré dans C(¢) étant trivial. Ainsi, sur X,
g+ P=d,donc f- ¢ = —P, autrement dit ¢ = —1 convient.

Le lecteur adaptera la démonstration pour k réel clos quelconque. Nous
terminerons ce Paragraphe en montrant que le Corollaire 1(v) vaut en fait
pour k un corps global quelconque.

PROPOSITION 7. Soit k un corps de nombres, et soit @ une n-forme de
Pfister sur K, avec n > 2. L’énoncé (E) vaut pour ®.

Démonstration. Le cas n=2 fait lobjet de [4, Théoréme 5(iii)].
Supposons donc n > 3, et soit /€ K. Pour v place finie ou complexe de k,
la suite de Milnor (1.2) donne I"*'k,(¢) = 0, ou k, désigne le complété de
en v; ainsi, pour tout a € k¥ (et méme a € k,(1)*), on a un k,(t)-
isomorphisme entre /- @ et a - @. Par ailleurs, pour chaque place réelle v de
k, il existe a,= +1 € k¥ tel que /- d~a,- D sur k,(2); en effet /€ k(t)F
entraine f€ k,(¢)g, et il suffit d’appliquer la Proposition 6. Par approx-
imation faible, on peut trouver a € k* tel que a/a, € k¥ soit un carré pour
chaque place réelle v. Les k(t)-formes /- @ et a - @ sont alors isomorphes
sur chaque k,(¢), et I’on sait [3, Corollaire 1.1.1.] que ceci implique qu’elles
sont isomorphes sur k(¢).

Remarque 2. Nous ne savons pas si, dans le cas n =2, on peut éviter la
longue analyse géométrique qui, dans [4], méne & la démonstration du
Théoréme 5(iii).

2. LE CAS D’UNE FORME DE PFISTER BINAIRE

Dans ce Paragraphe, @ = (1,a) est une forme binaire, et k est Supposé
parfait (car. k # 2). Le résultat principal est I'interprétation géométrique des
groupes Kg/Dy(®P) et Kg/kg - Dy(P) introduits au Paragraphe 1 (cf.
Proposition 5) et qui mesurent le défaut de validité de 1’énoncé (E). Les
résultats classiques (Roquette, Lichtenbaum) sur lindice d’une courbe
permettent alors tres facilement de donner des contre-exemples & (E) pour
n=1 et k p-adique.
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On note & une cloture algébrique de &, et G = Gal(k/k). On peut supposer
a polyndme de k[t], sans facteur carré. Si a est un carré dans k(¢)*, alors a
appartient a k*, et (E) vaut (Proposition 1). On supposera donc a & k. De
plus, (E) vaut si k est un corps fini, et 'on a méme alors K /D ,(®) =0: on
supposera k infini.

La Proposition 5 identifie ici K4/Dy(®) a un sous-groupe de I°k/I'k. Ce
dernier sous-groupe s’envoie homomorphiquement dans la 2-torsion du
groupe de Brauer Brk de k, par Pinvariant ¢ de Clifford [5, Chapitre 5,
Section 3]. D’aprés la Remarque 1, l'image de KJF/D,(®) est formée de
classes de formes quaternioniennes, sur lesquelles on sait que I'invariant de
Clifford est injectif. Ainsi, K§/D.(®) s’identifie a un sous-groupe de ,Br k
(en particulier, (E) vaut si la dimension cohomologique de k est au plus 1):
nous allons identifier ce sous-groupe.

Les hypotheéses faites sur a montrent que la courbe affine d’équation
y* = —a(r) (coordonnées y et ) est une k-courbe lisse et géométriquement
intégre. On note C une k-courbe projective et lisse de modéle affine donné
par »* = —a(f): une telle courbe se construit facilement par recollement. La
coordonnée ¢ permet de voir C comme un revétement double de la droite
projective P;. On note L = k(C) le corps des fonctions rationnelles de C, on
note L = k(C) le corps des fonctions rationnelles de C = C X, k. On note de
méme K = k(t). Le groupe D, (®) n'est autre que I'image Ny xL* de la
norme de L a K.

ProposITION 8. Le groupe K& /N, xL* = Kd/D(P) est isomorphe au
noyau de Papplication naturelle Br k - Br L.

Démonstration. On dispose du diagramme commutatif et évident de
suites exactes de G-modules:
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et de I'isomorphisme de G-modules:

K*/k* > ® 7[G/G,]
Penl

ou P parcourt les points fermés de la droite affine, k(P) désigne le corps
résiduel en P, et G, Gal(k/k(P)) En utilisant le Théoréme 90 de Hilbert, le
théoréme de Tsen (BrK=0=DBrL), la nullit¢t du H' d’un G-module de
permutation (i.e., du type @; Z[G/H,] pour H, sous-groupe ouvert de G), la
suite de Kummer et des suites de restriction-inflation (cf. [10, Chapitre VII,
Section 6, Proposition 5, et X, Section 4]), on obtient, a partir de la suite de
cohomologie déduite de la suite exacte verticale de droite du diagramme ci-
dessus, la suite exacte suivante:

0- Ker(Brk—BrL)> Ker(Br K - BrL)—» @ k(P)*/k(P)**, (2.1)

Pep;
la derniére fleche provenant de fleches de “résidu”:
¢ :,BrK— H'(k(P),7/2)

(cf. [1, Lemma 3.15], ou [4, p. 431}).
Pour 7 polyndme unitaire irréductible de k[¢] définissant le point fermé P
de A, de corps résiduel k(P) =k, on dispose du diagramme

Br K — s k(P)*/k(P)*?

g ] ae

PK/IPK —2% ['k(P)/I*k(P)

K*/NL*

ou la fleche K* - ,BrK associe a f€ K* la classe de lalgebre de
quaternions ( ~%/), fléche qui induit donc I'isomorphisme K*/NL* =
Ker(Br K— Br L). Que le triangle commute résulte d’un calcul immédiat
(Note: tous les groupes sont annulés par 2). La commutativité du carré
résulte d’un calcul simple et de la description explicite de {,, qui a I’algébre
de quaternions (¢;?) associe, comme le symbole modéré en K-théorie, la
classe, dans k(P)*/k(P)*2, de Iélément (—1)7 (d'/c’), avec i=uv (c) et
Jj=v,(d), ou & désigne la classe modulo 7 d’un élément a de k(£)* de v -
valuation nulle. Précisons que dét désigne ici le déterminant signé [5,
Chapitre 2, Section 2], donc dét({c, d)) = —cd

On a vu au Paragraphe 1 (démonstration de la Proposition 5) que
K§/NL* est le noyau de I’application composée:

K*/NL*—% PK/IPK -2, @1 k,/Ik,
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d’aprés le diagramme ci-dessus, ¢’est donc aussi le noyau de I'application
composée:

K*/NL* 5 Ker(Br K - Br L)~ @ k(P)*/k(P)*2.

PGA}(
La suite exacte (2.1) permet alors de conclure.
Remarque 3. On peut vérifier que Pisomorphisme
Kg/N,xL* x5 Ker(Brk— BrL)

issu des calculs précédents est obtenu par la composition des applications
K§/Dy(®)~I’k/IPk de la Proposition5 et de linvariant de Clifford
¢ : I’k/I*k - Br k. Pour établir ce fait, qui ne sera pas utilisé dans la suite,
on utilise les suites de cohomologie tirées du diagramme commutatif de
suites exactes de G-modules:

1 K*/k*

1— k¥ —L*— L¥k* —1

1— K* —L*——L*K*—1

K*/k* 1

1
ainsi que 'injection Br k < Br K.

COROLLAIRE 2. (i) Le groupe Kg/N,, L* est tsomorphe au conoyau
de Papplication naturelle Pic C - (Pic C)%;

(it) Il est isomorphe au noyau de Tapplication naturelle Br k — Br C;

(iii) 1! est nul si C posséde un 0-cycle de degré impair;

(iv) 1l est isomorphe a Z/2 si C ne posséde pas de.0-cycle de degré 1,
et que k est soit le corps R des réels, soit une extension finie de Q;

(v) Il est fini si k est de type fini sur Q.
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Démonstration. (i) Ici Pic X désigne le groupe de Picard d’une variété
X. Pour obtenir la suite (2.1), on a utilisé I'isomorphisme H'(G, L*/k*)
Ker(Br k— Br L). On sait bien (e.g., [7]) comment obtenir alors I’énoncé en
utilisant la suite exacte de G-modules:

1 - L*/k* - Div C— Pic C— 1

ou la fleche I_: * 5 DivC associe & une fonction son diviseur (on utilise
Div C = (Div C) et H'(G, Div C) = 0, qui résulte du lemme de Shapiro car
Div C est un G-module de permutation).

(ii) On sait que le groupe de Brauer Br C de la k-variété lisse C
s’injecte dans le groupe de Brauer de son corps des fonctions £(C).

(iii) Comme C posseéde un 0-cycle de degré 2 (car C est un revétement
double de P;), elle posséde un O-cycle de degré 1 dés qu’elle en posséde un
de degré impair. On sait qu’alors la suite de G-modules

1> k* > L* > L*/k*— 1

est G-scindée. On en déduit 0= H'(G,L*/k*)~xKer(Brk— BrL). On
trouvera une démonstration plus élémentaire dans la Remarque 4.

(iv) Pour k=R, Witt a montré qu’une courbe lisse C sur R est sans
point réel si et seulement si (—1) est une somme de 2 carrés dans R(C), i.e.,
si et seulement si le noyau de la fleche Z/2 = Br R - Br R(C) est tout Br R
(Note: si C posséde un O-cycle de degré impair, elle posséde un point réel).

Le cas d’un corps p-adique a été étudié par Roquette [9] et Lichtenbaum
[6, 7] en liaison avec les problémes d’indice et de période pour les courbes.
Le théoréme de Roquette, dont la démonstration compléte a été donnée par
Lichtenbaum dans [7], dit que pour une courbe C projective, lisse et
géométriquement intégre sur un corps k p-adique, le noyau de application
Br k- Br k(C) est d’ordre fini égal a Vindice I de C, c’est-a-dire au p.g.c.d.
des degrés des points fermés de C. Ceci donne le résultat, puisqu’ici 1= 1
ou 2.

(v) Dr’apres (i), le groupe KF/NL* est un quotient de torsion de
(Pic C)%, qui est lui-méme extension de 7 par le groupe des points k-
rationnels de la jacobienne de C: pour k de type fini sur Q, ce groupe est de
type fini (théoréme de Mordell-Weil-Néron).

Remarque 4 (autre démonstration de (iii)). Si C posséde un O-cycle de
degré impair, elle posséde un point fermé P de degré [k(P):k] impair.
Supposons d’abord P dans 1'ouvert affine U d’équation y*> = —a(t), et soit Q
le point fermé de A, image de P par la projection U — A} définie par la coor-
donnée 1. Le point Q est défini par un polynéme unitaire irréductible 7 € k{¢]
de degré impair, car le corps k, = k(Q) est une sous-extension de k(P)/k. Si
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7 ne divise pas a, on voit sur ’équation que la classe de (—a(r)) dans k, est
un carré dans k(P), donc dans k(Q) puisque k(P)/k(Q) est de degré impair.
Autrement dit, 8, ,(P) =0, et alors Kg/D,(®) = 0 d’aprés la Proposition 2.
Ceci vaut encore si z divise a, d’aprés la Proposition 3. Pour conclure, on
peut soit raisonner sur un modéle explicite de C (obtenu par recollement de
deux situations du type U/A}), soit observer que le lemme de déplacement
des diviseurs implique Iexistence sur C d’un point fermé de degré impair
dans tout ouvert de Zariski non vide (on peut ainsi éviter aussi le recours a
la Proposition 3).

On a vu a la Proposition 5 que I’énoncé (E) vaut pour @ si et seulement si
Papplication naturelle kg — K /D, (®) est surjective. Dans la situation de ce
Paragraphe, on calcule facilement le groupe kg:

LeEMME 1. Soit a=[T,a; un polynéme produit de polynémes irréduc-
tibles premiers entre eux deux a deux, et soit ® = (1, a). Notons k,=k(t]/a;.
Le sous-groupe kg de k* coincide avec le noyau de Papplication naturelle
k* = [T ki k2

Démonstration. Par définition, et par la suite (1.1), k} est I'ensemble des
A € k* tels que tous les seconds résidus de A- @ | —@ par rapport aux 7u
unitaires irréductibles soient nuls. Il suffit de faire le calcul.

Remarque 5. On voit ainsi que si 'un des a; est de degré impair, kg
coincide avec k*? (qui est toujours contenu dedans). D’un point de vue
géometrique, les a; correspondent aux points de ramification du revétement
double C— P, a I'exception du point & Pinfini de P}, qui est un point de
ramification si et seulement si a est de degré impair. On voit donc que dans
I’énoncé du lemme on aurait pu tout aussi bien faire parcourir a k;
Pensemble des corps résiduels aux points de ramification du morphisme
C — P (cf. d’un autre point de vue |5, Chapitre IX, Théoréme 4.2] — loi de
réciprocité de Scharlau).

Les calculs précédents permettent de décrire encore un cas ou (E) vaut:

PrRoPOSITION 9. Pour @ =(1,a), avec a polynéme irréductible du
second degré, énoncé (E) vaut.

Démonstration. On peut supposer a(f) de la forme A(s* — b), avec A et b
dans k*, et b & k*?. La courbe C est une conique d’équation affine

y?=—A(t* - b).
On peut supposer C sans point rationnel (sinon (E) vaut d’aprés le

Corollaire 2(iii)). Dans ce cas, (Pic C)°/Pic C = Z/2 et donc (Corollaire 2(i)

et (ii)):
K& /Ny L* 5 Ker(Br k- Br k(C)) = Z/2.
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Comme (—4) n’est pas une norme de k(y/b)/k (sinon C aurait un point k-
rationnel), et que (—4) est une norme de L(1/b)/L (voir I’équation), la classe
de 'algébre de quaternions ( ~4'°) est le générateur de Ker(Br k — Br k(C)).
Par ailleurs, d’aprés le Lemme 1, b est dans kJ (b engendre en fait kjf/k*?),
et donc la forme

b (LA — b)) L —(1, A ~ b))

vient de k. On calcule la forme dont elle vient en faisant ¢ = 0; au signe prés,
c’est la norme de I’algébre de quaternions ci-dessus, et donc son invariant de
Clifford coincide avec la classe de cette algébre: [Dapplication
kg — K&/N, xL* est surjective.

Construction dun contre-exemple a (E), dans le cas n=1, avec k=Q,.
Ici @, est le corps p-adique usuel, avec p # 2. Soit u € 7} avec u non carré,
par exemple u=—1 si p=3 mod. 4. Soit a(t)=—p(t* —u)(t* —p). La
courbe C associée a donc un modéle affine lisse d’équation

i =p(e* —u)(e* - p). (2.2)

En discutant suivant la valuation p-adique de ¢t € Q,, on voit que (2.2) n’a
pas de solution dans Q,. Ainsi C n’a pas de point dans Q, (un point
rationnel lisse d’une variété sur Q, est entouré d’autres). Comme C est de
genre 1, le théoréme de Riemann—Roch montre qu’elle ne posséde pas non
plus de O-cycle de degré 1 (on peut aussi donner un argument de valuation
sur (2.2) considérée dans une extension finie de degré impair de Q,). Ainsi
(Corollaire 2(iv)):

K§/N,  L* =72

Un élément de @ qui est un carré dans Q,(v/u) et dans Q,(1/p) est un
carré dans Q,. Ainsi (Lemme 1) Q) , = Q7 et Iapplication

Qo= K§/N, xL* =172

a une image nulle. On a donc bien un contre-exemple a (E) (cf.
Proposition 5).

Remarques 6. (a) On vérifiera que a(t) = —p(t* — u)(t* — a’u), avec u
comme ci-dessus, et a € Zf, a # + 1, bien que donnant une courbe C sans 0-
cycle de degré 1, ne donne pas de contre-exemple: Kg/kg - N, , L* =0.

{b) L’analyse du cas n=1 donnée ici permet de montrer facilement
Iexistence de contre-exemples a (E). Mais les nullités de groupes de
cohomologie utilisées dans la Proposition S font qu’il est malaisé, méme lors-
qu’on connait explicitement un élément de Ker(Br k — Br £(C)), de trouver
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I’élément de K /N, L* qui lui correspond. 1l est d’ailleurs aussi malaisé de
décrire I'inverse de I'isomorphisme:

Coker(Pic C - (Pic C)%)  Ker(Br k - Br k(C)).

Dans le contre-exemple ci-dessus, on vérifiera que f=u(t?—p) est le
générateur de KJ/N,xL*>~7/2cBrQ,. Quant a écrire linverse de
Iisomorphisme ci-dessus mentionné, il faudrait par exemple savoir écrire
explicitement p sous la forme a® — uf?, avec a et § dans Q,(C).

(¢) Au vu des résultats positifs obtenus dans ce Paragraphe et dans le
précédent, le lecteur se convaincra que le contre-exemple ci-dessus est “le
plus petit possible”.

Contre-exemple a (E), dans le cas n=1, avec k=Q. 1 suffit de
reprendre le contre-exemple donné pour k=Q,. Choisissons p=3 et
u=~—1, puis f=u(t®>—p) et ®={1,—p(*—u)t*—p)). Des calculs
immediats de seconds résidus donnent:

Oy ([ @L—@)=p-(~u,u—py=3-(1,—4)
=0€ W(@Q/-1)),

G0 p(f+ P L—®)=(u,p(p—u))y=(—1,3-4)
=0€ W(O(/3)).

Ainsi f- @ | —@ vient de Q(r), mais il n’existe certainement pas a € Q* tel
que /- @ =a - @ sur Qf), puisque ce n'est déja pas le cas sur Q,(¢), avec
a € QF.

3. LE CAS D'UNE FORME DE PFISTER QUATERNAIRE

Soit @ = (1, a(t)) ® (1, b(r)), avec a(r) et b(r) dans k[¢], non nuls et sans
facteur multiple. On a décrit dans [4] les liens étroits — et bien connus —
entre la k(f)-forme @ et les k-surfaces X, projectives et lisses, fibrées en
coniques sur la droite projective P, admettant pour modele affine la surface
de A; (avec coordonnées y, z, t) d’équation:

v +a(r) 2> + b(t) =0,

la projection sur I'axe des ¢ correspondant a la fibration. On note toujours
K =k(r). Le sous-groupe D, (®) de K* n’est autre que lensemble des
éléments de K* représentés par la norme réduite de I’algebre de quaternions
(7%"). On note 44(X) le quotient du groupe des O-cycles de degré O sur X
par I’équivalence rationnelle, et on note .S le k-tore dual du G-module Z-libre
de type fini PicX. Bloch a étudié dans [1] une application naturelle
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A:dy(X)— H'(k, S), et ses calculs complétés par ceux de [4] montrent
I’existence d’une suite exacte [4, Section 3, Proposition 2]:

15 KE/kE - Di(®)— Ao(X) D H' (K, S). (3.1)

Gréce a cette suite, la question de linjectivité de A, posée par Bloch, est
ramenée 3 une pure question de formes quadratiques: I'énoncé (E) vaut-il
pour @? Rappelons les résultats obtenus dans [4, Théorémes 4 et 5|, avec les
notations de la Proposition 5:

ProposiTION 10. Pour @ = (1, a(t)) ® {1, b(t)) et X comme ci-dessus:
(i) Si X posséde un O-cycle de degré irﬁpair (donc un point fermé de
degré résiduel impair), K /D (P)=0;
(i) Sik est un corps p-adique, Kg/D(P)=0;
(iii) Si k est le corps des réels, K&/kg - Dy(P)=0;
(iv) Si k est un corps de nombres, K&/kg - Dy(®)=0.

La démonstration de (i) utilise un peu de géométrie et des cas particuliers
des Propositions 2 et 3 du présent article (ainsi motivées; cf. aussi Remarque
4). La démonstration de (ii) est celle du Corollaire 1(iv). Celle donnée pour
(iii) [4, pp.439-440] utilise de la géométrie et un cas particulier de la
Proposition 1: la Proposition 6 fournit une autre démonstration, sans
géométrie. Pour (iv), voir Proposition 7 et Remarque 2.

Voici un résultat positif supplémentaire:

PROPOSITION 11. Soit a € k*, et soit b € k{t], non nul, de degré <2.
L’énoncé (E) vaut pour @ ={1,a)® (1, b).

Démonstration. Pour surface associée X, de modéle affine
Yy +azt +b()=0,_

on peut prendre une surface fibrée en coniques d’invariant » < 2 (Iinvariant r
est le nombre de fibres géométriques dégénérées — cf. (2, 1.2]; pour les
modéles, cf. |2, p. 326] ou [3, p. 176]). Il résulte alors de [2, Théoreme C|,
que tout O-cycle sur X de degré >0 est rationnellement équivalent a un 0-
cycle effectif, donc tout O-cycle de degré 0 est rationnellement équivalent ao,
soit A4(X) = 0. L’énoncé résulte alors de la suite exacte (3.1).

Remarque 7. La méme démonstration montre que pour toute quadrique
lisse X dans P}, avec ou sans point rationnel, 4,(X)=0; pour une telle
surface on a d’ailleurs aussi H'(k, §) =0, car Pic X est un G-module de per-
mutation.

Nous allons maintenant donner des contre-exemples a (E) pour n=2.
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Comme ceux du Paragraphe 2 pour n =1, ils seront “minimaux” compte
tenu des résultats positifs obtenuys.

Contre-exemple d (E), dans le cas n— 2, avec k=Q,((X)). Soit P un
nombre premier impair et soit k — @,((X)) le corps des séries formelles a une
variable sur @Q,. Considérons

P = (~X, —p(r* — u)(* — p)),
S=u(® - p),

avec u € 7%, et u non carré,
Nous allons montrer que la k(t)-forme f- & | —@ vient de k, mais qu’il
n’existe pas a € k* te] que /- @ soit k(r)-isomorphe a q - @.

Pas 1. Laformef - @ | —@ vient de k. 1l suffit (cf. (1.1)) de calculer les
seconds résidus en (1% — p) et (12 — u):

Orall @ L=8) = (LX) @ p - (4~ p, —u) € W(Q,((X))(/a).
Grp(f+ P L ~@) = (1,~X) ® (u, p(p — u))
=L =X ® up —u) € W(@,((X) (V)
qui sont tous deux nuls, car (u — p)/u est un carré dans Qr.

Pas 2. La k-forme dont vient S+ @ L —® nest pas nulle dans Wik).
Pour calculer cette k-forme, appelons-la g, il suffit par exemple de faire ¢ — 0
dans @:

q= <1: '_X> ® <1’ “u>® <_1’ _up>,

soit encore, tenant compte de PQ,=0 et du fait que I’Q,=17/2 est
engendré par (—u, —p):

q= <1> “X> ® <1’ _u> ® <1a _p>'

Pas 3. Sia€ k* est tel qQuea-P | —Pvientdek, alorsa- @ et @ sont
k(¢)-isomorphes: ce troisiéme pas permet de conclure.
Siag.® 1 —@ vient de k, on a:

0=0,, (a-® 1)
=Pl —p)- (1, —a) ® (1, —X) € W(Q,((X))(v/x)),
0=0,, ,a ¢1—0)
=(p—u) (L, —a) ® (1, ~X) € W(@Q,((X))(/p)).

Ainsi, @ est une norme de I'extension ()W) V) Q, (X)) /),
C’est-d-dire de @p(\/ﬂ)((X))(\/X’)/@zp(\/z;)((X)), et cest une norme de
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NPV (X))(VP), soit de T (vVPIX))(VEA)/Q, (VP )(X))

Mais on a le lemme facile:

LEMME. Soit L un corps (car. L +2). Si a € L* est une norme de lex-
tension L((X))(v/X)/L((X)), c’est un carré dans L*.

Par ailleurs, pour k = Q,((X)), le quotient k*/k*? est d’ordre 8, engendré
par les classes de u, de p, et de (—X). Pour déterminer le sous-groupe k3 de
k* formé des a tels que a - @ L —@ vienne de k, sous-groupe qui contient
k*?, il suffit d’examiner des représentants de k*/k*2. 1l est clair que (—X)
est dans kj, car (—X) est représenté par la forme de Pfister @, et donc
(—=X) - @ = @ sur k(¢). Par contre, si u était dans kJ, d’aprés le Lemme et le
calcul le précédant, u serait un carré dans @p(\/ﬁ ), ce qu’il n’est pas. De
méme, p n'est pas dans kX, sinon p serait un carré dans Q,(\/u), ce qu’il
n’est pas: les extensions quadratiques @p(\/ﬁ) et Q,(vu) de Q, sont
distinctes, et elles sont aussi distinctes de Q,(\/pu), ce qui permet de voir de
Ja méme fagon que up n’est pas dans kX. Ainsi k}/k*? est engendré par
(—X), et (—X) - & = @ sur k(¢): le troisiéme pas est termine.

Avec les notations de la Proposition 5, on voit qu’ici linjection
K¥/Dy(®) > Pk/I*k = 7/2 est un isomorphisme, un générateur de
K#/Dy(®) étant donné par f. Mais I'image de kj}/k*> =~ 7/2 dans K}/D(®P)
est réduite a zéro.

Autres contre-exemples d (E) pour n=2. (1) Le contre-exemple ci-
dessus en donne un sur k= Q(X): choisissons p=13 et u=—1. Le méme
calcul qu’au pas 1 ci-dessus montre que tous les seconds résidus de
S+ @ L —® sont nuls ((—4, 1) est certainement nul). Ainsi, /- @ 1 —@® vient
de k= Q(X). Mais il n’existe pas a € Q(X)* tel que /- P et a - ¢ soient
k(t)-isomorphes, puisque ce n’est déja pas vrai sur Q;((X)).

Ceci donne des contre-exemples sur tout corps compris entre Q(X) et
Q,4((X)), par exemple Q,(X) et Q((X)).

(2) On peut aussi fabriquer des contre-exemples sur tout corps k inter-
médiaire entre C(X, Y, Z) (corps des fractions rationnelles a trois variables
sur les complexes) et le corps des séries formelles itérées C((X))((Y))((Z)),
en utilisant

P = (~Z,-Y(* = X)( = V)
f=X=Y)(* 7).
Le principe des calculs est analogue au précédent. On a, pour
k= C(X)NN(Z))s
Pk/l'k=Tk=17/2;
il s’agit la encore d’un contre-exemple “minimal.” Sur ce dernier corps, on
peut d’ailleurs aussi prendre f= X(¢* ~ Y).
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Remarques finales. Comme on a pu le voir, ’6tude de I’énoncé (E)
suscite un jeu a plusieurs partenaires (peut-on en imaginer d’autres?) qu’on
peut représenter ainsi:

Formes de Pfister sur k()

/S N

Revétements doubles de P;  k-surfaces fibrées en coniques sur P,

0 0

k-courbes k-surfaces rationnelles.

On a le tableau suivant, ou C est comme au Paragraphe 2, et X comme au
Paragraphe 3 (ou en [4]):

n-formes de revétements k-surfaces fibrées
Pfister sus doubles de P} en coniques sur P
k(1) (n=1) (n=2)
K3/D(®) H'(G, k(C)*/k*) HY(G, K, k(X)/K, k)
= Ker(Br k — Br k(C))
K3k - Dy (D) Ker(d,(X) - H'(k, S))
K Ker (k* = [Tk/ir?) Ker (k- [ [ k() */Nk(x)*)

(pour la derniére ligne, cf. Remarque 5, et [4, Proposition 2]).

Un énoncé dans une colonne en suggére un autre dans les autres; se posent
les questions de démontrer ce nouvel énoncé, respectivement de le démontrer
sans passer par une autre colonne. Ainsi:

(a) Pour C(k)# @, et C une k-courbe (lisse) quelconque, on sait
H'(G, k(C)*/k*) =0 (cf. Corollaire 2(iii)); on connait la version “formes de
Pfister” de ce résultat (cf. Remarque 4) pour tout n (Propositions 2 et 3);
mais on doit pour linstant passer par la pour obtenir
H'(G, K, k(X)/K,k) =0 pour une k-surface X fibrée en coniques sur P! avec
X(k)+# @, alors qu’on aimerait obtenir ce résuitat pour toute k-surface
rationnelle avec X(k) # &.*

(b) Supposons k de type fini sur Q. Pour n=1, la géométrie
(Corollaire 2(v)) permet de montrer que K3F/kF - Dy(P) est un groupe fini

* Note ajoutée sur épreuves: Ce résultat a été établi depuis, cf. J.-L. Colliot-Théléne,
Hilbert’s Theorem 90 for K,, with Application to the Chow Groups of Rational Surfaces,
Invent. Math. 71 (1983), 1-20.
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(en fait K /D () est fini, au moins pour @ ne venant pas de k); §'il en était
de méme dans le cas n=2, on obtiendrait la finitude de 4,(X) pour X
surface fibrée en coniques sur P} (sans supposer, comme en [4], que X
admet un O-cycle de degré 1).

(c) Soit &=(l,a,)® - ®{l,a,), avec a,,.,a, dans k* et
a, € k|t], polyndéme irréductible du second degré. L’énonce (E) vaut-il pour
@? La géométrie nous a permis de le voir pour n =1 (Proposition 9) et pour
n =2 (Proposition 11).

(d) Peut-on établir le cas n =2 de la Proposition 7 sans passer par la
géomeétrie?

(¢) Pour terminer, notons que la difficulté & suivre explicitement les
isomorphismes relevée dans le cas n=1 a la Remarque 6(b) se retrouve
dans le cas n=2. Ainsi, pour le contre-exemple donné en (2) sur le corps
k= C((X))((Y))((Z)), on peut établir H'(k, S)=0 en utilisant [4,2.4 et
2.5). Comme on a Ki/k% - Dy(®)=7/2, on obtient 4,(X) = Z/2. Question:
exhiber un générateur!
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