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Surfaces rationnelles fibrées en coniques de degré 4
Jean-Louis COLLIOT-THELENE

Résumé : Le principe de Hasse et I'approximation faible valent pour les
torseurs universels sur les surfaces fibrées en coniques sur la droite projective,
lorsque le nombre de fibres géométriques dégénérées est au plus 4. Ainsi la seule
obstruction & la validité du principe de Hasse et a I'approximation faible pour
de telles surfaces est I'obstruction de Brauer-Manin.

Introduction

Soit k un corps de caractéristique zéro. Soit X/P} une surface fibrée en
coniques standard au-dessus de P}, c’est-a-dire une surface X projective lisse
intégre définie sur k, possédant un k-morphisme dominant p : X — P}
dont (toutes) les fibres sont des coniques. La géométrie d’'une telle surface
est bien connue ([7], [8]). Toute fibre géométrique dégénérée de p est réduite
et consiste en une paire de courbes exceptionnelles de premiére espece se
coupant transversalement en un point. Si r est le nombre de fibres géométriques
dégénérées de p, qu’on appellera ici I'invariant de la fibration, et si wx désigne le
faisceau canonique, on a pour le degré (wx -wx ) de X I'égalité (wx -wx) = 8—r.

Larithmétique de telles surfaces est essentiellement triviale lorsque
0 < r £ 3: rexistence d'un point k-rationnel implique la k-rationalité de la
surface, et, lorsque £ est un corps de nombres, le principe de Hasse vaut.

Sauf mention du contraire, nous supposerons désormais que p posséde
exactement r = 4 fibres géométriques dégénérées. Deux cas se présentent alors
(Iskovskih [7], Prop. 1; [8], Thm. 5). Ou bien le faisceau (—wx ) n'est pas ample et
la surface X est k-birationnelle 4 une surface de Chatelet généralisée. Ou bien
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le faisceau (~wy) est ample, et X est une surface de Del Pezzo de degré 4, cest-
a-dire une intersection lisse de deux quadriques dans IP‘}C. Plus précisément ([9],
Cor. 3.4), dés que X posséde un point k-rationnel, X est alors une intersection
de deux quadriques donnée par un systéme :

(1) f(.'l?o,xl,$2,il?3,l‘4) =0
9(20,T1,%2,73,24) = 122+ 2334 =0,

Inversement, toute intersection compléte lisse définie par un tel systéme (1) est
une surface fibrée en coniques d'invariant 4.

Comme toute surface fibrée en coniques sur la droite projective, X est une
variété rationnelle, i.e. est birationnelle 4 I'espace projectif aprés extension finie
du corps de base. La théorie de la descente développée par Sansuc et 'auteur
[4] permet de résoudre la plupart des questions arithmétiques (qualitatives) sur
les points rationnels d'une telle variété (projective et lisse) X dés que lon sait
établir les propriétés (R) et (PH) pour les torseurs universels sur X :

(R) Tout torseur universel qui posséde un point k-rationnel est une
variété k-rationnelle.

(PH) Si k est un corps de nombres, tout torseur universel T satisfait le
principe de Hasse.

Faute d'établir (R), on se contente parfois de la propriété

(AF) Si k est un corps de nombres, tout torseur universel qui posséde un
point k-rationnel satisfait 'approximation faible.

Le théoréme principal de la théorie de la descente affirme en effet :

THEOREME O ([4], Thm. 3.8.1 et Prop. 3.8.7). — Soient k un corps de nombres et
X une k-variété rationnelle. Si la propriété (PH) (resp. les propriétés (PH) et (AF))
valent pour X, et si X posséde des points rationnels dans tous les complétés
de k, alors les obstructions de Brauer-Manin au principe de Hasse (resp. 4
lapproximation faible) pour X sont les seules obstructions. En particulier, si le
groupe de Brauer de X est réduit au groupe de Brauer de k, alors le principe de
Hasse (resp. U'approximation faible) valent pour X.

Soit désormais X une surface fibrée en coniques sur P} d’invariant r = 4.
Lorsque X est une surface de Chatelet généralisée, (R) (et donc (AF)) et (PH) sont
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établis dans [5] Thm. 8.1 et 8.2. Grace a [4], Prop. 2.9.2, ceci suffit & établir (PH)
et (AF) lorsque X est seulement k-birationnelle a4 une telle surface. Supposons
donc (—wx ) ample, et donc X de Del Pezzo de degré 4.

Pour une telle surface, et d’'un point de vue différent, relevant de la théorie
des ordres et de la K-théorie, Salberger a obtenu des résultats trés proches de
(R) et (PH). Lorsque Br(X)/Br(k) = 0, il a ainsi établi le principe de Hasse pour
une telle surface (des cas particuliers sont traités dans [11] Thm. 5.2 et [12],
Thm. 5.3, en s'appuyant en partie sur [5]; le cas général, qui fait I'objet
du Corollaire 0.10 de [15], repose sur une méthode nouvelle [14]). Lorsque
B:(X)/Br(k) s# 0, Salberger peut montrer que l'obstruction de Manin au
principe de Hasse est la seule, 14 encore de deux facons différentes ([13];
remarque apreés le Théoréme (0.8) de [15)).

Il est possible d’obtenir ces résultats en restant dans le cadre de la théorie de
la descente. Les cas particuliers de (PH) obtenus dans {11}, Thm. 5.2 sont ainsi
établis & nouveau dans [3], Cor. 2 et Cor. 3. L'énoncé (R) (et donc (AF)) est établi
par Skorobogatov et 'auteur dans [6]. Le but du présent article, qui constitue
une suite naturelle de [6], est d’établir (PH) (et, de nouveau, (AF)) :

THEOREME 1. — Soient k un corps de nombres et X une surface fibrée en
coniques sur Pi, d’invariant r = 4. Tout torseur universel sur X satisfait le
principe de Hasse et U'approximation faible.

Pour établir le théoréme, nous utilisons la géométrie des surfaces considérées
et les équations explicites des torseurs universels [4] pour nous ramener a des
variétés pour lesquelles le principe de Hasse et I'approximation faible ont déja
été établis dans [5].

Comme rappelé plus haut, le théoréme 1 implique le :

THEOREME 2. — Soient k un corps de nombres et X une surface fibrée en
coniques sur P, d’invariant r = 4. Si X posséde des points rationnels dans tous
les complétés de k, alors U'obstruction de Brauer-Manin au principe de Hasse et a
Uapproximation faible pour X, et en particulier a U'existence d’un point k-rationnel
sur X, est la seule obstruction. Si le groupe de Brauer de X est réduit au groupe
de Brauer de k, alors X a des points rationnels et satisfait ' approximation faible.




46 J-L. COLLIOT-THELENE

Exemple : Supposons X donnée par un systéme (1). Le polyndéme homogéne
P(A\ p) = dét(Af + pg) est un polynome séparable {car X est lisse) de degré
5. Si ce polyndme ne posséde pas un couple de racines globalement rationnel
sur k (ce qui ici équivaut au fait qu'il est produit d'un facteur linéaire par un
facteur irréductible de degré 4), le principe de Hasse et I'approximation faible
valent pour X. On sait en effet qu'alors Br(X)/Br(k) = 0 ([5] Prop. 3.18).

Le présent article, qui constitue une suite naturelle de ’article [6], auquel nous renvoyons pour
certaines références bibliographiques, a été directement inspiré par une lettre de Salberger [13], que
je lui sais gré de m’avoir communiquée : en de nombreux points, notre démonstration est simplement
une transcription de la sienne,

Salberger et Skorobogatov ont récemment établi (PH) et (AF) pour les suifaces fibrées en coniques
d’invariant 5 (qui ne sont autres que les surfaces cubiques munies d’une droite rationnelle). La
méthode de descente seule ne permet pas & 1’heure actuelle d’obtenir ce résultat. Leur méthode

combine descente et K-théorie, ainsi qu’un résultat d’effectivité sur les O-cycles.

Démonstration du théoréme 1
Comme expliqué dans l'introduction, seul reste & établir le cas ot (—wx) est
ample, ce que nous supposerons désormais.

(i) Soit p : X — P} la projection structurale. Soit A} = Spec(k[t]) C PL.
Quitte & faire un changement de variables, on peut supposer la fibre a linfini
lisse. Soit P(t) € k[t] le polynéme unitaire séparable de degré 4 qui s'annule aux
points de A}, a fibre singuliére, et soit K = k[f] = k[t]/P(t), ou 8 désigne la classe
de ¢, la k-algébre séparable de degré 4 associée. Soit L = K[y]/(y? — f), avec
f = f(8) € K*, Tlextension quadratique de K correspondant aux fibres sin-
guliéres. On notera U, I'ouvert complémentaire dans A} des points de dégénéres-
cence de p.

(ii) Soit k une clsture algébrique de k, et ¢ = Gal(k/k). La suite exacte
naturelle de g-modules ([4] (2.6.5))

0—>§——>Pic)_(———>l——>0,

ot la fleche Pic X — Z est obtenue par restriction du groupe de Picard de X a
la fibre générique de la projection de X sur P1, définit le g-module S etla fleche
A:§ — PicX =5,
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On a la suite exacte de k-tores
(2) 1—6ni— S —S5—1

duale de la suite de g-modules ci-dessus. Si T, est un torseur universel sur X,
par le changement de groupe structural S, — S on obtient un torseur I' sur
X. de groupe S, de type A. La projection T, — T = T, x°° § fait de T, un
torseur sur T sous G, k. Ainsi (théoréme 90 de Hilbert-Grothendieck) T, est
k-birationnel au produit T’ Xy Gm,.

(iii) Soit T' un torseur de type A. Rappelons ((3]; [4] paragraphe 2.6)
comment obtenir des équations concrétes (éguations locales) pour un tel torseur
sur une surface rationnelle fibrée en coniques.

Soit o = a(f) € K* et soit W = W, la variété affine donnée dans
R} x R xR% ~ A" par I'équation :

3) u—6v = a(6)(U” — f(6)V?)

ot U = up + ug 0 + ug? 4+ u38® et V = vy + v16 4 v26% + v363. La projection sur
Ry/kA% ~ A} induit un isomorphisme de W avec une variété W, C A} définie
par l'annulation de deux formes quadratiques. Ainsi W; est-elle le cone affine
sur une variété Z C PI, elle-méme une intersection de deux quadriques dans
P;- Par passage a la cloture algébrique et changement de variables, on vérifie
aisément que Z est une intersection pure, géométriquement intégre, n'est pas
un cdne, et que son lieu singulier consiste en huit points isolés.
Soit W, C W l'ouvert défini par

v Ngyp(u —6v) #0.

Soit U = p~!(Uy) et Ty = T xx U la restriction de T a U. La description
locale des torseurs de type A pour les surfaces fibrées en coniques assure qu’il
existe un « € K* et un produit fibré

Ty — W

N

U —— U,
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ou U — Uy est induit par p et o le morphisme composé Wy — Uy C Pi asso-
cie au point (u,v, {u;}i=0, .3, {vi}i=o,,3) le point de coordonnées homogénes
(u,v).

De plus, I'hypothése que & est un corps de nombres permet d’appliquer le
théoréme 2.6.4 de [4] (qui repose sur une variante du lemme d’Abhyankar) : la
fibration en coniques Ty — W, est constante sur un ouvert, et la k-variété T
est donc k-birationnelle au produit de W, et d’'une conique lisse C.

(iv) LemME 1. — Si T posséde un point k-rationnel, alors T(k) est dense pour
la topologie de Zariski sur T'.

Démonstration : Soit # : T — X la projection structurale. L'hypothése
T(k) # 0 implique X(k) # 0. Comme X est une intersection lisse de deux
quadriques dans P? et que la caractéristique de k est nulle, on sait qu'alors X
est k-unirationnelle ([10] IV.7.8 et IV.8.1 (= IV.29.4 et 1V.30.1)). L'une au moins
des classes pour la R-équivalence sur X est donc Zariski-dense. En utilisant
alors les transformations k-birationnelles de X, on établit alors que toute classe
pour la R-équivalence est Zariski-dense (voir [5], Prop. 3.23 et Prop. 3.24j. Un
point M € X (k) estdans =(T(k)) si et seulement si la fibre de T en M est triviale
dans H(k, S). Comme les fibres d'un torseur en deux points R-équivalents sont
isomorphes ([4] 2.7.2), I'image de T'(k) contient la classe de R-équivalence de
la projection par = d'un point de T'(k), et est donc Zariski-dense. Comme par
ailleurs chaque fibre de T au-dessus d’'un point de =(T(k)), est k-isomorphe
a un k-tore, dont les k-points sont Zariski-denses, et que 7 est un morphisme
dominant, on conclut, en utilisant le théoréme de constructibilité de Chevalley,
que T'(k) est Zariski-dense dans T

(v) LEMME 2. — Supposons T(k) non vide. Il existe une courbe Y = P} sur X
possédant les propriétés suivantes :
(a) La projection p induit un revétement double ¢ : Y — P},
(b) Y ne contient aucun point singulier d’une fibre de p.
(¢) Il existe un point k-rationnel de U, C P} dont l'image réciproque sur'Y
consiste en deux points k-rationnels {N, N'} appartenant a =(T(k)).
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(d) Si @ € Uy est un point fermé de dégénérescence de p, lextension
quadratique »~1(Q)/Q est la composante en () de Uextension quadratique L/ K,
définie en (i), qui mesure la dégénérescence de p.

Démonstration : D’aprés Iskovskih [8], une surface rationnelle fibrée en coni-
ques d’invariant 4 qui est une surface de Del Pezzo posséde une seconde fibra-
tion en coniques, soit ¢ : X — P}. Si Fy, resp. F3, est une fibre (géométrique)
de p, resp. ¢, dans le groupe de Picard de X, on a I'égalité

(““WX)ZFl +F2,

et donc (F; - F3} = 2. En outre, si E est une composante irréductible d’'une fibre
dégénérée de la fibration p, c’est une courbe exceptionnelle de premiére espéce
(et une droite dans P}), etlona (E- F) =(-F -wx)=1.

D'aprés le lemme 1, n(T(k)) est Zariski-dense dans X. On peut donc trouver
un point rationnel M € #(T'(k)) tel que p(M) appartienne & 'ouvert Us. La fibre
F = p~!(p(M)) est donc une courbe lisse k-isomorphe 4 P}. La méme référence
a [4], Prop. 2.7.2, que ci-dessus montre que tout point de F'(k) appartient a
n(T'(k)). Via la seconde fibration ¢, la courbe F' est un revétement double de
P}. On peut donc trouver un point N € F(k) non situé sur une fibre dégénérée
de 1a fibration ¢, et tel que la projection ¢ : F' — P}, soit non ramifiée en N. La
courbe Y = ¢~ (g(N)) satisfait alors les conditions (a), (b), (c), (d) (la propriété
(d) résulte du calcul de nombres d’intersection ci-dessus).o

(vi) LEMME-CLE. — Si T'(k) est non vide, alors Uintersection de deux quadriques
Z C P}, contient une droite de P} définie sur k.

{(N.B. : la démonstration utilise I'hypothése T(k) s @, qui est plus forte que
Z(k) £ 8

Démonstration : Soit Y une courbe, N € Y(k) C X(k), N € =n(T(k)).
comme dans le lemme 2. Il existe donc un point R € Ty (k) tel que N = w(R).
Par la projection de Ty sur W, (voir le diagramme (4)), on obtient un point
(a,b,a;,b;) € Wo(k) C W(k) C k'°. SiTon définit A et B dans K par

A=a0+a10+a292+a393 et B=bo+b10+b2€2+b393,
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ona:
(5) a—6b = a(6)(A® - f(6)B*) € K*

et b # 0, puisque le point (a, b) € P1(k) est dans Us. Posons r = a/b € k.
Nous pouvons maintenant multiplier (3) et (5), et un changement linéaire de
variables réduit alors (3) &

(6) u—6v=(r-8) " (U* - f(O)V?).

Pour Y une courbe comme dans le lemme, la restriction du revétement
Y — P} a A} C P; est un revétement fini de degré 2 donné par une équation
y* = g(t), avec g € k[t] polynome de degré 1 ou 2. Comme le revétement Y — P1
n'est pas ramifié aux points de dégénérescence du morphisme p (Lermume 2 (b)),
limage g(9) € K de g dans k[t]/P(t) = K est inversible. On sait bien que
si £ est un corps (car.(E) # 2) et a € E*, le noyau de I'homomorphisme
E*/E¥ - E(/a)*/E(/a)*’ est le sous-groupe {1,a} c E*/E*’. 1l résulte
alors du lemme 2 (d) que le quotient f(6)/g(6) est un carré dans K*.

Un changement linéaire de coordonnées réduit alors (6) a

(7 (r = 6)(u— 6v) = g(r)U” — g(6)V".
Dans ces nouvelles coordonnées, posons

(8.1) Uy =U3 =v; = vy =03 =0.

Si de plus nous faisons

(8.2) Uy — Vg = —TUp

nous voyons que la trace de (7) sur I'espace linéaire défini par (8.1) et (8.2) est
donnée par ces égalités jointes a

(8.3) (r —8)(u— 8v) = g(r)(uo + u19)2 — g(0)(uo + rul)zﬂ

Mais le second membre de cette égalité, tout comme le premier, sannule "lorsque
Ton fait r = 6”. Par division par (r — 6) € K*, on voit ainsi que (8.3) peut se

réécrire

(8.4) u — 6v = go(uo,u1) — g1(uo,u1)8,
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ie.
u = go(uo, u1) et v = q1(ug, u1),
ou g et g; sont des formes quadratiques a coefficients dans k.
Ainsi la droite définie par

(8.1) Ug = U3 =V =V =v3 =0
et
(8.2) Uy — Vg = —ru;

est-elle contenue dans I'intersection de deux quadriques Z C P. ¢

(viii) Fin de la démonstration du théoréme.

Soit T, un torseur universel. Il existe alors un torseur 7' de type A et tel que
T, est k-birationnel au produit P} x T. D’aprés (ii) et (iii), la k-variété T' est
k-birationnelle & un produit P} x C x P} x Z, avec C une conique lisse et Z une
intersection de deux quadriques Z C IF",'C comine ci-dessus.

Supposons que la k-variété lisse 7, posséde des points dans tous les
complétés k, de k. Il en est alors de méme de T'. D'aprés le théoréme des fonc-
tions implicites pour la variété lisse 7', pour chaque place v, T(k,) est Zariski-
dense dans la k-variété 7. Ainsi la conique C a alors aussi des points dans
tous les complétés de k, donc aussi dans k, elle est donc isomorphe 4 PL, et T
est k-birationnel a P} x P} x Z. Par ailleurs, le méme argument montre que Z
posséde des points lisses dans tous les complétés de k.

Soit E//k une extension galoisienne finie avec T(E) # §, et soit F,
avec kCFCE, le corps fixe dun 2-sous-groupe de Sylow
H =Gal(E/F) C G=Gal(E/k). Comme H est un groupe nilpotent,
lextension E/F se décompose en une chaine d'extensions de degré 2 :
E=E,>--DE;DE;1D---DEy=F. Supposons T(E;) # 0. En appli-
quant le lemme-clé au niveau du corps E;, on voit que Z contient une droite
définie sur E;, et done Zg,_, contient deux droites définies sur une extension au
plus quadratique de F;_, et globalement rationnelles sur E;_;. Comme par ail-
leurs Zg,_, a des points rationnels lisses dans tous les complétés de E;_; puis-
quil en est ainsi de Z sur k le théoréme 132 (et la
remarque 13.2.1) de [5] sur les intersections complétes, géométriquement
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intégres et non coniques, de deux quadriques, assure que Z C PI posséde
des points rationnels (lisses) sur le corps de nombres E;_;. Ainsi Zp, , est
E;_;-unirationnelle (5], Prop. 2.3), donc Z(E;_;) est Zariski-dense dans Zg;_,
(cela résulte aussi de la validité de 'approximation faible pour Zg, ,, [5],
Thm. 3.11), et de I'équivalence k-birationnelle de T a P} x P x Z, on déduit
que T(E;_1) est non vide.

Une récurrence descendante évidente montre alors que Z posséde des points
rationnels (lisses) sur Ey = F. Comme l'extension F/k a un degré impair, un
théoréme de Amer [1] et Brumer [2] assure alors que la variété Z posséde un
point rationnel sur k. Si Z posséde un point singulier
k-rationnel, la projection depuis ce point dans IF"',’c induit un isomorphisme
k-birationnel de Z avec une quadrique ([5], Prop. 2.1), quadrique qui posséde
des points lisses dans tous les complétés de k, et est donc k-birationnelle &
un espace projectif. Ainsi, Z posséde un point k-rationnel lisse, et 'on conclut
comme ci-dessus que les points k-rationnels sont Zariski-denses dans Z. Ceci
implique T(k) # @ et donc Tu(k) # 0, ce qui établit le principe de Hasse
pour T,. Une nouvelle application du lemme assure que l'intersection de deux
quadriques Z contient une droite rationnelle sur k. On peut alors utiliser [5],
Prop. 2.2, et conclure que Z est k-birationnelle & un espace projectif, donc aussi
T et T,. La k-variété lisse T, étant k-rationnelle, elle satisfait 'approximation
faible.

Remarques :

(1) Une fois connue l'existence sur Z d'une droite définie sur F', on peut
aussi conclure en utilisant le théoréme d’Amer [1], qui est une généralisation
du théoréme de Brumer, pour en déduire directement l'existence d'une droite
définie sur k. Ceci évite la seconde utilisation du lemme-clé.

(2) Lorsque la surface fibrée en coniques X est aussi une surface de

Del Pezzo de degré 4, la k-rationalité des torseurs universels possédant un

k-point est le principal résultat de [6]. Le résultat de [6] vaut sur un corps de

caractéristique zéro arbitraire. La présente démonstration redonne ce résuitat
dans cette généralité :

Soit 7, un torseur universel avec T, (k) # §, et soit T' le torseur de type A

associé. Alors T'(k) est non vide, et le théoréme 2.6.4 de [5] assure que T est
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k-birationnelle 4 un produit C x P} x Z, avec C une conique lisse. Par ailleurs,
Phypothése T(k) # § assure comme ci-dessus que T'(k) est Zariski-dense dans
T. On en déduit C(k) # 0, et donc C ~ P}, et le lemme-clé, valable sur un
corps de caractéristique zéro quelconque, assure alors que Z contient une droite
k-rationnelle : Z est donc k-birationnelle a un espace projectif, et il en est de
méme de T, puis de T,,.

(8) Il serait souhaitable de donner une preuve plus intrinséque du lemme-
clé et de son analogue chez Salberger [13].

Manuscrit recu le 7 septembre 1989
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