NOTES SUR L’APPLICATION D’ALBANESE POUR LES
ZERO-CYCLES

J.-L. COLLIOT-THELENE

RESUME. Pour X une variété projective et lisse sur un corps k, on a un ho-
momorphisme du groupe de Chow Ag(X) des zéro-cycles de degré zéro vers le
groupe des points k-rationnels Albx (k) de la variété d’Albanese de X. On dis-
cute la question de la surjectivité de cette application. Pour k corps p-adique
ou réel, on donne des exemples de non surjectivité. Pour £ = C le corps des
complexes, on considere 'application Ag(Xg) — Albx (F) pour F extension
de C et en particulier F' égal au corps des fonctions de Albx. On fait le lien
avec des travaux récents de C. Voisin sur la notion de zéro-cycle universel et
sur les cycles de codimension deux sur les solides rationnellement connexes.

1. INTRODUCTION

Soit k un corps. Dans cet article, sauf mention expresse du contraire, on suppo-
sera k de caractéristique zéro. On note k une cloture algébrique de k et G = G}, =
Gal(k/k) le groupe de Galois.

Soit X une k-variété propre. On note Z°(X) le groupe des zéro-cycles sur X, qui
est le groupe abélien libre sur les points fermés de X. Le degré des points fermés
sur k induit une application degré Z°(X) — Z. On note ZJ(X) son noyau. On note
CHy(X) le groupe de Chow des zéro-cycles de degré zéro modulo 1’équivalence
rationnelle et Ag(X) C CHy(X) le sous-groupe des classes de zéro-cycles de degré
zéro.

Soit X une k-variété projective et lisse géométriquement connexe. Soit X =
X x k. Soit Alby = Alby . la variété d’Albanese de X. C’est une variété abélienne
sur k. Il y aun torseur F := Albﬁ( sous Albx et un k-morphisme naturel ¢ : X — F.
On consultera [S59], [Gr62, Thm. 3.3], [K105], [W08].

Soit K un corps algébriquement clos. Soit C/K une courbe connexe, projective,
lisse. Soit Jac(C) := PicY, /i 1a jacobienne de C'. C’est une variété abélienne. On
a un morphisme C' — J associé au choix d’un point m de C(K). Il induit un
isomorphisme Ay(C) ~ Jo(K), qui ne dépend pas du choix de m.

Soit A/K une variété abélienne sur un corps K algébriquement clos. Soit C/K
une courbe connexe, projective et lisse, et f : C' — A un K-morphisme envoyant le
point m € C'(K) sur le point 0 € A(k). Cette application se factorise

C — Jac(C) — A,
avec J(C') — A un homomorphisme de variétés abéliennes. On obtient ainsi un

homomorphisme Ay(C) - A(K) indépendant du choix de m.
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Soit E/K un torseur sous A. A tout zéro-cycle de degré zéro > niP; sur E, avec
n; € Z et P; € E(K), on associe le point Y/ n; P; € A(K), ol la somme est prise
via la structure de torseur de E sous A.

Soit X une k-variété projective et lisse géométriquement connexe. Soit X =
X xk. Soit Alby = Alby /i 1la variété d’Albanese de X. C’est une variété abélienne
sur k. Il y a un torseur E := AlbY sous A := Albx et un k-morphisme naturel
¢ : X — E [S59] [W08]. La variété d’Albanese de F s’identifie a A.

Ceci induit un homomorphisme Galois-équivariant
Z3(X) — Z§(E) — A(k) = Albx (k).

La définition de I’équivalence rationnelle et le cas des courbes montre que cet ho-
momorphisme induit un homomorphisme Galois-équivariant

On en déduit un homomorphisme
Ap(X) = Ag(X)¥ — Albx (k)¢ = Albx (k)

Cet homomorphisme est fonctoriel en le corps k et fonctoriel covariant en la
k-variété X.

Proposition 1.1. (1) L’homomorphisme Ag(X) — Ao(X)Y a noyau et conoyau
de torsion.

(2) (Roitman) Le noyau de [’homomorphisme surjectif Ag(X) — Albx (k) est
uniquement divisible.

(3) L’homomorphisme Ao(X) — Albx (k) induit un homomorphisme surjectif
Ap(X)¥ — AIb(X)Y = Albx (k) a noyau uniquement divisible.

(4) Le conoyau de I’homomorphisme composé

Ag(X) — Ag(X)¢ — Albx (k) = Albx (k)

est de torsion.
(5) (B. Kahn) Ul existe un entier n(X) tel que pour tout corps F' contenant k, le
conoyau de Ag(Xr) — Albx (F) soit annulé par n(X).

Démonstration. L’énoncé (1) résulte de ’énoncé analogue pour la fleche
Ap(X) = Ag(X ) GetE/M)

pour K /k fini galoisien. Ce dernier se voit en utilisant les propriétés de ’application
norme Ag(Xr) — Ao(X). L'énoncé (2) est un théoreme de Roitman identifiant la
torsion de Ag(X) avec la torsion de Albx (k). On a donc une suite exacte

0— K — Ay(X) — Albx (k) — 0

avec K un Q-vectoriel, donc satisfaisant H!(G, K) = 0. La suite exacte de coho-
mologie galoisienne donne I’énoncé (3). L’énoncé (4) suit de (1) et (3).

L’énoncé (5) m’a été signalé par Bruno Kahn. On considére le corps E =
k(Albx). Soit n € Albx(E) le point générique. D’apreés I’énoncé (4), il existe un
entier N = n(X) et un zéro-cycle z de degré zéro dans Zy(Xg) tel que N(n — 0g)
soit image de z. Tout point de Albx(F') s’obtient par spécialisation & partir de
n € Albx (E). Ceci donne le résultat. O
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Sous I'hypothese que la k-variété X possede un point k-rationnel, ou du moins
possede un zéro-cycle de degré 1, on peut se poser les questions suivantes :

(a) L’homomorphisme Ay(X) — Ao(X)Y est-il surjectif ?

(b) Pour tout corps L contenant k, ’homomorphisme Ag(Xp) — Ag(X x; L)C*
est-il surjectif ?

(¢) L’homomorphisme Ag(X) — Albx (k) est-il surjectif ?

(d) Pour tout corps L contenant k, 'homomorphisme Ag(Xy) — Albx (L) est-il
surjectif 7

Dans ce texte, nous rassemblons des résultats divers sur ces problemes.

On donne des contre-exemples a la surjectivité parmi les variétés de Severi-Brauer
au-dessus d’une courbe, en particulier sur des corps “arithmétiques”, comme les
corps p-adiques ou le corps des réels.

On s’intéresse par ailleurs au cas ou le corps de base k est le corps C des complexes
et L varie parmi les corps de fonctions de variétés sur C. On considere tout par-
ticulierement le cas des solides X/C qui sont rationnellement connexes (Théoreme
4.3) et des hypersurfaces cubiques de dimension 3 (Théoreme 4.6).

2. FIBRATIONS

Soit k£ un corps de caractéristique zéro. Soit f : X — B un k-morphisme domi-
nant de k-variétés projectives et lisses géométriquement integres.

Lemme 2.1. Soit f : X — B un k-morphisme dominant de k-variétés projectives,
lisses, géométriquement integres, a fibre générique géométriquement intégre. Si pour
la fibre générique Z/k(B) de X — B le groupe Pic(Z) est de type fini, alors la fléche
fr: Pic%/k — Picg(/k est un isomorphisme, et la fleche f. : Albx — Albp est un
isomorphisme.
Démonstration. On voit immédiatement que la fleche f* : Pic(B) — Pic(X) a un
conoyau fini. On en conclut que la fleche f* : Pic% Ik Pic% /k st un épimorphisme.
Pour montrer que c’est un isomorphisme, on peut supposer k algébriquement
clos. On trouve un ouvert U C B et un morphisme fini étale V. — U tel que
X xpV — X xp U admette une section. On en déduit que Ker[Pic(B) — Pic(X)]
est de type fini. Donc Pic%/l€ — Picg(/k a un noyau fini. Toute classe z dans ce
noyau définit un élément de H} (B, u,) d’image nulle dans H}, (X, y,). Comme la
fibre générique est géométriquement integre, on a z = 0. O

Remarque 2.2. Silon a HY(Z,0z) = 0, la condition Pic(Z) de type fini est satis-
faite, car le groupe de Néron-Severi est un groupe de type fini.

J’avais démontré I’énoncé suivant dans deux cas particuliers : base Y une courbe,
ou X — Y schéma de Severi-Brauer, ce qui suffit pour certains des exemples donnés
plus bas. Je dois & Claire Voisin (6 octobre 2022) la démonstration du résultat
général.

Théoréme 2.3. (Voisin) Soient k un corps algébriquement clos de car. zéro. Soit
f: X = Y un k-morphisme de variétés projectives et lisses connexes. Si la fibre
générique de f est une variété rationnellement connexe, alors l'application f, :
Ag(X) = Ag(Y) est un isomorphisme.
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Démonstration. Par sections hyperplanes générales on peut trouver un plongement
fermé ¢ : Z C X projectif et lisse tel que la projection p : Z — Y obtenue par
composition Z C X — Y soit génériquement finie. Soit n > 1 son degré. Soit
U C Y ouvert non vide tel que p~1(U) — U soit fini étale et que les fibres de
Xy — U soient lisses. Elles sont alors rationnellement connexes. Tout zéro-cycle
sur X est rationnellement équivalent a un zéro-cycle a support dans Xy. Comme
tous les points fermés des fibres X, y € U(k) sont R-équivalents, on en conclut
que l'application i, : CHo(Z) — CHy(X) est surjective.
On a l'application p* : CHy(Y) — CHy(Z), et application composée

Y = Ty Op’k : CH()(Y) — CH()(Z) — CH()(X)

Pour P € Z,,y € U(k), le zéro-cycle nP est rationnellement équivalent sur X, au
zéro-cycle p~1(y). En utilisant le lemme de déplacement, on conclut que I’applica-
tion ¢ a son conoyau annulé par n.

Par ailleurs le composé de ¢ avec la projection CHy(X) — CHy(Y) coincide
avec le composé de CHy(Y) — CHy(Z) — CHy(Y), qui est la multiplication par
n. Donc le noyau de ¢ est annulé par n.

On obtient ainsi un homomorphisme 0z : Ao(Y) — Ao(X) (dépendant du choix
de Z C X) tel que la composition

Ao(Y) = Ao(X) = Ao(Y)

soit la multiplication par n et que le conoyau de 6z : Ap(Y) — Ap(X) soit an-
nulé par n. On en conclut que la fleche surjective f, : Ag(X) — Ap(Y) est un
isomorphisme aprées tensorisation par Q.

Plus précisément, soit z dans le noyau de f, : Ag(X) — Ag(Y). On sait que 'on
anz=0z(p) avec p € Ap(Y). Alors p est dans le noyau de n : Ag(Y) — Ag(Y).
Donc np =0 € Ag(Y). Donc n?z = 0z(np) =0 € Ag(X).

D’apres le lemme 2.1, la fleche Albx — Albpg est un isomorphisme. Le théoréme
de Roitman assure que le noyau des applications (fonctorielles) surjectives Ag(X) —
Albx (k) et Ag(Y) — Alby (k) est un Q-vectoriel. On conclut que le noyau de
Papplication Ag(X) — Ap(Y') est un espace vectoriel sur Q. Comme ce noyau est
de torsion, il est nul. (I

Remarque 2.4. Olivier Wittenberg m’indique que ce théoreme résulte aussi du
Lemme 2.3 de [W12].

Proposition 2.5. Soient B et X des k-variétés projectives, lisses, géométriqguement
connezes, et f : X — B un k-morphisme a fibre géométrique générique une variété
rationnellement conneze.

(a) Le morphisme f induit le diagramme commutatif suivant :

Ap(X) —= Ag(X)¢ — Albx (k)

f*l f*iN
Ap(B) —— AO(E)G —— Albp(k)

ot les deux fleches horizontales de droite sont des fléches surjectives a noyau uni-
quement divisible.

(b) Supposons que Ag(B) — Albp(k) est un isomorphisme. Alors Ayg(X) —
Albx (k) est un isomorphisme.

r
-
R
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(c) Supposons de plus que Ag(B) — Ao(B)® est un isomorphisme. Alors I’homo-
morphisme fi : Ao(X) — Ao(B) est surjectif si et seulement si [’homomorphisme
Ag(X) — Ag(X)¥ ~ Albx (k) est surjectif.

Démonstration. On utilise les lemmes 1.1, 2.1 et le théoreme 2.3. ([

Proposition 2.6. Soient C' une k-courbe projective, lisse, géométriqguement conneze,
et f: X — C un C-schéma de Severi-Brauer. Soit « € Br(C) la classe associée.

S’il existe un zéro-cycle z de degré zéro sur C tel que az) # 0 € Br(k), alors

Ap(X) = Ag(X) ~ Albx (k) n'est pas surjectif.

Démonstration. Pour toute courbe C' projective, lisse, connexe avec un k-point, les
flaches Ag(C) — Albo (k) et Ag(C) — Ag(C)Y sont des isomorphismes, et I’énoncé
analogue vaut sur tout corps contenant k.

On utilise la fonctorialité, sur les variétés projectives, de I'accouplement entre le
groupe de Chow des zéro-cycles et le groupe de Brauer.

Si z = fi(w), alors

a(z) =< z,a >c=< fi(w),a >c=< w, f*(a)x >= 0 € Br(k),

puisque f*(a) = 0 € Br(X). Donc f, : Ag(X) — Ap(C) n’est pas surjectif. La
proposition 2.5 (c¢) donne le résultat. O

Remarque 2.7. On peut formuler un énoncé sur une base B de dimension quel-
conque. Soient k un corps de car. zéro, B une k-variété projective, lisse, géométriquement
connexe, et f : X — B un B-schéma de Severi-Brauer. Soit o € Br(B) la classe
associée.

Soit F' = k(B). Supposons que Ay(Bz) — Albg(F) est un isomorphisme. Sup-
posons X (k) # 0 et a € Br(B) non nul. Alors Ag(Xr) — Ao(BF) n’est pas surjectif
comme on voit en appliquant a au point générique de B, et on a au moins I'une
des propriétés suivantes :

(i) Ao(BF) — Albp(F) n’est pas injectif.

(ii) Ag(Xr) — Albx (F) n'est pas surjectif.

Proposition 2.8. Soit C une k-courbe projective, lisse, géométriquement connexe.
Soit f: X — C un schéma de Severi-Brauer non trivial. Soit o € Br(C) la classe
associée. Supposons X (k) # 0. Soit F' un corps contenant k.

Dans chacun des cas suivants, lapplication Ag(Xr) — Ao(Xr)9F ~ Albx, (F)
n’est pas surjective.

(i) L’application fr : X(F) — C(F) n'est pas surjective.

(1) L’application d’évaluation

evqy : Ao(Cr) — Br(F)

n’est pas nulle.
(ii)) On a F = k(C) et la classe o € Br(C') n’est pas dans l'image de Br(k).

Démonstration. Si X (k) # () et on a ’hypothese (i), alors a prend au moins deux
valeurs différentes sur C(F), et (ii) est satisfait. On applique la proposition 2.6 sur
le corps F. Sous I'hypothese (iii), la classe a s’annule sur I'image d’un point de
X (k) et ne s’annule pas au point générique de C. On applique la proposition 2.6
sur le corps F' = k(C). O
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Corollaire 2.9. Soient k un corps p-adique et C/k une k-courbe connexe pro-
Jjective et lisse de genre au moins 1 avec C(k) # 0. Il existe alors un schéma de
Severi-Brauer X — C' tel que Uapplication Ag(X) — Ao(X)¢ ~ Albx (k) n’est pas
surjective.

Démonstration. Si k est un corps p-adique, on a la dualité de Tate et Lichtenbaum
[Li69]

Ap(C) x Br(C)/Br(k) = Q/Z
(groupe compact, groupe discret) que 'on peut encore écrire
J(k) x H*(k,J) — Q/Z.

Le groupe Ag(C) = J(k) n’est pas nul, ce groupe compact contient un sous-groupe
ouvert isomorphe a O,?, ou Oy, est 'anneau des entiers de k et g est le genre de la
courbe C. O

Corollaire 2.10. Soit C/R une R-courbe connexe projective et lisse telle que l’es-
pace topologique C'(R) posséde au moins deuzx composantes connexes. Il existe alors
un schéma de Severi-Brauer X — C tel que l’application Ag(X) — Ag(X)¢ ~
Albx (R) n’est pas surjective.

Démonstration. D’aprés Witt, pour P, Q € C(R) dans deux composantes distinctes,
il existe o € Br(C') prenant des valeurs non constantes sur C(R). O

Remarque 2.11. Par approximation, on peut donner des exemples sur un corps de
nombres.

Proposition 2.12. Soit f : X — Y wun morphisme de R-variétés projectives,
lisses, 4 fibre générique une variété rationnellement connexe. Supposons X (R) #
(0. Supposons que Uapplication induite sur les composantes connezxes mo(X (R)) —
mo(Y(R)) n'est pas surjective. Alors :

(i) L’application f.: Ag(X)/2 — Ao(Y)/2 n’est pas surjective.

(ii) S1Y est une courbe et si la fibre générique de f est une variété géométriquement
rationnellement conneze, alors Uapplication Ay(X) — Albx (R) n’est pas surjective.

Démonstration. D’apres [CTI81], on a un isomorphisme naturel
CHy(X)/2 ~ (Z/2)™X),

Ceci établit (i). L’énoncé (ii) résulte alors de la Proposition 2.5. O

Remarque 2.13. Lorsque k est un corps fini IF, 1a théorie du corps de classes supérieur
(K. Kato et S. Saito) montre que pour toute F-variété projective et lisse géométri-
quement connexe X, I'application Ag(X) — Albx (F) est surjective, Papplication
Ap(X) — Albx(F) est un isomorphisme, et I’application Ag(X) — Ag(X) est
surjective.

Lorsque k est un corps de nombres, c’est une conjecture de Bloch et Beilinson

que I'application Ay(X) — Albx (k) est un isomorphisme (c’est une conséquence
facile de [B184, p. 121, Conjecture]).
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3. VARIETES COMPLEXES AVEC UN ZERO-CYCLE UNIVERSEL

On donne ici des variations sur le theme de P'article [V24a] de C. Voisin, ot est
introduite la notion de zéro-cycle universel pour une variété projective et lisse sur
les complexes.

Soient X/C une variété projective et lisse, m € X(C) et Albx/C la variété
abélienne d’Albanese. Soit f : X — Alby le morphisme d’Albanese envoyant m sur
0 € Albx (C). Comme rappelé ci-dessus, ceci induit un homomorphisme

Ap(X) = Albx (C).
Le noyau de cet homomorphisme est uniquement divisible (théoréme de Roitman).

Proposition 3.1. Avec les notations ci-dessus, les conditions suivantes sont équi-
valentes :
(a) 1l existe un entier d > 0 tel que Uapplication

X(C)4 x X(C)? = Ap(X)

envoyant (x1,...,24); (Y1,-..,Yd) surla classe de x1 + -+ +xq—y1 — -+ — Yyq soit
surjective.

(b) 1l existe une courbe T'/C connexe, projective et lisse et un morphisme T — X
tels que Uapplication induite Ag(T') — Ao(X) est surjective.

(¢) La fléche surjective

Ap(X) = Albx (C)

est un isomorphisme.

(d) Pour tout corps algébriquement clos Q contenant C, la fleche surjective

Ao(Xa) — Albx (Q)
est un isomorphisme.

Démonstration. Supposons (c¢). Soit I' C X une courbe intersection complete de
sections hyperplanes de X. On a alors un isomorphisme Ay(I') ~ Albp(C) et, par un
théoreme de Lefschetz, une surjection Albp(C) — Albx (C). Si Ap(X) — Albx(C)
est un isomorphisme, alors Ag(I') — Ag(X) est surjectif. Ainsi (c¢) implique (b).

Que (b) implique (a) résulte immédiatement du cas X = I' pour laquelle le
résultat suit du théoreme de Riemann-Roch sur une courbe.

Que (a) implique (c¢) est un théoréme de Roitman [V02, Thm. 22.12].

L’énoncé (d) généralise (c). La C-variété X sécrit X = X xy, C avec kg C C un
corps de type fini sur Q. Pour F' variant parmi les corps extensions de kg, chacun des
foncteurs F' — CHo(Xo Xk, F') et F'+— Albx,(F) commute aux limites inductives,
et pour F C F’ les applications Albx,(F) — Albx,(F"') sont injectives. On en
déduit que (c¢) est équivalent & (d).

(I

Si les conditions équivalentes de la proposition 3.1 sont satisfaites, on dit (clas-
siquement) que le groupe de Chow des zéro-cycles de la variété projective et lisse
X/C est représentable.

Proposition 3.2. Considérons les énoncés :

(i) Pour tout corps F/C, Uapplication Ag(Xr) — Ao(X7)CF est surjective.

(i1) Pour tout corps F/C, Uapplication Ag(Xp) — Albx(F) est surjective.

(iii) Soit F = C(Albx). L’application Ao(Xp) — Albx (F) a le point générique
de Albx dans son image.
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La condition (i) implique (i), et la condition (i) est équivalente a (iii).
Si le groupe de Chow des zéro-cycles de X est représentable, alors les trois pro-
priétés sont équivalentes.

Démonstration. Comme conséquence du théoreme de Roitman sur la torsion du
groupe de Chow, on a vu que I'application Ag(X7)9F — Albx (F) est surjective.
Donc (i) implique (ii). Que (ii) implique (iii) est évident.

On montre que (iii) implique (i) par un argument de spécialisation. On trouve
un ouvert de Zariski non vide U C Albx tel que pour tout corps F'/C, I'ensemble
U(F) C Albx (F) soit dans I'image de Ao(Xr). Comme P’application

U(F) x U(F) = Albx (F)

donnée par la soustraction est surjective, ceci donne le résultat.
Montrons la derniere assertion. On a le diagramme commutatif

| l

Ao(X7)¢) —— Albx (F)9)

l |

Sous I’hypothese (ii), la fleche horizontale supérieure est surjective. La représen-
tabilité sous la forme (d) dans la Proposition 3.1 assure que les deux autres fleches
horizontales sont des isomorphismes. Comme les fleches verticales de droite sont des
isomorphismes, on conclut que la fleche Ag(Xp) — Ao(X7)C7 est surjective. [

Dans la terminologie de Voisin [V24b], si la propriété (ii) de la proposition 3.2
est satisfaite, on dit que la variété X possede un zéro-cycle universel paramétré par
Albx.

C’est par exemple le cas si X = C' est une courbe. Dans ce cas, pour tout corps
F/C, les fleches

Ao(CF) — Ao(CF)" — Albe(F)
sont, des isomorphismes.

Si X = A est une variété abélienne, alors on a encore que A possede un zéro-cycle
universel paramétré par A = Albx. Mais ici, si dim(A) > 2, le groupe de Chow des
zéro-cycles n’est pas représentable : la fleche Ay(A) — Albs(C) = A(C) n’est pas
un isomorphisme (cas particulier du théoréme de Mumford).

Voisin [V24b, Cor. 0.13, Cor. 2.1] donne des exemples de variétés M, et méme
de surfaces M, pour lesquelles il n’existe pas de zéro-cycle universel paramétré par
Albjs. En d’autres termes, pour F' = C(Albyy), la fleche Ag(Mp) — Albys(F) n'est
pas surjective, et la fleche Ag(Mp) — Ao(Mf)GF n’est pas surjective.

Question 3.3. Peut-on donner un exemple de variété projective et lisse M sur C
dont le groupe de Chow des zéro-cycles de M est représentable, c’est-a-dire que

alb: Ag(M) — Alby(C)

est un isomorphisme (et donc H'(M,Opr) = 0 pour i > 2), mais il existe un corps
F/C avec
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non surjectif ¢

Remarque 3.4. On peut donner des exemples de variété X projective et lisse sur
C et de corps F/C avec Ap(X) = 0 mais Ag(Xp) # 0, par exemple une surface
d’Enriques.

Pour X — Y un schéma de Severi-Brauer, et plus généralement pour X — Y un
morphisme dominant & fibre générique géométrique rationnellement connexe, on a
un isomorphisme Alby ~ Alby (lemme 2.1).

Pour Y possédant un zéro-cycle universel paramétré par Alby, dans [V24a],
Voisin examine la question s’il existe pour X un zéro-cycle universel paramétré par

Ale ~ Alby

Lemme 3.5. Soit X =Y X¢ Z un produit pointé de variétés projectives et lisses.
Pour tout corps F/C, I’lhomomorphisme

Ao(XF) — Albx<F)
est surjectif si et seulement si il 'est pour Y et pour Z.

Démonstration. Cela résulte de la fonctorialité covariante de 'application Ag(Xp) —
Albx (F') et du fait que la variété d’Albanese d’un produit est le produit des variétés
d’Albanese. O

Lemme 3.6. Si X et Y sont deux variétés projectives, lisses sur C, stablement
birationnelles entre elles, X admet un zéro-cycle universel sur X paramétré par
Albx st et seulement si il en est de méme de Y.

Démonstration. Un k-morphisme p : Z — X de C-variétés projectives et lisses
géométriquement intégres induit pour tout corps F//C un carré commutatif

| |

Pour Z = P” x¢ X et la projection sur X, et lorsque Z — X est un morphisme bi-
rationnel, on sait que les fleches horizontales sont des isomorphismes. Par résolution
des singularités on est ramené a ces deux cas. O

Proposition 3.7. Soit A = J(C) est la jacobienne d’une courbe projective et lisse
C. Soit X — A un morphisme dominant & fibre générique géométrique rationnel-
lement connexe. Pour tout corps F/C, l'application

AO(.XF) — Albx(F)
est surjective.

Démonstration. Le cas C' = P! est clair. Supposons C' de genre au moins 1. Par
translation, on peut supposer que l’on a un plongement C' — J(C) = A tel que la
restriction de X — A au-dessus du point générique de C est une variété projective et
lisse géométriquement integre rationnellement connexe. Par le théoréeme de Graber-
Harris-Starr (ou par le théoreme de Tsen si X — A est un schéma de Severi-Brauer),
la projection Y := X¢o — C admet une section rationnelle. Comme C' est une
courbe lisse et le morphisme Y — C' est propre, toute telle section rationnelle est
un morphisme.
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Pour tout corps F//C, on a le diagramme commutatif suivant

| | l

Ag(C)(F) —— Ag(Ap) —— Albu(F)

La fleche composée Ag(C)(F) — Ag(Ar) — Alba(F) = Albe(F) est un iso-
morphisme. La fleche Albxy — Alb4 est un isomorphisme (lemme 2.1). La fleche
Ao(Yr) = Ao(C)(F) est surjective puisque le morphisme ¥ — C admet une sec-
tion. On conclut que la fleche Ag(Xp) — Albx (F') est surjective. O

En combinant le lemme 3.5, le lemme 3.6 et la proposition 3.7, on obtient la
proposition suivante, légeére généralisation de [V24a, Prop. 1.7].

Proposition 3.8. Si une variété projective et lisse Y est facteur direct biration-
nel d’un produit de courbes et de jacobiennes de courbes, et si f : X — Y est un
morphisme projectif dominant de variétés lisses a fibre générique géométrique ra-
tionnellement connexe, alors la variété X posséde un zéro-cycle universel paramétré
par Albx ~ Alby .

4. SOLIDES RATIONNELLEMENT CONNEXES SUR LES COMPLEXES

On donne ici des variations sur le theme de la section 2 de larticle [V24b] de
Voisin.

Soit X/C une variété connexe, projective et lisse. Pour tout corps F/C on note
A*(Xp) == CH*(XF)ay C CH?*(XF) le sous-groupe formé des classes de cycles
de codimension 2 dont I'image dans CH? (X%) est algébriquement équivalente &
zéro. Etant donné une variété connexe, projective et lisse M/C et un cycle Z de
codimension 2 sur M x X, pour tout corps F'/C, on a une application induite

Oz : CHy(Mp) — CH?*(XF)

et donc une application Ag(Mp) — A?(Xp) fonctorielle en F/C. On note ici
Ao(Xp) C CHo(XF) le sous-groupe des classes de zéro-cycles de degré zéro. On a
par ailleurs 'homomorphisme Ag(Xp) — Albas(F), qui est fonctoriel en F/C.

Généralisant des travaux de Murre, Bloch, Srinivas, Voisin [V24b, Cor. 0.9]
montre ! :

Théoréme 4.1. Soit X/C un solide projectif et lisse rationnellement connezxe. I
existe une surface projective et lisse S et un cycle Z de codimension 2 sur S x X
qui, pour tout corps F/C, induit un homomorphisme Ay(Sg) — A*(X%) Galois-
équivariant qui se factorise par Uapplication d’Albanese de S :

Ao(Sz) — Albg(F) — A%(X7),

Uapplication Albs(F) — A?(X) étant un isomorphisme Galois équivariant.

1. Pour ’aspect fonctoriel en le corps F', voir les travaux de Achter, Casalaina-Martin et Vial
[ACMV23].
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On a donc un diagramme commutatif
Ao(87) —— Albs(F) —— A*(X7)
Ao(S7)¢ — Albg(F)“ = A%(X%)C
Ao(Sr) — Albs(F) A*(XF)

Ao(Sr) A%(XF)

Via lisomorphisme Albg(F) ~ A?(X%), ce diagramme induit un homomor-
phisme 0 : A?2(Xp) — Albx(F), et le composé Ag(Sr) — A%(Xp) — Albx(F)
est égal a la fleche Aog(Sp) — Albx(F'), comme on voit en composant avec les
injections dans A?(X%)¢.

Remarque 4.2. Tl n’y a pas de raison a priori pour que la fleche Ag(SF) — A?(XF)
se factorise via 'homomorphisme Ay (Sp) — Albg(F). La fleche 6 n’est a priori ni
surjective ni injective.

Théoréme 4.3. Soit X/C un solide projectif et lisse rationnellement conneze.
Soient S/C et Z/C comme ci-dessus. Supposons que 'on a Br(X) = 0. Soit F/C
un corps.

L application A*(Xp) — A*(X%) est injective.

Considérons les hypothéses suivantes.

A) L’application Ag(Sr) — Albg(F) est surjective.

(B) L’application 6 : A%(Xr) — Albg(F) est un isomorphisme.

(C) L application A*(Xp) — A%(X7)% est un isomorphisme.

(D) L’application CH*(Xr) — CH*(X%)€ est un isomorphisme.

(E) On a H3(F,Q/2(2)) = H3,(F(X)/F,Q/7(2)).

On a les implications suivantes

o (A) implique (B)

e (B), (C) et (D) sont équivalents

e Chacune des hypothéses précédentes implique (E).

Démonstration. Pour X/C rationnellement connexe, le module galoisien Pic(X4)
est un réseau avec action triviale de Gpg. Si de plus X est de dimension 3, alors
H3 (X#,Q/Z(2)) = 0 [CTV12, Cor. 6.2]. Pour X rationnellement connexe de di-
mension 3 avec Br(X) = 0, le corollaire 4.2 de [CT15] donne donc d’une part une
injection

CH*(Xp) — CH*(X%),
et donc une injection

A (Xp) — A*(Xp)

d’autre part une injection

Hy (F(X)/F,Q/Z(2))/H*(F,Q/Z(2)) < Coker[CH?*(Xp) — CH*(X7)].
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On a les suites exactes compatibles
0— A%(X) - CH*(X) - NS*(X) = 0
0 = A*(Xp) — CH*(Xp) — NS*(Xr) = 0
0 — A*(X7) — CH?*(X%) — NS?*(X%) — 0.

Pour X comme ci-dessus, application NS?(X) — NS?(X
[CT15, Prop. 5.1 (iv)], donc 'application NS?(Xr) — NS
Ainsi les conoyaux de

) est un isomorphisme
(X7)97 est surjective.

iy

A*(Xp) = A*(X7)°

et de
CH*(XF) — CH*(X%)“
coincident.
La démonstration des implications du théoréme suit alors de la considération du
diagramme suivant le théoreme 4.1. O

Remarque 4.4. Les hypotheses “(C) pour tout F/C” ou “(D) pour tout F/C” sont
des versions de I’hypothese : “ La variété X possede un cycle de codimension deux
universel” dans le contexte de Voisin [V15] (voir [CT15, §5.2]. L’équivalence des
conditions “(B) pour tout F/C” et “(E) pour tout F'/C” dans ce cadre est [V15,
Cor. 3.3]). Des énoncés dans un cadre plus général sont [V15, Thm. 1.10, Thm. 3.1]
et [CT15, Thm. 5.4].

Remarque 4.5. Comme établi dans [V15, Thm. 1.9, Cor. 1.11], il existe des solides
rationnellement connexes X avec Br(X) = 0 pour lesquels il existe un corps F' tel
qu’aucune des propriétés (A), (B), (C), (D), (E) ne valent. Cette remarque est une
variante de [V24b, Cor. 0.14, Cor. 3.1].

Pour les hypersurfaces cubiques lisses dans P¢4:7 un couple (S, Z) comme dans le
théoréeme 4.1 est bien connu.

Théoréme 4.6. Soit X C P{ une hypersurface cubique lisse. Soit S/C la surface
de Fano des droites tracées sur X et Z C S X¢c X la correspondance associée. Soit
F/C un corps. Avec les notations ci-dessus, les énoncés suivants sont équivalents.

(A) L’application Ayg(Sp) — Albg(F) est surjective.

(B) L’application A?>(Xr) — Albg(F) est un isomorphisme.

(C) L application A*(Xr) — A%(X%)C est un isomorphisme.

(D) Lapplication CH*(Xr) — CH*(X5)€ est un isomorphisme.

(E) On a H3(F.Q/Z(2)) = H3,(F(X)/F,Q/Z(2)).

Démonstration. Soit donc Z C S x X la variété d’incidence des droites contenue
dans X. Soit p: Z — S et ¢: Z — X. On a une application g, o p* : Ag(Sr) —
A%(XF) et un isomorphisme p, o ¢* : CH?*(X)ay — Pic’(S). D’ott une application
Ap(S) — Pic’(S) qu'on peut composer avec I'isomorphisme Picy ~ Albg ([H23,
Chap. 5, §3]). Voir aussi [CTP18, §2B]. Mingmin Shen [MSh, Thm. 1.7, Thm.
4.1] a établi le résultat remarquable suivant : pour tout corps F/C, lapplication
Ao(Sr) — A%(XF) est surjective. Ceci montre que (B) implique (A).

Pour X/C une hypersurface cubique lisse dans Pé, on a Br(X) = 0, et l'on
sait que pour F/C un corps, on a H3 (F(X),Q/Z(2)) = 0 [CTV12, Cor. 6.2],
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[CTV12, Thm. 8.1, Cor. 8.2]. Il résulte alors de [CT15, Lemme 5.7, Thm. 5.8] avec
la correction [CT19, thm. 2.1] que l'on a

H} (F(X),Q/Z(2))/H?(F,Q/Z(2)) ~ Coker[CH*(X) — CH*(X7)“].

Ainsi (E) implique (D).
Les autres implications ont été établies dans le théoréeme 4.3. ([

Corollaire 4.7. Soit X C Pé une hypersurface cubique lisse. Soit F/C un corps
de fonctions d’une variable. Alors toutes les propriétés du théoréme 4.3 valent pour

Xp.

Démonstration. Pour F et X comme dans I’énoncé, on a établi dans [CTP18, Thm.
1.2] que 'on a H3 (F(X)/F,Q/Z(2)) = 0. QED O

Remarque 4.8. 11 existe une surface projective et lisse Y/C et un corps de fonctions
d’une variable F'/C pour lesquels I'application Ag(Yr) — Alby (F') n’est pas surjec-
tive. C. Voisin vient de donner un tel exemple. On part d’une variété X qui est un
solide double quartique tres général avec 7 points singuliers ordinaires, qui comme
montré dans [V15] n’a pas de cycle de codimension deux universel. La jacobienne
intermédiaire J de X est une variété abélienne principalement polarisée de dimen-
sion 3, c’est la jacobienne d’une courbe I' de genre 3. On utilise [V24b, Cor. 0.9].
On prend Y = S une surface comme dans le théoreme 4.1 ci-dessus, avec Albg = J.
On prend pour F' le corps C(T"). On montre que le plongement de I'" dans J donne
un point de Albg(F) qui n’est pas dans 'image de Ag(SF).

Remarque 4.9. Soit X comme dans le théoreme 4.3. Si X est stablement rationnelle,
ou rétractilement rationnelle, ou simplement universellement C Hy-triviale, i.e. deg :
CHy(XF) — Z est un isomorphisme pour tout corps F/C, alors
HP(F,Q/Z(2)) = H,,(F(X)/F,Q/Z(2))

et toutes les propriétés du théoréme valent pour tout corps F/C. On ne connait
pas d’exemple d’hypersurface cubique lisse dans P pour laquelle les propriétés du
théoreme 4.6 sont en défaut. On sait qu’il existe des hypersurfaces cubiques lisses
dans Pé qui sont universellement C Hy-triviales, par exemple la cubique de Fermat.
Pour de telles hypersurfaces cubiques lisses, la surface de Fano S des droites a donc
la propriété remarquable que pour tout corps F'/C, 'application Ag(Sr) — Albg(F)
est surjective : la surface de Fano S possede un zéro-cycle universel paramétré par
Albg.

Je remercie Federico Scavia, Claire Voisin et Olivier Wittenberg pour leurs re-
marques sur cet article.
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