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Résumé. —  Browning et Matthiesen ont récemment démontré le prin-
cipe de Hasse et I’approximation faible pour une certaine classe de variétés
algébriques. Skorobogatov a utilisé ce résultat pour montrer que sur une
deuxieme classe, plus large, de variétés, les points rationnels sont denses dans
I’ensemble de Brauer-Manin. On consideére ici une troisieme classe de variétés,
intermédiaire entre la premiere et la seconde, pour laquelle on établit, de fagon
purement algébrique, que le groupe de Brauer non ramifié¢ est trivial. Le
résultat de Skorobogatov donne alors le principe de Hasse et 1’approximation
faible pour ces variétés.

1. Un calcul algébrique

Soient & un corps, K = k une cloture séparable de k et G = Gal(K/k) le
groupe de Galois absolu. Pour toute k-variété X, on note X = X X, K.
On a la proposition bien connue (cf. [CTS, (1.5.0)]) :

Proposition 1.1. — Pour toute k-variété X, on a une suite exacte naturelle
0 — HY(G,K[X]*) = Pic X — (Pic X)) — H*(G, K[X]*) —
Ker[BrX — BrXg] — H'(G,Pic Xg)

C’est la suite exacte des termes de bas degré de la suite spectrale de
Hochschild-Serre pour le faisceau G, pour la topologie étale, et le revétement
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Soient L;(x1,...,2,), ¢ = 1,...,m des formes linéaires a coefficients
dans k, linéairement indépendantes deux a deux, et soient K;/k, i =
1,...,m, des k-algebres finies étales.

Soit Y la k-variété affine définie par le systeme d’équations affines

Li(z1,...,2,) = Normg, x(5;), i = 1,...,m.

Ici =; varie dans la k-variété R, /;CA1 définie par la restriction a la Weil de
K; a k de la droite affine Aj .

Soit p : Y — A} la projection sur I’espace affine de dimension n définie
par les coordonnées (x1,...,x,). Soit F' C A™ le complémentaire de la
réunion des fermés de codimension 2 définis par L; = L; = 0, ¢ < j. Soit
U C A} 'ouvert complémentaire de F' et soit X = Y;; C Y I'ouvert image
inverse de U dans Y.

Proposition 1.2. — (i) La k-variété X est lisse et géométriquement intégre.

(ii) Toute fonction inversible sur X est constante : k* = k[X]*.

(iii) Le groupe de Picard Pic X est nul.

(iv) Pour toute compactification lisse Z de X, le groupe de Picard Pic Zg
est un G-réseau de permutation.

(v) Supposons k de caractéristique zéro. Pour toute k-variété Z projective,
lisse, géométriquement integre k-birationnelle a Y, ’appplication naturelle
de groupes de Brauer Brk — BrZ est un isomorphisme.

Démonstration. — Pour les fonctions inversibles, on a k[X]* = (K[X]*)°.
Le théoreme 90 de Hilbert donne H'(G, K*) = 0. En utilisant la proposi-
tion 1.1, on voit que pour établir les €énoncés (i), (ii) et (iii) on peut se limiter
au cas k = K séparablement clos, ce que nous supposons jusqu’a nouvel
ordre.

Chaque norme Normyg, /x(Z;) est alors un produit de variables indépen-
dantes :

NormKi/k(Ei) = H Ei,r-
rel;

Au-dessus de 'ouvert V. C U C Aj} défini par [[, L; # 0, la fibration
p: Xy — V est clairement lisse, les fibres sont des tores. Plus précisément,
pourz=1,...,m,ona

= =—1
=il —Li(xla-"vxn)' | | —ir
rel;, r>1

si bien que Xy est le produit de V' C Aj} et d’un k-tore de groupe des ca-
racteres ayant pour base les =;, pour » > 1. Il est alors clair que I’on a
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Pic Xy = 0. Le groupe des fonctions inversibles sur Xy est engendré par les
L; etles =;,, ou, pour ¢ donné, r varie dans I;. Il est donc engendré par les
=i Ces €éléments sont indépendants multiplicativement.

Comme L; n’est pas identiquement nul, la k-variété définie par

Li(zy,...,2,) = Normg, /x(Z1)

est isomorphe a un espace affine, donc integre et lisse sur k. La projection de
la variété définie par

0# Li(z1,...,2,) = Normg, /k(Z;), © = 2,...,m,
sur A7 est un morphisme lisse. La k-variété X; C X définie par les équations
Ly(z1,...,zn) = Normg, k(1)

0# Li(z1,...,2,) = Normg, /k(Z;), t = 2,...,m,
On voit aisément qu’elle est integre. Définissant X,;, pour chaque 7 =
2,...,m de facon analogue a X7, on voit que la k-variété X, qui est la
réunion des ouverts X;, est une k-variété lisse (cf. [Sk1l, Lemma 4.4.5]).
Notons A, , le diviseur de X défini par =, , = 0, qui est inclus dans L; = 0.
Un élément f € k[X]* produit d’éléments E?;r avec I’'un des n;,, € Z non
nul n’est pas inversible. Ceci établit £* = k[X]*.

Le complémentaire de Xy dans X est la réunion des diviseurs A, ,, et
chacun d’eux est principal sur X. Comme on a Pic Xy, = 0, ceci implique
Pic X = 0.

Sur tout corps k, désormais quelconque et de cloture séparable K, on a
donc établi les points (i) a (iii), et la suite exacte de la proposition 1.1 donne
de plus un isomorphisme :

Brk = Ker[BrX — BrXg].

Pour Z comme en (iv), le groupe Div,Zx des diviseurs a support
dans le complémentaire de X dans Zx est un G-réseau de permutation
(possédant une base globalement respectée par 1’action de (), et ce groupe
est G-isomorphe a Pic Zx, comme le montre la suite exacte

K[Z]* — K[X]* — DiveZxg — Pic Zx — Pic Xk.
Ceci établit (iv).

On a vu plus haut que I'ouvert Xy de X est le produit d’un ouvert de
% et d’un K-tore. La K-variété Xy est donc K -birationnelle a un espace
projectif.
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Supposons désormais k£ de caractéristique zéro. Soit Z une k-variété
propre, lisse, géométriquement integre k-birationnelle a X. Il existe donc
un ouvert W C X contenant tous les points de codimension 1 de X et un
k-morphisme birationnel f : W — Z, d’ou I’on déduit par les propriétés
standards du groupe de Brauer des injections BrZ — DBrW (lissité des
k-variétés), puis BrX — BriW (pureté pour le groupe de Brauer en ca-
ractéristique zéro, [Gr, §6]), donc BrZ — BrX. L’invariance birationnelle
du groupe de Brauer en caractéristique zéro [Gr, §7], sa nullité sur I’espace
affine A, en caractéristique zéro et la K -rationalité de la K -variété propre et
lisse Zx donnent BrZx = 0. On a donc

BrZ = Ker[BrZ — BrZg| — Ker[BrX — BrXg],

et comme la fleche Brk — Ker[BrX — BrXk]| est un isomorphisme, il en
résulte que la fleche Brk — BrZ est un isomorphisme, ce qui établit (v). [

Remarque 1.1. — Le calcul ci-dessus est une généralisation du calcul fait au
Lemme 2.6.1 de [CTS].

2. Application arithmétique

Le calcul du paragraphe précédent a €t€ motivé par le théoreme 1.3 de
I’article [BM] de T. Browning et L. Matthiesen. Pour toute (Q-variété définie
par un systéme

0# Li(x1,...,2,) = Normg, o(5;), i =1,...,m

comme a la proposition 1.2, les algebres K; étant de plus supposées étre des
corps, les auteurs montrent que le principe de Hasse et I’approximation faible
valent pour les points rationnels. Il ne saurait donc y avoir d’obstruction de
Brauer-Manin associée au groupe de Brauer d’une compactification lisse.

On et pu difficilement imaginer un tel théoreme si le groupe de Brauer
d’une telle compactification n’avait pas été réduit au groupe de Brauer du
corps de base, ce qu’établit la proposition 1.2.

A. Skorobogatov [Sk2] a récemment combiné la théorie de la descente et
le théoreme de Browning et Matthiesen. Il a ainsi établi que 1’obstruction de
Brauer-Manin est la seule obstruction au principe de Hasse pour certaines
variétés plus générales que celles considérées par Browning et Matthiesen.
La conjonction de [Sk2, Prop. 3.5] et de la proposition 1.2 ci-dessus donne
I’énoncé suivant, qui étend directement celui de Browning et Matthiesen.
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Théoréme 2.1. — Soient L;(x1,...,x,), i = 1,...,m des formes linéaires
a coefficients dans Q, linéairement indépendantes deux a deux, et soient
K;/Q, i1 = 1,...,m, des Q-algebres finies étales, c’est-a-dire des produits
d’extensions finies de Q.

Soit Y la Q-variété affine définie par le systeme d’équations affines

0# Li(z1,...,2,) = Normg, x(5;), i = 1,...,m.

Ici Z; varie dans la Q-variété Ry, oA' définie par la restriction a la Weil de
K; a Q de la droite affine Aj .

Le principe de Hasse et I’approximation faible valent pour les points ra-
tionnels de Y . O

Ce travail, stimulé par un séjour a I’Institut Hausdorff a Bonn en avril
2013, a bénéficié¢ d’une aide de I’ Agence Nationale de la Recherche portant
la référence ANR-12-BLO01-0005.
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