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Résumé. Tout groupe réductif connexe G sur un corps k (de caractéristique nulle) peut s’ écrire
commeun quotientH/S, oùS est unk-toreflasquecentral dansunk-grouperéductif H ex-
tension d’un k-torequasitrivial par un k-groupesemisimplesimplement connexe. De telles
présentations deG permettent de simplifier l’ étude du groupeG(k) des points rationnels
deG, de la cohomologie galoisienne deG et du groupe de Brauer d’une compactification
lissedeG.
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Flasque resolutions for connected reductive algebraic groups

Abstract. A connected reductive group G over a (characteristic zero) field k may be written as a
quotientH/S, where thek-groupH isan extension of a quasitrivial torusby a simply con-
nected group, and S is a flasquek-torus, central inH. Such presentationsG = H/S lead
to a simplified approach to the Galois cohomology of G and related objects, such as the
Brauer group of a smooth compactification of G. When k isa number field, onealso recov-
ers known formulas, in terms of S, for the quotient of the groupG(k) of rational points by
R-equivalence, and for the abelian groups which measure the lack of weak approximation
and the failureof theHasseprinciple for principal homogeneous spaces.
c© 2004 Académiedes sciences/Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS

Sur un corps de nombres, une série de travaux importants a établi pour les groupes semisimples sim-
plement connexes les propriétés suivantes. Ils satisfont l’approximation faible, leurs espaces principaux
homogènes satisfont le principe de Hasse, leur nombre de Tamagawa est égal à 1. Dans presque tous les
cas, on aaussi établi que laR-équivalence [6] sur lesk-points d’un tel groupeest triviale.

Ces propriétés ne valent en général pas pour un groupe réductif connexe quelconque. Pour mesurer le
défaut decespropriétés, on utilise lacohomologiegaloisiennepour comprendrecequi sepasselorsquel’on
passe d’un tel groupeG au groupe semisimple simplement connexeGsc revêtement universel du groupe
dérivéGder deG. Cegenrede travail a été fait par Sansuc [10], par Borovoi [1] et par Gille [8].
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On trouve dans ce contexte deux méthodes dans la littérature, celle des revêtements spéciaux (cf. [10] et
[8]) et celledesz-extensions(cf. [1] et [3]). Dansun travail récent [4], j’ai introduit unetroisièmeméthode,
celle des résolutions flasques des groupes réductifs – qu’on n’avait jusqu’ ici définies et utilisées que pour
les tores algébriques ([6], [11]). Je montre ici comment ces résolutions permettent d’obtenir de façon plus
directe des résultats de Sansuc, Borovoi, Gille, Kunyavskiı̌, en particulier des résultats de [3], qui a inspiré
leprésent travail. Les démonstrations des résultats annoncés feront l’objet d’unepublication ultérieure.

Soient k un corps ks une clôture séparable et g = Gal(ks/k). Pour simplifier les énoncés, dans toute la
note on supposera k de caractéristique nulle. La cohomologie utilisée dans cet article est la cohomologie
galoisienne. Un k-tore T est un k-groupe algébrique linéaire qui, sur ks, devient isomorphe à un produit
de groupes multiplicatifsGm. On noteT ∗, resp. T∗, le groupe des caractères, resp. des cocaractères, deT .
Cesont desmodulesgaloisiensde typefini, libressur Z. Un tel modulegaloisienM est dit depermutation
s’ il possède une base sur Z respectée par g ; il est dit flasque, resp. coflasque, si pour tout sous-groupe
ouvert h ⊂ g le groupe de cohomologieH1(h,HomZ(M,Z)), resp. H1(h,M), est nul. Un k-tore est dit
quasitrivial, resp. flasque, resp. coflasque, si son groupedecaractèresest depermutation, resp. flasque, resp.
coflasque. Si X est unevariétésur un corpsk et F est uneextension dek, on noteXF leF -schémaX×kF .
On noteXs = X ×k ks.

1. Groupes r éductifs quasitr iviaux et r ésolutions flasques

PROPOSITION 1.1. – Pour un k-grouperéductif connexeH, lespropriétéssuivantessont équivalentes :
(i) Lek-groupeH est extension d’unk-torequasitrivial par unk-groupesemisimplesimplement connexe.
(ii) LegroupedérivéHder deH est simplement connexe, et legroupedescaractèresdeHs est un module

depermutation.
(iii) LegroupedePicard deHs est nul, et legroupedescaractèresdeHs est un moduledepermutation.
On diraqu’un tel groupeest un groupe réductif quasitrivial.

Le théorèmesuivant [4] généraliseun résultat bien connu pour lesk-tores algébriques ([6], [11]).

THÉORÈME 1.2. – Pour tout k-groupe réductif connexeG, on peut trouver une extension centrale de
k-groupes 1→ S → H → G→ 1, avecH extension d’un k-tore quasitrivial par un k-groupe semisimple
simplement connexe, et S un k-toreflasque.

On diraqu’une tellesuite1→ S → H → G→ 1 est une résolution flasquedu groupeG. On apour ces
résolutions lapropriété depresqueunicité suivante.

PROPOSITION 1.3. – Soient 1 → S → H → G → 1 et 1 → S1 → H1 → G → 1 deux résolutions
flasques du k-groupe réductif G. Alors

(i) Il existeun k-isomorphismedek-groupes algébriquesS ×k H1 ' S1 ×k H.
(ii) Il existedesmodulesdepermutationP ∗ et P ∗1 et un isomorphismedemodulesgaloisiensS∗⊕P ∗1 '

S∗1 ⊕ P ∗.

2. Résolutions flasques et torseurs universels

THÉORÈME 2.1. – Soit X une k-compactification lisse d’un k-groupe réductif connexeG. Soit S0 le
k-tore de groupe des caractères le module galoisien le groupe de Picard Pic(Xs). Soit T → X un torseur
universel [7] sur X, defibre trivialeen l’ élément neutre ε deG(k). C’est un torseur sousS0. Alors :

(i) L’ouvert TG = T ×X G ⊂ T possède une structure de k-groupe algébrique connexeH tel que la
projection TG → G soit un homomorphismesurjectif H → G denoyau (central) lek-toreS0.

(ii) La suite exacte dek-groupes 1→ S0 → H → G→ 1 est une résolution flasque deG : lek-groupe
H est un groupe réductif quasitrivial et lek-toreS0 est flasque.

La démonstration de ce résultat utilise le théorème de Borovoi et Kunyavskiı̌ [3] selon lequel le module
galoisien S∗0 = Pic(Xs) est flasque.
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Résolutions flasques des groupes réductifs connexes

3. Résolutions flasques et complexes deBorovoi

Soit 1 → S → H → G → 1 une résolution flasque du k-groupe réductif connexeG, avecH extension
d’un k-torequasitrivial P par lek-groupesemisimplesimplement connexeHder. On adonc un homomor-
phisme induit S → P . Le groupe dérivéHder deH s’ identifie au revêtement simplement connexeGsc

deGder. Soit T un k-tore maximal dansG. On noteT sc le k-tore image réciproque deT dansGsc via la
flèche composéeGsc → Gder ↪→ G. Le complexe de k-tores utilisé par Borovoi [1] (en caractéristique 0)
pour définir sacohomologieabélianiséeest [T sc → T ]. (On placeT sc en degré−1 et T en degré0.)

PROPOSITION 3.1. – (i) Lecomplexedek-tores [T sc → T ] est quasiisomorpheau complexedek-tores
[S → P ].

(ii) Le complexe de modules galoisiens [T ∗ → T sc∗] est quasiisomorphe au complexe de modules ga-
loisiens [P ∗ → S∗].

Borovoi [1] a défini des groupes de cohomologie abélianisée H0
ab(k,G) et H1

ab(k,G) et des applica-
tionsG(k) → H0

ab(k,G) et H1(k,G) → H1
ab(k,G). La proposition ci-dessus donne des isomorphismes

H0
ab(k,G) ' H0(k, [S → P ]) et H1

ab(k,G) ' H1(k, [S → P ]). Le groupeH0(k, [S → P ]) admet pour
quotient le groupeH1(k, S). On aH1(k, [S → P ]) ' Ker[H2(k, S) → H2(k, P )]. On peut gager que
les applicationsG(k) → H0

ab(k,G) et H1(k,G) → H1
ab(k,G) définies par Borovoi sont ainsi reliées aux

applications déduites de lacohomologiegaloisiennede la résolution flasque1→ S → H → G→ 1.

4. Résolutions flasques et groupe fondamental des groupes r éductifs

Soient T ⊂ G comme ci-dessus. Le groupe fondamental π1(Gs) deG est le module galoisien conoyau
de laflèchedecocaractèresT sc∗ → T∗. Cettedéfinition est indépendantedu choix deT (Borovoi [1]).

PROPOSITION 4.1. – Un k-grouperéductif connexeest quasitrivial si et seulement si son groupe fonda-
mental π1(Gs) est un moduledepermutation.

PROPOSITION 4.2. – Une résolution flasque 1 → S → H → G → 1, avec H extension d’un k-tore
quasitrivial P par un k-groupesemisimplesimplement connexe, induit une résolution coflasquedu module
galoisien π1(Gs), à savoir la suite exacte 0 → S∗ → P∗ → π1(Gs) → 0, où S∗ est un module galoisien
coflasqueet P∗ est un moduledepermutation.

C’est par le biais d’une telle résolution coflasque de π1(Gs), qu’on peut trouver a priori, que Borovoi
et Kunyavskiı̌ [3] définissent le module galoisien S∗ (à addition près d’un module de permutation). Ils
établissent les isomorphismes des énoncés 5.1, 6.2 et 6.3 ci-après.

5. GroupedeBrauer d’unecompactification lisse

THÉORÈME 5.1. – Soient G un k-groupe réductif connexe, 1 → S → H → G → 1 une résolution
flasquedu k-groupeG et X unek-compactification lissedeG. Alors Br(X)/Br(k) ' H1(k, S∗).

Ceci résultedes énoncés 1.3 et 2.1. Combinant 3.1 et 5.1, on retrouveune formulede [2].

6. Cohomologiegaloisiennedes groupes r éductifs

Soit G un k-groupe réductif connexe. Soit 1 → S → H → G → 1 une résolution flasque de
G, avec H extension d’un k-tore quasitrivial P par un k-groupe semisimple simplement connexe. Ces
donnéesfournissent un homomorphismeG(k)→ H1(k, S) et uneflèched’ensemblespointésH1(k,G)→
Ker[H2(k, S)→ H2(k, P )].

PROPOSITION 6.1. – Soit 1 → S → H → G → 1 une résolution flasque d’un k-groupe réductif
connexeG.

(i) Cette résolution flasque induit unesuiteexacteH(k)/R→ G(k)/R→ H1(k, S)→ H1(k,H).
(ii) Lequotient deG(k)/R par l’ imagedeH(k) nedépend pas de la résolution flasquedeG.
(iii) Si k est un corps de typefini sur lecorps premier, alorscequotient est fini.
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Les deux théorèmes suivants, variantes de [3], généralisent des résultats de [6], [11], [10], [8], [9], [5].

THÉORÈME 6.2. – Supposonsquek est dedimension cohomologique≤ 2 et quesur touteextension finie
de k, indice et exposant des algèbres simples centrales cöıncident. Supposons en outre que la dimension
cohomologique de l’extension abélienne maximale de k est ≤ 1. Une résolution flasque 1 → S → H →
G→ 1 d’un k-grouperéductif connexeG induit un isomorphismeG(k)/R ' H1(k, S) et unebijection de
H1(k,G) avec Ker[H2(k, S)→ H2(k, P )].

La démonstration utilise des résultats de [9] et [3]. Les hypothèses sur le corps k assurent en particulier
que la conjecture II de Serre vaut (cf. [5]). Elles sont satisfaites dans chacun des cas suivants : k est un
corpsp-adique; k est un corps de nombres totalement imaginaire; k est le corps des fractions d’un anneau
local intègre strictement hensélien de dimension 2 et de corps résiduel de caractéristique 0. Un corps k
de fonctions de deux variables sur un corps algébriquement clos de caractéristique 0 est de dimension
cohomologique 2; l’hypothèse indice/exposant est satisfaite (théorème récent de de Jong). On ne connâıt
pas dans ce cas la dimension cohomologique de l’extension abélienne maximale de k, mais l’hypothèse
qu’elle est au plus 1 n’est utilisée dans la proposition ci-dessus que lorsqu’ il y a dansG des facteurs de
typeE8. Dans chacun des cas mentionnés, le groupeH1(k, S) est fini pour S un k-tore flasque, le groupe
quotient G(k)/R est donc fini.

THÉORÈME 6.3. – Soient k un corps de nombres et Ω l’ensemble de ses places. Soit 1 → S → H →
G→ 1 une résolution flasqued’un k-groupe réductif connexeG.

(i) Cette résolution induit unesuiteexactedegroupes finisHder(k)/R→ G(k)/R→ H1(k, S)→ 0.
(ii) Elle induit un isomorphismeentre legroupeA(G), quotient du groupe

∏
v∈ΩG(kv) par l’adhérence

de l’ imagediagonaledeG(k), et legroupeabélien fini Coker[H1(k, S)→ ⊕v∈ΩH
1(kv, S)].

(iii) Elle induit une bijection entre l’ensemble Ker[H1(k,G) → ∏
v∈ΩH

2(kv, G)] et le groupe abélien
fini Ker [H2(k, S)→∏

v∈ΩH
2(kv, S)].
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