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Introduction

Soit k un corps. Soient f et g deux formes quadratiques a coefficients dans k, en n+1 variables.
Soit ¢ une variable. On sait que le systeme de formes f = g = 0 a un zéro non trivial sur & si et
seulement si la forme quadratique f + tg sur le corps k(t) a un zéro non trivial (M. Amer [A],
A. Brumer [B], voir [EKM, III, Prop. 17.14]).

Dans cette note, dont une version primitive fut concue a Boston en avril 1991, nous montrons
que si 'on considere les zéro-cycles de degré 1 plutot que les points rationnels, il existe une
version de ce résultat pour un systeme de deux formes de degré quelconque (Théoréeme 1), et des
versions pour un systeéme quelconque de formes de méme degré d > 2 (Théoremes 2 et 3).

Notations
Une variété algébrique sur un corps k est un k-schéma séparé de type fini.
Soient K /k une extension de corps et X un k-schéma. On note Xx = X X K.

Définition Soient k£ un corps et X une k-variété algébrique. A tout point fermé P € X,
de corps résiduel k(P) on associe son degré [k(P) : k] € N. L’indice I(X/k) de la k-variété X
est par définition le pged des degrés des points fermés. C’est aussi le pged des degrés [L : k]
des extensions finies de corps L/k avec X (L) # 0. De fagon évidente, on a I(X/k) = 1 si et
seulement si X possede un zéro-cycle (cycle de dimension zéro) Y ,npP (avec np € Z) de
degré Y pnp[k(P) : k] = 1. On appelle indice réduit de X/k, et on note I,.q(X/k) le produit
des nombres premiers qui divisent [(X/k). De facon triviale, I(X/k) = 1 si et seulement si
Iea(X/k) = 1.

Lemme 0 Soient k un corps et X une k-variété.

(a) Si X =Y UZ est la réunion ensembliste de deuxr sous-k-variétés, alors I(X/k) =
pgcd(I(Y/k),I(Z/k)). En particulier, indice de X/k est égal a lindice de sa sous-k-variété
réduite.

(b) Si X =Y UZ est la réunion ensembliste de deux sous-k-variétés, alors I ..q(X/k) =
pgcd(Irea(Y/k), Lrea(Z/k)).

(c) St K = k(t1,...,t,) est une extension transcendante pure de k, alors I(X/k) = (X /K)
et Ineq(X/k) = Lrea( XK /K).

Démonstration Seul le point (c) requiert une explication. Soit K = k(t). Si L/k est une
extension finie de corps avec X (L) # 0 alors Xj;)(L(t)) # 0. Ainsi I(Xg /K) divise I(X/k).
Soit P un point fermé de X de degré n. On a donc une extension finie de corps L/K et une
une K-immersion fermée Spec L — X . Le corps L est le corps des fonctions d’une k-courbe
normale C, finie sur Spec k[t]. Il existe un ouvert non vide U C Spec k[t] tel que la restriction
Cy /U soit finie de degré n, et qu'il existe une U-immersion fermée Cy — X Xxj U. Si le corps
k est infini, on choisit un k-point R € U(k). La fibre de Cyy /U au-dessus de ce k-point est le
spectre d’une k-algebre finie de degré n qui admet une k-immersion dans X. Une telle situation
définit un zéro-cycle effectif de degré n sur la k-variété X (voir [F|, Appendices A1, A2, A3). Si
le corps k est fini, il existe un zéro-cycle > n;R; tel que tous les points fermés R; soient dans
U C Spec k[t] et que > . n;[k(R;) : k] = 1. A chaque R; on associe par la méthode ci-dessus un
zéro-cycle effectif z; de degré n.[k(R;) : k] sur la k-variété X. Le zéro-cycle ). n;.z; est alors



de degré n sur la k-variété X. Ainsi I(X/k) divise (X /K). L’énoncé sur les indices réduits
résulte immédiatement de celui sur les indices.

Théoreéme 1 Soient k un corps, f et g deux formes de degré d > 1 en n+ 1 > 3 variables,
non toutes deuz nulles. Soient t une variable et K = k(t).

L’indice réduit de la K-hypersurface W C P définie par f +tg = 0 coincide avec l'indice
réduit de la k-variété X C P} définie par f =g = 0.

En particulier, la K-hypersurface f+tg = 0 posséde un zéro-cycle de degré 1 si et seulement
st la k-sous-variété X de P} définie par f = g = 0 posséde un zéro-cycle de degré 1.

Démonstration Pour les k-variétés, on omet I'indice k. Si L/k est une extension finie de corps
avec X (L) # 0, alors W(L(t)) # 0. Ainsi U'indice I(W/K) divise I(X/k), et donc U'indice réduit
Iea(W/K) divise l'indice réduit I,.q(X/k). D’apres le lemme 0 (c), pour établir 1’énoncé on
peut remplacer le corps k par une extension transcendante pure. On supposera donc le corps k
infini.

Supposons d’abord que les formes f et g n’ont pas de facteur commun non constant.

Soit V' =P™\ X. Notons I = I(X/k). De la suite exacte de localisation ([F], I. Prop. 1.8) :

et du fait que le degré sur k définit un isomorphisme C'Hy(P™) ~ Z, on tire 1’égalité CHy(V') =
Z/I. Soit Z C P! x P™ la k-variété définie par

A+ pg=0.

Via la projection P! x P* — P", c’est 1’éclatée de P le long de 'intersection complete X C P”
([F], Appendix A, Remark A.6). Soit U C P! x P" I'ouvert complémentaire de Z. La projection
q : P! x P* — P" induit un morphisme ¢y : U — V qui fait de U un fibré en droites affines

sur V. On en déduit un isomorphisme ¢j; : Z/I = CHy(V) 5 CH;(U). On a la suite exacte de
localisation ([F], I. Prop. 1.8) :

CH,(Z) — CH,(P' xP") — CH,(U) — 0.

Par ailleurs les poussettes associées aux projections p : P! x P* — P! et ¢ : P! x P" — P
induisent un isomorphisme (ps, gx) : CHy (P! x P*) = CH;(P') ® CH(P") = Z & Z. Notons

i:CH\(Z) — CH,(P' x P") S CH,(P) @ CH1(P") = Z & Z

I’application composée. Sur Z, on trouve les 1-cycles suivants.

Le corps k étant infini, et les formes f et g sans facteur commun, on trouve un cycle
21 = P! x R, ol R est un zéro-cycle effectif de degré d? sur X par intersection avec un espace
linéaire de codimension 2 convenable. L’image par i de z1 est (d?,0).

L’hypothese que f et g n'ont pas de facteur commun assure que la k-variété X C P” est de
codimension 2. Soient Gr(1,P™) la grassmannienne des droites dans P" et £ C Gr(1,P") x P la
variété d’incidence. Soient 71,72 les deux projections induites sur £. L’image réciproque r, ! (X)
est de codimension au moins 2 dans F, le morphisme r; a ses fibres de dimension 1, donc
I’adhérence de r1(r; ' (X)) dans Gr(1,P") est de codimension au moins 1. Le corps k étant
infini, et la k-variété Gr(1,P™) k-birationnelle & un espace projectif, on peut donc trouver une
k-droite L = P! C P™ qui ne rencontre pas X. Soit qz : Z — P" la restriction de ¢ & Z. Le
morphisme ¢z induit un isomorphisme Z \ ¢~ 1(X) = \ X. Soit zo C Z I'image réciproque de
L par cet isomorphisme. Ceci définit un 1-cycle sur Z C P! x P*, dont I"image par i est (d, 1). En
effet, ce 1-cycle est donné par L — P! x P?, ol la projection sur le second facteur est 'inclusion



linéaire [ : L C P, et ou la projection sur le premier facteur est donnée par (—g(l), f(I)) (on a
noté ici [ un systéme de n + 1 formes linéaires en deux variables). Comme X ne rencontre pas I,
le couple (f(1),g(l)) de formes homogenes de degré d n’a pas de zéro commun.

Soit s = I(W/K). L’hypersurface f + tg = 0 sur le corps K possede un zéro-cycle de degré
s. L’adhérence d’un tel zéro-cycle dans Z C P! x P" définit un 1-cycle z3 dont I'image par i est
de la forme (s,a) pour un certain entier a € Z.

Le quotient de Z @ Z par le groupe engendré par (d?,0), (d, 1), (s,a) est annulé par 'entier
pgcd(d?, s —ad). De la suite de localisation on conclut que, pour un certain entier a € Z, entier
I = I(X/k) divise pged(d?, [(W/K) — ad). Ainsi I..q(X/k) divise I(W/K). Comme par ailleurs
I..q(W/K) divise I,..q(X/k), on conclut

Ired(X/k) = Ted(W/K)'

Supposons maintenant que f = h.f1 et g = h.g1 avec f1 et g1 homogénes de méme degré sans
facteur commun non constant et h homogéne non constant.

Soit X C P, resp. Xy C Pp, resp. Xo C P} la k-variété définie par f = g = 0, resp. par
fi = g1 =0, resp. par h = 0. Soit W C P%, resp. W /K la variété définie par f + tg = 0, resp.
fi+tg1 =0.0n a

Ired(W/K) - p.ng(Ired(Wl/K)a Ired(XQ,K/K)) - ngd(Ired(Wl/K)7 Ired<X2/k>)

d’apres le lemme 0 et

ngd(Ired(Wl/K)a Ired(XZ/k)) = ngd(I’r’ed(Xl/k)a Ired<X2/k)) = red(X/k)a

la premiere égalité résultant de I,.q(W1/K) = I..q(X1/k) établi ci-dessus, la seconde égalité
provenant du lemme 0. Ceci achéve la démonstration.

Le théoreme 1 se généralise a un nombre quelconque de formes. I y a en fait deux
généralisations. Nous aurons besoin du lemme suivant.

Lemme Soient k un corps, fo, f1,--., fr des formes a coefficients dans k, de degré d > 1, en
n+1>r+ 2 variables xq, ..., x,. La k-variété X C P™ définie par annulation de ces formes
contient un zéro-cycle effectif de degré d"+*.

Démonstration Par argument donné au lemme 0 (c), on peut supposer le corps k infini. Cette
hypothese sera utilisée de fagcon constante dans ce qui suit. Soient gg, g1,..., g, des formes de
degré d, a coefficients dans k, dont I'annulation définit une sous-k-variété intersection complete
et lisse Y C P™. Soit X C P" x A! le sous-schéma fermé défini par I'idéal (homogene en les z;)

(tgo + (1 — ) fo, ... tgr + (1 — £)£,) C E[t][z0, - . ., Zn].

Choisisons des formes linéaires Li,...,L,_r—1 € k[xg...,z,] telles que le sous-schéma de P"
défini par 'idéal (go,...,9r, L1,..., Ln—r—1) soit fini et étale sur k. Alors le sous-schéma fermé
C' de X défini par I'idéal (L1, ..., L,_,_1) est fini et étale de degré d"+! au-dessus d’un voisinage

ouvert U of 1 dans A'. Soit C C X l'adhérence schématique de C' NP}, dans X. Le schéma C est
propre sur A,le et comme un sous-schéma ouvert dense de C est quasi-fini sur A!, le morphisme
p:C — Al est fini. Comme p~1(U) C C est étale sur U, donc réduit, son adhérence schématique
C est aussi réduite, et chaque composante irréductible de C s’envoie surjectivement sur A'. Ainsi
C est plat sur A!, et donc la fonction

a — dimk(a) Opfl (a)

est constante sur A'. En particulier, le 0-cycle associé au sous-schéma fermé p=1(0) de X a degré
d" 1 sur k.



Théoreme 2 Soient k un corps, et fo, f1,..., fr, avec r > 1, des formes a coefficients dans
k, de degré d > 1, en n+ 1 > r + 2 variables. Soit X C Py la k-variété définie par l’annulation
de ces r + 1 formes. Soient tq,...,t. des variables indépendantes et K = k(t1,...,t.). Soit
W C P} la K-variété définie par fi1 —tifo=...=fr —t,fo=0. Ona :

Lea(X/k) = Lea(W/K).

En particulier, la K-variété W possede un zéro-cycle de degré 1 si et seulement si la k-variété
X posséde un zéro-cycle de degré 1.

Démonstration Pour les k-variétés, on omet I'indice k. Si L/k est une extension finie de corps
avec X (L) # 0, alors W(L(t)) # 0. Ainsi I'indice I(W/K) divise I(X/k), et donc 'indice réduit
I..q(W/K) divise I'indice réduit I,.q(X/k). D’apres le lemme 0 (c), pour établir I’énoncé on
peut remplacer le corps k par une extension transcendante pure. On supposera donc le corps k
infini.

Supposons d’abord que les formes f; n'ont pas de facteur commun non constant.

Soit V' = P™ \ X. Notons I = I(X/k). Comme au théoreme 1, on a CHy(V) = Z/I. Soit
Z C P" x P™ la k-variété définie par la proportionalité de (Ao, ..., A.) et de (fo,..., fr), c'est-
a-dire par le systeme d’équations A;.f; — \;.f; = 0 pour ¢,j € {0,...,r}. La fibre de Z — P”
au-dessus du point générique de P" est W/ K. Soit U C P" x P I'ouvert complémentaire de Z. La
projection g : P" x P” — P" induit un morphisme g : U — V. Soit qz : Z — P™ le morphisme
restriction de ¢ a Z. Il induit un isomorphisme q}l(V) = V. Les fibres de qu : U — V au-dessus
d’un point M de V sont donc le complémentaire d'un point dans un espace projectif P". De
fagon plus globale, le morphisme gy : U — V' se décompose comme

U—-U —-V

ou q; : U — U; est un fibré en droites affines et qo : Uy — V est un fibré projectif de
dimension relative r — 1. Par image directe par morphisme propre on a un isomorphisme

qos : CHo(Uy) = CHy(V) =Z/I. Par image inverse par morphisme plat, on a un isomorphisme

qi : CHy(Un) =5 CH;(U). On a donc un isomorphisme C'H;(U) = Z/I. On a la suite exacte de
localisation

Par ailleurs les poussettes associées aux projections p : P" x P* — P" et ¢ : P" x P* — P"

induisent un isomorphisme (p,, ¢.) : CH; (P" x P") = CH;(P") & CH,(P") = Z & Z. Notons

o

1. CHl(Z) — CHl(]P)T X Pn) — CHl(]PT) D CHl(]Pm) =77

I’application composée. Sur Z, on trouve les 1-cycles suivants.

Un cycle z; = P! x R, ot P! C P” est une droite et R est un zéro-cycle effectif de degré d"+!
sur X, dont I'existence est assurée par le lemme précédant le théoreme. L’image par ¢ de z; est
(d™1,0).

Soit s = I(W/K). Il existe donc un zéro-cycle de degré s sur W/ K, et un tel zéro-cycle s’étend
en un r-cycle sur Z, cycle génériquement fini sur P" de degré relatif s. Sa restriction au-dessus
dune droite générale P! C P" est un 1-cycle sur Z, dont I'image par i est de la forme (s, a) pour
un certain entier a € Z.

Les formes homogenes (fo, ..., f.) définissent un k-morphisme o : V' — P" . Elles définissent
donc une section du morphisme gy : Py, — V, restriction de ¢ a Pj,, section dont I'image

est dans Z : c’est 'isomorphisme inverse de 1’isomorphisme qgl(V) = V mentionné plus haut.
L’hypothese que les f; n’ont pas de diviseur commun non trivial assure que la k-variété X C P
est de codimension au moins 2. Le corps k étant infini, par le méme argument qu’au théoreme 1,
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on peut donc trouver une k-droite L = P! C P" qui ne rencontre pas X. La restriction de o &
L est donc un morphisme L. — Z C P" x P", dont I'image est un 1-cycle sur Z. L’image de ce
1-cycle par i est (d,1).

Le quotient du groupe Z @ Z par le groupe engendré par les trois éléments (d"1,0), (s,a) et
(d,1) est Z/J, avec J = pged(d™+!, s—ad). De la suite de localisation on conclut que I = I(X/k)
divise pged(d™t, I(W/K) — ad) pour un certain entier a € Z. Ainsi I.q(X/k) divise I(W/K).
Comme par ailleurs I,..q(W/K) divise I,.q(X/k), on obtient

Ired<X/k) = red(W/K)-
Supposons maintenant que f; = h.g; pour tout i avec les g; homogénes de méme degré sans
facteur commun non constant et h homogene non constant.
Soit X C P, resp. X1 C P}, resp. Xo C P} la k-variété définie par I'annulation des f;,

resp. par 'annulation des g;, resp. par h = 0. Soit W C P, resp. W1 /K la variété définie par
Pannulation des f; —t;fo (¢ =1,...,r), resp. par 'annulation des g; — t;go (i =1,...,7). On a

Ired(W/K) - pQCd(Ired(Wl/K)a Ired(X2,K/K)) - ngd(Ired(Wl/K)7 Ired(XQ/k))

d’apres le lemme 0 et

ngd(Ired(Wl/K)a Ired(XZ/k)) = pQCd(Ired(Xl/k)a Ired<X2/k)) = Ired(X/k)ﬂ

la premiere égalité résultant de I,.q(W1/K) = I..q(X1/k) établi ci-dessus, la seconde égalité
provenant du lemme 0. Ceci achéve la démonstration.

Voici la seconde généralisation du théoreme 1.

Théoreme 3 Soient k un corps, fo, f1,..., fr des formes non toutes nulles, a coefficients
dans k, de degré d > 1, en n +1 > r + 2 variables. Soit X C P} la k-variété définie par
lannulation de ces formes. Soient wy, . .., w, des variables indépendantes et L = k(wy,...,w,).

Soit Y C P} Uhypersurface définie par fo +wifi+...+w,f, =0. On a:
Ired(X/k) = red(Y/L)-

En particulier, la L-hypersurface Y posséde un zéro-cycle de degré 1 si et seulement si la k-
variété X possede un zéro-cycle de degré 1.

Démonstration Soit E,. ’énoncé de ce théoreme pour 7 fixé et tout corps k. L’énoncé E; est
le théoreme 1. Supposons établi E,_.

Supposons r > 2. Soient t1,...,t, des variables indépendantes et K = k(t1,...,t,). D’apres
le théoreme 2, on a Icq(X/k) = I,ea(W/K), ou la K-variété W C P est définie par

fl—tlf():...:fr_trfozo'

Soient sa, ..., s, des variables indépendantes et F' = K (so,...,s,). D’apres E,_1, 'indice réduit
de W sur K = k(t1,...,t,) est égal a 'indice réduit sur F' de '’hypersurface 7' définie dans P%
par

(fi = tifo) + s2(fo —tafo) + ...+ s.(fr —trfo) = 0.

Cecl se réécrit
fi —(tl—|—82t2—|-...—|—Srtr)f0—l—82f2+...+8,«fr =0.



Soient wy = —1/(t1+sato+...+8,t,) et, pour i > 2, w; = —s;/(t1+sata+. ..+ s,t,.). L’équation
de I'hypersurface 7' C P} s’écrit alors

fot+wifi+...+w.f. =0.

L’inclusion
k(wl,...,wr,tg,...,tr) C k‘(tl,tg,...,tT,SQ,...,ST) =F

est une égalité. L’extension F' = L(to, ..., t,) est transcendante pure. D’apres le lemme 0, I'indice
réduit sur L de ’hypersurface définie par

fotwfi+...+w-fr=0

dans P} est égal a I'indice réduit de cette hypersurface sur F'. Ceci achéve la démonstration.

Remarque

A. Pfister, J.W.S. Cassels et D. F. Coray (voir les références dans [C]) ont donné des exemples
d’intersections completes de trois quadriques fy = fi = fo = 0 dans P} (sur un corps k de
caractéristique différente de 2) qui possedent un zéro-cycle de degré 1 sans posséder de point
rationnel. La quadrique fo + t1f1 + tafo = 0 sur le corps k(t1,t2) possede alors un zéro-cycle de
degré 1. Comme c’est une quadrique, un théoréeme de Springer [S] assure que cette quadrique
admet un point k(tq,t2)-rationnel.

On voit ainsi que le théoreme 3 ne vaut pas lorsque 'on remplace les zéro-cycles de degré 1
par des points rationnels : le théoreme d’Amer et Brumer ne s’étend pas a un systeme de 3
formes.
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