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Sur le principe de Hasse et Papproximation faible,
et sur une hypothése de Schinzel

par

JEAN-LoUIs CoLLIOT-THRLENE ¢t JEAN-JACQUES Sansuc (Paris)

1. Imtroduction. Soit ¥ mn corps de nombres. Nous nous intéressons,
dans cet article, & la validité du principe de Hasse et de Papproximation
faible pour les k-varidtés algébrigues définies par un systéme d’équations
dun type

1) 0 # Pi(dy, vy ) =Qi(m{,1; "'ﬂm'i,ni)’ t=1,..,1,

ot les P, sont des polyndmes & coefficients dans % en les variables 1; et
les @; des formes quadratiques & coefficients dans & en des wvariables
indépendantes x;,, chacune de rang > 2. On connait bien des exemples
de telles variétés qui wérifient le principe de Hasse. Il en est aimsi pour
un systéme du type

0 #lzgia
01=¢

oll ¢, et @, désignent denx formes quadratiques & coefficients dans %
en des variables indépendantfes, la premiére de rang 2, la seconde de
rang > 2, ef c’est précisément la considération d’un tel systéme qui
a permis & Hasse ([6], pp. 16, 20, 87) d’%4tablir qu’une forme quadratique
de rang > 4 sur & représente non trivizlement 0 dang &, dés gu’il en est
ainsi dans chaque complété de k. On connait eependant aussi, parmi les
systémes du type (1), pour & = Q, des contre-exernples am principe de
Hasse (Iskovskikh [7]):

0 # (3 }-2)( —2) —$2+312
et & Papproximation faible (Bwinnerton-Dyer [12]):
0 £ (41—T)(A2—2) = 221 g2

Dans la premiére partie de cet article (paragraphes 2-4), Tous monErons
que les variétés du type (1) satisfont le principe de Hasse et I’approm—
mation faible dang chacun des deux cas suivants:
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{e) chaque forme @, est de rang > 3,

(8) les polyndmes P; sont tous éganx i un méme polyndéme cn une
seule variable 2 de degré < 1, autrement dit, le systéme d’équations est
du type
(2) 0#aitd =0 =...=¢,

avec 4 et b dans k et les formes quadratiques €, comme en (1).

Les démonstrations reprennent fidélement les arguments utilisés par
Hasse pour les formes guadratiques ([6], loc. ¢it.}), et repris, pour & = Q,
dans [1] et [11]. En particulier, dans le cas (), la démonstration du
principe de Hasse utilise le théoréme de la progression arithmétique
généralisé. La seconde partie de cet article (paragraphes 5-8) consiste
& traiter, pour k¥ = @, un cas plus large que (B), en s’'appuyant sur une
extrapolation conjecturale du théordme de Dirichlet, dite hypothése H
de Schinzel, et formulée dans des cas particuliers par Dickson et Bounia-
kowsky (Schinzel et Sierpifski [10], voir aussi lintroduetion du livre
d’Halberstam et Richert {4]). Nous obtenons ainsi au paragraphe B5,
sous I'hypothése H, le principe de Hasse et Papproximation faible pour
les variétés du type (1) dans le cas suivant:

(v) k=0, 8 =1 et P, irréductible pour chaque forme @, de.rang 2.

On observera que la condition d'irréductibilité n’est pas satisfaite
dans les contre-exemples indiqués plus haut. Ceux-ci sont du type parti-
culier

{3) 0 # 1¥—ay® = P(1)

olla € Q% et 0t P € Q4] est un polyndme non néeessairement irréductible.
L'objet du paragraphe 6 est d’obtenir, dans le cadre de I'hypothése H,
des renseignements snr les points rationnels des surfaces du type (3),
& partir des résultuts du paragraphe précédent et malgré la disparition
éventuelle du prineipe de Hasse of de Papproximation faible pour de
telles surfaces. -

Nous tenons & remercier D. Coray qui a attiré notre attention sur
Phypothése H et M. Vallino qui a bien voulu traiter sur ordinateur quelques
exemples de variétés du type (y) et nous a aingi donné des évidences
numériques particuliérement frappantes vis-d-vis deg conséquences de
I'hypothése H indiquées au paragraphe 5.

2. Préliminaires. Dans les paragraphes 2—4, on désigne par %k un
corps de nombres queleonque et par £ Pensemble de sen places. Pour
v & £, on note k, le complété de % en v et | |, ane valeur absolne associée
sur k,, ce qui donne une norme sur Vespace vectoriel kP par lu formule
Wz, = SI}p({;zz,-;,,). Bi p est un idéal premier de 'anneaw des entiers de

1

%, on note v, L place associde et iy le complété eo.rrespondant. On désigne
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par A7 = A" Pegpace affine de dimension # sur %, en tant que k-variété
algébrique, par G, , = G,, Pouvert de A} complémentaire de 0 et par
&7 son produit »-uple avee lni-méme. Enfin, si X est nne k-variété al-
gébrique et K une cxtension de %, on nofe X (K) Pensemble des points
K-rationnels de X.

DgrinirioN. Etant donnée une famille # de variétés algébrigues, ou
de systémes d’équations, définies sur k, on dit que ¥ satisfait le principe
de Hasse (om, par abus, gue les variétés de ¢ le satisfont) si, pour uns
variété X quelconque dans %, les conditions X(k,) # O, pour toutes
les places v de k, impliquent X (k) ¢ @. On dit que ¢ satisfait Papproxi-
mation faible (ou, par abus, que les variétés de ¥ la satisfont) si, pour
toute variété X de ¥ possédant un point k-rationnmel, 'ensemble X (&)
est dense {viw le plongement diagonal) dans ’espace topologique produit
[] X (%), chaque emsemble X (%,) étant muni de la topologie dédnite de
veld
celle de F,.

Leuwe 1. Soit, pour chaque entier i = 1, ..., r, une forme quadratique
Q; i coefficients dans &, en n, variables, de rang > 2. On pose N = n, +...+n,.
Soient p: AY = A" x...x A A" le k-morphisme défini par (Qy, ..., Q,),
puis X wne k-variété algébrique, p: X—->G <r A" un k-morphisme & enfin
Y la k-variété algébrique, produwit fibré X X 4r AN de p 6t 3. On note py:
Y—X la projection. On suppose ¥ (k,) non vide quelle que soit la place v
et on note B = px (X () et, pour chaque place v, E, =pg(¥ (k). Alors,
si Pimage diagonale de E dans le produit topologique 1_!]2 X (k,) est dense

e
dans le produit [[ B,, Vapprozimation faible vout pour la variéié Y.
TPELD

Démonstration. On doit montrer que, ponr toute partie finie S
de £, I'ensemble Y (k) est dense, via le plongement diagonal, dans I'espace
topologique produit J] Y (%,). Scient § une telle partie finie, & un nombre

vl

réel > O et, pour chague v dans S, un point (R,, M,) de X (k,) x kY qui
appartienne & ¥(k,); on pose &, = ¢(E,) = v(3,) €k;" et on considére
enfin un voisinage ouvert U, de R, dans X (k,). L’hypothése de densité
de Pénoncé assure existence d™nn point B de X (%) qui appartienne & B
et qui soit assez proche du point (R,) dans l'espace topologique produit
1 X(k,) pour quon ait simultanément, en posant & = p(R) e k™, les
vl

proprietés suivantes:
[y (1K) # B
et, pour chague v € 8§,

Rel,, &=mu& =pMH,)
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ofi.y, est un certain élément de k" vévifiant Iinédgalité
o \ )
”r!u _1”1; < -5 ”-Zli—v”u !

(dans cette inégalité on désigne par 1 I’élément (1,...,1} de &, ct dans
1*égalité précédente on fait agir le groupe G, sur A 1 . x A" via action
diagonale naturelle du ¢-éme facteur &,, de Gm sur A" ) POSOIlb E={&,...

., &), Comme [y " (&)%) est non vide, chaque quadrique affine d'éqna-
tion ) : .

Qi@ e @) = &
2 un pdinﬂk raticnnel et, comme chaque §); est de‘lgmng‘;‘-‘ 2, chacune de
ces variétés vérifie Papproximation fajble. On en dédnit I'existence d'un
point M de kN tel qu'on ait:
(M) = £

et, pour chague v dans §,

jrlM'—nuMﬁ“u < 5]-?’ .
Ley inégalités précédentes donnent, pour chaque » dans 8, la majoration
”ﬂI _Mv”v < H‘HI_”'D'MHUM + []77” _l”v HMu”v << 8‘5

ee qui achéve la démonstration: le point (R, M) appartient & Y (k) eb
ast anssi proche que vouln, pour.chaque v € 8, du point (&, ). Ajoutons
deux compléments: d’abord leg équations de ¥ dans X x4V,

) 0 #E R = QM), =1,

qui font apparaitre les variétés du type (1) comme un cas partmuller,
ensuite une illustration de la démonstration danslecas X = G,,, ¢ = ide,,,
r=1 % =2 k=0c¢e 8§ = = {}: '

o

Gli?
R, R ‘

Remarque. Ce lemme nous permettra d’établir s'multandément lo
principe de Hagse et Papproximation faible pour les variétés ¥ considérées
par la suite par la simple vérification de 'hypethése de densité de H:
elle implique en effet B 5= @, done ¥ (k) # O, puis I’approxnna,mon faible
d’aprés le lemme,
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3. Le cas ol chaque forme @Q; est de rang > 3. On donne un énoncé
dans un cas up pen plus général que le-cag (o) de Pintroduction:

ProPOSITION 1. Soil, powr chaque i =1, ..., 1, une forme quadratique
Q. & coefficients dans k, en’ n, variables, de rang > 3. Soit X une k-variété
algébrique ayant un pomt k-rationnel ef vérifiant Vapproximation faible.
Soient p: A5 = A" x... x A" A" I8 k-morphisme défini par (G, ..., @),
puis g: X6, > A' un k-morphisme et enfin ¥ la k-variété algébrique
X % AY, produit fibré de ¢ et p. Alors, si ¥ a des poinis dans tous les
complétés k,, elle en a un dans 'k et elle satisfait Vapprozimation faible.

Démonstration. Comme chague forme @, est-de rang > 3, 'ensemble
8§, des places o, pour lesquelles il existe an moins une forme §); ne repré-
sentant pas, sur k,, tout %k,, est un ensemble fini; on notera que, pour
o ¢ 8y, la varidté Y 2 automatiquement un point dans k, dés gue X en
o un. Avee les notations du lemme 1, on se propose de montrer que, ponr
toute purtie finie S de @, 1’ensemble E st dense dans le produit [ B,.

ves
On peut supposer que § contient §,. Soit, pour chaque v € §, un point

(R, M,) de X (k)X kY qui appartienne 4 ¥ (k). L’approximation faible
pour X, et la continuité des applications induites au niveau v-adique
par les morphidmes, assurent ’existence d'un point B de X (k) aussi
proche qu’on le désire du point (&,) du produit topolog1que Il X(k,) et
tel que, ponr chaque ¢ e g, el

p(B) = mp(R,)
pour un eertain 7, e k5. On en déduit, pour ¢ <8,
P(R) = 10(B,) = npp(M,) = pnI).

Si Ton pose @(R) = (p,(R), ..., 7 (R)), chaque composante (K} e k" est
done reprégentée par la forme @, sur chagque eorps k, pour v € 8, done
pour tout o € £ d’aprés le choix de 8. Le principe de Hasse pour la forme
quadratique Q, assure que ¢;(R) est alors représenté par @, sur k. Le
point R appartient done & E et I'hypothése de densité du lemme 1 est
établie, ce qui achéve Ia démonstration.

COROLIATRE 1. Les variétés définies par un systéme @équations du
type (1}, powr des formes quadratigues € de rang = 3, wérifient le principe
de Hasse et Dapproximation faible.

Tl suffit en effet de considérer pour X ouvert de l’ebpace affme
A" défini par les conditions Py(iy, ..., 4,) ¥ 0 pour ¢ =1, ..., r et pour
¢ le morphisme (Pq, ..., F).

Remarque. On ne peut pas, dans la proposition 1, remplacer G, par
A”. Pur exemple, la Q-variété Z définie dans A4° par Péquation

(B2 = —a] —a} 23 —a}
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a des points dans R et dans tous les Q,, mais n’a pas de point dans Q.
1l fant néanmeins remarquer que ce contre-exemple n'est pas vraiment
géométrique: si Z a bien des points non singuliers dans chacun des Q,,
les sculs points de Z(R) sont les deux points (4¥2,0,0,0,0) et ils sont
singuliers; en partieulier, 'ouvert ¥ de Z défini par A*—2 3 0 n’a pas
de point réel! De fait, on sait que, sur un corps local K, réel ou p-adique,
tout ouvert de Zariski d'une K-variété algébrigue irréductible Z admet
un point dans K si Z{X) contient un point non ringulier. Dol 'intérét
d’hypothéses de non-singularité si 'on désire remplacer &7, par A" dans
la proposition 1. On a par exemple ’énoncé suivant (ol Z,4, désigne I'onvert
de lissité de Z):

COROLLAIRE 2. Sotent, pour ¢ =1,...,v, des formes quadratiques
@ & cogfficients dans k, en des variables indépendantes, chacune de rong > 3,
puis P; des polyndmes non nuls en d'autres variables 1y, ..., A,. Soit Z
la I-variété définie par les éguations

(5) P( 3 n) _Q1 1) " mi,n,-):

Si Z a, pour chaque place v £ 2, un point non singulier dans k,, alors elle
a des points, non singuliers, dans k et Z,, vérifie Dapprozvimation faible.

En effet, Z est une variété irréductible et les remarques ci-dessus
mountrent que Pouvert de Zariski Y défini par la condition P, ... P, % 0
a un point dans chaque complété k,, Aot ¥ (k) # B par le corollaire
précédent.

P =1;.

4. Le cas ol tous les P; sont égaux & un méme polynéme linéaire
en une variable. C’est le cas (B) de lintroduction. Lorsque & =0, on
retrouve le principe de Hasse et 'approximation faible pour les quadriques.
Seul nous intéresse done le cas a # 0:

PROPORITION 2. Soient, pour i =1,...,7, des formes gquadratiques
Q; & coefficients dans k, en des variables indépendantes, chacune de rang > 2.
Soient A une nouvelle variable, a € k¥ et b € k. Les équations du type

(2) 0 #aitb =0Q,(n,,. = Q. (2,
satisfont le principe de Hasse et Papprovimation faible.
Démonstration. Quitte & faire des changements de wvariahles

Iinéaires, on peut supposer les formes §; diagonales et se hrmter 4 Pétude
d'un systéeme du type

(2)* 054 = Qi(l‘i,l’ cery mi,m—);

Avec les notations du lemme 1, on se propose de montrer que, pour toute
partie finie § de Q, I'ensemble F est dense dang le produit [] E,. Quitte

ves
4 agrandir §, on peut supposer qu’elle contient toutes les places archi-

ey By )

. wml) = ... -

i=1,...,r

icm
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médiennes ot les places finies pour lesguelles le mombre 2 ou un quel-
conque des coefficients non nuls de Pune des formes @; n'est pas une
unité. On ge donne en outre, pour chaque ® 8, une solution (4,, )
e k! x kY du systéme (2)%, avee ¥ = ny+...+n, . I’approximation faible
pour G, assave Vexiztence d'un élément p de E* tel qune, pour chague
v e 8, le quotient ofA, soit un carré dans kY. Le systéme d’équations
indépendantes

Qi(Ziys -+ i=1,..,7F
a done, pour chaque v € §, une solution dans k. Soit 1 la partie étrangére
3 § dans la déeonposition de Pidéal (g) cn produit de puissances d’idéaux
premiers. Le théoréme de Dirichlet généralisé ([5], §8, théoréme 13, {8],
chap. VIII, §4, p. 167), appligué & la classe de V'idéal r selon un module
convenable de support 8, assure, pour tout e > 0, Pexistence d’un élément
a de & ayant les propriétés suivantes:

(i} le—1},< & pour toute pluce finie ve §,

(i) a totalement positil,

(ifi) il existe an plus, en dehors de 8, une place w telle que w(ag) + 0.

Quitte & choisir & asger petit, la condition (i) assure gue « est un
carré dans k, pour chague v € 8. Posons { = ag. Pour i =1, ..., r, chaque
équation

’171):97

o (5’-"1,1 3 e

a une solution dans k,, pour chague v € 8. Le choix initial de 8 montre
qu'il en est encore ainsi pour » ¢ § si la forme quadratique §; est derang = 3.
Soit @, de rang 2. Pour v ¢ § et v  w, le choix initial de 8 et 1a condition
(iii) assurent que ¢ est représentd par ¢ sur %,; on sait que c’est également;
vrai pour ve S, done aussi, par la formule du preduit ([2], chap. VII,
9.6, ou exercice 2.9, p. 352), pour la seule place restante 2. Aingi, chaque
équation @; = ¢ a une solution dans k, pour tout v & 2, done ausgi dans
% daprés le principe de Hasse classique pour les formes qua.dmthues
Dol ¢ € B, ce qui établit le principe de Hasse ponr le systéme (2)*. Les
choix ci-dessus assurent, pour tout » € §, existence d’un élément g, de
%y tel que:

] ml‘,n,-) =

v

£ 0

— =g = Pa.

Ay Ay g
Etant donné 7 > 0, Papproximation faible pour G,, impligue l'existence
dun élément g de k* tel que, pour tout v e 8,

L
7 -1 <

v
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Soit ¢ = £ (Pest encore un élément de B et, & eondmon de prendre 5
assez petit, chague nombre

|O- _)"nfu - I;'u‘i) H'B”I'ﬂ)g_lhj

peut &tre, pour v e 8, rendu aussi petit qu'on le désire. Ceel prouve la

dengité de ¥ dans [[ B,, d’ol Papproxinmation faible pour le systéme (2)*
vey

par application du lemme 1.

Remarqgue. La démonstration ci-dessus suib en tout point celle
donnée par Hasse ([6], pp. 16, 87) pour la représentation de 0 par une
forme quadratique de rang 4 (alors que la démonstration de la proposi-
tion 1 reprend celle donnée par Hasse pour les formes de rang = 5, of. [6],

pp. 20, 91): voir aussi [1], chap. I, §7, eb [11], chap. IV, §3 (olt la démon-
stration est un pen compliquée par le recours aux symboles de Hilbert).
Ces démonstrations établissent le principe de Hasse pour une équation
du type @; = @, grice 4 une réduction & I'étude du gysidme 0 # @, == Q,:
celui-cl a en effet une solution dans un corps K deés que la forme Q, —
¥ @ un zéro non trivial —car une forme quadratique qui représente 0 non
frivialement dans i représente alors tout élément de K. Or, cette réduction
ne vant plos si 'on considére un systéme

(6) ' Ql(‘rl,la reny 951,121} FEoaa. wE Qf(wr,ll ";: :rr.'n_,,)

faisant intervenir v > 3 formes gquadratigues ¢;, chacune de rang = 2.
C’est ce gque montrent les deux exemples suivants, pour k = Q:
2 a8 3 .0 .8, a 2 T
a2y = oy ‘1“1"2 = —i ”y; _'?/; —'y:
et {exemple di 4 'W. Ellison)

x4 23y% = 1&-——57}2 = —w?4- 32,

Le premier systeme définit une @Q-variété affine qui a des pointg non
singuliers dans tous les @,, mais dont les points réels sont tous singuliers
et annulent tous les trois formes ¢}, figurant dans le systéme; la seule
solution dans @ est la solution triviale. Le second systéme définit une
Q-varidté affine qui a des points non singuliers dans B et dans tous les
Q, pour p % 2, 3; elle a des points dans Q, et Q,, mais ils sont tous sin-
guliers et dans @ il n'y a que la solution triviale. Comne pour le corollaire
2 de la proposition 1, on obtient cependant Iénoneé suivant grice ) des
Iiypothéses de non-singularifé:

CoroLrLarREe. Soient, pour ¢ =1,...,r, des formes quadratiques ¢,
) coeff@cwms dans k, en des variables indépendantes, chacune de rang = = 2.
Seit Z la k-variété affme définie par les bquations

(6) Ql(ml,lﬁ ey ml,ﬂl) T oeee Q,-( (NIRRT wr,n,,)'

Sur le principe de Hasse 41

Si, pour chaque place v e 0, elle o un point non singulier dans k,, alors
elle a des points, now singuliers, dans k et Z, vérifie Papprovimation faible.

En effet, Z est une variété irrédnetible et Pouvert de Zariski ¥ défini
par § £ @, = ... =@, a un point dans chaque complété %,, done dans
% d’aprés la proposition, étude de ¥ se ramenant & celle du systéme (2)*.

5. Une conséqunence de Phypothése H de Schinzel. Rappelons 1’6noneéd
de cette hypothése [10], qui est loin d’étre démontrée —-méme dans les
cas lex plus siniples —, mais qui sert de cadre & de nombreuses recherches
d’arithbmétiqune {voir Pintrodunction de [4]):

HyproTHERE H. Soient, pour 4 =1,...,7, des polyndbmes E; e Z[t],
irréduciibles ef A coefficient dominant > 0, tels gu’il n’existe pas de
nombre premier p divisant le produit B, (n) ... R, (n) quel gue soit Uentier
5 alors i existe une infinité entiers naturels n tels que les entiers K, (n),

..y B.{n) solent tous premiers.

THEOREME. Soient, pour chaque ¢ = 1, ..., 7, un élément a, de Q° et
un polyndme wrréductible P, e Q{t]. Soit ¥ la Q-variéié définie dans A
par le systéme d éguations
(7) ~ 0 Py(f) = g —ay;, i=1,...,7

On suppose Uhypothése H vraie. Alors, 8t ¥ a un point dans chagque Q) 6
dans R, elle a un point dans Q et elle vérifie Vapprovimation faible.

La démonstration utilise les deux lemmes suivants, indépendants
de H: ' _ : '

Levys 2. Soit P e Z[{] wn polyndme non nul, de conteny 1. §i p est
atn. wombre premier qui divise P(n) pour lout entier naturel », alors p < d°P.

Démionstration. Soit P e F,[t] la réduction medulo p de P. On
a P =0 car P est de contenu 1. L'hypotheése montre que P est divisible
par le produit des {{ —n) pour 0 <{n-<p, dolt d"P = d*P = p.

LeEMME 3. Soit P e Q] un polyndme drréductible de degré n tel gue
PO} # 6. Soient m e Q* ot @, le polynéme de degré 2n, & coefficients ration-
nels, defini par

Qult) = P(tz)

8i, powr une racine a de P, le nombre Vm wappartient pas ¢ OVa), ce
polyndme @, est irréductible dans Q[t].

Démonstration. Notons que, si d est le coefficient dominant de
P, celui de Q,, est P(0) et son terme constant est dm”. Le lemme résulte
anssitdt des dewx assertions suivantes:

(i} i @ € K[t] est un polyndéme, & coefficients d‘lnﬂ un corps K,
irréductible de degré = tel gue @(0) # 0, il en est de méme du polyndéme
Q, de degré m, défini par Q(t) = "O(1[1); '
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(ii) si K est de caractéristique 5 2, si @ est comme en (i) et 5i a ¢ K¥,
lo polyndéme ¥ défini par Y(I) = ®(ai?} est irrdductible si et sculement
si, pour une racine a de @, on & Vaja ¢ K(a).

Lrassertion (i) est évidente. Prouvoens (if): dire que ¥ est irréductible,
e’est dire que, pour une racine § de W, Pextension K (B}/K est de degré
2n, ou encore que K (B)/K(a) est quadratique, et on peut justemens
prendre f = }/a/a. Le lemme s'en déduit ainsi: posons E{t) = P(mi?);
d’aprés (ii), le polyndme R cst irréductible puisque Vm ¢ Q(Va), done @
est irréductible d’aprés (i) appliquée & @ = R.

Démonstration du théoréme. Indiquons d’abord le principe
de ln démonstration. Nons allons démontrer simultanément le prineipe
de Hasse ¢t Papproximation faible pour Y en établissant I'hypothése de
dengité du lemme 1 pour les données suivantes: X est Powvert de 42
défini par P, ... P, 0, Papplication ¢ est celle définie par (P, ..., P,)
et Qu(m;, ¥;) = of —a,yi. Nous notons oo la place réelle de Q et | |, la
valeur absolue usuelle sur B. Pour p premier, la notation v, sera gouvent
remplacée, en indice, par la notation p et nous posons |z}, = (1fp)»™
pour x € Q,; étant donné un ensemble de nombres premijers, la méme
notation désignera souvent la partie de 0 associde. Avec les notations
du lemme 1, nous devons établir que, pour tout ensemble fini § de nom-
bres premiers, 'ensemble B est dense dans le produit B, x [] E,. Soient

ey

done un tel ensemble fini et, pour chague v € Su {0}, un Ii)oint (tyy 3,
de Q,x QY qui appartienne 4 Y{Q,). Soit ¢ un nombre réel > 0. On
doit trouver = € Q tel que, pour tout 4, le nombre P,{z) soit mon nul et
représentd par la forme @, sur @ et tel qu’en outre, pour chaque v € §U{co},
on aib jr — 1), < &:un tel z appartient & F et approche 4 moing de & Pélément
{7,) du produit, pour v € §U{cc}, des B,.

L. Quitte & multiplier les variables =, 4, par des dléments cornve-
nables de Q% on peut supposer tous les a, entiers et tous les P, & coeffi-
cients entiers.’ Quitte A éliminer certaines équations, on peut en outre
supposer qu'auecun a; n'est un carré et que chaque P; a un degré m, =z 1:
an effet, si a; est un carré, ¢; représente tout dlément de O et, si v & Q
4 les propriétés requises pour le systdéme obtenu par suppression de la
™ dquation, il vérifie, pour & assez petit, P;(r) 3 0 et convient done
pour le systéme initial; si P; est un pelynoéme constant, le principe de
Hasse pour les eonigues affines permet d’éliminer équation correspon-
dante.

2. Posons d; = P,{0), pour ¢ = 1, ...,r. Par hypothése, P,(r,) # 0
pour chaque ¢ Quitte & diminuer & on peut supposer que, pour z € R,
Pinégalité o —7,], < e impligue Py{@)/P,{z.) >0 pour tout i Consi-
dérons ‘alors deux entiers a et b tels que {a/b—7.l, < /2, puis, pour
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chague 4, lo polynéme P, défini par B;(1) = 6™ P;({-a/b) et le aystdme
obtenu en remplacant chaque P; par P,. 8i, pour ce nouveau systéme,
le nombre 7 € @ a les propriétés requises relativement & ¢/2 et aux données
locales (%,) avec T, =0 et T, = 1,—aj/b pour p €8, alors le nombre
-+ a/b convient pour le systéme ot les données injtiales. On peut done
supposer, avec les notations initiales gue wous reprenons désormais,
T, = 0, anquel cas d; # 0 pour toub i.

3. Congidérons alors Pensemible fini T des nombres premiers p satis-
foizant une des propriétés suivantes: p < 2(my+...+m,), ou p divise

un des d;, ou » se ramifie dans I'une des exbensiony O(Va; )[Q. Soient

= 8T et
Aﬂnp.

peX

On se donne en outre, pour chague p de X n’appartecnant pas &4 8, un
point {,, M) de @, X ¥ qui appartienne & Y (Q,). Nous allons traiter
le probléme relatif & X au lieu de 8 et aux données locales (r,) ainsi fixées.
Quitte 3 diminuer s, on peut supposer gue, pour chague & XTU{oo},
on a la propriété suivante:

{+) pour z e Q,, linégalité |»—r,), < ¢ entraine que chaque P;(»)
est différent de 0 et est représenté par @ sur Q,.

4. Par approximation forte, il existe deux entiers % et 8 (s> 0}
tels que tout divisewr premier de s appartienne & X et que:

%
— -7
8 n

()

< & pour chaque pelX.
n

Congidérons alors, pour chaque 4, le polynéme K, & cocfficients entiers,
défini par By(t) = s - P,(t/s). Notons les inégalités R, (0) = 0 et B;(u) 7 0:
la premiére résuite de d; == 0 (voir 2), la seconde des propriétés (°} et
{+) pour p = 2 par exemple. L’hypothése sur & montre que, si p est un
nombre premier qui divise 'un des nombres E;(0), alors p = 2. Par ailleurs,
il existe, cn raison des inégalités (°), un entier N, > 0 et un nombre réel
7 >0 (par cxemple se) tels que, pour ie @, les conditions

le% "
(%)

v(d—u) = Ny pour tout peX

entrainent, pour le nombre = = A/s, les indgalités |r|, <z et lv—7,|, << e
pour tout p e X, et a fortiori B;(2) # 0 pour toub ¢ {voir 2 ou appliquer
{+) pour & = » et v = v,). Il nous suffit donc désormais de trouver ie@
vérifiant les condifioms () et tel que, pour chaque 4, le nombre E;(4)
soit représenté par @, sur Q: le nombre v = 4/s aura en effet alors leg
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propriétés requises pour le systéme initial, vis-a-vis de £ et des données
locales (T,)uezuge)r @VEC T, = 0. Observons en outre que, si 1 e Q vérifie
les conditions (), chague nombre K, {1} est représenté par @; sur Q, pour
tout v & Zu{oo}, ceci en vertu de la propriété (4) pour @ = Afs et ces
v-14.
5. Choisissons un entier ¥ > sup (Nl, supsup vp(R,’(*z{r))). Considérons,
i ped

pour chaque 4 ¢t pour m un entier non nul, le polynéme Gy(m, y) e O [y],
défini par "

Gi(ms y) = yEM{R{ (;n):

puis, pour n entier tel que u+n4Y 30, le polynéme 8, défini par
8;n(t) = Gilu+nd”, 1-24Y).

Daprés le lemme 3 et le fait que I'applieation -1 -+-14" est une bijection
Iindaire, ces polyndémes &;, sont, pour » fixé, irréductibles dans Q[t]
gi le nombre Vu--naY n'appartient pas au corps engendré sur Q pzu'-
les racines carrées des racines des polyndémes R;, qui sont comme les
P, des polyndmes irréductibles dans Q[t] non muitiples de ¢; commie le
corps K engendré sur Q par les nombres Vu+nAY , pour a entier guel-
conque, est une extension infinie de @ (par le théordme de la progression
arithmétique il ¥ a une infinité de nombres premiers ramifiés dans K),
1:1 ¥ a une infinité d’entiers » tels que les polyndémes &, ..., S, soient
irréductibles dans Q[i]. Fixons un tel entier n, et posons '

8i(t) = 8 (8) = (L +1AVY™ER,

[}

( w0, AN
(1+tA¥ye )’
puis

i
I = —8;(
&
ol ¢ c_lésigne‘le. coutenu de §;, affecté du signe de d;. Les pelyndmes
S; et T'; sont & coefficients entiers et 8; a les propriétés suivantes:
() i est congru, dams Z[t], & la constante R, (%) modulo A~Z[i],
(b) son terine dominant est B, (0)A42 ™,
Etant donnés le choix de N ef la définition de 4, la propriété (a) implique,
pour tout p el et tout m e Z, les égalités

y(e)) = 0, (By(u)) = v, (8, (m))
¢t done:

(e) 7, {Ti{m)}) = 0.
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Par ailleurs, Ia propriété (b) montre que le coefficient dominant de T, est
= 0. Eile montre aussi (voir 4) que, si p est un nombre premier qui divise
¢;, alors p € Z. Enfin, le choix de #, et la définition de T; montrent gue
le polyndme T; est irréductible dans Z[t]. Tout ceci pour t=1,..,7.

6. Le lemme 2 s'applique au polyndéme T, ... T, & coefficients entiers
et de conterm 1. Par suite, si p est un nombre premier divisant, pour
tout entier m, le produit Ty(m)...T,(m), alors p< L O A
Draprés la définition de X (voir 3}, un tel p appartient done 4 Z. Or nous
venons de voir (5 (¢)) qu’nn nombre premier p appartenant a 2 ne divise
aneun des nombres Ty(m) pour meZ et 4 =1, ...,7 1 n'y a donc pas
de nombre premier qui divise, pour tout entier m, le produit T (m) ... T, (m)-
Ainsi, les polynémes T;, pour & =1,...,, satisfoni les conditions de
Dhypothése H. Supposant cette hypothése juste, nous pouvons done trowver
un entier maturel m avant les propriétés suivantes:

(d) pour tout ¢, Uentier T;(m) est nn nombre premier p;,

(@) I bt R AT <
| Trmay 57
Pour obtenir (e), il suffit de prendre m assez grand.
A¥ .
7. Posons A, :(—;D_i—_z%——w. Qompte tenu de {e) et du choix

de N, supérieur & Ny, les conditions () de 4 sont bien wvérifites pour
A=Ay
Mn_alna <1,

? quel gue soit p e X,

p(am“"u) = Nl
Nous aurens done terminé la démonstration (voir 4) si nous montrons
que, pour chaque ¢, le nombre B, (1,) est représenté sur Q par ¢;. Eixuns .
Nous savons déja (voir 4) qu'en Taison des conditions (#) le nombre B (4,,)
est représenté par @; sur chaque @, pour v g Zu{eo}. Par ailleurs, on

a les égalités (voir 5 et 6 (d)):
6p; = By{m) = 1+ mAVY™R, (A,)
v

ol p; est premier et o les facteurs premiers de ¢ sppartiennent & I
{(voir 5). Aingi, pour p prenier n’appartenant pas & TuU{pg, la valuation
p-adique de R;(A,) est pairc et, comme, d’aprés le choix de X (voir 3),
un tel p n’est pas ramifié dans Q(lf a;), le nombre E;(4,) est encore re-
présenté par @, sur Q,. En résumé, R,(4,) est représenté par la forme
# —a;y? sur chaque complété de Q, sauf éventuellement Q. ia formule
du produit assure alors que R;(4,) est également représenté par ¢ sur
Q,,; il lest donc sur O par le principe de Hasse clagsique. Ceci achéve la
démonstration du théoréme. .
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Remarguce. La démonstration ci-dessus doit son- aspect tortueux,
tant du point de vue du principe de Hasse que de approximation faible,
anx difficultés produites par la place réelle: ¢’est clle qui impose le chan-
gement de variable quadratique fait en 5, et le recours au lemme 3. An
moins pour établir le principe de Hasse, i1 y w plusieurs cas ol on peut
donner une démonstration plus simple quni éclaire la démonstration gé-
nérale. I1 suffit que le coefficient dominant de P; soit > 0 pour chaque
a;< 0, pour quwon puisse utiliser an lien du changement de variable
gquadratique fait en 5, un changement de variable bien plus avantagenx,
du type t—»u+4%t Voici des exemples gui se raménent & ce cas: tous
les P; sont de degré pair (on commence alors par un changement de variable
ti—1/{b—1), bien chaisi du point de vue réel); ftous les P; égaux entre eux
{quitte & changer ¥ en —t pour rendre le coefficient dominant > 0): Ia
démonstration est alors une pénéralisation, pour 5 = Q, de celle de la
proposition 2 — ol le cas particulier de Ihypothése H ntilisé n’est autre
que le théoréme de Dirichlet!

COROLLAIRE. Soient, pouwr chague i =1, ..., 7, wne Q-forme quadra-
tigue Q; en ®; variables, de rang = 2, et un polyndme P, s Q[t] supposé
irréductible 8i @, est de rang 2. Soit ¥ la Q-varidté algébrique définie dans
AV s A" . . x A" par le systéme déquations

(8) 0 7 Py(t) = Qi(wy,1, -

On suppose Vhypothése H vrate. Alovs, si ¥ a un point dans chaque Q, ot
dans R, e¢lle a wn point dans Q et elle vérifie Vapprozimation faible.
Démonsgtration. L'énoncé ci-dessus géndralise le théoréme ot
constitue le eas (y) annoncé dans l'introduction. On peut supposer les
formes @; diagonales et, pour echaque 4, le rang de @, égal & n,. On peut
supposer que le nombre s des formes @; de rang 2 est & la fois > 1 {sinon
on appligue le corollaire 1 de In proposition 1) et << » (sinon on appligue
le théoréme). On suppose §; de rang 2 pour ¢ =1, ...,5. Soit X la Q-
variété Aéfinie dans A* x A™ x...x 4™ par le systdme d'équations

0 F#Py(1) = Qi vy Ty,
Boit U Vouvert de Zariski, non vide, de X défini par Py (2} ... P, (1) 7 0.
On a une projection naturelle ¥/, d’ohr U(Q,) == & pour toute place v.
Avyant supposé Ihypothése H vraie, on peuf appliquer le théoréme & X:
aingi, X{Q) % @ et X vérific Papproximation faible. Par suite, U(Q) # @
(un point de X(Q) assez proche, dans X (R), d’un point de T (R) appar--
tient & T(Q)!) et U vérifie 'approximation faible. Soient ¥ =n, , +...
veeb i, PUS @i UG ° <o A™7° 1o morphisme défini par (Pypq, ..., P,
et p: AV A" celui défini par (Qy.y,..., Q,). La variété ¥ n’est antre
que le produmit fibré de ¢ et y. Comme les formes Qo 1, ..., @, sont de
1ang = 3, la proposition 1 s’applique & cette situation: aingi, ¥ (Q) £ @
et ¥ vérifie Papproximation faible.

'7"Ei,ni)7 ] =1,...,’)‘.

T =1,...8.
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Remarque. On peut, & propos du théoréme et de son corollaire,
donner, comme dans les remarques des paragraphes 3 et 4, des contre-
exeniples an principe de Hasse si, dans les systémes (7) et (8), o supprime
les inégalités 0 £ Py (#). Les conclusions subsistent cependant pour les
systémey
(9 Py{t) = Q;(ry1,

qui possédent des solutions non singulibres dans tout complété de Q,
les hypothéses sur les P; et @, étant celles du corollaire. Mais il egt plus
Important de noter gue Phypothdse d'irréductibilité de P; pour Q; de
mng 2 est essenticlle, comme le montrent les contre-exemples rappelés
dans Pintroduction. Tt est également essentiel de supposer les @; de rang
= 2, commme le montre le contre-exeiuple au principe de Hasse di & Rei-
c¢hardt ot Lind:

ve gty =100

?*—17 = 2r.

6. Applications 4 Pétude, conjecturale, des points rationmels de cer-
taines surfaces rationmelles. Plusieurs auteurs ont éerit quil n'y avait
pas de limite a Ia liste des conséquences de Phypothése H, et il peut sembler
vain d'allonger la liste de celles qui ont été publides. Sans pouvoir dire
sl ¥ @ guelque espoir de démontrer, sans passer par H, que les variétés
du théoréme satisfont le principe de Hasse (rappelons néanmoins quion
peut établiv le principe de Hasse pour les quadriques sans recourir au
théoréme de Dirichlet, ef. [2], exercice 4.8, p. 359), il semble pour le
moins instrncetif d’expliciter les conséquences du théoréme précédent
dans Pétude des points Q-rationnels des Q-surfaces définies dans A® par

(3) 0 #y2—ar? = P(A)

olt @ € 0% n’est pas un carré et ol P e Q4] est un polynéme non constant
qu'on peut supposer sans factenr carrd, mais non néeessaivement irré-
ductible. 11 g'agit 14 de surfaces rationnelles (une variété algébrique est
dite A-rationnelle si elle est définie sur le corps K ot K-birationnelle
a Pespace affine, clle est dite rationnelle si elle est K-rationnelle sur une
extension convenable K du corps de base), fibrées en conigues sur A%,
qui ne wérifient pas néecessaivement ni le principe de Hasge, ni Papproxi-
mation faible. Dans ee qui suit, nous ne traitons pas le cas oit P est de
degré pair et posséde un factear irréductible de degré inipair.
{x) Le cas ol P est de degré impasr. Soit & un corps de caractéristique
# 2. Boient a ek* et P € k[A] un polynéme séparable de degré impair
2m —1. Soit @ le polyndme défini par @(u) = p™P(L/u). Les équations
yr—az? = Pt
an
Ye—aZ* = Q(u)T?
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défipissent respectivermnent, dans deux copies de P2xA! deux variétés
quion peut reeoller le long des ouverts 4 5= 0 et u 7 0 via 10 changement
de GOOrdOIlILéeb

(X, 2, T5 ) = (A7"y, 778, 5 112).

On obtient ainsi une k-surface X propre et lisse, fibrée en coniques sur
Pl gt 75(]/(?)—ra:ti.0nnelle. Comme Q(0) = 0, cette surface X o un point
dans %, & savoir le point singulier de la fibre & Pinfini, de coordonnées
(Y,Z,T; ) =(0,0,1;0). Le cas ol & est un carré étant trivial, on peut
snpposer ¢ non carré. Soient K = k(l/a.) et P = P, ... F, une décomposi-
tion de P en facteurs irrédunctibles P; qu’on pent supposer unitaires,
quitte & faire un changement de variable A—cl. Nons noterons encore
Py, pour i =1, ..., r, la fonction rationnelle définie sur X par le polynome
P;. On peut voir que son divisenr est la norme, relativement & K(k, Q’an
divisenr de X x K.

PrOPOSITION. 3. Soient a € G et P e Q[A] un polyndme de degré impair.
On suppese vraie Phypothése H. Alors, lo Q-variélé V' définie dans A°® par

(3) 0 #y*—az? = P(4)

a des poings dans Q et V(Q) ost Zariski-dense dans V. De plus, flant downd
un ensemble fini 8 de places de Q et M wn point du produit [] V(Q,), il
: : vel

eniste un processus find pour déferminer si ce point appartient & Fadhérence
de V(). Cesi toujours le cas st § ne rencontre pas un certain ensemble
Jini 8, de places.

Démonstration. On conserve les notations et conventions indi-
quées en préambule, pour k = Q, et on pose N = Ngpp. On considére
Papplication

e V(@) —~(QF/NE*Y
(y,2,%) — (elasse de Pi(j’))i=1,...,f

et son image E. Elle est contenue dans le noyau de I’homomorphisme
produit x: (Q*/NE'y—Q*/NE*. Nouns allons voir gu’elle et finie. Comme
chaque fonction P; a pour diviseur, sur la variété propre et lisse X, la
norme d'un diviseur de X x4 K, on sait déterminer effectivement ([3],
proposition 4.3), & partir de a et P, un ensemble fini S, de places de QO
tel que, pour toute place ¢ ¢8,, Pimage de Iapplication

Oy* V(Qv) -
> (classe de Py(4))ey,  x

(Qy INEL)

(#,2,4)
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(o w désigne un prolongement de v & K) goit réduite & Pélément (1, ..., 1).
Soit 6 Pinfersection des noyaux de » et de 'homomorphisme naturel

(Q*(NE*y— [ (@ mELy.
vésy,
C’est un sous-groupe fini de (Q*/NK*)" qui contient E ot qu’on sait déter-
miner de fagon effective & partir de & et P. Considérons, pour (haque
g € G, un représentant (ag.).,, ., de g dans @, choisi tel que a,
. tg, = 1. On définit alors, dans]’espaceaffme de coordonndes (4, 7!1,’0
,u,, 2,), la Q-variété W par le rystéme

0 # Py(h) = ay (ui —avy), i=1,..,r,

puis Pon considére le @-morphisme
A W=V

obtenu en identifiant entre elles leﬁ »parties réelles”, pmis les ,parties
imaginaires” de Péquation y 4-2Va = (u;+,Va) ... (4,4, Va). On trouve
alors que, pour W,(Q) #* @, Dimage de l'applieation pom,;: W (Q)
—{O*|NE* n'est autre que {g} ¢t on obtient ainsi une partition de T(0):

V(Q) = HLE)G "a(Wa(Q)) .

Observons que W,(Q) # @ équivaut & g € E. Povr nne meillenre approxi-
mation de H, on peut considérer la partie ¥ de G formée des éléments g
tels que la variété W, ait un point dans chaque complété Q, de Q. Cette
partie F contient évidemment B et peut se déterminer de fagon effective.
3i Pon admet Phypothése H, on a méme 1’égalité ¥ = F par application
du théoreme du paragraphe 5. Par ailleurs, les polyndmes P, avant été
pris unitaires, on vérifie aisément (pour chaque place v, congidérer 2, € Q,
avec |i,|, » 0) que F contient Vélément ¢ = (1, ..., 1): cecl peut éga-
lement s’expliguer par Pexistence, déjh mentionnée, d*un point rationnel
dans Ia fibre & Pinfini de X. Aiusi, F est non vide. Si l'on admet I'hypo-
theése H, le théoréme du paragraphe 5 montre done que # est non vide
et, plus précigément, que la variété W, a des points rationnels et wérifie
Uapproximation faible: ainsi, W,(Q) est Zariski-dense dans W, et, comme
le morphisme =, est dominant, V{Q) qui contient WG(WB(Q)) est Zariski-
denge dans V. Ceci montre les deux premiéres asgertions. Considérons
enguite un ensemble fini § de places de @ et le diagramme commufbatif
suivant, olt les verticales sont les applications diagonales et olt pg = (0,)uegt

Q)—_“"'*(Q /TK*
HV (@) £

H (Q3INE)

4 — Acta Arithmetica XLII
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Si M est un point du produit [] V(Q,) qui appartient & 'adhérence de
pes

i(V(@)), alors og(M) apparticht & j(F): ceci vaut sans I’hypothése ¥,
et ¢’est aingi gn’on obtient des contre-exernples & Papproximation faible
du type de [12]. 8i hypotheése L est vraic, on & la réeiproque grice an
théoréme du paragraphe 5: si go(M) = j(g) pour g = F, approximation
faible pour W, montre que M appartient & Padhérence de ¢{V(Q)}. 81 8
ne rencontre pas Sy, l'image de gp est réduite & I’élément (1,...,1) of
il en est de méme de j(&)! Cecl achéve la démonstration.

Remargue. Supposons de nouveau le corps & gquelconque. Dang
le cas olt P(A) = (1—6,)(A—6;){A—e;) et ol &y, &,, 6; 800t trois éléments
distinets de %, lo surface 7 définie par (3) n'est anire que celle &tudide
initialement par F. Chatelet, et la ,,descente” déerite ci-dessus est exacte-
ment celle faite par cet autenr, et reprise ultérieurement par Manin ({97,
chap. VI, §5). La question générale de savolr si, pour * un corps de nom-
bres, les variétés W, satisfont le principe do Hasse a déji été posée par
Manin ([9], chap. VI, fin de 5.25) dans le cas d'une surface de Chitelet
(uneréponse positive permettrait 2lors de calculer effectivementla R-équiva-
lence sur V(k)). Cette question de Manin a done, pour & = @, une réponse
affirmative si "hypothése I cst vraie. Si V est une surface de Chitelet
sur un corps & infini (de caractéristique 5= 2) guelconque, V (k) est Zariski-
dense dans V: en effet, la variété W, est alors k-rationnelle d’aprés
Chéatelet, et ¥ ost done k-unirationnelle. (Vest une question ouverte de
savoir &l une k-surface ratiomnelle, propre et lisse, possédant un point
dans k, est k-unirationnelle. 8% en était ainsi, les deux premidres assertions
de la propesition 3 vaudraient encore sur un corps & quelcongue, au
moins en caractéristique 0. On aurait alors le résultat suivant: étant
dounés une extension quadratique K /k et un polynéme P e k[4] de degrs
impair, il existe une infinité d’éléments ¢ e tels que P(e) e N i ().
Nous ne savons pas ¢'il en existe méme un geul! Revenons au cas d'une
surface de Chételet V sur un corps de nombres k: comme W, est k-ration-
nelle lisse (done satisfait Papproximation faible), on obtient alors, sans
hypothése, le dernier résultat de la proposition 3, & savoir lexistence
d'un ensemble fini §, de places de % en dehors duquel T'approximation
faible vaut toujours pour V.,

(b) Le cas ok les factewrs irréductibles de P sont de degré ‘ pair, Nous
serons brefs en raison des mombreuses analogies avee le cas précédont.
Nous renvoyons le lecteur & ({37, §5) pour certains détails. Soient @ < o*
non carré et K = Q(Va). Soit P =P, ... P, lo produit de » polynomes
P; e Q[4], irvéductibles, tous de degré pair, et deux & deux non Propor-
tionnels. On peut encore construire un modéle propre et lisse X de la
O-variété V définic dans A° par

0 7% y2—aa® = P(1),
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de telle sorte que chague P; définisse sur X une fonction dont le diviseur
soit Ia norme d'un diviseur de X XK (c’est 1 gqu'intervient la parité
des degrés des I;). Il n’y a cependant pas cette fois-ci de point évident
dans X{(Q); de fait, on éerit facilement des exemples de telles snrfaces
sans point réel!

PROPOSITION 4. Soient a € Q% ef P & Q[A] un polyndme dont fous les
Jacteurs irréductibles somi de degré pair. Soit V la Q-variélé définie dans
A? par : : '

{3} ' 0 = y*—az® = P(A).

On suppose vraie Phypothése H. I1 ewiste alors un processus fini, ot effectif

pour déterminer si V @ um point dans Q. Si 'est le cas, V(Q) est Zariski-dense

dans V. De plus, élant downés un ensemble fini 8 de places de Q et un point

M de [] V(Q,), il existe, pour V(Q) 7 B, un processus fini pour déter-
el

miner si M appartient & Vadhérence de V(Q); Sest toujours le eas si 8 ne
rencontre pas un certain ensembla fini 8, de places.

La déraonstration est strictement analogue & la précédente. La senle
différence & signaler est la suivante: ’ensemble fini F formé des ged
tels que la variété W, ait un point dans chagque complété Q. de Q peut
&tre vide; ceci peut arriver méme si V(Q,) est non vide pour toute place »
de @, et ¢'est d’ailleurs ainsi quon fabrique des contre-exemples au
principe de Hasse du type de [T]. .

UN EXEMPLE. Solent 4 un entier >3 et ¥ la Q-variété définie dans,
A? par .

{10) 0 # y24-2f = {(d—a?)(a®—d-+1)(x2—d+2).

Solent 4 Pensemble des points de V(Q) vérifiant 0 < a*< d—2 et B
Pensemble des points de ¥(Q) vérifiant 4 —1 < 22 < 4. Dans cet exemple,
on voit aisément qu’on a

4 =7, (We(Q) et B =m(W,(0Q)

pour g = (1, ~1, —1) et § = (1,1,1). Les variétés W, et W, ont pour
équations: .

0 #uj+n =d~o,

Wo 0 5 u vl =d—1—a% W,

0 35w+ = d—a%,
0 # u;-+7 = o —d 41,

0 £ ug+0f = d—2 27 0 #u-+v; =a—d+2.

Elles ont des points dans chaque complété de Q, sauf éventuellement
dans @,.

L'analyse ei-dessus du eas (b) &’applique ici, sanf dans le cas oi
Pun des nombres d, d —1 ou @ —2 estun carré (on fait alors appel 4 analyse
du cas (a) aprés un changement de variable convenable en # dans les
équations de W, ¢t Wp). On obtient ainsi, sous "hypothése H, los équi-
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valeneces
A =0« W, (Q,) # 9,

B 3 @ < Wy(Qo) # 0,

ce qui donne les résultats suivants:

d = 0mod 4

d == 4"(Ba+17) avee m=l,a20, 4 =08, B=0,

4 = 4™ (8n+1) avee mz1l, 220, A=@, B*3,
=1 mod 4 A4 =0, B#*0,
= 2 mod 4

d—2 =4"(8n+T) avee m>= 1, n20, 4 =06,B#07,

d—2 = 4"(8n+7) avee m=1, =0, A+£6 B£0,

d = 3 mod 4 '

d=Tmod8 A=0,B=0,

d = 3 mod 8 A#G B =@.

En résumé,
T(0O) =@ pour d == 4™(Bn+7) avec m, n=0

(et 7 est alors foujours un contre-exemple au principe de Hasse, car
on vérifie V{0,} = O) et, inversement, si 'hypothése H est vraie,

V() = @

pour les autres valeurs de d.

Eres résultats soumis & I'hypothése H, & savoir W, (Q) = G ou W,(Q) % @
pour telle ou telle valeur de d, ont été effectivement vérifiés sur ordinateur
par M. Vallino ponr 4< 32768.

Remargue. Cest. uniguement la partie ,principe de Idusse” du
théoréme du paragraphe 5 qui sert & établiv 1a premiére asserbion de la
proposition 4. Dans Darticle [3], D. Coray et les aunteurs démontrent
{sans hypothése) que, pour % un corps de nomhbres, a € k* et Py, P. € E[1]
deux polyndmes du second degré irréductibles, tout k-modéle propre et
lisse de la k-variété définie dans A* par le systéme ‘

0 AP ) =uj—avi, 1=12,
a un point dans & dés gu’il en a dans chaque complété de & {[3], théoréme
3.2). Ce résultat cst, pour k = Q, un cas trés particulier de cc gue prédit
le théoréme du paragraphe 5. Il nous permet de décider, par un processug
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fini, si un k-modéle propre et lisse dune éguation du type
0 #£ y:—az? = Py{A)P,(1)

avec a, Py et P, comme ci-degsug, posséde un point dans & ([3], §5).
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