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TORSION DANS LE GROUPE DE CHOW DE
CODIMENSION DEUX

JEAN-LOUIS COLLIOT-THELENE, J EAN-JACQUES SANSUC er
CHRISTOPHE SOULE

Soit X une variété quasi-projective, lisse et géométriquement irréductible sur
un corps k. Si i est un entier positif ou nul, on désigne par CH'(X) le groupe des
cycles de codimension i sur X modulo I’équivalence rationnelle (i.e. modulo le
groupe engendré par les diviseurs des fonctions sur les sous-variétés de
codimension i — 1 de X). Le groupe CH%(X) est Z, et CH (X ) n’est autre que le
groupe de Picard Pic(X). Comme pour X /k projective le foncteur Zccy /. est
représentable, on peut, en utilisant en particulier le théoréme de Mordell-Weil—-
Néron, établir des théorémes de finitude pour CH'(X) et étudier I'image de ce
groupe par le morphisme qui associe a un cycle sa classe fondamentale, ceci dans
les différentes théories cohomologiques.

Une telle étude est-elle possible pour CH?(X)? Le probléme est rendu difficile
par le fait que CH? n’est pas en général un foncteur représentable. Cependant la
formule de Bloch

CHY(X)= HYX,2¢)),

analogue de CH '(X) = H'(X,G,,), fournit une interprétation cohomologique de
CH?(X). La cohomologie est ici la cohomologie de Zariski, et 2", est le faisceau
associé au préfaisceau qui a un ouvert de Zariski U C X associe K,(I'(U,Zy)), le
groupe K, de 'anneau I'(U,#y). On sait de plus que, grice a la résolution de
Gersten (cf. Quillen [33]), I’étude du faisceau 2%, peut se ramener a celle du
groupe K, du corps des fonctions rationnelles de X.

Un résultat récent de Merkur’ev et Suslin [29] affirme que, pour tout corps F et
tout entier n inversible dans F, le symbole galoisien

Ky(F)/n—> H*(F, p,2%)

est un isomorphisme. Un résultat analogue pour K,(F)/p™, ou p est la
caractéristique de F, a été obtenu par Bloch, Gabber et Kato [6]. Comme
pressenti par Bloch [2, 5], ces résultats doivent avoir des conséquences sur le
groupe CH?(X), et donner des théorémes de finitude ainsi que des renseigne-
ments sur le morphisme de classe fondamentale. Clest 1’étude de ces
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conséquences (déja commencée dans [5] et [29] §18) que I'on entreprend ici.
Comme les résultats utilisés portent, non pas sur le K, d’un corps, mais sur ses
quotients modulo #, les conséquences obtenues ne concernent que le sous-groupe
de torsion de CH*(X).

Le passage du groupe K, du corps des fonctions de X a CH*(X) est fait au
paragraphe 1, sous la forme d’un diagramme commutatif (proposition 1, voir
aussi corollaire 4). Il s’inspire des résultats de Bloch [3] dans sa démonstration
d’un théoréme de Rojtman sur les O-cycles de torsion. On obtient comme
premiére conséquence que le noyau de la multiplication par n dans CH?(X) est
fini si n est premier & la caractéristique de k, quand k est algébriquement clos
(résultat établi aussi dans [5] et [29] loc. cit.), et aussi quand k est local. Quand &
est le corps des complexes, outre une conséquence concernant une jacobienne
intermédiaire de Griffiths (corollaire 5), on montre (cf. [4] 5.12) que I'image d’une
classe du groupe de cohomologie singuliére H?*(X(C),Z/n) par les morphismes
de Bockstein associés aux suites exactes de coefficients

0->Z/m—->Z/mn—>2Z/n—>0

a une restriction nulle & un ouvert dense de X (C) (proposition 2). Quand k£ =R
et dim X =2 on obtient une minoration de H3(X,Z/2) en fonction du nombre
de composantes connexes réelles.

Quand k est un corps fini, les conjectures de Weil prouvées par Deligne
permettent d’obtenir davantage d’information sur la torsion de CH*X). On
montre ainsi que, si X est projective et lisse sur un corps fini, le sous-groupe de
torsion de CH2(X) est fini (théoréme 1). La preuve s’obtient en déduisant des
conjectures de Weil la finitude du groupe de cohomologie l-adique H3(X,
Q,/Z,(2))—quand / est un nombre premier inversible dans k—et, grice 4 un
résultat non publié de O. Gabber [17], la nullité de ce groupe pour presque tout /.
La preuve de la finitude de la torsion p-primaire utilise la conjecture de Weil en
cohomologie cristalline, via un résultat de finitude également démontré par
O. Gabber (théoréme 3). On montre aussi de cette fagon que la classe
fondamentale /-adique

CH Z(X)I-tors”) H4(X’ 21(2))

est injective sous les mémes hypothéses. Pour X une surface, ceci donne une
nouvelle preuve du résultat fondamental de Kato et Saito [22] sur le corps de
classes non ramifié pour une surface sur un corps fini (§2.4), du moins pour la
partie premiére d p.

Dans un dernier paragraphe, on s’intéresse au cas ol k est un corps de
fonctions sur un corps fini F, de caractéristique p. On étudie des surfaces X /k
ayant les deux propriétés sulvantes d’une part, sur la cléture algébrique k de k,
le groupe CH*(X X ,k) est “représentable”, d’autre part le noyau de la restriction
CHYX)> CH¥X XkE) est annulé par un certain entier n. Pour X/k une
surface rationnelle sur un corps de fonctions d’une ou deux variables sur F g €t
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pour X /k une surface fibrée en coniques sur une courbe C de genre arbitraire
sur un corps de fonctions d’une variable sur Fq avec p # 2, I'idée suivante
permet d’établir la finitude de la torsion premiére & p de CH %(X): considérer
X /S un modele projectif et lisse de X /k, avec S lisse sur F,, et contrdler la
n-torsion de CH?(X) a partir de celle de CH?(X), finie, a la tors1on p-primaire
pres, d’aprés les paragraphes précédents. Une méthode différente [9] permet
d’étudier la torsion de CH*(X) pour X /k une surface rationnelle sur un corps de
type fini sur Q.
Nous remercions O. Gabber pour nous avoir permis d’insérer sa démonstration
du théoréme 3, et pour d’utiles conversations. Signalons qu’une partie des
résultats de cet article ont été annoncés dans [11].

§1. Cohomologie étale et cycles de torsion. On se propose d’établir quelques
résultats généraux sur les rapports entre le groupe de Chow CH*(X),,,, des cycles
de codimension 2 et de torsion et certains groupes de cohomologie étale. Les
méthodes sont celles de Bloch [3, 4, 5] complétées par les théorémes de [29] et [6]
sur les symboles galoisien et logarithmique.

1.0. Notations. Soit Y un schéma. On note H'(Y, ) le i-éme groupe de
cohomologie étale Hi(Y, ) et H., (Y, ) le i-éme groupe de cohomologie pour la
topologie de Zariski. Si n est un entier inversible sur Y, on note indifféremment
12/ ou (Z/n)(j) le faisceau étale des racines n-iémes de I'unité tordu j fois: si
Jj <0, on le définit par Hom( p.2(=P Z /n). Lorsqu’il n’y a pas de doute sur n, on
note H'(Y, j) le groupe H'(Y, p; 1) On note 7¢';, ou parfois ¢, y, le faisceau
sur Y, associé au préfaisceau Ur> K;(U), et 2777 () celui associé au préfaisceau
U H'(U, ).

Si k est un corps et Y une k-variété, on note CH'(Y) le groupe des classes de
cycles de codimension i de Y modulo I’équivalence rationnelle. On note Y’
I’ensemble des points de codimension i de Y.

Si A est un groupe abélien, ,4 désigne le noyau de la multiplication par
Pentier n dans 4 et A/n son conoyau. Si / est premier, 4, désigne la torsion
l-primaire, 4, la torsion premiére a / et 4, tout le sous-groupe de torsion de
A. Dans la suite, p désigne toujours la caractéristique du corps de base et / un
nombre premier # p.

1.1. Factorisation de I’application cycle sur la torsion I-primaire. Rappelons le
théoréme de Merkur’ev et Suslin:

THEOREME [29].  Soit L un corps. Si n est un entier premier a la caractéristique
de L, le symbole galoisien

R, : Ky(L)/n—> H*(L, p2*)
est un isomorphisme.

De fait, on va seulement utiliser la surjectivité du symbole galoisien.
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LEMME 1. Soient k un corps, m et n deux entiers premiers a la caractéristique
de k et X une k-variété algébrique. Pour tout r € Z, on a une suite exacte naturelle
de faisceaux étales sur X:

1= " = o = 7" > 1. M

Soit x, : Gal(k,/k)—> (Z/n)* le caractére cyclotomique donné par 'action sur
les racines n-iémes de l'unité. Sur Speck on peut identifier u,®" au module
galoisien défini par le groupe Z/n muni de ’action donnée par x, . Sur Speck la

suite (1) s’interpréte comme la suite exacte de groupes abéliens

0——Z/m—="52 ) mn——Z ) n——0

sur laquelle Gal(k,/k) agit via (X, > Xoms X, )- Cela donne une suite exacte de
schémas en groupes constants tordus sur Speck, d’ou également (1) sur X.
11 est immédiat que, pour » fixe et m variable, on a un systéme projectif

Dmen ™ Dy

d’épimorphismes de suites exactes et, pour m fixe et n variable, on a un systéme
inductif d’injections de suites exactes

(l)m,n = (l)m,nn’ :

PROPOSITION 1. Soient k un corps, m et n deux entiers premiers a la
caractéristique de k et X une k-variété algébrique lisse. On a alors un diagramme,
commutatif au signe pres:

ZCH(X) H(X, p®')

o B ?
HE (X,90(w21)) —— H (X, 1),

Dans ce diagramme, p est I’ application cycle, B est le Bockstein, vy est définie par la
suite spectrale de Bloch—Ogus et o est définie ci-dessous grdce au théoréme de
Merkur’ev—Suslin. Ce diagramme est fonctoriel en m et n, covariant en n,

lité des entiers. L’application a est surjective.
Pour i =2, I’application vy est injective et, pour i = 1, bijective.

De fait, avec les conventions adoptées ci-aprés, le diagramme ci-dessus est
anticommutatif.

Commengons par préciser la définition de S, y, p et a. Le Bockstein 8 est le
bord de la suite exacte longue de cohomologie déduite de (1) pour r=i.
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L’application y est donnée par la suite spectrale de Bloch—-Ogus [7]:

Eiv,t = H%ar(X,%px(p‘:Dr))=Es+t = Hs+t(X, ”rtlxar)

3

Ey' = H;a,(X,%’(yf”)) =0 pour s>t ©)
Toute différentielle issue de (i — 1,i) est donc nulle, ce qui donne une application
Ei~Y% > E%=1 qui, pour r = i, est précisément y. Si i = 1 ou 2, toute différentielle
aboutissant en (i — 1,i) est nulle: y est donc un isomorphisme EY' > E' pour
i = 1, et c’est une injection E,><> E* pour i = 2. L’application p est la restriction
a ,CH'(X) de I'application cycle CH'(X)—> H¥(X, n®’) en cohomologie étale
([14] Cycle p. 143, [32] VI §9 p. 268). Pour définir «, on considére le diagramme
suivant, commutatif a des signes prés:

D k(x)*———ih—v—»@z
xexi-! X!
n n
T * div
& Kk()——— @ k(x)*————DZ
yexi-2 xexi! X
6BR"J(()')
Un 8”
@ H k() p)——> @ k(x)*/n——DZ/n.
yexi-? xexi-! X‘

Dans ce diagramme, les horizontales s’obtiennent en prenant les sections sur X
des bouts des résolutions de Gersten des faisceaux 2¢; et 5 (u®’) données
respectivement dans [33] et [7]. On peut vérifier que le carré inférieur de droite
est anticommutatif (voir ci-aprés pas n° 1). Pour la commutativité du carré de
gauche, ou T est donnée par les symboles modérés, voir [5] p. 83. Le noyau de §,
est donc Z4 (X, 22 (u®")) et le conoyau de div est CH'(X) = H}, (X, 2% ;). Le
diagramme ci-dessus définit donc une surjection

ZZ (X, 21 (i))>> ,CH'(X)

de la fagon suivante: si fy € @, < yi-1k(x)* représente un élément h, du noyau
de §,, son image est la classe dans CH'(X) du cycle z, € @ y: Z défini par

div( fo) = nz,. ®)

Le théoréme de Merkur’ev-Suslin établit la surjectivité des symboles R, (,, et
assure donc que lapplication ci-dessus passe au quotient par I'image de U,, ce
qui définit a. La démonstration comporte plusieurs étapes.
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Pas n° 0. L’application cycle p,,: CH'(X)—> H*(X, n2) se factorise par
CH'(X)/m. On peut donc remplacer a par I'application

&, : Hé:r'(X,%"( y,‘?i)) -,CH (X)/m

obtenue de fagon analogue 4 a, en remplagant la partie droite du diagramme (4)
par

@ k(x)*/m—aﬂ———»ea Z/m

xexi-! Xxi
"
Ln n
8mn L
D k(x)*/mn———>PZ/mn (6)
xexi-! X!
5,
D kx/n——>PZ/n
xeXxi—! Xi

Si go € B cxi-1k(x)*/mn est un relevement de h, € ker 8,, alors la relation

6mn( gO) = nuy (7)

définit uy € @ y:Z/m et a,,(hg) est la classe de u, dans ,CH'(X)/m. On voit
aisément que o, est, au signe pres, la composée de « et de la réduction modulo
m: avec les notations du début, on peut prendre pour g, la réduction de f,
modulo mn, ce qui donne u, = —z, modmn, par anticommutativité du carré
inférieur droit de (4).

Pas n° 1. Description de §,. Cest le,

di: @ H'(k(x), p,)~> @ H(k(x),Z/n)

xexi-1 xEX!

autrement dit d,: E{~"— E}" de la suite spectrale de coniveau ([7] p. 188). Par
définition méme de celle-ci, ce morphisme s’obtient par passage a la limite
inductive sur les morphismes composés A, = AZZ"Z" = ;0 3:

Hy,(Z- 27, M,;@J)__)sz(zl’ Pv?j)_““t_)sz(Z' -7, ""r;&j)’

pour Z” C Z’ C Z trois fermés de X emboités, de dimensions respectives au plus
égalesaj—1,jetj+ 1 pourj=d—ietd=dim(X) Comme X est lisse, on peut
méme supposer Z — Z’ lisse et pur de dimension j — 1 et Z’ — Z” lisse et pur de
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dimension j. Pour la définition et les propriétés de I’homologie étale
H. (Y, u®") = H_(Y), voir [7] et [15] (exposé VIII). Comme H, ,(Y) =0 pour
g > 2dim(Y) ([7] lemme 2.1.2), on en déduit H,, (Z”) Hy +l(Z ") = 0. Ainsi, ¢
est injective et le noyau de A, s’identifie 4 H), +1(Z pE) = H 2-10X, u®.

D’aprés le résultat pr1n01pal de [7], le groupe Z; (X, 52 ( ;xf’ 7)) s’identifie au
noyau de §,. Soit h, € ker(§,). D’aprés la description précédente, il existe
(Z,Z’,Z") comme ci-dessus, puis ke Hy (2, w2yet f€ HAZ — Z',G,,) tels
que Z — Z’ et Z' — Z” soient lisses et purs de dimensions respectives j + 1 et j,
que R et f aient méme image h =9,(f) dans H,, (Z — Z', ) = H}" (X,

pEYy=HY(z - 2, u,,) et que h donne A, a la limite 1nduct1ve Noter que
A .(h) = 0. Avec Ies mémes notations, le diagramme

HYZ - 2,G,)—2Y 5 1)(2,G,)

‘6A ”»”
H' (z-2z, p.n)———>HZ(Z ®,)

est anticommutatif (cf. [14] Cycle 2.1.3 et 2.1.5 p. 138-139), ce qui conduit a la
méme propriété pour le carré inférieur droit de (4).

Pas n° 2. Description de y. Avec les notations du pas n° 1, application
ip
Za,'(X H (y, ))—)Hzi“(X, u,,®i)

s’obtient par passage a la limite inductive en Z, fermé de codimension > i — 1,
sur les morphismes naturels

H2j+1(z» Pv?j)_> H2j+l(X’ p"?j)’
autrement dit

HZZI—-I(X, p’n®')_) H2i—l(X, My;@t)

Pas n° 3. Calcul de a,,(hy). On fixe h, f,h, Z, Z' et Z" comme indiqué au pas
n° 1. Le diagramme

HYZ' - Z",Z/m)
n

Amn
HNZ - Z', pp)y—— HYZ' — 27,2/ mn)

l

HNZ-2Zp,)
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s’envoie naturellement dans le diagramme-limite extrait de (6):

BPZ/m
Xi
L
(4] k(x)*/mn—————)@ Z/mn
xexi-! l/
D k(x)*/n
xexi-!

Soient g =9,,,(/) € H'(Z — Z', w,,,) et g, son image dans @ , ¢ yi-1 k(x)*/mn.
Ce sont des relevements respectifs de h et h,. Comme A, (h) =0, il existe
ue HYZ' — Z",Z/m) tel que

Amn( g) = nu. (8)

L’image u, de u dans @ y:Z/m vérifie donc é,,,( go) = nu,. Ainsi, d’aprés le pas
n° 0, a,,(h) est la classe de u dans ,CH'(X)/m.

Pas n° 4. Calcul de p,,(u). La composée de

HYZ' - Z”,Z/m)—)CH"(X)/mL)HZ"(X, ')
n’est autre que la composée des applications

HO(Z, _ Z//’Z/m)____)H2f_le(X_ Z”, u’?l)
)HZI‘(X_ Z”, “r?i)e ~ HZI(X’ !“‘r?’)

La premiére application est ’application de Gysin et la derniére est I’inverse de
I’application naturelle qui est un isomorphisme en vertu du théoréme de pureté
([32] chap. VI, lemme 9.1): HZ*'(X)= HZ(X)=0 car codim,Z” > i+ I.
Noter que Papplication composée ci-dessus se factorise par H2 ,.(X — Z”,
©12%). Quitte a changer X en X — Z”, on voit qu'on peut supprimer Z”, ce qui
allégera les notations.

Pas n° 5. Partant de & € H)y, +l(Z pE) = HZ-1(X, 18", on veut voir que ses
deux images dans Hy(X, 20y = H¥(X, pE ’) obtenues via le diagramme
ci-dessous coincident:

HYZ',Z/m)—— HZ (X, p)——— H¥(X, 2"

\‘\\
1 !

\HZ: I(X ™ )——)HZ' l(X )

Dans ce diagramme, d,, est simplement une correspondance relevant a,,. Pour
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établir By(hg) = p,,a,,(ho) et achever ainsi la demonstratlon il reste seulement a
voir qu’il existe un relévement & (h) de a,,(h,) tel que ,B(h) = c(d, (h))

Pas n° 6. Le dernier calcul. Le diagramme ci-dessous figure B et c o &,,:

(X,u, )——)H (X,p,,;?i)

n
A ) . u—>vo
HZ73(X, wol)— HE(X, w3 Y
g—s
HZ21 I(X ,U, ) BHZ‘ l(X Zr ) I:;_)i;
¥ y
w

HZ (X, p3h).

On part de i € HZ (X, ). 1l existe g € HZ' ‘(X pENY= HNZ — Z’, pipn)
ayant méme image h que i dans HZ (X — Z’, n®"). 1l existe u € HZ(X, p27)
= H%Z',Z/m) tel que A,,(g)=nu. D’aprés le pas n° 3, dont le premier
diagramme s’identifie par les morphismes de Gysin, Z” ayant disparu, avec la
partie centrale du diagramme ci-dessus, on peut prendre am(h) = u comme
relévement de a,,(hy). Posons c(u)=v et B(#)=w. Pour obtenir B(F)
= c(a (h)) il s’agit d’établir que w = v.

Cest une simple vérification d’algebre homologique. Considérons une
résolution de Cartan—Filenberg injective de la suite exacte

1_)M®t__)“mt_)“®z_)l

de faisceaux étales sur X, soit 1> 1, > I, — I —> 1. Soit j Pimmersion ouverte
X — Z’'-> X. Compte tenu du fait que j* est exacte et transforme injectif en
injectif, on obtient le diagramme commutatif suivant de complexes de groupes
abéliens, a lignes et colonnes exactes, dont I'homologie vaut H.(X, u,®i ),
H;(X, u®) et Hy_,(X — Z’, n2") pour r = m, mn et n successivement:

1 1 1

| | l

l—HY(X,1,)—H)(X,1,)——H)_,(X — Z',1,)—1
14 14 14
l—>H2(X,I,,)——H)(X,I,,)——H) (X - Z',1,,)—1

ko T J T
l—HQ(X, I, )——H)(X,I, )———H)_,(X - Z',1, )—I

|
1 1 1
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Soit n € HI(X,1*~") un relévement de A. Il vérifie dn = 0. Montrons qu’on
peut relever 7 en w € HI(X,I% ") de telle sorte que son image «' dans
H) ,(X—-2Z, I,f,j, 1Y vérifie dw’ = 0. Soit 0’ I'image de n dans HY_ (X — Z’,
I%~1). On sait qu’on peut relever n’ en v € HY_ (X — Z', 1% " avecdr =0 (a
priori modulo un cobord, mais il suffit de relever ce cobord, . . . ). Relevons 7’ en
T € HA(X,IX™"). Alors, #(1) — n = n(1") avec 7" € H§,(X, 1"21;, 1. Finalement,
w=71—17" a les propriétés suivantes: 7(w)=7n et o =17. On en déduit
dw € H3(X,I?).

Comme « reléve 7, il est clair que w est la classe dans H2'(X, p2’) de dw vu
dans H2(X, I?). Par ailleurs, dw vu dans H2( X, I2) est un relévement de s, puis,

vu dans HJ(X, %), de u, enfin, vu dans HJ(X,I%), de v. Ainsi, do reléve a la
fois v et w dans H2(X,12), ce qui prouve v = w dans HZ' (X, uo).

COROLLAIRE 1. Soient k un corps, | un entier premier a la caractéristique de k
et X une k-variété algébrique lisse. On a alors un diagramme commutatif, au signe
pres,

CH'(X), ... H*(X,Z,(i))

aT i

Hy \(X,501(Q,/Z,(i))) —r H*~(X,Q,/Z(i))

ou p est I’application cycle, B le Bockstein, ot y est définie par la suite spectrale de
Bloch—Ogus et ou o est définie grace au théoréme de Merkur’ev—Suslin. De plus,
pour i =2, Iapplication y est injective, alors que, pour tout i, I’application o est
surjective.

Rappelons que, pour n > 0 et j € Z, on pose par définition
H"(X,Z,())) = lim H"(X, p)
’ . (10)
H"(X,Qu/Z(j)) = im H"(X, ).

Ce dernier n est autre, pour X quasi-compact, ce qui est le cas ici, que la
cohomologie étale & valeurs dans le faisceau Q,/Z,()) = 1_11_1)1 Z/1”(j) ([32] chap.
II1 3.6 d)). D’aprés la proposmon 1, on a le diagramme commutatif:

+CH (X) P > H*(X,Z/1*(i))

] |

Hy (X, (Z/l"(z)))————> H*~\(X,Z/1"(i)).

11 suffit de passer 4 la limite inductive en » et 4 la limite projective en p pour
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obtenir le diagramme (9). Les deux opérations commutent par general nonsense
ce qui définit bien le morphisme B en (9). Les propriétés d’étre surjective ou
injective pour a et y se conservent par passage a la limite inductive.

1.2. Premiéres applications.

COROLLAIRE 2. Soient k un corps, X une variété lisse sur k et n un entier
premier a la caractéristique de k. Si k est fini, ou séparablement clos, ou réellement
clos, ou local de dimension 1, le groupe ,CH*(X) est fini.

Voir aussi Bloch [5] 3.6 et Merkur’ev—Suslin [29] 18.1 ou le cas “séparablement
clos” est déja traité. D’aprés la proposition 1, on a en particulier le diagramme

ZCH?*(X)
a T (1)
Y
Hzlar(X,%”z( ;.L,;@2)"—)H3(X, p,‘,g’z).
Autrement dit, ,CH?*(X) est un sous-quotient de H3(X, p®?). 1l suffit donc
d’établir la finitude de H3(X, p®?) dans chacun des cas considérés. Pour k
séparablement clos, on sait que le groupe H'(X, p2?) est fini quel que soit i > 0

([1], chap. XVI 5.2 p. 246). La finitude des groupes H'(X, u,®?) dans les autres
cas considérés résulte alors simplement de la suite spectrale d’Hochschild—Serre

H'(k HI(X X ko, p2%))= H™ (X, 1,27)
et de la finitude des groupes H'(k,A) pour k comme dans I’énoncé et A un
module galoisien fini d’ordre premier a la caractéristique de k.

COROLLAIRE 3. Soient k un corps, X une variété lisse sur k et | un nombre
premier différent de la caractéristique de k.

(i) CH*(X),or est un sous-quotient de H3(X,Q,/Z,(2)).

(ii) Si les groupes H/(X, u,‘?z) sont finis et si H*(X,Q,(2))=0, alors
I’ application cycle

CH 2(X )I-tors 2 H4(X’ 21(2))

est injective.

D’aprés le corollaire 1, on a le diagramme commutatif

o

CH 2(X )l-tors

o B (12)

> HY(X,Z,(2))

HL(X,26%(Qu/Z,(2)——— H(X,Q,/Z/(2)).
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D’ou (i). Si les groupes H/(X, ,u,‘?z) sont supposés finis, on peut passer a la limite
projective dans les suites exactes longues de cohomologie tirées des diagrammes
commutatifs de faisceaux étales (voir lemme 1)

1—>Z/1"(2)—— 2/ 1"** (2)——— Z/I"(2)—— 1

| l

1—Z/1"2)——Z/I"""* ' (2)——Z/I" ' (2)—> 1,

pour » fixe et n variable. On obtient ainsi un diagramme commutatif a
horizontales exactes

s HIR VX, 21 (2)) s H (X, ZY(2)) — > HI(X, Z(2)) ——— HH(X, 2/ 1*(2)) ——> - - -

‘ r+1

s ——> HITN(X,Z/1I"*'(2)) —H (X, Z,(2)) — H/(X,Z,2)) —HI(X,Z/I"*'(2)) —> - - -

!

On peut passer a la limite inductive en » sur le systéme inductif de suites exactes
longues ainsi défini, ce qui donne la suite exacte longue

o HTI(X,Q/ 21(2))_B’H (X, Z/2)y——H/(X,Q/(2))
—H/(X,Q,/Z,2))—> - -~ (13)

ou, par définition,
HI(X,Q(2)) = H/(X,Z,2)) ®;Q,. (14)

En particulier, on a la suite exacte

H3(X,Q,(2))—H*(X,Q, /Z,(2))——B—>H“(X, Z,(2)). (15)

Si I'on suppose en outre H3*(X,Q,(2))=0, le Bockstein B8: H*(X,Q,/Z,(2))
- H4(X,Z,(2)) est donc injectif. On en déduit que « est alors un isomorphisme
et que p est injective:

CHY(X),, = —>H%X,Z,2))

ﬁ]a [B

Hauo X 20%(Q)/Z(2)) == H (X, Q/Z,(2).
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COROLLAIRE 4. Soient k un corps algébriquement clos, X une k-variété
projective et lisse, et | un nombre premier différent de la caractéristique de k.
L’ application

N2 CHA(X), > HY(X, Qu/Z,(2)),
définie par Bloch [3] sous ces hypothéses, est une injection. Elle factorise
0’ application cycle CH X)paors = H 4(X,Z,(2)) a travers le Bockstein B.

Voir aussi [29] §8. Par définition méme, A? rend commutatif le triangle
inférieur du diagramme

o

CHY(X),,... —> HY(X,Z,(2))

] S e

H3,.(X,22°%(Q,/Z,(2))) c—y-—» H3(X,Q,/Z,2)).

On en déduit que a est un isomorphisme, donc que A? est injective. De plus, le
triangle supérieur commute au signe pres.

De fait, chez Bloch, qui ne disposait pas du théoréme de Merkur’ev—Suslin,
Z} (X,52°%Q,/Z,(2))) remplace H,,(X,57°%Q,/Z,(2))). L’existence de A* est
prouvée par réduction, via spécialisation, au cas ou k est la cloture algébrique
d’un corps fini, auquel cas elle dérive des conjectures de Weil [12].

1.3. Variétés réelles et complexes.

COROLLAIRE 5. Soit X une variété algébrique projective et lisse sur le corps C
des complexes. L’application de Griffiths

y? : CH¥(X),~ H*(X(C),R)/H*(X(C),2),

définie sur le sous-groupe des cycles homologues a 0, est injective sur le sous-groupe
de torsion CH*(X )y, ors-

On note CH?*(X), le noyau de Iapplication cycle CH*(X)—> H*X(C),2) a
valeurs dans la cohomologie singuliére a coefficients entiers de I’espace
topologique ordinaire X (C). L’application de Griffiths se factorise sur la torsion
l-primaire par

CHA(X )y 0™ H(X(C), Q)/ H(X(C),2) > HY(X(C),Q1/2)).

Or, Bloch ([3] proposition 3.7) établit la coincidence entre ¢} et la restriction de
A? modulo Tidentification Q,/Z,>Q,/Z,(2) consistant a prendre comme
générateur des racines /’-iémes de 1 le nombre ¢*”/”. On sait que le quotient
H*X(C),R)/H*X(C),Z) est muni par Griffiths d’une structure de tore
complexe JX(X) et ?: CH*(X),—> J*(X) est donc injective sur la torsion.
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PROPOSITION 2.  Soient X une variété algébrique sur le corps C des complexes et
m et n deux entiers > 0. Soit { € HXX(C),Z/n). 1l existe alors un ouvert de
Zariski non vide U de X et n € H*(U(C), Z/mn) tels que

Sy =r(m)
ot r désigne la réduction modulo n: H*(U(C),Z/mn)—> H*(U(C),Z/n).

Autrement dit, il existe un diviseur D dans X tel que la restriction a ’ouvert U
complémentaire de B({) € H3(X(C),Z/m) soit triviale (voir [4] 5.12). Soit
F = C(X) le corps des fractions rationnelles de X. Comme la réduction modn

re s HY(F, po?)—> H*(F, p2?)

est la limite inductive, pour U parcourant ensemble des ouverts de Zariski non
vides de X, des réductions

H(U(C), p?) > HY(U(C), 1),

Passertion ci-dessus est un corollaire du théoréme de Merkur’ev—Suslin, qui
assure que r. est le quotient par le symbole galoisien de la réduction

Ky(F)/mn— Ky(F)/n

qui est évidemment surjective. Donc r; aussi.

Noter que, si X est un schéma intégre quelconque, le méme argument
s’applique en cohomologie étale pour la réduction HX(U, u2%)—> H*(U, n,2%),
par application du théoréme de Merkur’ev—Suslin au corps des fonctions de X.

PROPOSITION 3.  Soit X une surface projective et lisse sur le corps des réels R.
On suppose X géométriquement intégre et X(R)+# @. Soit s le nombre de
composantes connexes de X (R) pour la topologie ordinaire. On a la majoration

s <1+dimg,, H¥(X,Z/2). (16)

Il s’agit 1a de la cohomologie étale de la variété algébrique X. D’aprés le
corollaire 2, 'ordre de H*(X,Z/2) majore lordre de ,CH*(X)=,CH,X).
Notons 44(X) le sous-groupe de CH(X') formé des classes de O-cycles de degré 0
(les notations différent de celles de [10]!). Soit 7, : Ay(Xc)—> 4o(X) la norme.
D’aprés [10], proposition 3.1, on a, sous les hypothéses de ’énoncé, en particulier
XR)#9:

Ao(X)/meAo(Xc)=(Z/2)° "
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On dispose donc du diagramme commutatif
0———=>m Ay(Xo)—— Ao(X )——(Z/2)’"'——0

X2 X2 X2

0——> 7 Ao(Xo)—— Ay(X )—(Z/2)° " '——0.

Comme Ay(X;) est divisible, il en est de méme de 7,4,(Xc). On en déduit la
minoration

#,CHY(X) = #,4y(X)>2"",

ce qui suffit & conclure.
Comme dans [10], le résultat vaut pour R un corps réel clos quelconque.

1.4. La torsion p-primaire de CH 2(X). Avant d’énoncer le résultat de Bloch—
Gabber-Kato, rappelons quelques notations, essentiellement celles d’Illusie
[20]. Pour la définition du pro-complexe W ., de de Rham—Witt d’une variété
algébrique X, lisse sur un corps parfait k de caractéristique p > 0, voir [20] I 1.12
p- 548. Pour n entier, n > 1, nous notons

v,(r) = Wnﬂ},log 17

le sous-faisceau étale “logarithmique” de W, Q% ([20] I 5.7 p. 596 et 597). On
dispose d’un morphisme de faisceaux sur X, ([20] I 5.7.7 et 5.7.8 p. 597 et 598)

%2/];"—‘1—}0—%1;"(2) pour n > 1,
induit, pour n = 1, par le symbole différentiel (u, v)> (du/u) A (dv/v).
THEOREME (Bloch-Gabber—Kato [6]). Le morphisme dlog:
H2/p" > va(2)
est un isomorphisme de faisceaux sur X,,..
Voir aussi Kato [21]. On en déduit I’énoncé suivant:

PROPOSITION 4. Soient k un corps parfait de caractéristique p >0 et X une
k-variété algébrique lisse. On a alors un diagramme (n entier, n > 1)

H}, (X, 3/p")y—>> ,.CH*(X)
dlog | ~ (18)

HL(X,,(2) —— HA(X, 7,(2))
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dont I’ horizontale supérieure est surjective, I’inférieure injective, et qui est fonctoriel
en n pour I’ordre naturel des entiers.

Rappelons (Bloch [5] corollaire 1.11 p. 81) la suite exacte
0> Hy,(X,2#))/m— H},(X,% ,/m)—, CH(X)—>0 (19)

pour X un k-schéma régulier et m un entier > 1. La démonstration consiste a
établir que la résolution de Gersten—Quillen du faisceau 2, reste exacte une fois
tensorisée par Z/m. La démonstration donnés dans [4] (lemme 5.4) suppose les
racines m-iémes de 1 dans k, celle donnée dans [5] (1.9 p. 80) est incompléte,
mais l'argument se laisse compléter, et dans le cas présent m=p”, la
démonstration est aisée comme déja indiqué en [5]. Le résultat de passage au
quotient a été établi pour 2¢"; quelconque par Grayson (non publié).

La verticale est définie par le symbole dlog et est un isomorphisme d’aprés le
théoréeme de Bloch-Gabber—Kato. L’horizontale inférieure est I’injection
naturelle déduite du morphisme de sites X — X,,.

La fonctorialité en n de I’horizontale supérieure résulte d’une simple analyse de
la maniére dont la suite (19) est obtenue (les fléches ¢, /r—> ¢,/ rs sont bien
sir définies par la multiplication par s). La fonctorialité de la fléche verticale
résulte de la description suivante d’applications naturelles “p™”:v,(r)
- ¥, ,..(r): 1a multiplication par p™ dans W, Q% se factorise par une injection
encore notée Xp": W, QU ->W,, 2 (20] T 3.4 p. 569) qui induit une
application injective (voir lemme 2 ci-aprés):

Xp™ 10, ()2 Yy (7). (20)
On pose, par définition,
o) = limy, (1) 1)

n

pour le systéme inductif défini, pour l'ordre naturel des entiers n, par les
morphismes (20). On obtient ainsi:

COROLLAIRE 6. Soit X une variété algébrique lisse sur un corps k parfait de
caractéristique p > 0. Le groupe CH*(X Jp-tors § identifie a un sous-quotient de
H'(X,7,(2)).

Corollaire de la proposition précédente, qui donne, par passage a la limite
inductive en n, le diagramme

CH 2(X )p-tors
(22)
Hy,(X,7(2)) = H'(X,7,(2)).

On notera que H'(X,»_(2)) =lim H Y(X,7,(2)), et de méme pour Hj, (X, ).
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Nous terminons cette section par deux lemmes qui ne sont pas explicites dans
[20] et qui seront utiles au §2:

LEMME 2. On a la suite exacte naturelle de faisceaux étales sur X:

0——>,(r) W,,sz;(l —£ W, /dvV" Q' ——0. (23)

Démonstration. L’application 1 — F: W, Q% —> W,Q, définie en [20] (I 2.17
p. 562) est surjective pour la topologie étale ([20] I 3.26 p. 581) et induit, par
définition, lapplication 1 — F du lemme ([20] I 3.3 p. 569), qui est donc
surjective. Soient M,,, et N, leurs noyaux respectifs. On a le diagramme
commutatif:

0 M, ——— W, & ——— L W, 0
R (24)
r 1-F r n—10r—1

0 N, > W,y ——— W,/ AV I ——0.

Comme kerR = V"Qy + dV"Q ' ([20] 1 3.2 p. 568), on a (1 — F)(kerR)
=dVv" Q' et R: M,,,—> N, est donc surjective. Or, d’aprés [20], I 5.7.4 p.
597, on a Tlinclusion M, ,; C W, @y, + ker R. D’ou, par application de R:

N, = R(Wn+lQS(,log) = Wnﬂf\’,log = 7u(r):

LEMME 3. Pour n et m entiers > 1, on a des suites exactes naturelles de
faisceaux étales sur X:

m n

X
0 v,(r) 4 Vn+m(r)—R—)vm(r)—>O. (25)

Démonstration. Comme rappelé ci-dessus, la multiplication par p™ dans
W, . se factorise par une injection “p™”: W,Q, = W,, . . La surjectivité
de R” est claire. Enfin, d’aprés [20] I 5.7.4, on a I'inclusion

Mm+n+l n kear+l CPmWn+m+19;(,log + kerR

dans W, ., $¥%, d’ou, par application de R, I'inclusion

N,

m+n

NkerR" C p"W,, . 52,

m+n““Xlog *

Ceci prouve I’exactitude au centre de la suite et achéve la démonstration.

§2. Variétés sur un corps fini. L’objet principal de ce paragraphe est la
démonstration du
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THEOREME 1. Si X est une variété algébrique projective et lisse sur un corps fini,
le groupe CH?*(X ), est fini.

On discutera également I’application cycle sous les mémes hypothéses, et on
donnera une autre démonstration du théoréme de Kato—Saito [22] sur le corps de
classes de Hilbert d’un corps de fonctions de deux variables sur un corps fini
(pour la partie premiére a p).

2.1. Théoréme de finitude en cohomologie I-adique. On désigne par ! un
nombre premier différent de la caractéristique p du corps de base. On se propose
d’étudier la finitude de H*(X,Q,/Z,(2)) en vue d’appliquer éventuellement le
corollaire 2 (i) du §1 pour obtenir la finitude de CH*(X),,.-

THEOREME 2. Soient k un corps fini de caractéristique p et X une k-variété
algébrique projective et lisse. Soient r € Z et | un nombre premier # p. Alors, pour
tout entier i #2r,2r + 1, le groupe H'(X,Q,/Z,(r)) est fini, et nul pour presque
tout 1.

Observons tout d’abord que ce théoréme et le corollaire 2 (i) impliquent, sous
les hypothéses indiquées pour X, la finitude de CH*(X Dp'-tors-

Démonstration. Soient k = F_ le corps fini 4 g éléments et ¢ la substitution de
Frobenius, générateur topologlque de G = Gal(k/k) =~ 2. Si A est un G-module
continu discret de torsion, on note 4% = H%G, A) le sous-module des invariants
et A; = H'(G,A) le module quotient des co-invariants.

Comme G est de dimension cohomologique 1, la suite spectrale d’Hochschild—-
Serre

Hi(k,H/(X,Z/1"(r)))= H"/(X,Z/1"(r))
donne des suites exactes courtes
0> H"\(X,2/1"(r)) > H'(X,Z/1"(n) > H'(X,2/1"(r)) >0 (26)

ou X = X X k. Les groupes H'(X,Z/I"(r)) sont finis ((1] XVI 5.2 p. 246),
donc aussi les groupes H ix,z /1"(r)). Ainsi, les systémes projectifs
(H(X, Z/1"(N)} pen-(oy € {H(X,Z/I"(r))},en—(0y définis par les
projections naturelles Z/1"*"(r)—>2Z/1™(r) vérifient la condition de Mittag—
Leffler (18] EGA III, O, 13.1), ce qui autorise & passer a la limite projective
dans les suites exactes. On obtient ainsi par des arguments standards (cf. [32]
lemme 1.11 p. 165) les résultats suivants:

les Z,-modules H'(X,Z,(r)) sont de type fini; (27)

on a des suites exactes naturelles déduites de (26) par passage a la limite
projective en I’entier n, pour Pordre naturel des entiers:

O—)H""’()'(_,Z,(r))G% H‘(x,z,(r))—>H"()7, Z,(r))G_>O (28)
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(il convient de vérifier que le passage a4 la limite projective sur les
A,:= H'(X,Z/1"(r)) commute au passage aux invariants et co-invariants, ce qui
résulte, par exemple, des suites exactes

0 >4,C A l’fAn >4, —0).

n

Par ailleurs les suites exactes de cohomologie déduites de (1), ;» donnent, par
passage a la limite projective en m, les suites exactes

0> H\(X,Z(r)/1">H (X,Z/1"(r))=>H""'(X,Z,(r)) >0,
puis, par passage a la limite inductive, pour n variable, la suite exacte

0> H(X,Z(r))®2Q,/Z,~> H (X,Q,;/Z(r))~> H* (X, Z,(r)),,.>0 (29)

On sait, d’aprés (27), que le terme de droite est fini. Le terme médian est donc
fini si, et seulement si, H'(X,Z,(r)) est de torsion. Pour établir le théoréme, il
suffit donc de prouver les deux assertions suivantes:

(i) H'(X,Z,(r)) est de torsion pour tout i % 2r,2r + 1;

(ii) Pour tout i %= 2r + 1, on a H'(X,Z,(r)),,;s = 0 pour presque tout /.
D’aprés la conjecture de Weil établie par Deligne ([12] théoréme 1.6), les valeurs
propres du Frobenius geometrique Fr= ¢! agissant sur le Q,-espace vectoriel
de dimension finie H'(X,Q,(r)) = H'(X, Z,(r)) ®,,Q, sont des nombres alge-
briques dont tous les conjugués complexes sont de valeur absolue \/— /q" =

\/2]— - 2’, donc différents de 1 pour i # 2r. Comme la suite exacte de Z,-modules
de type fini

1-—
0— M sM—3 M >M;——0

avec M = H'(X,Z,(r)) et i #2r donne par tensorisation avec le Z,-module plat

Q, un isomorphisme M ®;Q, S'M® 2Q;, on obtient que les Z,-modules
H'(X,Z,(r)¢ et H (X, Z,(r))G sont de torsion, donc finis, pour i # 2r. Compte
tenu de (28), ceci établit P’assertion (i).

Pour établir (ii), on utilise le théoréme suivant di a4 Gabber:

THEOREME [17].  Soient k un corps séparablement clos de caractéristique p et X
une variété algébrique projective et lisse sur k. Pour presque tout nombre premier
1+ p, les groupes de cohomologie I-adique H'(X,Z,) sont sans torsion.

En utilisant (28) et ce théoréme, on est donc ramené a établir ’assertion:

(iiy Pour tout i % 2r, on a H'(X,Z,(r))¢ = 0 pour presque tout /.
Fixons i et r comme ci-dessus. D’aprés le théoréme de Gabber, H'(X,Z,(r))
coincide, pour presque tout /, avec son quotient A, par son sous-groupe de
torsion. Pour le Z,-module libre de type fini 4;, un argument de diviseurs
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élémentaires /-adiques donne:
# A, =|dét(1 - ,4,8,Q)| ",

ou | |, désigne la valeur absolue /-adique normalisée. Autrement dit,
H A= |P1(1)|1
ou
P(T)= dét(l —oT,H'(X, Q,(r))).

D’aprés Deligne ([12] loc. cit., [13] corollaire 3.3.9), le polyndme P,(T) est un
polynéme P(T) indépendant de / et & coefficients entiers naturels. Ainsi, P,(1) est
un entier indépendant de /, et non nul car i % 2r (voir ci-dessus). Par suite,
[P, (1)|,=1 pour presque tout /, ce qui prouve (iiy et achéve donc la
démonstration du théoréme.

Remarque 1. Comme Deligne ([13] loc. cit.) a démontré les conjectures de
Weil pour une variété propre et lisse, ainsi que I'indépendance en / et 'intégralité
des polynémes caractéristiques sous cette hypothése plus générale, la démonstra-
tion ci-dessus donne la finitude de H(X,Q,/Z,(r)) pour i % 2r,2r + 1, pour une
telle variété X, donc la finitude de la torsion I-primaire de CH*(X). Par ailleurs,
pour X une variété propre et lisse sur k de caractéristique zéro, le théoréme de
Gabber est clair par réduction au cas k = C (invariance de la cohomologie par
extension de corps algébriquement clos) et comparaison avec la cohomologie
classique ([14] Arcata p. 51). Pour X propre et lisse sur k séparablement clos de
caractéristique p > 0, relevable en caractéristique zéro, le théoréme de Gabber
reste valide par un argument de spécialisation ([14] p. 62). Ainsi, sous cette
derniére hypothése, le théoréme 2, et donc la partie premiére a p du théoréme 1,
valent encore pour X propre au lieu de projective.

2.2. Théoréme de finitude en cohomologie p-adique. Compte tenu du corollaire
6 (§1.4), le théoréme suivant, dd a4 O. Gabber, donne, pour i=1 et r=2, la
finitude de CH*(X )p-tors SOUS les hypothéses du théoréme 1:

-tors

THEOREME 3.  Soit X une variété algébrique projective et lisse sur le corps fini k.
Pour tout entier i # r,r + 1, le groupe H'(X,» (r)) est fini.

Pour les définitions préliminaires, en particulier celles des faisceaux étales »,(r)
et » (), voir §1.4. Il est utile de rappeler la suite exacte (lemme 3) naturelle de
faisceaux étales sur X:

n

0 >, (r) > Vi n(7) L) ,(r)—0 (25)
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et le triangle commutatif

X p™
Vm+n(r)_-—_)vm+n(r) (30)
Rm
v,(r)

qui définit I'injection de »,(r) dans », , ,,(r). La démonstration comporte plusieurs
étapes. On suppose k = F,,, ce qui est licite étant donné les hypothéses.

Pas n° 1. Montrons d’abord que les systémes projectifs { H'(X,»,(r))} et
{(H'(X,v,(r))} définis, pour n variable, par les morphismes induits par R”™:
Vi n(r)>p,(r), vérifient la condition de Mittag—Leffler. Pour le premier
systéme, cela résulte de la finitude des groupes H'(X,»,(r)): pour établir cette
finitude, on se raméne, par dévissage au moyen des suites exactes (25) du lemme
3, au cas n =1 ou le résultat est connu ([30] théoréme 1.9 p. 176, »,(r) = v(¥)).
Par une méme réduction au cas n = 1 traité par Milne ([30] corollaire 2.7 p. 183),
on voit que le systéme projectif { H'(X,»,(r))} est le systéme des points 4 valeurs
dans k d’un systéme projectif de groupes quasi-algébriques au sens de Serre [34];
on en déduit qu’il vérifie la condition de Mittag—Leffler, la catégorie des groupes
quasi-algébriques étant formée d’objets artiniens (loc. cit. 1.3).

Pas n° 2. On note . la catégorie de Serre formée des groupes abéliens annulés
par une puissance de p. Par passage a la limite inductive sur les suites (25) pour
m variable, on obtient d’aprés (30) la suite exacte de faisceaux étales

n

0 >0, (r)——>v,(7) P > V(1) >0. 31

On en déduit que, si p"H'(X,v(r)) =0, le groupe H'(X,»(r)) est quotient du
groupe H'(X,»,(r)), qui est fini d’aprés le pas n° 1. Pour établir le théoréme, il
suffit donc de montrer:

H'(X,v (1) €S pour tout i r,r+ 1. (32)

Pas n° 3. La suite spectrale d’Hochschild—Serre
Hi(k, HI(X,v,(r))= H™(X,v(r))
donne des suites exactes

0> H' ™ (Xor () > H (Xora(n) > H'(Xovo(n) 0. (33)
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On est ainsi ramené a prouver:
o = G
H’(X,vw(r))G et H’(X,Vw(r)) e/ pour tout i r. (34)

Pas n° 4. Soit #(r) le pro-faisceau étale défini par le systéme projectif des
épimorphismes R™ : v, ,,(¥) = »,(r). On pose par définition
H‘(X,v(r)) =LinEH’(X,v,,(r)).

D’aprés (30), les suites exactes (25) définissent, pour n variable, la suite exacte de
pro-faisceaux

X m
0——5 (1) =L b (r)——>w,,(r) ——>0.

La condition de Mittag—Leffler étant vérifiée pour le systéme projectif
{H'(X,7,(r))}, on en déduit des suites exactes

0- Hi(j(-’ ﬁ(r)) ® QI’/ZP i Hi(X-’ Vw(r)) - Hi+ I(Y’ ﬁ(r))tors_) 0. (35)

Il en résulte que, pour obtenir (34), et donc le théoréme, il suffit d’établir les
assertions suivantes, quels que soient i et r:

G H '()? P(N)iors € - quels que soient i et r,

(i) H'(X,5(r))/tors est un Z,-module de type fini,

(iii) les valeurs propres de ¢ aglssant sur H'(X,5(r)) ®z Q, sont des nombres
algébriques dont tous les conjugués complexes ont pour valeur absolue \/—

Pas n° 5. La suite exacte du lemme 2 relative & X donne des suites exactes
longues

- ——H(X,r,(r)) > H'(X, W, 0% )——)H (X, w95 /av -5 ")
——H"™" (X, p,(r))—> - (36)

On sait que le systéme projectif des groupes H'(X,,(r)) vérifie la condition de
Mittag-Leffler. Il en est de méme du systéme projectif { H (X, W,2%)}: en effet,
chaque H'(X, W, Q% %) est un W, (k)-module de type fini, comme on le voit en se
ramenant par dévissage au cas n = 1 (voir aussi [20] II 2.1 p. 607). Soit WQ% le
pro-objet défini par le systéme projectif { W,Q2%}. La factorisation

W, Qg —— W, % /v~ 25 —R s W=

identifie W Q% avec le pro-objet défini par le systéme { W, Q%/dV"" 105 1). Le
systéme prOjeCtlf (H'(X, W,Q/dV""1Q% ")} vérifie aussi la condltlon de
Mittag—Leffler. D’aprés le dlagramme (24) on voit donc qu’on obtient, par
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passage a4 la limite projective en n sur les suites (36), une suite exacte longue

-——H'(X, 5 (r))——H'(X, Wk )——~F>H (X, W)

;Hi+l()_(',,;(r)) — ... 37
ou, par définition,
HY(X,WQ%) =limH'(X, W,Q%).
(%, w05) = m /(X W,9%)
On pose désormais

H" = H'(X, W)

Pas n° 6. Soit ¢ € Aut(W(k)) 'automorphisme obtenu en élevant i la
puissance p les composantes d’un vecteur de Witt. On sait que le morphisme F
est o-linéaire ([20] 0 1.13). D’apres ([20] II théoréme 2.13 p. 613), H{o’,s e/ et
H' /H[" est un W(k)-module de type fini. Or, si M est un W(k)-module de
type fini, et si F: M —> M est une application o-linéaire, F — 1 est automatique-
ment surjective ([20] II lemme 5.3 p. 627). On en déduit aisément, au moyen de la

suite exacte (37), que le morphisme naturel
(X v(r))—>(H”/H,0,S) (38)
est un isomorphisme modulo ./, ce qui prouve en particulier (i).

Pas n° 7.

LemMmeE 4. Soit M un W(I;)-m_odule. Si F:M—>M est une application
o-linéaire, I’ application naturelle W(k) ®z M F— M est injective.

Démonstration. Posons B= W(k) et A= W(k) = Z,. Soient xy,...,x,
€ MF et R C B" le sous-module, stable par o, des relatlons entre les x; dans M.
Toute relation > b,x; = 0 implique > b, ® x; = 0 si 'on prouve que le B-module
R est engendré par R= R N A" Soient B, = W, (k) et R, 'image de R dans
B,;.. On montre de proche en proche que la réduction R, ,—> R} est surjective
en considérant la suite exacte 0—> N,,, ,— Rm +12R,>0eten observant que
1 — o est surjectif sur N,,,,, car il en est ainsi sur k" On montre également de
proche en proche que R,, = B,, - R,, en utilisant la surjectivité de 'application de
Lang pour GL,(k) [25]. D’01‘1 la suxjectivité de l'application B R°—> B,,* R,
= R, pour chaque m. D’ou la densité du B-module B - R° dans R, et finalement
B-R°=R puisque R est un B-module de type fini. Ceci achéve la
démonstration. De fait, ce lemme vaut pour tout corps algébriquement ' de
caractéristique p.
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Il résulte en particulier de ce lemme, W (k) étant fidélement plat sur Z,, que, si
M est un W(k)-module de type fini, le Z -module M¥ est de type f1n1, ce qui
prouve (ii) grice a (38).

Pas n° 8. Pour établir (iii), on va utiliser la conjecture de Weil relative a la
cohomologie cristalline de X. On a plusieurs endomorphismes “de Frobenius”,
notés @, Fr, & et F, qui agissent sur H>" = H'(X, WQ%). On a la substitution de
Frobenius ¢, induite par (idy,p): X =X XE, F >X=X Xk, F On a le
morphisme de Frobenius Fr, induit par Fr= (Frob idg ): X —>X ou Frob:
X — X désigne le morphisme de Frobenius absolu de X. Ona l’endomorphlsme
de Frobenius .% induit par ’'endomorphisme de Frobenius X - X qui éléve les
fonctions a la puissance p. D’ou

poFr=Frop=%. (39)

Quant a F, qui a déja été défini, il est induit par le morphisme de pro-faisceaux
F: WQ%—> WQ%. D’aprés ([20] T 2.18, 2.19, p. 564-565), on a sur H"":

F =p'F. (40)

Pas n° 9. Soient K = Q"’ le corps des fractions de W(k) et H. (X /W(k)) la
cohomologie cristalline de X. D’aprés ([20] I théoréme 3.2, p. 615), la suite
spectrale des pentes (loc. cit. p. 614) dégénére modulo torsion dés E, et fournit
un isomorphisme naturel de K-espaces vectoriels

crls(X/W(k))®W(k)K_ @ H”®W(k)K

i+r=m

compatible & laction de Fr. On sait, d’aprés Katz et Messing [24], que la
cohomologie cristalline vérifie la conjecture de Weil: ici, X/ Fp n’est pas
nécessairement géométriquement connexe comme supposé dans [24), mais la
méthode de réduction utilisée par Deligne ([12] 7.2 p. 301) s’applique de méme.
Les valeurs propres de 'endomorphisme Fr ® 1 agissant sur le K-espace vectoriel
Hi*r(X/ W(k))®W( o K sont des entlers algébriques dont tous les conjugués
complexes sont de valeur absolue \/— . Il en est donc de méme pour l'action de
Fr sur H” @y, K. D’aprés le pas n° 8,

p'F=qo Fr (41

dans l'algeébre des endomorphismes de cet espace vectoriel. D’aprés le lemme 4,
Iapplication naturelle (H"")F ®Z K—> H" ®wpK est injective. On en déduit
que les valeurs propres de Paction de @ sur le K-espace vectoriel de dimension
finie (H")" ®, K sont des nombres algébriques dont tous les conjugués
complexes ont pour valeur absolue p/p¢*"/? = p(r=9/2, Cela prouve (iii) et
achéve la démonstration du théoréme.
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2.3. La classe fondamentale I-adique pour les cycles de codimension 2. On a le
résultat suivant:

THEOREME 4.  Soient X une variété algébrique projective et lisse sur un corps fini
k et I un nombre premier différent de la caractéristique de k. L’application cycle
l-adique est injective sur la torsion I-primaire:

CH 2(X )I-torsc—_p_—)H“(X’ 21(2))

On considére le diagramme du corollaire 1 pour i = r = 2:

o
CH 2(X )I-torS . H 4(X’ 21(2))tors
N \\\\\§ ﬁ ( 42)

~,

Hzlar(X H 2(01/ 21(2)))°_;,—:: H 3(X ,Q,/ 21(2))'

Comme on I’a vu au §2.1 les groupes H/(X,Z/1”(2)) sont finis et les conjectures
de Weil impliquent H3(X,Q,(2)) = 0. Il en résulte comme indiqué au corollaire 3
(ii) du §1.2 que B est injective, que « est un isomorphisme et, finalement, que p
est injective. On peut de plus introduire A = y o a ™' dans le diagramme.

2.4. Corps de classes de Hilbert pour une surface sur un corps fini. Soient k un
corps fini de caractéristique p et X une surface algébrique compleéte et lisse sur k.
On note A,(X) le sous-groupe de CH?*(X) formé des classes de O-cycles de degré
0. On note 7{(X) le plus grand quotient abélien du groupe fondamental =,(X)
et 78°™(X) le noyau de la surjection naturelle 7{°(X)—> 7,(k) = Z (voir [23]).
L’application de réciprocité

0:CH(X)>n{"(X)

est définie par 8(x) = F, ou F, désigne le Frobenius local au point fermé x de X.
On a le diagramme commutatif suivant, dont les horizontales sont des suites
exactes:

0
0 > Ag(X) — CH*(X) 4,z >0
g : [ ®
00— 7¥om(X )——— 7 (X) >2 0.

La surjectivité du d°, i.e. I’existence d’un zéro-cycle de d°1 est une conséquence
des estimations de Lang-Weil-Nisnevi¢ (voir [26] p. 308).
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PROPOSITION 4. Soit X une surface algébrique projective, lisse et géométrique-
ment intégre sur le corps F,. Le groupe Ay(X) des classes de O-cycles de d°
modulo I’ équivalence rationnelle est un groupe fini.

Il suffit d’établir que A,(X) est de torsion, auquel cas A(X) = CH*(X),,,, est
fini d’aprés le théoréme 1. Soit donc z un O-cycle de d°0 sur X. Par application
d’une variante des théorémes de Bertini & Xy, pour K = |J,F,/ avec / premier
fixé et i € N, on trouve une extension k; de Fq de degré /" et une courbe C,
définie sur k,, projective, lisse et géométriquement intégre, tracée sur X, et
passant par le support de z; . La classe de z; est certainement de torsion dans
Jc(ky) ou J désigne la Jacoblenne de C,. Il en est donc de méme de sa classe
dans CH?(X, k) Un argument de transfert montre alors que la classe de /”z dans
CH*(X) est egalement de torsion. Comme / est arbitraire, on conclut par Bezout.

On en tire la généralisation suivante qui ne sera utile qu'au §3:

COROLLAIRE 7. Soit X une variété algébrique sur le corps fini F . On suppose
dim X < 2. Alors, les groupes d’homologie de Chow CH/(X) sont de’ type fini.

Pour la théorie de I’équivalence rationnelle sur les variétés éventuellement
singuliéres et la définition des groupes d’homologie de Chow, voir Fulton [16].

Pour la démonstration, on peut d’abord supposer X réduite. Pour Y <> X une
immersion fermée, on dispose ([16] 1.9) des suites exactes

CH,(Y)~ CH,(X)~> CH,(X — Y)—0. (44)

On peut donc supposer X intégre. Quitte a faire une extension finie du corps de
base, on peut méme supposer X géométriquement intégre (un argument de
transfert montre qu’une telle extension du corps de base n’est pas génante pour
l’assertion du corollaire). Comme on dispose de la résolution des singularités
pour une variété de dimension < 2 (Abhyankar), la suite exacte ci-dessus nous
raméne, aprés compactification et désingularisation, au cas d’une F_-variété
projective, lisse et géométriquement intégre, de dimension 1 ou 2. En dimension
1, le résultat est clair: on a la suite exacte

0
0——Jx(F,) ‘CH(,(X)—d——>Z——>O.

En dimension 2, on a les suites exactes

0
0——> Ay(X)——> CHy(X) -2 Z2—0

0——Jy(F)—>CH (X)—>NS(X)—0

ou J, est la variété de Picard de X et NS(X) le groupe de Néron—Severi, qui est
de type fini. D’ou I’assertion du corollaire, compte tenu de la finitude de Ay (X).

On revient aux hypothéses de la proposition 4: soit X une surface algébrique,
projective, lisse et géométriquement intégre sur le corps k = F, de caractéristique
p- Ainsi, 4y(X) est fini. Il en est de méme de #§*°™(X) d’aprés Lang [26, 27].
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L’objet de cette section est de donner une autre démonstration du théoréme
suivant de Kato et Saito, du moins pour la partie premiére a p:

THEOREME [22]. Soit X une surface algébrique complete, lisse et géométrique-
ment intégre sur le corps fini F . L’ application de réciprocité induit un isomorphisme

Ay(X)—>aom( X )
de groupes finis.

De fait, la surjectivité de 6, est due a Lang ([26], [27] p. 405) qui a établi la
densité des Frobenius locaux, autrement dit le fait que 'image de 6 est dense.

On va donc établir I'injectivité de 8, restreinte & 4o(X),.iors- Pour tout entier n
on a, pour 7rf"’ , la formule suivante:

H'(X,Z/n)=Hom(7{*(X),Z/n)

et, H'(X,Z/n) étant fini, #{°(X)/n=Hom(H'(X,Z/n),Z/n), d’ou, pour I
premier:

T(X)®Z,= H'(X,Q,/Z)*
ou * désigne Hom( ,Q/Z). Il s’agit de voir que 6, est injective sur
Ao X)) 1tors = CH*(X),10rs POUT tout [ premier # p. La démonstration se découpe

en trois:
(1) La dualité de Poincaré définit un isomorphisme

o:HYX,Z,2)——H'(X,Q,/Z)*= 7{*(X)® Z,. (45)
(ii)) La composée de 'application cycle et de la dualité de Poincaré
CHY (X))~ HY(X, 2,2)—o>7(X) ® Z,

est ’application de réciprocité 6.
(ii) L’application cycle

p
CH(X) oy — > H*(X, 2/(2))
est injective sur la torsion /-primaire.

Les deux premiéres assertions sont établies ci-aprés. La troisiéme a été établie
au §2.3. On en déduit que I’application composée

p 5 g 5 éom
CH 2(X )l-tors H4(X’ 21(2))tors ng (X )l-tors >

qui n’est autre que la restriction de 6, 4 la torsion [-primaire, est un
isomorphisme. De méme donc que 'application p ci-dessus. On voit ainsi que,
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lorsque X est une surface, tous les morphismes du diagramme (42) sont des
isomorphismes, ce qui conduit en particulier a la remarque suivante:

Remarque 2. On conserve les mémes hypothéses sur X. La suite spectrale
E¥ = Héar(X,%/(Q,/Z,(Z))):' E'™ = H™(X,Q,/Z/2))

donne une suite de termes de bas degré 0> E)?—> E*—> EX? > E}?*— E*,
autrement dit:

0 H L (X, 7(2)— > H3(X,2) —— H (X, 7 (2))
——HZ,(X,20%(2))—— H(X,2)

ou 2#°/(2)=2#7(Q,/Z,(2)). La résolution de Gersten du faisceau 2#°/(2) due
a Bloch et Ogus permet d’identifier H7,.(X,57°%2)) 4 CHX(X)® (Q,/Z)) (7] 7.7
p. 198-199) et lapplication ¢ a Dapplication cycle CH*(X)®(Q,/Z)—>
H*X,Q,/Z,(2)). Elle est donc injective sous les hypothéses faites sur X: c’est en
fait un isomorphisme Q,/Z,~Q,/Z,. Quant au morphisme vy, c’est le méme que
dans le diagramme (42). 11 est donc surjectif. En conclusion,

HE(X,50%(Qu/2,2))) = 0.

Démonstration de I’ assertion (i). C’est une conséquence du lemme suivant:

LEMME 5. Soit X une surface algébrique compleéte, lisse et géométriquement
intégre sur le corps fini k de caractéristique p. Soit n un entier > 1 premier & p. On
a une dualité de Poincaré

H'(X,Z/n(r)) x H*"/(X,Z/n(2 - r))—s)Z/n

pour tout entier i et tout r € Z. Cette dualité est une dualité parfaite de groupes
finis. En particulier, H4X,Z /n(2)) = Hom(H '(X,Z/n), Z/ n).

Soient k une cléture algébrique de k et G = Gal(k / k). Soit ¢ la substitution de
Frobenius, générateur topologique de G. Comme X = X X,k est une surface

compléte, lisse et intégre, on a une dualité de Poincaré ([14] Arcata, p. 71
théoréme 3.1)

H’()?,Z/n(r)) X H4_i()?,Z/n(2 - r))—-—-L—J——>H4()7,Z/n(2))l>Z/n

qui est une dualité parfaite de groupes finis compatible a ’action de G, et ou la
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trace 7r est un isomorphisme. On en déduit un diagramme commutatif donné
par les cup-produits et la suite spectrale d’Hochschild-Serre relative a k/ k:

(X, Z/n(r))) X HO(k,H*~/(X,Z/n(2 - r)))L) H'(k,HY(X, z/n(2)))
~|1

H(X,Z/n(r))x H>*(X,Z/n(2 - r))—;»m(x, Z/n(2))
(46)

ou la verticale de droite est un isomorphisme puisque H>(X,Z /n) = 0. D’autre
part, Tr est un G-isomorphisme, donc ¢ agit trivialement sur H4(X,Z/n(2)) et
on peut définir une nouvelle trace par composition des deux isomorphismes
suivants:

H (k Tr)
H3(X, Z/n(2))-———>H '(k, HY(X, Z/n(2)))————>Z/n

Celle-ci définit 8 par composition avec le cup-produit. Il est clair que la dualité
de Poincaré sur X induit une dualité parfaite au niveau de la premiére ligne du
diagramme (46): en effet, la transposée de ¢ — 1 pour cette dualité est ¢ ' — 1,
la dualité induit donc un accouplement parfait entre le conoyau de ¢ — 1 et le
noyau de ¢~ ' — 1, qui est aussi celui de ¢ — 1. Les suites exactes (26) montrent
alors que 'accouplement § est une dualité parfaite de groupes finis.

Démonstration de I’assertion (ii). Si x est un point fermé de X, ’application
cycle coincide sur le sous-groupe de CH?(X) engendré par x avec le morphisme
de Gysin iy : H%x,Z/n)—> H%X,Z/n(2)). La formule de projection ([32] VI 6.5
p. 250) et la compatibilité des traces 7r ([32] VI 11.1 p. 276, noter aussi que la
norme H'(k(x),Z/n)—> H'(k,Z/n) est Tidentit¢ Z/n=2Z/n) assurent la
commutativité du diagramme

HY(X,Z/n(2)) X H‘(X,Z/n)—————u———>H5(X, Z/n(2))———2Z/n

i i* ix
H(x,Z/n) X H'(x,Z/n)————> H'(x,Z/n)————Z/n,

autrement dit la compatibilité des dualités de Poincaré pour X et x. Ceci donne
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le diagramme commutatif

HYX,Z/n(2))——H\(X,Z/n)* = a{*(X)/n

H%x,Z/n)———H'(x,Z/n)*=m\(x)/n

et prouve ainsi que 8(x) est la classe dans 7f%(X)/n du Frobenius local F, en x.

2.5. La classe fondamentale I-adique pour les O-cycles. Le cas de dimension 2
est le cas crucial pour ’énoncé suivant:

THEORBME 5. Soient k un corps fini, X une k-variété algébrique projective et
lisse de dimension d, et | un nombre premier différent de la caractéristique de k.
L’ application cycle définit un isomorphisme 0:

CHY(X)®Z,— H¥(X,Z/(d)).

Pour d = 2, c’est un corollaire immédiat du §2.4: ’application cycle
CH*(X)/I"> H*X,Z/I"(2))
est surjective, puisqu’il en est ainsi, d’aprés Lang, de la composée
CH*(X)/I"> HYX,Z/I"(2))> H\(X,Z/1I" y* = a{®(X)/I"

qui, d’aprés 2.4, envoie un point fermé x sur le Frobenius local F,. Dans le
diagramme commutatif

dO
0——A4y(X)®Z,—>CH*(X)® Z, 4 >0

9, 9

0—> HY(X,Z)(2)),,,——H"(X,Z,(2))—— H*(X, Z,2))/tors——>0

0 est donc surjective et 8, est un isomorphisme d’aprés 2.4. On en déduit que les
deux autres verticales, en particulier #, sont des isomorphismes. Noter que la
partie libre de H*(X,Z,(2)) s’identifie & H4(X,Z,(2))°.

Pour d quelconque, la démonstration se fait par récurrence sur d. Commen-
gons par un résultat préliminaire relatif & une section hyperplane lisse éventuelle

Y-> X. Par transitivité des morphismes de Gysin ([32] VI 6.5 p. 250), on a alors
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un diagramme commutatif
Px 2
CH\(X)®Z,———> H¥(X,Z,(d))
Jv ix (47)

P
CHy(Y)® Z———— H¥~%(Y,Z,(d - 1))

ou iy est le morphisme de Gysin et j, le morphisme naturel évident. Les suites
exactes (26), les i, et i, donnent le diagramme commutatif a lignes exactes

0—> 24~ 1()‘(" Zl(d))G————) H*(X,Z(d))— H2d()?, Z,(d))G_>O

g g iy

0> H~(7,Z(d - l))G—>H2d‘2(Y,Zz(d'“ 1)) > B> (7,2,d - 1))G —0.

Le théoréme de Lefschetz faible ([13] 4.1.6 p. 218, [32] VI §7) appliqué a (X, Y)
montre que les 7, sont des isomorphismes, car d >2 implique 2d —2 et
2d — 3 > d — 1. Donc i, est un isomorphisme. On déduit alors du diagramme
(47) et de I’hypothése de récurrence pour Y que p, est surjective et que sa
restriction a I'image de j, est injective.

Soit ¢ un nombre premier auxiliaire. Soit z un zéro-cycle de X a coefficients
dans Z, dont la classe [z] dans CHy(X)® Z, soit dans le noyau de p,. Par
application d’une variante de Bertini comme dans la démonstration de la
proposition 4 au §2.4, il existe une extension k’/k de degré ¢" telle que X' = X,
posséde une section hyperplane lisse Y’ qui contienne le support de z’ = z,..
Donc, par le résultat préliminaire appliqué a (X’,Y’), lapplication p,. est
surjective et [z'] = 0 dans CH(X') ® Z,. L’application cycle étant compatible au
transfert 7, défini par 7 : X’ — X et la composée 7, 7* étant la multiplication par
q’, on en déduit que le conoyau de py est annulé par ¢” et que ¢"[z] = 0 dans
CHy(X)® Z,. Comme q est arbitraire, on en déduit que p, est surjective et que
[z] = 0. Ceci achéve la démonstration.

Remarque 3. De fait, le résultat de cette section 2.5 n’est qu’une reformula-
tion du §9 de Kato—Saito [22], et le principe de la démonstration est le méme. On
doit en effet noter que, comme au §2.4, la dualit¢ de Poincaré définit un
isomorphisme

HY¥(X,2(d))—>nf(X)®Z,. (48)
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§3. Surfaces sur un corps de fonctions sur un corps fini. On étudie CH?(X)
pour certaines surfaces algébriques définies sur un corps global de caractéristique
p > 0. On commence par quelques résultats auxiliaires.

3.1. Lemmes préliminaires.

LEMME 6. Soit X une courbe algébrique sur un corps k de type fini sur le corps
premier. Alors, le groupe CHy(X) est un groupe abélien de type fini.

Ceci est bien sir une reformulation du théoréme de Mordell-Weil-Néron.
Pour établir le lemme, on peut supposer X réduite, puis intégre en utilisant la
suite exacte (44). On peut de plus supposer X géométriquement intégre. Enfin,
toujours par la méme suite, on peut supposer X projective, et normale. On
retrouve alors la formulation due & Roquette du théoréme de Mordell-Weil-
Néron (voir [28] chap. II theorem 6 p. 39).

LemME 7. Soient k un corps, Z une k-variété algébrique quasi-projective et lisse,
et & un fibré localement libre de rang m + 1 sur Z. Alors

CH!(P,(£))= CH'(Z)® CH'"Y(Z)® - -- ® CH'""(Z).

C’est le calcul classique (par exemple [15] II-14 lemme 3 p. 48) de I’anneau de
Chow d’un fibré projectif.

Plus précisément, posons P = P (&), puis considérons le faisceau inversible
canonique Zp(l) sur P et sa classe &= c,(Zp(1)) dans PicP = CH'(P).
L’injection CH'/(Z)—> CH'(P) est donnée par yr>g*(y)-¢/, ou g:P—>Z
désigne la projection canonique.

Notons par ailleurs que, si ¥ est le faisceau localement libre défini par la suite
exacte canonique de #p-modules

0> F > g*(&)>p(1)>0, (49)
on ay=g.(g*(y)- cm(é‘v—)) pour tout y € CH ' (Z) (voir [19] exp. VII 9.1 p.
335).

LemME 8.  Soient k un corps, Y et Z deux k-variétés quasi-projectives et lisses et
i:Z—> Y une k-immersion fermée de codimension m + 1. Soit f: Y'—> Y I’éclaté
de Y le long de Z. Si CH'(Z) = 0 pour tout r tel que j — m < r < j, alors

f*:CH/(Y)> CH/(Y")
est un isomorphisme.

Démonstration. On a le diagramme commutatif cartésien

Z’—'—)Y’

glilf

Z—>Y
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et Z'=P,(&)ou & = N5,y estle fibré normal de Z dans Y, localement libre
de rang m + 1. Soit ¥ comme en (49) au lemme 7. On a la suite exacte ([19] VII
théoréme 9.9 p. 347)

0——>CHJ‘-'"-'(Z)—75—>CHJ‘—'(Z') ® CHf(Y)——M—>CH1'( Y')——0

ou u(x, y)=iy(x)+ f*(y) et A(x) =(g*(x)- ¢, (F ), —ix(x)). D’aprés les hy-
pothéses et le lemme 7, linjection CH/~™~Y(Z)—> CH/~'(Z’) donnée par
x> g*(x) - §™ est un isomorphisme, dont I'inverse est g,. Il en est donc de méme
de I'injection x - g*(x) - ¢,,(¥ ) qui admet aussi g, pour rétraction. Il en résulte
que f*: CH/(Y)—> CH/(Y’) est un isomorphisme.

COROLLAIRE 8. Soient k un corps et Z une k-variété algébrique quasi-projective
et lisse telle que PicZ=0. Soient w:Y—>Z une famille lisse de surfaces
algébriques possédant une section 6: Z—>Y et q: Y'> Y Iéclaté de Y le long de
o(Z). Alors

q* : CHY(Y)—> CH*(Y’)
est un isomorphisme.

Corollaire immédiat du lemme précédent pour m =1 et j =2 auquel cas les
hypothéses se réduisent a PicZ = 0.

3.2. Surfaces rationnelles. Soit k un corps. Soit X une k-surface algébrique
projective et lisse, géométriquement intégre. On dit que X est une surface
rationnelle s’il existe une extension finie &’/ k pour laquelle X est k’-birationnelle
a PZ. Si en outre X,. se déduit de P2, par un nombre fini d’éclatements de points
k’-rationnels et de contractions de courbes exceptionnelles de premicre espéce,
définies et absolument irréductibles sur k’, on dit que k&’ déploie X. Pour X
rationnelle donnée, il existe toujours une telle extension k’/k finie.

THEOREME 6. Soient k un corps de fonctions d’une ou de deux variables sur un
corps fini de caractéristique p et X une k-surface rationnelle. Le groupe Ay(X) des
classes pour I’équivalence rationnelle de 0O-cycles de degré 0 est, a la torsion
p-primaire pres, fini.

Démonstration. Soit k = ky(Z) le corps des fonctions rationnelles d’une
ky-variété algébrique Z, affine si 'on veut, lisse et géométriquement intégre sur le
corps fini k,, de dimension 1 ou 2. Quitte & restreindre Z, il existe ([18] EGA IV
8.8.2) une kj-variété Y et un ky-morphisme projectif, lisse, a fibres géométrique-
ment intégres, 7 : Y —> Z, de fibre générique X /k. Soit k’/k une extension finie
déployant la k-surface rationnelle X, et soit Z’ la cloture intégrale de Z dans &/,
qui est finie sur Z ([8] chap. 5 §3 n°® 2 théoréme 2 p. 63). On utilise dans la suite,
plusieurs fois et de facon implicite, la remarque suivante: comme la projec-
tion a: Z’'—> Z est finie, tout ouvert non vide U’ de Z’ contient un ouvert de la
forme o~ !(U), pour U ouvert non vide de Z. Soient Y'=Y X,Z’ et
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X' = X, = X X k'. Considérons alors les carrés cartésiens

]'*LI I’_—\P_)](
z—2 57 Spec k'—————> Speck.

Le carré de droite est la restriction du carré de gauche au point générique Spec k
de Z. Comme Z' est intégre et que le corps de base est fini, donc parfait, on peut,
quitte a restreindre Z & un ouvert non vide, supposer Z’ lisse sur k,. Comme
dim Z < 2, on peut en outre, quitte encore a restreindre Z, supposer, grice au
corollaire 7 du §2.4,

CH(Z)=0 pour tout i < dimZ’,

et, via (44), ceci vaudra encore pour tout ouvert non vide U’ de Z'.

Si l'on considére deux k'-variétés algébriques lisses X et X[ et des
prolongements respectifs Y et Y| lisses au-dessus de Z’, et si 'on suppose que X|
est k’-isomorphe a I’éclatement X0 d’un point k’-ratlonnel xo de X, on peut
prolonger celui-ci en une section o, de Y;—> Z’ au-dessus d’un ouvert convenable
de Z'. Puis, quitte 4 restreindre encore Z/, on peut prolonger le k’-isomorphisme
X{—> X} en un Z’-isomorphisme Y|— Y0 ou Y; désigne Iéclatement de YO le
long de 0,(Z’). Comme PicZ’ = 0, le corollaire 8 assure qu’on obtient ainsi un
isomorphisme CH*(Y|)> CH*(Y}).

Par application répétée de cette observation un nombre fini de fois, en
fonction des éclatements et contractions qui permettent de passer de P2 a4 X', on
obtient donc, quitte a restreindre Z, un isomorphisme

CH?(Y")~ CH?*(P%)

compatible avec la restriction a la fibre générique, i.e. au changement de base
Speck’ = Z’. Or, d’aprés le lemme 7, cette restriction

CH*(P%)> CH*(P})=2

est un isomorphisme puisque CH?*(Z’)=PicZ’'=0. On obtient ainsi un
diagramme commutatif

CH2(Y)——£———>CH2(X)

qp*l lw

CH*(Y'y——— CH*(X")

zl lz

z 4
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par restriction de Z a Speck et application de la fonctorialité contravariante.
Comme p est évidemment surjective, on en déduit une surjection naturelle

ker p* —>>kery*.

De plus, I'application composée

*

CHYX)——>CH¥X')—>Z

n’est autre que l'application degré, car elle commute avec *, et avec éclatements
et contractions, et l'identification CH?*(P%) = Z est donnée par le degré. D’ou

kery* = Ay(X).

® . , L . .
Comme Y’ — Y est fini de degré n, on peut considérer le morphisme composé

*
CHY(Y)—— CHY Yy~ CHY(Y)

qui n’est autre que la multiplication par n (par la formule de projection, il suffit,
pour Pétablir, de savoir que @4(1) = n, ce qui est la définition de g,(1), puisque,
@ étant de degré n, il en est de méme de I’extension des corps de fonctions).

En résumé, on a le diagramme

kerg*——>> 4y(X)
ZCH?(Y).

Soient / un diviseur premier de n, différent de la caractéristique p de k, et n = I'm
avec (/,m) = 1. On obtient alors le diagramme

(ker ¢ *) I-tors

[

+CH*(Y),

A 0( X )l-tors

ce qui permet de conclure a la finitude de 4y(X),,,, par application du corollaire
2 a Y. Comme Ay(X) est annulé par », ceci achéve la démonstration.

3.3. Surfaces fibrées en coniques. On obtient le résultat suivant:

THEOREME 7. Soit k un corps de fonctions d’une variable sur un corps fini k, de
caractéristique p #2. Soit C une k-courbe algébrique intégre, et soit X une
k-surface algébrique munie d’un k-morphisme q: X — C dont la fibre générique
soit une courbe propre, lisse, géométriquement intégre et de genre zéro. Alors, le
groupe CH(X) est de type fini.
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Démonstration. Quitte a restreindre C, ce qui ne modifie pas le résultat
(comme on le voit en utilisant la suite (44) et le lemme 6), on peut supposer C/k
lisse, géométriquement intégre (quitte a changer k par une extension finie), et
X/ C projectif, lisse, a fibres géométriques isomorphes & des droites projectives.
La fibre générique de ¢ est une conique lisse sur le corps k(C), de caractéristique
p # 2, qui posséde, d’aprés le théoréme de Tsen, un point & valeurs dans le corps
k(C) des fonctions rationnelles de C Xk, donc aussi, puisque p % 2, dans le
corps k,(C) ou k, est la cléture séparable de k dans k (utiliser par exemple le
théoréme de Springer [35]). Soit alors k’/k une extension galoisienne finie de
groupe G telle que la conique générique ait un point dans k’(C). On pose
q = qp, X' = X, et C' = Cp.. La projection ¢’ : X' = C’ admet alors une section,
puisque c’est le cas au voisinage du point générique de C’, que C’ est une
k’-courbe lisse et intégre, et que ¢’ est un k’-morphisme propre. Par ailleurs, les
fibres de la projection ¢’ sont des courbes de genre zéro munies d’un point
rationnel (via la section). On voit alors que ¢’ induit un isomorphisme

g4 : CHy(X')——>CH((C")

(tout point fermé de X’ est rationnellement équivalent, le long de sa fibre, 4 un
multiple du point de sa fibre situé sur la section choisie). Pour / premier, / # 2,
soient G, un l-sous-groupe de Sylow de G et k; = k’“. Posons ¢ = Gir» Xi = Xy
et C/ = Cy,. Le théoréme de Springer assure que la conique générique admet un
kj(C)-point rationnel, donc que ¢; : X/ —> C/ admet une section. On a donc aussi
un isomorphisme

Gie : CHy(X{ )——>CHy(C} ).

D’aprés le lemme 6, tous les groupes CHy(C)), pour / premier différent de 2, sont
de type fini; il en est donc de méme des groupes CHy(X/), si bien que, pour
établir le théoréme, il suffit de voir que le groupe

ker| CHY(X)~> [] CH*X})
1| #G
1#2

est fini. Un argument de transfert montre que ce groupe est annulé par 2° pour
2°|| # G. On va en fait montrer que, quitte a restreindre C, donc X, le groupe

»[ker(CH*(X )~ CH*(X")]

est fini. Notons que, d’aprés (44) et le lemme 6, on peut effectivement restreindre
X a un ouvert non vide pour établir le théoréme.

Quitte a restreindre encore C, on peut supposer que l'on dispose d’un
C’-isomorphisme X’ P, (cela est vrai au point générique de C’, donc aussi sur
un ouvert de C’, d’aprés [18] EGA IV 8.8.2). Invoquant plusieurs fois la méme
référence, on trouve deux ky-courbes algébriques intégres et lisses E et E’ de
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corps de fonctions respectifs k et k’, un k,-morphisme fini E’—> E prolongeant le
morphisme naturel Speck’—>Speck, une ky-surface lisse et intégre S et un
ky-morphisme S—>E qui étend le morphisme structural C->Speck, une
ko-variété lisse et intégre Y et un ky-morphisme projectif et lisse ¥ — S qui étend
la projection ¢g: X —> C, tous ces objets étant tels que, pour §'= S X E’ et
Y =Y X -E’, le C'-isomorphisme X’'—>PL. provienne d’un S’-isomorphisme
Y > P‘S/. Tous ces choix étant ainsi faits, on a les diagrammes suivants, dont les
carrés sont cartésiens:

~

X« X’ >Pe Y < Y’ P!

5
2 2 2
Ce——-—FC' Se———§"’

L J ) )

Spec k «——Speck’ E———F'

le carré de gauche étant induit par celui de droite par restriction au point
générique de E. On dispose alors du diagramme commutatif suivant, obtenu par
passage de Speck a Speck’ et de E a E’ (pour les horizontales de gauche),
restriction de E a Speck et de E’ a Speck’ (pour les verticales de gauche), et
utilisation du lemme 7:

CH*(X)————CH*(X')e————CH*(PL)«——CH*(C")® CH'(C")

[ O I

CH¥(Y)———CH¥Y)«————CH¥PL)<——CH?*S") ® CH'(S").
( ) )

On a évidemment CH*(C’) =0 puisque C’ est une courbe. D’aprés le corol-
laire 7, CH*}(S") = CH(S") est de type fini. Quitte & enlever un nombre fini de
points & E, on peut donc assurer que CH?*(S") = 0, ceci restant vrai ensuite pour
toute restriction de E. Quitte a restreindre E, on peut supposer que le morphisme
S’— E’ a ses fibres intégres et que ’on a Pic E’ = 0 (utiliser (44)). La restriction
Pic S’ > PicC’, c’est-a-dire CH'(S’)—> CH'(C"), est alors un isomorphisme.
Comme la restriction CH*(Y)—> CH?(X) est évidemment surjective, on en
déduit le diagramme suivant:

ker(CH*(Y)~>CH*(Y"))—>ker(CH*(X )—> CH*(X"))

[

~CH*Y),
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Pinclusion verticale provenant du fait que Y’/ Y est fini de degré n = [k’: k].
Comme 2° est la plus grande puissance de 2 qui divise n et que chacun des
groupes du diagramme ci-dessus est annulé par n, on obtient le diagramme
suivant, par restriction aux parties 2-primaires:

»[ker(CH*(Y)~> CH*(Y')) | —> y[ ker(CH*(X ) > CH*(X")) ]

»CH?(Y).

Comme p # 2, le groupe ,,CH 2(Y) est fini d’aprés le corollaire 2, ce qui achéve la
démonstration.
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