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Abstract : Building upon the Bloch—Kato conjecture in Milnor K-theory, we relate the third
unramified cohomology group with Q/Z coefficients with a group which measures the failure of
the integral Hodge conjecture in degree 4. As a first consequence, a geometric theorem of the
second-named author implies that the third unramified cohomology group with Q/Z coefficients
vanishes on all uniruled threefolds. As a second consequence, a 1989 example by Ojanguren and
the first named author implies that the integral Hodge conjecture in degree 4 fails for unirational
varieties of dimension at least 6. For certain classes of threefolds fibered over a curve, we establish

a relation between the integral Hodge conjecture and the computation of the index of the generic
fibre.

Résumé : En nous appuyant sur la conjecture de Bloch—Kato en K-théorie de Milnor, nous
établissons un lien général entre le défaut de la conjecture de Hodge entiere pour la cohomologie
de degré 4 et le troisieme groupe de cohomologie non ramifiée a coefficients Q/Z. Ceci permet
de montrer que sur un solide ! uniréglé le troisieme groupe de cohomologie non ramifiée & coef-
ficients Q/Z s’annule, ce que la K-théorie algébrique ne permet d’obtenir que dans certains cas.
Ceci permet a l'inverse de déduire d’exemples ayant leur source en K-théorie que la conjecture
de Hodge entiere pour la cohomologie de degré 4 peut étre en défaut pour les variétés rationnel-
lement connexes. Pour certaines familles & un parametre de surfaces, on établit un lien entre la
conjecture de Hodge entiere et I'indice de la fibre générique.

1 Introduction

Soit X une variété projective, lisse, connexe, sur le corps C des complexes, de dimension d.
Soit Z(1) = Z(2mi) C C et, pour r > 0, soit Z(r) = Z(1)®". Pour i > 0, soit CH*(X) le groupe
des cycles algébriques de codimension ¢ sur X modulo I’équivalence rationnelle.

Pour tout entier ¢ > 1 on sait définir (cf. [56, IV.11.1.2]) des applications classe de cycles

CH'(X) — H*(X(C),Z(i))

qui généralisent 'application Pic(X) — H?(X(C),Z(1)) déduite de la suite de I’exponentielle.
Via les isomorphismes de dualité de Poincaré entre cohomologie entiere et homologie entiere

H*"%(X(C), Z(d - j)) ~ Ha;(X(C), Z),
ceci définit aussi des applications classe de cycles homologiques

CH;(X) — Hy(X(C),Z).

1. en anglais, threefold



L'image de CH!(X) dans H?(X(C),Z(i)) sera notée Hglig(X((C), Z(7)).

Dans la cohomologie H? (X (C),Q(7)), on a le sous-groupe Hdg* (X, Q) des classes de Hodge :
ce sont celles dont 1'image dans H?(X(C),C(i)) est de type (i,i) pour la décomposition de
Hodge. On a une inclusion Hglig (X(C),Z(i))®Q C Hdg*(X,Q). La conjecture de Hodge affirme
que cette inclusion est une égalité. C’est connu pour i = 1 et pour i = d — 1, ot d = dim(X).

On définit le groupe des classes de Hodge entieres Hdg* (X,Z) C H*(X(C),Z(i)) comme
I'image réciproque de Hdg* (X, Q) dans H?* (X (C),Z(i)) par I'application naturelle de la coho-
mologie entiere vers la cohomologie rationnelle.

De ce qui précede on tire I’inclusion

HY,(X(C),Z(i)) C Hdg*(X,Z).
On note Z*(X) := Hdg*(X,Z)/H},
les groupes Z;(X).

On a Vinclusion Z*(X) C H*(X(C),Z(i))/Hz,
chacun de ces deux groupes coincident, et sont conjecturalement égaux & Z2(X) (cet énoncé
est équivalent & la conjecture de Hodge en degré 2i). En particulier chaque groupe Z2/(X) est
conjecturalement un groupe fini. Ceci est connu pour ¢ =1 et i = d — 1. Pour ¢ = 2, c’est connu
lorsque le groupe de Chow des zéro-cycles C' Hy(X) est supporté sur un fermé algébrique de X
de dimension < 3 (théoreme de Bloch—Srinivas [§]).

Une version entiere de la conjecture de Hodge dirait que les groupes Z%(X) sont nuls. On
sait que c’est le cas pour ¢ = 1, mais déja pour i = 2, il existe des contre-exemples (Atiyah-
Hirzebruch [2], Kollar [34]).

On cherche a déterminer des classes de variétés pour lesquelles, pour certaines valeurs de i,
ce groupe est toujours nul.

On s’intéresse particulierement aux cas i = 2 et i = d— 1, pour la raison suivante : Le groupe
Z4(X) et le groupe fini Zo(X) ~ Z24=2(X) sont des invariants birationnels des variétés projec-
tives et lisses. La démonstration de ce fait dans [58, Lemme 15] utilise le théoréme d’Hironaka, le
comportement de la cohomologie et des groupes de Chow par éclatement de sous-variétés lisses,
et, pour Z4(X), le théoreme de Lefschetz sur les classes de type (1,1).

L’étude de la cohomologie étale des variétés a coefficients finis (qui pour les variétés sur C
équivaut a I’étude de la cohomologie de Betti & coefficients finis) a mené a introduire d’autres
invariants birationnels permettant en particulier de détecter la non rationalité de certaines
variétés unirationnelles. Les invariants en question sont les groupes de cohomologie non ramifiée
H! (X, Z/n) introduits dans [16]. La preuve de leur invariance birationnelle utilise la conjecture
de Gersten en cohomologie étale, établie par Bloch et Ogus [7].

L’observation de cette double invariance birationnelle nous a amenés a nous demander s’il
existe un lien entre la torsion de Z4(X) et les groupes H3,.(X,Z/n). Il est aussi notoire que tant
les groupes Z%(X) que les groupes de cohomologie non ramifiée sont difficiles & calculer, et que
leur comportement < en famille > est mystérieux.

Des résultats sur Z4(X) ont été obtenus par des méthodes de géométrie complexe ([57], [58]).
Des résultats sur les groupes H3,.(X) & coefficients de torsion ont été obtenus par des méthodes
de K-théorie algébrique ([16], [30]).

(X(C),Z(3)). En utilisant la dualité de Poincaré, on définit

(X(C),Z(3)), les sous-groupes de torsion de

La théorie de Bloch—Ogus, combinée a la conjecture de Bloch—-Kato, maintenant un théoréme
de Voevodsky [54] et Rost, et & un argument de Bloch et Srinivas, permet d’établir un lien entre
les deux types d’invariants. Pour les variétés de dimension 3, ce lien avait été remarqué en 1992
par Barbieri-Viale [3]. En prenant appui sur le cas général de la conjecture de Bloch—Kato, nous



montrons au §3 que le lien existe en toute dimension. Le théoreme général est le théoreme 3.7.
Citons-en ici une conséquence (Théoreme 3.9) :

Théoreme 1.1. Soit X une variété, projective et lisse sur les complexes, dont le groupe de
Chow des zéro-cycles CHy(X) est supporté sur une surface. On a un isomorphisme de groupes
finis

H, (X, Q/Z(2)) = Z4(X),

ou le premier groupe est l'union de ses sous-groupes H3, (X, uo?).

Cela nous permet de traduire et comparer les résultats obtenus par la géométrie algébrique
et par la K-théorie algébrique.

La combinaison du théoreme 1.1 et d’'un théoreéme obtenu par des méthodes de géométrie
complexe [57] donne :

Théoréme 1.2. Soit X un solide projectif et lisse sur les complexes. St X est uniréglé, alors

H3,(X,Q/Z(2)) = 0.

Pour les solides fibrés en coniques sur une surface, ce résultat avait été obtenu via la K-théorie
algébrique en 1989 [42].

La combinaison du théoreme 1.1 et d’un contre-exemple a la rationalité obtenu par des
méthodes de K-théorie algébrique [16] donne :

Théoréme 1.3. Il existe une variété X projective, lisse, connexe sur C, unirationnelle, de
dimension 6, avec Z*(X) = Z*(X)tors # 0.

Ceci répond négativement a une question soulevée dans [58] : Si X est une variété rationnel-
lement connexe, le groupe Z4(X) = Z*(X )iors est-il nul ?

Donnons des indications plus détaillées sur la structure de l’article. Le paragraphe 2 est
consacré a des rappels sur la théorie de Bloch et Ogus et sur la conjecture de Bloch-Kato. Au pa-
ragraphe 3, on commence par étendre un argument de Bloch—Srinivas en dimension quelconque.
Ceci nous permet ensuite de montrer que le groupe fini Z4(X)iors est le quotient du groupe de
cohomologie non ramifiée H3.(X,Q/Z(2)) par son sous-groupe divisible maximal, résultat qui
implique le théoreme 1.1. Nous établissons un résultat analogue pour le groupe fini Z24-2(X)
(théoreme 3.11). Il y a des liens entre le sous-groupe divisible maximal de H?.(X,Q/Z(2)), le
groupe de Griffiths en codimension 2 et le groupe de cohomologie cohérente H?(X,Ox). Ces
liens, en partie conjecturaux, sont discutés au paragraphe 4. Au paragraphe 5, on passe en revue
les exemples, d’origines tres diverses, de variétés X pour lesquelles divers auteurs ont montré
que soit le groupe Z4(X)iors, s0it le groupe H3.(X,7Z/n) est non nul. On construit un exemple
de solide X dont conjecturalement le groupe de Chow CHy(X) est réduit a Z mais pour lequel
néanmoins Z*(X) # 0. Au paragraphe 6, on établit le théoreme 1.2. La nullité de Z*(X) a
aussi été établie pour les hypersurfaces cubiques lisses de dimension 4 ([58]). Motivés par ce
résultat, pour 'espace total d’une fibration en solides au-dessus d’une courbe, nous donnons des
conditions suffisantes sur la fibration qui impliquent I’annulation de Z*(X)(Théoréme 6.8).

Au paragraphe 7, on s’intéresse de facon générale aux variétés X munies d’une fibration
7 : X — I'sur une courbe. L’indice d’une telle fibration 7 est le pged des degrés des multisections.
Lorsque les groupes de cohomologie cohérente H*(X;, Ox,) des fibres lisses sont nuls pour i > 1,
on établit par des méthodes géométriques indépendantes des paragraphes précédents des liens
entre la nullité de Z2(X) et le fait que l'indice de la fibration soit égal & 1 (Théorémes 7.6 et
7.7).



La fibre générique V/C(I') d’une fibration comme ci-dessus est une variété projective et
lisse sur un corps F' de caractéristique zéro et de dimension cohomologique cd(F) < 1. Au
paragraphe 8.1, pour tout tel corps F' et toute variété V projective et lisse sur F', en développant
des techniques de K-théorie algébrique et de cohomologie galoisienne ([5], [17], [30]), on établit
des liens entre le groupe de Chow de codimension 2 de V et la cohomologie non ramifiée de
degré 3 de V (Théoréme 8.5 et, sous 'hypotheése H?(V,0y) = 0, Théoreme 8.7). Ceci étend
certains résultats de Bruno Kahn [30]. Les applications aux variétés fibrées au-dessus de courbes
sont données au paragraphe 8.2. On établit ainsi par cette méthode indépendante I’annulation
(Théoreme 8.14) de H3,.(X,Q/Z(2)) pour les solides X fibrés en surfaces rationnelles sur une
courbe (ce qui est un cas particulier du théoreme 1.2). En combinant K-théorie algébrique et
méthodes géométriques, on obtient, pour les solides X fibrés au-dessus d’une courbe I', dont
la fibre générique V/C(T) satisfait H*(V,Oy) = 0 pour i = 1, 2, d’autres liens entre le groupe
H3.(X,Q/Z(2)), le groupe Z2(X) et I'indice de la fibration (Théorémes 8.19 et 8.21).

Notations

Etant donné un groupe abélien A, un entier n > 0 et un nombre premier [, on note A[n] C A
le sous-groupe formé des éléments annulés par n, on note A{l} C A le sous-groupe de torsion
l[-primaire, et on note A¢os C A le sous-groupe de torsion.

2 Rappels

2.1 La théorie de Bloch—Ogus pour la cohomologie de Betti

On renvoie a [1, §4] pour plus de détails sur ce qui suit. Soit X une variété algébrique sur
C. On dispose de l'espace topologique X (C). On note X, le site des isomorphismes locaux
U — X(C). On a une fleche de sites 6 : X, — X(C). Les topos associés sont équivalents.

On a le diagramme commutatif de morphismes de sites suivant

X, % X(C)

L Lh

g
Xa — Xzar

On note
[ Xcl — XZzar

le morphisme de sites hod =go f.

Soit A un groupe abélien. On note A(1) = A ®z Z(1) et A(—1) = Homgz(Z(1),A). Ceci
permet de définir A(n) pour tout entier n € Z.

Définition 2.1. (Bloch-Ogus [7]) Soit X une variété algébrique sur C. Les faisceauz H (A)
sur X sont les faisceauz pour la topologie de Zariski sur X définis par

Hi (A) := R'm, A = R'h,(A).

En d’autres termes, H&(A) est le faisceau pour la topologie de Zariski sur X associé au
préfaisceau pour la dite topologie défini par U — H*(U(C), A). Pour une discussion de la
définition suivante dans le contexte de la cohomologie étale a coefficients finis, on consultera
[16] et [13].



Définition 2.2. Soit X une variété algébrique sur C. On définit le i-ieme groupe de cohomologie
non ramifiée de X a coefficients dans A par la formule

HZT(Xa A) = HO(X7 HZX(A))

Un résultat central de l’article de Bloch et Ogus [7] est la démonstration de la conjecture de
Gersten pour diverses théories cohomologiques. Ceci a comme conséquence le théoreme suivant.
Pour toute sous-variété fermée integre D de X, on note ip : D — X l’inclusion et on note

H}y(C(D), 4) = lim HI(U(C), A)
UZD
ouvert de Zariski non vide

en tout point de D. Lorsque D' C D est de codimension 1, on a une fleche induite par le résidu
topologique (sur la normalisation de D) (cf. [56, p. 417]) :

Resp pr : Hg(C(D), A) — Hiy H(C(D'), A(-1)).

Supposons X irréductible. Pour r > 0 on note X I’ensemble des sous-schémas fermés de
codimension r dans X. Pour un groupe abélien M et une sous-variété fermée integre ip : D C X,
on note ips M l'image par ip, du faisceau constant Mp sur D défini par le groupe M.

Théoréme 2.3. ([7, Thm 4.2]) Pour toute variété lisse connexe sur C et tout entier i > 1, on

a une suite exacte de faisceaux pour la topologie de Zariski sur X

0 — Hi(A) = ix Hp(C(X), 4) % P ipH5HCD), A1) % ... % P ipAp(—i)— 0.
Dex@) Dex @

Ici les fleches O sont induites par les fleches Resp pr lorsque D' C D (et sont nulles sinon).
Le faisceau Ap(—i) sur D s’identifie bien siir au faisceau constant de fibre H%(C(D), A(—i)).

Les conséquences de ce théoreme sont considérables. Tout d’abord, notant CH*(X)/alg le

groupe des cycles de codimension k£ de X modulo équivalence algébrique, on obtient la formule
de Bloch-Ogus :

Corollaire 2.4. ([7, Cor. 7.4]) St X est une variété projective, lisse et connezxe sur C, on a un
isomorphisme canonique
CH"(X)/alg = H"(X, HX (Z(K))).

D’apres le théoreme 2.3, le faisceau H a une résolution acyclique de longueur < i. On a
donc le résultat d’annulation suivant.

Corollaire 2.5. Pour X lisse, A un groupe abélien et v > i, on a H" (X, H’ (A)) = 0.

Bloch et Ogus déduisent de cette annulation, par analyse de la suite spectrale de Leray de
I'application continue 7, le résultat suivant, crucial pour la suite de cet article.

Théoréme 2.6. ([7, Ex. 7.5]) Soit X une variété lisse sur C et soit A un groupe abélien. Alors
la suite spectrale de Leray du morphisme de sites w: X(C) — X fournit une suite exacte

HY(X(C), 4) — H, (X, A) % H*(X, Hy(4)) — HY(X(C), 4)
Pour A =17(2) et X de plus projective, la suite exacte ci-dessus donne la suite exacte
H?(X(C),2(2)) — H,, (X, Z(2)) — CH*(X)/alg = H(X(C), Z(2)) (1)

ot lapplication c : CH?(X)/alg — H*(X(C),Z(2)) est induite par lapplication classe de cycles
pour la cohomologie de Betti.



Le noyau de ¢ : CH%(X)/alg — H*(X(C),7Z(2)) est par définition le groupe de Griffiths
Griff2(X) des cycles de codimension 2 de X homologues & 0 modulo équivalence algébrique. La
théorie de Bloch—Ogus donne donc le

Théoréme 2.7. (Bloch—-Ogus, [7, Cor. 7.4]) Pour X projective et lisse, il y a un isomorphisme
H;, (X, Z(2))/Im[H?(X (C), Z(2))] = Griff*(X).
Voici une autre application du théoréeme 2.3.

Théoréme 2.8. Soit A un groupe abélien. Pour tout entier i > 0,

(i) le groupe HE (X, A),

(ii) limage de H'(X(C), A) dans H., (X, A) C H5(C(X), A),

(iii) le quotient du premier groupe par le second,
sont des invariants birationnels des variétés projectives et lisses sur C, invariants qui s’annulent
sur les variétés rationnelles.

Démonstration. L’invariance birationnelle de H, (X, A) est une conséquence du théoreme
2.3 (validité de la conjecture de Gersten), voir [13, Thm. 4.4.1].

L’invariance birationnelle de 1'image de H*(X(C), A) dans H5(C(X), A), est établie par
Grothendieck dans [26, IIT (9.2)]. Comme on est en caractéristique zéro, on peut utiliser le
théoreme d’Hironaka et réduire la démonstration au cas de ’éclatement d’une sous-variété fermée
lisse. On sait comment se calcule la cohomologie d’un tel éclatement : tout ce qu’on ajoute dans
la cohomologie est supporté dans le diviseur exceptionnel et donc s’annule par passage au corps
des fonctions. O

2.2 K-théorie algébrique, cohomologie étale et conjecture de Bloch—Kato

Sur tout schéma X et tout entier ¢ > 0, on note K; x le faisceau pour la topologie de Zariski
sur X associé au préfaiscean U — K;(H°(U, Ox)). Le cas n = 0 du théoréme suivant (conjecture
de Gersten pour la K-théorie algébrique) est un célebre résultat de Quillen. On trouvera une
démonstration du cas général dans [14].

Théoréme 2.9. Soit X une variété lisse connexe sur un corps F. Pour tout entier i > 1, et
tout entier n > 0, on a une suite exacte de faisceaux pour la topologie de Zariski sur X

0 — Kix/n — ix:JG(F(X)/n % @ ipdi(FD) /... % @ ipZ/n—o0.
Dex(@) Dex ()

A tout anneau commutatif unitaire A et tout entier i > 0 et tout entier ¢+ > 0 on associe
le groupe KM (A) quotient du produit tensoriel A* ®z ... ®z A* (i fois) par le sous-groupe
engendré par les éléments r; ® ... ® x; avec x, + x5 = 1 pour un couple d’entiers r < s. Pour
A un corps, c’est la définition de Milnor. On a K{¥(A) = A*. Sur tout schéma X et tout
entier ¢ > 0, on note le\f[X le faisceau pour la topologie de Zariski sur X associé au préfaisceau
U KM(H°(U,Ox)). L’analogue du théoréme de Quillen pour la K-théorie de Milnor a fait
l'objet de travaux de nombreux auteurs. On a maintenant le résultat suivant (M. Kerz [32, Thm.
7.1]) :

Théoréeme 2.10. Soit X une variété lisse connexe sur un corps infini F'. Pour tout entieri > 1,
et tout entier n > 0, on a une suite exacte de faisceaux pour la topologie de Zariski sur X

0 — KM /n— i, KM(FX)/n % @ KM (FD)/n2 . % @ ipZ/n—o.
Dex®) DeXx ()



Soit M un module continu discret sur le groupe de Galois absolu G de F', et ¢ > 0 un entier.
On note H'(F, M) = H (G, M) le i-itme groupe de cohomologie galoisienne de M.

Théoréme 2.11. (Bloch-Ogus [7]) Soit X une variété lisse conneze sur un corps F. Soit n un
entier positif premier a la caractéristique de F', et soit u, le faisceau étale sur X défini par les
racines n-iémes de l'unité. Soit H: (u$?) le faisceau pour la topologie de Zariski sur X associé
au préfaisceau U +— Hét(U, pS%). Pour tout entier i > 1, tout entier j € Z et tout entier n > 0,
on a une suite exacte de faisceauxr pour la topologie de Zariski sur X

0 — Hi (1) — ix. H (F(X), u&) 2 P ip.HTHFD),u ) L
Dex®)

L P i HF(D), 57 — 0.
Dex ()

En d’autres termes, quand on prend les sections de cette suite sur un anneau local de X, on
obtient une suite exacte de groupes abéliens. Ceci vaut encore quand on prend les sections sur
un anneau semilocal de X (voir [14]).

Pour toute variété X sur C, tout groupe abélien de torsion A, et tout entier ¢ > 0, les
théoremes de comparaison de SGA4 [1] donnent des isomorphismes canoniques
H:(X,A) = H(X(C),A) et H(C(X),A) = H5(C(X), A). On en déduit un isomorphisme ca-
nonique entre le faisceau Zariski H% (A) obtenu par faisceautisation de U — HZ, (U, A) et le
faisceau Zariski H’% (A) obtenu par faisceautisation de U — H*(U(C), A) , ce qui nous autorise
a utiliser une notation unique pour ces deux faisceaux. Pour X lisse sur C, et A = uf?j , cela
permet d’identifier les suites exactes de faisceaux des théoremes 2.3 et 2.11.

Notons CH*(X) le groupe de Chow des cycles de codimension i modulo I’équivalence ra-
tionnelle et H: (X, uy?) = HO(X, Hi (15”)). Du théoréme 2.11, on tire comme au paragraphe
précédent des isomorphismes

CH'(X)/n = H' (X, Hy (u3"))
et des suites exactes

H3 (X, pu$?) — H2 (X, pu$?) — CH*(X)/n — HA(X, u3?).

n

Rappelons I’énoncé de la conjecture de Bloch—-Kato en K-théorie algébrique.

(BKip) Soient ¢ > 1 et n > 2 des entiers. Pour tout corps F' de caractéristique premiere &
n, lapplication de réciprocité (définie par Tate)

KM (F)/n — H'(F,u3"),
qui envoie les groupes de K-théorie de Milnor modulo n vers les groupes de cohomologie galoi-
sienne, est un isomorphisme.

Des cas particuliers importants de cette conjecture ont été démontrés par Merkur’ev et Suslin
([37], [38]), Rost [47], et Voevodsky [53]. Le cas général vient d’étre établi par Voevodsky [54]
et Rost (cf. [51]), voir aussi le texte de Weibel [61].

Il est facile, dans chacun des énoncés du présent article, de déterminer lesquels parmi les
énoncés BK;, sont requis pour les démonstrations.



Pour X une variété lisse sur un corps infini F' et n > 0 un entier premier & la caractéristique
de F', les applications de réciprocité définissent un morphisme de la suite exacte du théoreme 2.10
dans la suite exacte du théoreme 2.11 (cf. [32]). Sous la conjecture de Bloch—Kato, on déduit de
ces deux théorémes un isomorphisme de faisceaux pour la topologie de Zariski IC%( /n = fo (u®h).
Comme expliqué dans [32, Thm. 7.8], une méthode due & Hoobler permet d’établir un énoncé
plus général : Sous la conjecture de Bloch—Kato, pour tout anneau semilocal A contenant un corps
F infini et tout entier n premier a la caractéristique de F', pour tout entier i > 1, l’application
de réciprocité KM(A)/n — HL(A, uS?) est un isomorphisme.

Pour F un corps, on a des homomorphismes KM (F) — K;(F), qui sont des isomorphismes
pour ¢ =0, 1,2. Pour ¢ <2, on a donc K; x/n 5 Hi (u20).

3 Cohomologie non ramifiée et conjecture de Hodge entiere

3.1 Généralisation d’un argument de Bloch et Srinivas

Dans cette partie on détaille et généralise un argument de Bloch et Srinivas [8]. Soit X une
variété algébrique sur C. Les notations sont celles du paragraphe 2.1.

Théoréme 3.1. Soit X une variété algébrique connexe sur C. Pour tout entier i, la multiplica-
tion par un entier n > 0 sur les faisceauz H5 (Z(i)) induit des suites exactes courtes de faisceaux
Zariski sur X
. Xn . l
0 — My (Z(i)) = HE(Z(i)) — HE (") — 0.

En particulier les faisceaus HY (Z(1)) sont sans torsion, et donc leurs groupes de sections globales
HY(X, HE(Z(i)) = HE-(X,Z(i)) sont sans torsion.

Démonstration. Les suites exactes de groupes abéliens
0— Z(i) =5 Z3G) — p& — 0
donnent naissance a de longues suites exactes de groupes de cohomologie sur tout U(C) pour
U C X ouvert Zariski, et donc a de longues suites de faisceaux sur X g4,
o WA () = HE(Z(30)) T HR(Z(0) — My () — HH(Z(30) —

Il s’agit donc de montrer que les fleches HA(Z(i)) — HE (1E") sont surjectives. 11 suffit pour
cela d’établir que les fleches HA (Z(p)) — HA (ui™) le sont.
On a le diagramme commutatif de faisceaux sur X

0 — Z(1) — Oxaq £ 0%, — 1
| ! Lid
0 — Hn - O;}cl ZZ ;((,cl — 1

ou les deux fleches verticales de gauche sont définies par z — exp(z/n).

Dans ce diagramme, le faisceau Oy o désigne le faisceau des fonctions continues sur X (C) a
valeurs complexes sur X (C), vu sur X.

De ce diagramme on déduit un diagramme commutatif de faisceaux sur Xz, :

0% — R'm(Z(1))
| id l

T O)X(,cl —  R'm, (#n)



On cherche 4 identifier la fleche composée O% .= — m.O0% , — Rim. ().
D’apres [1, Thm. 4.4], on a R! f.u, = 0. La suite exacte de faisceaux sur X

x 22 %
L= pn — OX,cl ’ OX,cl — 1

induit donc une suite exacte de faisceaux sur Xg;

x 2z

1_)f*M”_>f* X,el - f* ;((,cl_>1‘

On a le diagramme commutatif de faisceaux sur Xg;

z—z"

1 — f*'un - f* ;<(,cl - f* ;<(,cl - 1

T 1 1

Py

X X
L = pn — OX,ét - OX,ét — 1
d’ou 'on déduit un diagramme commutatif sur Xz,

9:f:0% g — R'g(furn)
T T~
g*O;(,ét - R gupin

Comme R! f, i, = 0, la fleche naturelle R g, (fijtn) — R'Typtn, est un isomorphisme.
Le diagramme ci-dessus se réécrit

0%, — Rl pin
1 e
X 1

9:0x¢ — B gutin

On obtient le diagramme commutatif

70%, — R'm(Z(1)

Lid !
Tx (’))X(, a Rlx, hn
| |

9:0%a —  Rlgupn
Le théoreme de Hilbert 90, sous la forme de Grothendieck, assure R 9:0% ¢ = 0. Ainsi la fleche
0% o — R g, est surjective. Du diagramme ci-dessus il résulte que la fleche

R'7.(Z(1)) — R'mupin

est surjective, ce qui se traduit encore ainsi : le faisceau R, (Z(1)) est sans torsion ([3, Lemma
3.2]).
Observons que la fleche O)XC Zar = g*(’))x(’ ¢ est un isomorphisme. On a donc établi le fait
suivant : la fleche composée
O;(,Zar — Tx ;(,cl - Rlﬂ-*(Z(l)) - Rlﬂ*ﬂn - ng*,un7

ou la derniere fleche est I'isomorphisme réciproque du composé d’isomorphismes

ng*ﬂn = ng*(f*ﬂn) =R (g0 fa(pn) = Rl”*/ﬁna



est la surjection naturelle de faisceaux induite par la suite de Kummer.
On prend maintenant des produits tensoriels et des cup-produits. On obtient ainsi une suite
d’homomorphismes

(0% 2ar)™" = RIm((Z(p)) — RPmu(p,”) — RPgu (i),

le composé (O% ;. )%P — RPg,(uu5") est simplement le composé

(0% 2ar)®? = (R gupin)® — RPg.(uSP),

la premiere fleche étant donnée par la suite de Kummer.

Comme R'f,(us?) = 0 pour tout i > 0 ([1], loc. cit.), la flocche RPm,(us?) — RPg.(us?) est
un isomorphisme.

Comme rappelé a la fin de la section 2.2, la conjecture de Bloch—Kato implique que la fleche
de faisceaux Zariski

( ;((,Zar)(g)p - Rpg*(ugp)

est surjective. Notons que 'on ne fait pas ici d’hypothese de lissité sur X.
La combinaison de ces résultats implique que la fleche

RP(Z(p)) — RPme(py”)
est surjective. Ceci établit le théoreme. O

Remarque 3.2. Des cas particuliers du théoreme 3.1 avaient été établis.

Pour X lisse et p = 2, Bloch et Srinivas [8] (voir la démonstration du théoreme 1 (ii), p. 1240)
utilisent le théoreme de Merkur’ev-Suslin pour montrer que la suite ci-dessus est exacte, et que
donc le faisceau H3 (Z) est sans torsion.

Barbieri-Viale [3] observe que lorsque la dimension de X est 3, pour tout ouvert affine U de
X,ona H(U(C),Z) =0et H"(U(C),Z/n) = 0 pour r > 4 (théoreme de Lefschetz faible, cf.
[56, Thm. 13.2.22]). Ainsi les faisceaux H'y(Z) et H’ (Z/n) sont nuls pour r > 4. Le théoreme
de Merkur’ev—Suslin suffit alors a établir le théoréme ci-dessus pour les variétés de dimension 3.

L. Barbieri-Viale nous signale une démonstration du théoreme 3.1 dans sa prépublication

[4].

3.2 Action des correspondances et cohomologie des faisceaux H"(Z)

Proposition 3.3. Soit X une variété projective, lisse, connexe sur C, de dimension d.

(i) Si le groupe CHy(X) est supporté sur un fermé algébriqgue Y C X avec dimY = r, alors
HO(X,HE (A)) est annulé par un entier N # 0 pour p > r. En particulier H*(X, H%(Z)) = 0
pour p > 1.

(ii) Si le groupe CHy(X) est supporté sur un fermé algébrique Y C X avec codimY = r,
alors pour p < r le groupe HP(X, H% (A)) est annulé par un entier N > 0.

(iii) Pour Uespace projectif X = P&, on a HP(X, H% (A)) = 0, pourp # q et HP (X, H5.(A4)) =
A pour tout p < d.

Démonstration. Les correspondances modulo équivalence algébrique agissent sur la coho-
mologie des faisceaux H'(A), pour tout groupe abélien A. Pour la commodité du lecteur, nous
avons inclus en appendice une preuve de ce fait dans le contexte de la cohomologie de Betti.
Pour la cohomologie étale & coefficients des groupes Z/n, dans le cadre des modules de cycles
de Rost [46], une telle action est construite par Merkur’ev dans [36].
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(i) La décomposition de la diagonale (cf. [8]) dit que sous I’hypothese de la proposition, on
a pour un entier N # 0 une égalité de cycles modulo équivalence rationnelle sur X x X :

NAx =T 4Ty dans CHY(X x X),

ou I'y est supporté sur Y x X, ou 'on peut supposer que Y est de pure dimension r, et I'y est
supporté sur X x D, avec D G X. Prenant les actions de ces correspondances sur H?(X, HL(A)),
on obtient 1’égalité :

NId =T1.+ Do, : H(X, H5 (A)) — HY(X, H5 (A)).

Introduisant des désingularisations DdeDetY deY et des relevements de I'1, I's, on constate
que I'1, se factorise par la fleche de restriction

HO(X, Hi (A)) — HO(Y, HE(A)).

Or le faisceau H‘% (A) est nul car dim(Y) < p. Par ailleurs Ty, a son image dans H°(X, HE(A))

constituée de classes a support dans le fermé D G X, donc nulles (Théoreme 2.3). Ainsi
NHOY(X,H5%(A)) = 0. Si A = Z, le théoreme 3.1 dit que H°(X,H%(Z)) est sans torsion et
donc H°(X, H%(Z)) = 0.
(ii) En permutant les facteurs, on trouve une égalité de cycles modulo équivalence rationnelle
sur X x X :
NAx =T 4Ty dans CHY(X x X),

ou I'y est supporté sur D x X, D ;Cé X et I'y est supporté sur X x Y, ou 'on peut supposer que
Y est de pure codimension . Prenant les actions de ces correspondances sur H?(X, H% (A)), on
obtient 1’égalité :

NId =T, +Ta.: HP (X, H% (A)) — HP(X, H% (A)).
Introduisant des désingularisations DdeDetY deY et des relevements de I'y, I'2, on constate
que I'1, se factorise par la fleche de restriction

HP (X, H%(A)) — HP(D, H%(A))
qui est nulle car dim D < d et donc H%(A)) = 0. Enfin I'y, se factorise par la fleche
Fo s HY(V HET(A)) — HP(X, HE(A))
induite par j : ¥ — X, qui est nulle car p < r. Donc NId = 0 sur HP(X, HL (A)).

(iii) Pour X = ]P’fé, on a une décomposition compléte de la diagonale dans CH*(X x X)
d . .
Ax =) hihg™,
i=0
ot h = c1(Opa(1)) € CH'(PY) et h; := prih, i = 1, 2. On en déduit que pour a € HP (X, H% (4)),
on a Ay.a = Zgzo(hﬁhg_i)*a. Soient X; = P L P e m; : P' — pt I'application constante.
Alors hilhg_Z est la classe de X, _; x X; dans X x X et on a
(ARG ™) se = jin (mf (Tain (Gi—i)),

ce qui montre que HP (X, H% (A)) = 0 pour p # g car my_;, o j_, s’annule sur H? (X, H% (A))
pour p # q. L’assertion restante résulte du méme argument ou, si A = Z, du corollaire (2.4).
O
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Proposition 3.4. Pour tout groupe abélien A et tout entier i > 0, les groupes H'(X, H%(A))
sont des invariants birationnels des variétés connexes, projectives et lisses sur C de dimension d.

Démonstration. Soient X et Y deux variétés projectives lisses sur C de dimension d et
¢ : X --» Y une application birationnelle. Soit I'y, C X X Y le graphe de ¢ et I'y-1 C Y x X
le graphe de ¢~'. Regardons ces correspondances modulo équivalence algébrique, de facon &
pouvoir les composer.

Lemme 3.5. Le composé T'y-1 0Ty, € CHY(X x X)/alg se décompose de la fagon suivante :
Ty-10Ty =Ax + Z dans CHY(X x X)/alg, (2)

ou Ax est la diagonale de X et Z est un cycle de X x X supporté sur D x X, D ;Cé X étant un
fermé propre de X.

A Paide de ce lemme, on conclut de la fagon suivante : Comme dans la preuve de la proposition
3.3, on note qu’un cycle Z comme ci-dessus agit trivialement sur H*(X, ’Hg((A)) pour tout 3. On
conclut donc de la décomposition (2) que l'on a :

Ty1,0lg, =1Id: H(X, H%(A) — H'(X,H% (A)).
Mais, pour les mémes raisons, on a aussi
TyuoTy1, = Id: H(Y,H{.(A)) — H'(Y,H{(A)),
d’ott I'on conclut que Ty, : HY(X, H% (A)) — HI(Y,HE(A)) est un isomorphisme. O

Démonstration du lemme 3.5. D’apres la théorie de l'intersection raffinée de Fulton (voir
[20, Chap. 6]), et compte tenu de la définition de la composition des correspondances, il suffit
de montrer qu’il existe un fermé algébrique propre D ; X tel que pi3 (17)1_21 (Ty)N 172_31 (Cy-1)), ot
les p;; sont les différentes projections de X x Y x X sur les produits de deux de ses facteurs,
coincide (multiplicités comprises) avec Ax au-dessus de U x X, ou U = X \ D.

Notons V l'ouvert de définition de ¢ et prenons pour ouvert U C X l'ouvert de V défini
comme ¢~ (W), ot W C Y est 'ouvert de définition de ¢—*. Alors au-dessus de U, la premiere
projection p; : X X Y — X induit un isomorphisme local entre le graphe de ¢ et X. La
variété U peut alors étre vue comme un ouvert U’ de ce graphe. Via la seconde projection
py: X xY — Y, U est par construction envoyé dans I'ouvert de définition de ¢!, et donc
Iintersection pry (Ty) N pog (P4-1) s’identifie au-dessus de U a la sous-variété lisse

{(z,0(2), 07 (9(2)) = x), z € V, ¢(x) € W}

de X XY x X, ce qui donne le résultat. O

Certains des invariants birationnels donnés par la proposition 3.4 étaient connus. Pour ce
qui est de la non-trivialité de ces invariants, les propriétés de la suite spectrale de Bloch—Ogus
(§2.1) donnent les informations suivantes. Soit X une variété connexe, projective et lisse sur C
de dimension d.

Pour i = 0, on trouve la cohomologie non ramifiée de X en degré d.

Pour i = d, on a HY(X,H%(Z)) = CHYX)/alg = Z et HY(X,H%(Z/n)) = CHY(X)/n =
Z/n.

Pour i =d — 1, on a H"Y( X, H%(Z)) = H*~1(X(C),Z) ~ H,(X(C),Z) et pour un entier
n>1,on a HY (X, H4(Z/n)) = H**~1(X(C),Z/n), groupe dual de H(X(C),Z/n), qui est
un invariant birationnel bien connu, coincidant avec la n-torsion du groupe de Picard de X. Ces
groupes sont non nuls si H(X,Ox) # 0, soit encore by # 0. La torsion du groupe de Néron-
Severi N.S(X), égale & celle du groupe H?(X(C),Z), peut aussi apporter une contribution.

Pour ce qui est des coefficients rationnels, ces résultats se généralisent de la fagon suivante :
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Proposition 3.6. Si H(X,0x) # 0, on a H"H(X, H%(Q)) # 0.

Démonstration. Cela résulte du fait (cf. [7, p. 194], [22], [41]) que I'aboutissement de la
filtration de Leray sur Ha'"(X(C),Q) relative & 7 : X — Xzq est la filtration par le co-
niveau N. Si le terme extréme Eg_i’d = H4{(X(C),H%(Q)) est nul, on conclut donc que
H%7/(X(C),Q) = N+ g2 X (C),Q). Ceci entraine classiquement (cf. [27]) que le coni-
veau de Hodge de la structure de Hodge sur legd_i(X((C),Q) est > d — i+ 1, et donc que
HM=(X) == H7{(X,0%) = H"(X,Kx) = 0. Par la dualité de Serre, ceci contredit 1’hy-
pothese H (X,0x) #0 . O

3.3 H? non ramifié A coefficients finis et défaut de la conjecture de Hodge
entiere en degré 4

Théoréme 3.7. Soit X une variété connexe, projective et lisse sur C. On a les suites exactes

0 — Hy (X, Z(2))/n — Hp (X, 13%) — ZH(X)[n] — 0,

0— H3 (X,Z(2)) ®Q/Z — H3.(X,Q/Z(2)) — Z*(X)tors — 0.
Démonstration. On considere la suite spectrale
Ey! = HP(X, H%(Z(2))) = H"(X(C),Z(2))

associée au morphisme de sites X (C) — Xz,,. Cette suite est concentrée dans le premier qua-
drant. Comme X est lisse, la conjecture de Gersten, connue pour cette cohomologie ([7], voir
[14] et le §2.1 ci-dessus), implique que cette suite spectrale est en outre concentrée dans le demi-
quadrant p < g. La fleche qui va de H?(X,H%(Z(2))) dans H*(X(C),Z(2)) a pour image le
groupe HY, ,(X(C),Z(2)) des cycles algébriques. Cela résulte de identification de la filtration
qu’on obtient ainsi avec la filtration par la codimension du support ([41], [22]).

De la suite spectrale on tire alors une suite exacte
0 — HY (X, H%(Z(2))) — [H'(X(C), Z(2))/ Hay(X (C), Z(2))] — H(X, Hx (Z(2)))-

Pour X de dimension quelconque, le faisceau H% (Z(2)) est sans torsion (théoreme 3.1). On
en conclut

H'Y(X, H3(2(2)))[n] =~ [H*(X(C), Z(2))/ Hyyy (X (CT), Z(2))][n].
Comme on I'a rappelé dans P'introduction, Z4(X)[n] = [H*(X(C), Z(Q))/Hﬁlg(X(C),Z(2))][n].
On a montré au théoreme 3.1 que la suite de faisceaux
0 — H3(Z(2)) = HY(Z(2)) = H3(13y?) — 0
est exacte. Elle donne naissance a la suite exacte
0 — H(X, HX(Z(2)))/n — H°(X, HX (1%)) — H' (X, HX (Z(2)))[n] — 0.

Ceci établit le premier énoncé du théoreme.

Le second s’obtient par passage & la limite directe dans les suites exactes de (i) pour n
variable. C’est une conséquence du théoreme de Merkur’ev et Suslin que les fleches de passage
de la suite pour n a la suite pour n.n’ sont toutes injectives. ]

Rappelons que la conjecture de Hodge rationnelle vaut en degré 2 et 2d — 2 pour toute
variété projective et lisse de dimension d, donc en tout degré 2¢ pour une variété de dimension
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au plus 3. Plus généralement, comme rappelé dans 'introduction, Bloch et Srinivas [8, Thm. 1
(iv)] ont montré que si le groupe C'Hy(X) est < représenté > par le groupe C'Hy d’une variété
de dimension au plus 3 alors la conjecture de Hodge rationnelle vaut en degré 4 pour X.

On a donc ’énoncé suivant :

Théoréeme 3.8. Soit X connexe, projective et lisse. S’il existe une variété Y connexe, projective
et lisse de dimension au plus 8 et un morphisme f :' Y — X tels que lapplication induite
f« : CHo(Y) — CHy(X) soit surjective, alors le groupe Z*(X) est un groupe fini, et l'on a la
suite exacte

0 — H,(X,2(2) ® Q/Z — H2,(X,Q/Z(2)) — Z*(X) — 0.

Le théoreme suivant s’applique en particulier aux variétés unirationnelles et aux solides
uniréglés.

Théoreme 3.9. Soit X une variété connexe, projective et lisse sur C. S’il existe une variété
Y, projective et lisse de dimension 2 et un morphisme f:Y — X tels que Uapplication induite
fe : CHo(Y) — CHo(X) soit surjective, alors le groupe Z*(X) est fini, le groupe H3, (X, 7Z(2))
est nul et 'on a un isomorphisme de groupes finis H3 (X, Q/Z(2)) = Z*(X).

Démonstration. D’apres les théoremes 3.7 et 3.8, il suffit de montrer I'annulation de
H3.(X,7Z(2)). Sous I'hypotheése ci-dessus, celle-ci est un cas particulier de la proposition 3.3
(). O

Remarque 3.10. Dans [3], Barbieri-Viale considére les variétés projectives et lisses de dimen-
sion 3. Il montre (Teorema 5.2) que si H(X,H3(Z(2))) = 0 (ce qui est en particulier satisfait
si X est unirationnelle) alors pour tout entier n > 0,

HO(X, H (1) = Z4(X)[n).

Les démonstrations de ce paragraphe étendent directement sa démonstration.

3.4 Défaut de la conjecture de Hodge entiere en degré 2d — 2.

Le cas particulier dim(X) = 3 du théoréme 3.7 porte sur les cycles de dimension 1. On peut
aussi établir un énoncé sur les cycles de dimension 1 sur les variétés de dimension quelconque.

Théoréme 3.11. Soit X une variété connexe, projective et lisse sur C, de dimension d. On a
une suite exacte

0 — H* (X, M (Z(d — 1)) © Q/Z — H*(X, HY (Q/Z(d — 1)) — Z**(X) = 0,
ot le groupe Z*7%(X) est fini. O
Démonstration. Comme montré au théoreme 3.1, on a la suite exacte courte de faisceaux
0 — HY(Z(d - 1)) = HY(Z(d — 1)) — HE (u 1) — 0.
Pour tout entier n > 0, on a donc une suite exacte
0 — H (X, HE(Z(d - 1)) /n — HTP (X, HE (1) — HT (X, HE (Z(d — 1)) [n] — 0.
Par passage a la limite sur n, on a une suite exacte

0 — HY3(X, H& (Z(d-1)))®Q/Z — HY3(X, H& (Q/Z(d—1))) — H*2(X, H& (Z(d—1)))tors — O.
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Les termes E%? de la suite spectrale de Bloch-Ogus pour le faisceau Z(d — 1) sont nuls en
dehors du triangle 0 < p < g < d (voir le §2.1). On obtient ainsi la suite exacte

HY3(X, HE (Z2(d-1))) — CHYY(X) Jalg — H*72(X(C), Z(d—1)) — H2(X, H% (Z(d—1))) —

Les arguments donnés dans l'introduction montrent que le groupe Z2¢=2(X) est fini, et qu'il
s’identifie & la torsion du conoyau de I'application CHY(X)/alg — H?*?¥~2(X(C),Z(d — 1)), et
donc, d’apres ce qui précede, & la torsion, finie, du groupe de type fini H4=2(X, H% (Z(d—1))). O

Corollaire 3.12. Soit X une variété connexe, projective et lisse sur C, de dimension d. Si le
groupe CHy(X) est supporté sur une surface, alors on a un isomorphisme de groupes finis

HY (X, HE(Q/Z(d - 1)) = Z*2(X).

Démonstration. D’aprés la proposition 3.3, le groupe H?3(X, H% (Z(d — 1))) est, sous
I’hypothese ci-dessus, de torsion. On conclut par une application du théoreme 3.11. O

Remarque 3.13. Comme il est remarqué dans [49, Lemme 1], le groupe Z2¢~2(X) est un in-
variant birationnel des variétés projectives, lisses, connexes sur C. Le théoreme 3.11 décrit ce
groupe a ’aide de la cohomologie de X a valeurs dans les faisceaux H_@l(, d = dim X, pour des
coefficients adéquats. La proposition 3.4 montre que ces groupes sont aussi des invariants bira-
tionnels et la Proposition 3.6 donne une condition suffisante pour leur non trivialité a coefficients
dans Q.

Quant aux coefficients de torsion, pour tout entier d > 3, des exemples de Kollar (voir §5.3
ci-apres, [34], [49, §2], [57, Thm. 1]) montrent que le groupe Z24=2(X) n’est pas forcément nul.

Pour d > 4, ceci donne des exemples ot les invariants birationnels H92(X, H%(Z)) et
H?3(X,H%(Z/n)) sont non nuls, mais ol cependant les groupes H!(X, Ox) intervenant dans
la Proposition 3.6 sont nuls.

4 Cohomologie non ramifiée a coefficients entiers en degré 3, co-
homologie cohérente en degré 3, groupe de Griffiths en degré 2

Dans toute cette section on considére une variété X connexe, projective et lisse sur C. On
se propose de discuter un lien conjectural entre H32,.(X,Z) et H3(X, Ox).

4.1 La situation en degrés 1 et 2

Les groupes H}, et H2, sont compris depuis longtemps ([26, 11.3 et IT1.8]). Le lecteur vérifiera
que I'on a H} (X,7) = 0 si et seulement si H'(X,Ox) = 0.

Notons Br(X) = HZ(X,G,,) le groupe de Brauer-Grothendieck. Pour tout entier n > 0,
on a
Hy (X, n) = Br(X)n].

On a la suite exacte
0 — NS(X) — HA(X(C),Z(1)) — HZ,(X,Z(1)) -0,

oit NS(X) est le groupe de Néron-Severi de X. La flecche NS(X) — H?(X(C),Z(1)) induit un
isomorphisme sur les groupes de torsion. Si l’on note p le rang du Q-vectoriel NS(X)® Q et bo
le deuxieme nombre de Betti de X (C), on a un isomorphisme de groupes abéliens

H? (X,7(1)) ~ 7277,
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Enfin on a une suite exacte
0— (Q/2)* P — H}.(X,Q/Z(1)) — H*(X(C),Z(1))tors — 0.

Par ailleurs la théorie de Hodge montre que 1’on a by—p = 0 si et seulement si H2(X, Ox) = 0.
En d’autres termes, H2,.(X,Z(1)) = 0 si et seulement si H?(X,0x) = 0.

4.2 La situation en degré 3
Au paragraphe 2.1, on vu 'isomorphisme
HE, (X, Z(2)) /I [H* (X (€), Z(2))] > Griff?(X).

Le théoreme 3.1 assure que le groupe H3, (X,Z(2)) est sans torsion. Comme le groupe
H3(X(C),Z(2)) est de type fini, on en déduit immédiatement :

Proposition 4.1. Pour tout | premier, le sous-groupe de torsion l-primaire Griff?(X){l} est
de cotype fini, son sous-groupe divisible maximal étant de corang au plus le troisieme nombre de
Betti bs.

Le résultat suivant montre que le groupe H72,.(X,Z(2))/Im[H?3(X(C),Z(2))] n’est pas en
général de torsion.

Théoréme 4.2. (Griffiths [25]) Soit X C P* une hypersurface trés générale de degré 5. Alors
le groupe Griff?(X) n’est pas de torsion.

Ce résultat a été amélioré de facon frappante par Clemens [10] (voir aussi [55] pour le cas
des variétés de Calabi-Yau de dimension 3 arbitraires) qui montre que dans le cas considéré par
Griffiths, le Q-espace vectoriel Griff?(X) ® Q ~ H3 (X, Q(2))/Im[H?(X (C),Q(2))] n’est pas de

dimension finie.

Par ailleurs le groupe H3,.(X,Z(2))/Im[H?(X(C),Z(2))] ~ Griff?(X) n’est pas en général
divisible :

Théoréme 4.3. (Bloch-Esnault [6]) Il existe des intersections complétes lisses X C P de
dimension 3 pour lesquelles le groupe de Griffiths Griﬁ'Q(X) n’est pas divisible.

Ceci a été rafffiné par C. Schoen [48]), qui montre qu’il existe des variétés X projectives
lisses connexes de dimension 3 sur C et des entiers n > 1 tels que les quotients Griff>(X)/n et
CH?*(X)/n = [CH*(X)/alg]/n soient infinis.

Les démonstrations de ces résultats sont arithmétiques, les variétés considérées sont définies
sur un corps de nombres.

Supposons maintenant H3(X,0x) = 0. La conjecture de Hodge généralisée (par Gro-
thendieck [27]) prédit alors que la cohomologie H3(X,Q) est de coniveau géométrique 1, de
sorte qu’il devrait exister une variété projective complexe lisse Y de dimension n — 1, ou
n = dim X, et un morphisme j : ¥ — X, tel que j. : H'(Y,Q) — H3(X,Q) soit sur-
jectif. TI en résulte immédiatement que le morphisme induit par j. entre les jacobiennes in-
termédiaires J1(Y) = Pic’(Y) et J2(X) = H?(X,C)/(F?H?(X,C) ® H?(X,Z)/tors) est surjec-
tif. Comme l'application d’Abel-Jacobi AJy. : CHY (Y )pom — J1(Y) est surjective, il en résulte
aussi que Papplication d’Abel-Jacobi AJ% : CH?(X)pom — J*(X) de X envoie surjectivement
GxCHY(Y )pom vers J?(X). Or j,CH}, (Y) est contenu dans le groupe CH?(X)q, des cycles
algébriquement équivalents a 0 de X.

Soit maintenant z € CH?(X )pom. D’apres ce qui précede, il existe 2/ € CH?(X)qyq tel que
AJ%(z —2') = 0. Or on a la conjecture suivante, due a Nori [40] :
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Conjecture 4.4. Les cycles de codimension 2 homologues a 0 et annulés par l’application d’Abel-
Jacobi sont de torsion modulo ’équivalence algébrique.

On conclut donc que le groupe H32,.(X, Z(2))/Im[H?(X (C), Z(2))] ~ Griff*(X) est conjectu-
ralement de torsion si H3(X,Ox) = 0.

Par ailleurs la conjecture de Hodge généralisée ([27]) et I'hypothese H3(X,0x) = 0 im-
pliquent I'existence d’un ouvert de Zariski non vide U C X tel que la restriction H3(X(C), Q(2)) —
H3(U(C),Q(2)) soit nulle. 11 existe donc un entier n > 0 tel que la restriction H3(X(C),Z(2)) —
H3(U(C),Z(2)) soit annulée par n. A fortiori la flecche H3(X(C),Z(2)) — H%(C(X),Z(2)) est-
elle annulée par n. La restriction H3(X(C),Z(2)) — H3(C(X),Z(2)) se factorise par la fleche
HY(X,H3(Z(2))) — H3(C(X),Z(2)) qui est injective par la théorie de Bloch-Ogus (théoréme
2.3). Ainsi la fleche H3(X(C),Z(2)) — H°(X,H?(Z(2))) a son image annulée par n > 0.
Mais HO(X,H3(Z(2))) = H2.(X,Z(2)) est sans torsion ([8]; thm. 3.1 ci-dessus). La fleche
H3(X(C),Z(2)) — H3.(X,Z(2)) est donc nulle. Ainsi H3,.(X,Z(2)) ~ Griff>(X), mais le groupe
de gauche est sans torsion et celui de droite conjecturalement de torsion.

La conjecture de Nori, combinée avec la conjecture de Hodge généralisée, et le théoreme 3.1
permettraient donc d’établir la conjecture suivante.

Conjecture 4.5. Si H3(X,0x) = 0, le groupe H2.(X,Z(2)) est nul, ainsi que le groupe
Criff?(X), et lon a un isomorphisme de groupes finis H2 (X, Q/Z(2)) = Z*(X).

Cet énoncé conjectural, faisant suite aux énoncés du paragraphe 4.1, suggere le probleme
intriguant suivant :

Pour i > 4, existe-t-il des variétés X avec H' (X, Ox) = 0 pour lesquelles H: (X, Z(i — 1)) #
07

Notons qu’on a par ailleurs la conjecture suivante (pour laquelle les hypotheses ont une
structure différente) :

Conjecture 4.6. Si H/(X,0x) =0 pour j > 1, le groupe H.,(X,Z(i — 1)) est nul.

Cette derniere conjecture est en effet entrainée par la conjecture de Bloch généralisée (c’est-
a-~dire, la réciproque du théoreme de Mumford généralisé [56, Théoreme 22.17]), qui dit que sous
ces hypotheses, il existe un fermé algébrique ¥ C X de dimension < i — 1 tel que la fleche
CHy(Y) — CHy(X) soit surjective, combinée avec la proposition 3.3 (i).

5 Variétés avec H? (X, u>?) # 0 ou Z4(X)iors # 0.

Soit X une variété connexe, projective et lisse sur C et n > 0 un entier. On a le diagramme
commutatif de suites exactes :

0 — H*X(C),Z(2)/n — HZ(X, 13?) — HYX(C),Z(2))[n] —
! ! l
0 — Hy.(X,Z(2))/n — H3 (X, i) — Z4(X)[n] —
! !
Griff?(X)/n — Ker[CH?*(X)/n — Hét(X,u§2)]
! !
0 0

La premiere suite exacte horizontale vient de la longue suite exacte de groupes de coho-
mologie de Betti associée a la multiplication par n sur le faisceau constant Z(2); on a utilisé
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Videntification H3, (X, u%?) = H3(X(C), u®?). La suite exacte horizontale médiane est donnée
par le théoréme 3.7. Les deux fleches verticales supérieures de gauche sont les fleches évidentes,
la fleche verticale supérieure droite est induite par le reste du diagramme. La suite verticale de
gauche est induite par le théoreme 2.7. La suite verticale médiane est celle donnée au paragraphe
2.2, apres le théoreme 2.11.

Dans ce paragraphe, on passe en revue un certain nombre d’exemples de variétés X construites
dans la littérature, pour lesquelles certains des groupes apparaissant dans les deux lignes infé-
rieures du diagramme ci-dessus sont non nuls.

Comme on le voit, deux groupes de types tres différents peuvent contribuer a la non nul-
lité de H3,.(X,u®?) : d’une part le groupe H2.(X,Z(2))/n, d’autre part le groupe Z*(X)[n].
Nous commentons également ces exemples du point de vue du probléeme de déformation ou de
spécialisation qui est décrit précisément dans la sous-section 5.1.

5.1 Déformation et spécialisation du groupe Z*

Lorsque I'on a un exemple de variété projective et lisse X avec Z2/(X) # 0, on s’intéresse
la question de la stabilité de cet exemple par déformation, petite ou globale. Voici comment on
peut donner un sens précis & ce probléme (nous renvoyons a [59] pour plus de détails).

On a les inclusions HY (X(C),Z(i)) C Hdg*(X,Z) C H*(X(C),Z(i)). Une famille de
déformations de X est une famille projective et lisse X — T au-dessus d’un C-schéma 1" connexe
équipé d’'un point marqué 0, de fibre spéciale Xy = X. Soit f : X(C) — T(C) le morphisme
correspondant de variétés complexes. D’apres le lemme d’Ehresmann [56, 9.1], f est une fibration
topologique au-dessus de T'(C). 1l en résulte que R f,Z(i) est un systeme local sur T/(C).

Pour t, s € T(C), on a alors une identification p;s : H*(X;(C),Z(i)) = H?*(X,(C), Z(3)),
canoniquement déterminée par le choix d’'un chemin continu [0,1] — 7'(C) de t a s.

Partant d’une classe o dans H%(X;(C),Z(i)), on se pose deux questions :

(a) pour quels s € T(C) a-t-on p; s(a) € Hdg?*(Xs,Z) (pour un choix adéquat de chemin de

tas)?
(b) pour quels s € T(C) a-t-on p; () € Hglig(Xs(C), Z(i)) (pour un choix adéquat de chemin
detas)?

Une conséquence tres simple de 'existence, de la projectivité, et de la dénombrabilité des
schémas de Hilbert relatifs est I’énoncé suivant (cf. [59, 1.2]) :

Lemme 5.1. L’ensemble Ty 414 des s € T'(C) tels que pys(a) € Hflig(Xs((C),Z(i)) pour un choizx

adéquat de chemin det a s est une union dénombrable de fermés algébriques de T'.

Soit T} 'union (dénombrable) des ensembles T4,alg, Prise sur les classes « telles que Ty, 19 #
T(C). Cet ensemble ne dépend pas de ¢, comme il résulte des propriétés formelles du transport
parallele.

Infiniment plus difficile est ’énoncé correspondant pour les classes de Hodge, montré par
Cattani, Deligne et Kaplan [9] :

Théoréme 5.2. L'ensemble T, pay des s € T(C) tels que pys(a) € Hdg*(Xs, Z) pour un choix
adéquat de chemin de t a s est un fermé algébrique de T'.

Soit T4y 'union (dénombrable) des fermés T, Hdg» Prise sur les classes « telles que Tt g #
T(C). Comme précédemment, cet ensemble ne dépend pas de ¢.
On en déduit immédiatement le résultat suivant :
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Corollaire 5.3. i) Sit € T(C) est trés général (et plus précisément, en dehors de Tgq), pour
toute classe o € H% (X,(C),Z(3)), pour tout s € T(C), et pour tout choir de chemin det a s,

“alg

on @ () € H2, (X(C), 2(0).
ii) Sit € T(C) est trés général (et plus précisément, en dehors de Thqg), pour toute classe
o € Hdg*(X:,Z), pour tout s € T(C), et pour tout choix de chemin de t a s, on a pis(a) €

Hdg¥ (X, 7).
Ceci montre que pour t tres général, et pour tout s € T'(C), on dispose d’une application
Prs: Z7(X) — Z%(Xy) (3)

déterminée par le choix d’un chemin de ¢ a s et donc bien définie a composition pres a droite et a
gauche par I'action de monodromie (I’action & gauche préservant Hdg? (X;,Z) et H glig(Xt((C), Z(3))
et donc agissant sur Z%(X;)).

Une facon de formuler le probleme de déformation consiste a examiner les questions sui-
vantes :

(c) Pour t tres général dans T'(C), application pi,s est-elle injective pour tout s?

(d) Pour ¢ tres général dans T'(C), I'application pf;,s est-elle surjective pour tout s?

Les questions (c) et (d) ne sont en fait intéressantes que pour les entiers ¢ pour lesquels les
groupes Z% sont des invariants birationnels non triviaux, c’est-a-dire i = 2 et i =n — 1, n =
dim A&;. Elles sont motivées par ’application potentielle a I’étude ou la caractérisation des variétés
rationnelles : on ignore en effet si, pour une famille X — B de variétés projectives lisses sur un
corps algébriquement clos K, la propriété de rationalité des fibres A} est une propriété ouverte,
ou fermée, sur B(K) pour la topologie de Zariski. Un seul fait est évident, par considération de
la dénombrabilité et de la projectivité des schémas de Hilbert relatifs de P x X — B : cette
propriété est satisfaite sur une union dénombrable de sous-ensembles localement fermés pour la
topologie de Zariski.

La question (c) concernant I'injectivité peut aussi étre formulée pour une classe a € Z2(X;)
non nulle donnée : a-t-on piys(a) # 0 dans Z%(X;) pour tout s? On verra au paragraphe 5.3
que la question (c) a en général une réponse négative en degré i = 2 et pour des variétés de
dimension 3.

En ce qui concerne la question (d), la réponse est négative pour ¢ # 2, n—1, comme le montre
I'exemple suivant : Partons de n’importe quelle variété Y pour laquelle Z4(Y') est un groupe
cyclique d’ordre d > 4 (voir paragraphe 5.3), introduisons la famille S — B des surfaces lisses
de degré d dans P3, et considérons la famille ¥ = S x Y — B. Soit a € Hdg*(Y,Z) une classe de
Hodge entiere non algébrique. Choisissons s € B tel que la surface S contienne une droite A,
et soit 0 := [A] € Hdg?(Ss,Z) C H*(Ss(C),Z). Alors la classe o := prid Upria € Hdg%(Xs,Z)
n’est pas algébrique, car sinon o = pra.(pric1(Os, (1)) U ') le serait aussi. Cette classe fournit
donc une classe non nulle o/ dans Z%(X;), et on a :

Lemme 5.4. La classe o n'est pas dans l'image de Uapplication pt37s pour un point tres général
t de B.

Démonstration. En effet, supposons par I’absurde que o/ soit dans l'image de pgs. De
fagon équivalente, on peut écrire o = o + af, ol &) est une classe algébrique sur S, et o, €
Hdg5(X,,7) est une classe de Hodge qui est obtenue par transport parallele d’une classe de
Hodge au point tres général ¢. Le théoreme de Noether-Lefschetz [56, 15.3] dit que les classes de
Hodge sur S;, pour ¢ tres général dans B, sont réduites a la classe ¢1(Os,(1)). On en déduit que
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afy € H9(Xs(C),Z) a sa composante de Kiinneth de type (2,4) de la forme pric,(Os, (1)) Uprs3
pour une certaine classe 3 € Hdg*(Y,Z), puis que

a = pra(prici(Os, (1)) Ud) = pra(prici(Os, (1) U (o] + a3))

est égal modulo les classes algébriques sur Y a deg (c1(Os,(1))?)3 = dB. Comme le groupe Z4(Y)
est annulé par d, le dernier terme est nul dans Z4(Y), ce qui contredit le fait que « est non nul
dans Z*(Y).
O
Par contre pour i =2 ou i = n — 1, on ne connait pas de contre-exemple a la question (d).

5.2 Exemples d’Atiyah—Hirzebruch

On sait depuis Atiyah et Hirzebruch [2] que les groupes Z%(X) ne sont pas forcément triviaux
pour i # 1. Pour tout premier [, leur méthode permet en particulier de fabriquer une variété
X avec Z*(X)[l] # 0. Pour ces variétés, on a donc H>.(X,Z/l) # 0. L’exemple de dimension
minimale chez eux, pour [ = 2, est une variété de dimension 7. Les exemples de Atiyah et
Hirzebruch sont de nature topologique. Ce sont des classes de torsion dans H*(X (C),Z(2)) sur
une variété projective complexe X (C), qui ne peuvent pour des raisons de cobordisme complexe
(voir Totaro [52]) étre des classes de cycles analytiques pour aucune structure complexe sur X (C).
En particulier, dans le langage introduit au paragraphe 5.1, ces classes a € H*(X;(C),Z(2)),
avec X = A}, ont la propriété que p?}s (a) reste de Hodge en tout point s, et p s(«) ne s’annule
pas dans Z*(X;), quel que soit s € T(C). L'espace de parametres T est ici un ouvert non
vide dans un espace projectif sur Q. On peut donc choisir s € T(Q) et facilement donner
des exemples d’Atiyah—Hirzebruch définis sur Q. En cohomologie [-adique, on peut donner des
exemples analogues sur des corps finis (voir [18]).

Par ces méthodes topologiques, Totaro ([52, Thm. 7.1]) a aussi construit des variétés pro-
jectives et lisses X de dimension 7 sur C, de type Godeaux—Serre, telles que l'application
CH?*(X)/2 — H$(X,Z/2) n'est pas injective. Ainsi application H*(X (C),Z/2) — H2.(X,Z/2)
n’est pas surjective.

5.3 Exemples de Kollar

Pour toute hypersurface lisse X dans P%, on a H*(X(C),Z(2)) = Z et donc Hdg*(X) =
H*(X(C),Z(2)) = Z. Le sous-groupe H;llg(X((C),Z(Q)) C HY(X(C),Z(2)) = Z est l'idéal Z.I C
Z (avec I € N) engendré par les degrés des courbes contenues dans X. Dans [34], Kollar montre
que pour les hypersurfaces tres générales dans P4, de degré suffisamment divisible, on a I # 1
et donc dune part Z4(X) = Z/I # 0, d’autre part CH%(X)/I — H*(X(C), 47?) non injective
(pour plus de détails, voir [49]).

Ces exemples sont tres instructifs du point de vue du probleme de déformation/spécialisation
soulevé dans la section 5.1. Tout d’abord, notons que la classe de Hodge o engendrant le groupe
H*(X(C),Z(2)) est de Hodge en tout point de la famille naturelle 7' de déformations de X. Ainsi
les fleches p?  : Z*(X,) — Z*(X,) de (3), définies pour ¢ trés général dans T(C), sont surjectives
pour tout s. Elles ne sont cependant pas injectives pour tout s : en effet, lorsque X5 contient
une droite, la classe a devient algébrique et donc Z4(X;)=0. Il est méme montré dans [49] que,
t étant fixé tres général, la classe pgs(a) s’annule pour s dans une union dénombrable de fermés
algébriques de T', dense pour la topologie usuelle de T'(C). Ceci montre qu’il faut bien prendre
une union dénombrable d’ensembles algébriques dans le lemme 5.1, alors que le théoréeme 5.2
suggérerait qu’un fermé algébrique suffirait.
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Remarque 5.5. Malgré la nécessité d’oter de 7'(C) une union dénombrable de sous-ensembles
fermés algébriques définis sur Q pour construire des variétés X avec Z4(X) # 0, Hassett et
Tschinkel ont montré que les exemples de Kollar peuvent étre choisis définis sur Q (voir la
remarque 5.9). Par contraste, sous I’hypothese que la conjecture de Tate sur les diviseurs sur les
surfaces sur un corps fini vaut, on ne peut pas construire d’exemple a la Kollar sur la cléture
algébrique d’un corps fini ([18, §6]).

5.4 Exemples de Bloch—Esnault et Schoen

Comme rappelé ci-dessus (Théoreme 4.3), Bloch et Esnault [6], resp. Schoen [48], construisent
des variétés de dimension 3 pour lesquelles, pour un entier n > 1 convenable, le quotient
Griff2(X)/n est non nul, resp. infini. Des suites exactes du début du paragraphe, il suit donc
que, dans les cas cités, H2,(X,Z(2))/n est non nul, resp. infini, et qu’il en est de méme de
H3 (X, u®?). Pour les exemples de Schoen, il est alors clair que le noyau de CH?*(X)/n —
HE (X, u%?) est infini.

Dans les exemples de Bloch et Esnault, le groupe H*(X(C),Z) est sans torsion. Des suites
exactes du début du paragraphe et de la non nullité du groupe Griff? (X)/n on déduit alors que
Iapplication CH?(X)/n — HZ (X, u$?) n’est pas injective. Ceci laisse ouverte la question de la
trivialité du groupe Z4(X)iors pour ces variétés.

5.5 Exemples de Gabber

Soient E;,i = 1,2,3 des courbes elliptiques, [ un nombre premier, et pour chaque i, o; €
H}(E;,Z/1) non nul. Un cas particulier d'un résultat de Gabber [21] dit que si les j-invariants
des courbes E; sont algébriquement indépendants sur Q, alors le cup-produit oy U g U ag €
H3(X,Z/l) a une image non nulle dans H3(C(X),Z/l). On obtient ainsi des classes non nulles
dans H32 .(X,Z/l). Mais celles-ci proviennent de classes dans H3 .(X,Z)/l, elles ont donc une
image nulle dans Z*(X)[l].

5.6 Certaines variétés unirationnelles

Les variétés considérées dans les exemples précédents ne sont pas rationnellement connexes
(les exemples d’Atiyah et Hirzebruch, par construction, admettent des revétements non ramifiés).

On a le résultat suivant, qui repose sur un théoreme d’Arason sur la cohomologie galoisienne
des corps de fonctions de certaines quadriques :

Théoréme 5.6. (Colliot-Thélene—Ojanguren [16]) Il existe des variétés X projectives, lisses,
connezes, unirationnelles, de dimension 6, telles que H3.(X,7/2) # 0.

Etant unirationnelles, ces variétés ont un groupe C'Hj isomorphe & Z. Le théoreme 3.9 du
présent article montre alors que 'on a H2,(X,Z(2)) = 0et Z4(X) = Z*(X)tors # 0. Ces exemples
permettent donc, en dimension > 6, de répondre négativement a une partie de la question 16
posée dans [58] : la conjecture de Hodge entiere est-elle satisfaite pour les classes de Hodge de
degré 4 sur les variétés rationnellement connexes ?

Les exemples de [16] sont des variétés fibrées en quadriques de dimension 3 au-dessus de
I’espace projectif de dimension 3. D’autres exemples de variétés unirationnelles satisfaisant
H3.(X,u®?) # 0 pour n convenable ont été obtenus par E. Peyre [43, 44]. Pour la méme
raison que précédemment, ces exemples satisfont aussi Z4(X) = Z4(X)tors # 0.

La construction donnée dans [16] de classes non triviales dans H3.(X,Z/2) est explicite.
Des modeles lisses des variétés considérées étant difficiles a construire, les éléments non triviaux
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correspondants du groupe Z4(X), c’est-a-dire des classes de Hodge entieres non algébriques, sont
difficiles & analyser. Ces classes proviennent-elles ou non comme dans les exemples d’Atiyah-
Hirzebruch de classes de torsion dans H*(X(C),Z(2))? Ce probleme est lié & la question de
savoir si Papplication CH?(X)/2 — H$,(X,Z/2) est injective.

La théorie des déformations de ces variétés semble tres difficile. Ces classes de Hodge sont-
elles stables par déformation, c’est-a-dire, sont-elles dans I'image de ’application de spécialisation
pis de (3) pour ¢ trés général dans la base d’une famille complete de déformations de X ? 1l
n’est pas clair non plus si, se plagant en un point tres général ¢ de la famille de déformations
T de X préservant ces classes de Hodge (cf. théoreme 5.2), ces classes peuvent s’annuler sous
I’application de spécialisation pf’ s, pour un s € T(C).

5.7 TUne variété X de dimension 3 avec H'(X,Ox) =0 pour i > 0

On donne maintenant un exemple de telle variété (projective et lisse) avec Z4(X) # 0. Dans
cet exemple, le groupe Z4(X) n’est pas localement constant par déformations.

Soit G = Z/5. On choisit une racine 5-iéme de I'unité ¢ non triviale et un générateur g de G,
et on fait agir G sur P' = Proj Clz,y] et sur P3 = Proj C[zg, 1, z2, 23] de la facon suivante :

g =1, 9"y =qy,
g x; = Clxi=0,...,3.
Soit X C P! x P3 une hypersurface de bidegré (3,4) définie par une équation f = 0, avec
f € Ho(P! x P3, Op14ps(3,4)) invariante sous G. Soit 7 : W — W une désingularisation de
W = X/G. Si f est génériquement choisie, X n’a que des singularités isolées et un théoréme
de Bertini implique que la premiere projection pri : X — P! a pour fibre générale une surface
K3 lisse de degré 4. Le groupe G agit librement sur X et P! en dehors de points fixes isolés et

pry est équivariante. Il en résulte que I'application W — P!'/G a aussi pour fibre générale une
surface K3 lisse de degré 4.

Proposition 5.7. Soient X, W, W comme ci-dessus. Si X est trés générale en modules, alors :
(i) On a H'(W,Op;) = 0 pour i > 0.

(ii) La 2-torsion du groupe Z*(W) est non nulle.
(iii) Le groupe H3S.(W,Z/2) est non nul.

Démonstration. Notons d’abord que pour un choix générique de f, la variété X a au pire
des singularités quadratiques ordinaires. En effet, par le théoréme de Bertini X est génériquement
lisse en dehors du lieu de base du systeme linéaire |Op1,ps(3,4))¢|, qui est constitué des points

O1:y=0,20=0,20 =0,21 =0,
Oy :y=0,20=0,290 =0,23 =0,
Os:y=0,20=0,23 =0,27 =0,
O):x=0,23=0,20=0,21 =0,
O):2=0,X3=0,20=0,79 =0,
O :x=0,23=0,21 =0,22 = 0.

Un examen de 1’équation générique de X en ces points permet de conclure.
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Comme les singularités de X sont rationnelles, pour toute désingularisation X de X , on

a H(X ,0%) = H'(X,0x). Pour toute désingularisation W de W, I'application rationnelle
naturelle B .
Q:X--W

est G-équivariante, et identifie birationnellement Wax /G. 1l en résulte que
HY(W,05) C H(X,05)¢ = H(X,0x)C. (4)

En effet, nous pouvons supposer que ’application quotient ) est un morphisme. Il en résulte
(cf. [56, 7.3.2]) que 'application

Q" H(W,05) — H'(X,05) = H'(X,Ox)

est injective, et elle envoie H ’(W, OW) dans H z()? ,O )?)G par G-invariance de Q.

Pour établir énoncé (i), il suffit donc de montrer que 'on a H*(X,Ox)¢ = 0 pour i > 0.
Pour i = 1, 2, cela résulte du fait que X C P! x P3 est un diviseur ample. Pour i = 3, on doit
montrer de facon équivalente que H°(X, Kx)¢ = 0. Or par adjonction Kx = Ox(1,0), et plus
précisément les sections de Kx sont données par les np := ResXPTQ, ot P € H°(X,0x(1,0))
et  est le générateur naturel de HO(P' x P3, Kp1,p3(2,4)).

Notant que ¢*Q1 = (2Q, on conclut que np est G-invariante si et seulement si g*P =
¢3P. Comme g n’agit pas avec la valeur propre ¢3 sur H°(P!, Opi(1)), on a bien montré que
HY(X,Kx)% =0.

Notons 7 : W — P1/G = P! I'application naturelle, et [ := (7 o 7)*c1(Op1(1)) : clest la
classe des fibres de W — P, Comme HQ(W, Oy7) = 0, la structure de Hodge sur HHW((C), Q)

(qui est dual au sens de Poincaré de H?(W (C),Q)) est triviale, c’est-a-dire entierement de type
(2,2).
Toutes les classes entieres dans H*(W(C),Z) sont donc de Hodge. Pour montrer que la

2-torsion de Z4(W) est non nulle, il suffit de montrer :

(1) 11 existe une classe a € H4(W(C),Z) = Hy(W(C),Z) telle que deg,,l = 5.

(2) Pour X tres générale, et pour toute classe algébrique [Z] € H‘%W((C),Z), degz)! est
pair. De facon équivalente, pour toute courbe Z contenue dans W, le degré de la restriction de
T a Z est pair. .

En effet, I'intersection avec Z induit alors un homomorphisme de groupes finis Z4(W) — Z/2
qui envoie « sur la classe 1 € Z/2.

L’énoncé (1) est obtenu en spécialisant X en un Xy générique contenant une droite P! x M, ot
M est génériquement choisi. On vérifie que X est alors lisse le long de cette droite, et que Wy est
lisse le long de son image A dans Wj. La courbe A se releve naturellement en une courbe £ A c Wy
qui satisfait degzl = 5. Comme W est lisse le long de A, la classe § = [A] € Hy(Wy(C),Z)

s’étend par ailleurs en une classe dans Ho(W(C),Z) pour toute petite déformation W de Wy, ce
qui donne la classe « souhaitée.

La preuve de (2) se fait par spécialisation. En effet, X et donc W étant choisies tres générales,
tout 1-cycle de W se spécialise dans n’importe quelle spécialisation Wy de W. 1l suffit donc de
spécialiser W en Wy, de fagon que Wy ne contienne pas de 1-cycle de degré impair au-dessus de
PL. On choisit la spécialisation suivante (cf. [50]) : On considere le morphisme G-équivariant

¢ : P! — P!
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défini par ¢*z = u?, ¢*y = v*, olt u,v sont des coordonnées homogenes sur P!, avec I'action
(linéarisée) suivante de G : g*u = u, g*v = (*v. On choisit un élément G-invariant générique Q
(relativement & cette derniere action) de HO(P! x P3, Op1ps(3,1)).

Un tel élément s’écrit (modulo I'action de scalaires sur les z;) sous la forme

Q = u3xg + vPvry + uvlzs + virs. (5)

Soit I' C P! x P3 le diviseur de @Q, et soit Xg := (¢, Id)(I'). Comme le degré de ¢ est 4, on a
X0 €] Op1yp3(3,4) |. Par G-équivariance (linéarisée) de ¢, X est de plus défini par une équation
G-invariante. Le lemme 5.8 suivant conclut la démonstration de 1’énoncé (ii). Le théoreme 3.7
donne alors I'énoncé (iii). O

Lemme 5.8. Pour toute courbe Z C Wy, le degré de mz : Z — P! est pair.

Démonstration. Comme le degré de 'application quotient Xy — W) est impair, il suffit
de montrer que pour toute courbe Z C Xy, le degré de pryz : Z — P! est pair. La preuve
est semblable & celle de Starr [50]. La fibre de pr; : I' — P! au-dessus de ¢ est un hyperplan
H;, et donc la fibre de pr; : Xg — P! est constituée de 1'union des quatre hyperplans Hy,,
ot {t1,...,t4} = ¢~1({t}). Ces quatre hyperplans sont pour ¢ générique en position générale,
comme le montre 1’équation (5). Soit Z C Xo une courbe dominant P'. On peut supposer Z
irréductible. Au point générique z de Z, envoyé par pr; sur le point ¢t € P!, z appartient & m des
hyperplans H,, ou m < 3. Donc il y a une factorisation naturelle de pryz a travers la courbe
C,, — P! paramétrant m points dans les fibres de ¢ : P! — P'. Pour m = 1 ou 3, C,,, — P!
s’identifie & ¢ : P! — P!, Donc le degré de C,, sur P! est divisible par 4. Pour m = 2, comme ¢
est un revétement galoisien cyclique d’ordre 4, Co — P! a deux composantes au-dessus de P!,
I'une de degré 2, I'autre de degré 4. Donc toutes les composantes des courbes Cp,, m < 3, sont
de degré pair au-dessus de P'. Comme pry)z se factorise a travers I'une de ces composantes, on
conclut que le degré de pryz est pair. O

Remarque 5.9. De tels exemples peuvent en fait étre construits sur Q et c’est aussi le cas
pour les exemples de Kollar (cf. section 5.3). Ceci nous a été signalé par Hassett et Tschinkel.
En effet, la terminologie « trés générale > a été utilisée dans la démonstration ci-dessus pour
s’assurer que tout 1-cycle de W se spécialise avec W, ce qu’on obtient en demandant que W ne
soit pas paramétré par un point de ’espace de modules qui appartient a 'image d’un schéma de
Hilbert relatif ne dominant pas ’espace de modules.

Mais si W est définie sur Q, les cycles de W se spécialisent aussi bien aux réductions de W
modulo p (pour presque tout p). Dans 'argument précédent, il suffit donc de supposer que W a
une réduction modulo p, pour p premier adéquat, qui est de la forme Wy comme ci-dessus. En
effet, le lemme 5.8 est vrai en caractéristique p > 2.

Remarque 5.10. Comme on le voit dans la preuve, les contre-exemples a la conjecture de
Hodge enticre construits dans la proposition 5.7 sont, comme ceux de Kollar, instables par
déformation : la classe considérée non nulle v € Z4(W4), ot t est un point tres général de la base
T paramétrant les déformations des variétés W, s’annule en certains points : p; (o) = 0 dans

Z*(Ws) pour certains s € T(C).

6 Cas de nullité des groupes Z4(X) et H3 (X, u%?)
Le théoréme 5.6 montre que I'invariant H3,.(X,7Z/2), ou encore la 2-torsion du groupe Z4(X),

peuvent étre non nuls pour des variétés unirationnelles, donc rationnellement connexes, de di-
mension 6. Cependant, on a le :
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Théoréme 6.1. (Voisin [57]) Soit X une variété projective et lisse de dimension 3 sur C. Le
groupe Z*(X) est nul dans chacun des cas suivants :

(i) X est uniréglée ;

(ii) X est une variété de Calabi- Yau.

Corollaire 6.2. Soit k un corps algébriquement clos de caractéristique zéro et X un solide
projectif et lisse sur k. Si la variété X est uniréglée, alors pour tout entier n > 0, les groupes
H3 (X, u2?) sont nuls.

Démonstration. Pour obtenir le résultat lorsque k = C, il suffit de combiner les théoremes
3.8, 3.9 et 6.1. Il est par ailleurs connu que les groupes de cohomologie non ramifiée a coefficients

de torsion sont invariants par extension de corps de base algébriquement clos ([13, Thm. 4.4.1]).
Ul

Proposition 6.3. Soit X un solide projectif et lisse sur C, uniréglé et sans torsion dans son
groupe de Picard, et tel que H*(X,Ox) = 0. Pour tout entier n > 0 :
i) L’application classe de cycle CH?*(X)/n — HL(X, u®?) est un isomorphisme.
et n
(ii) Les groupes H'(X, H3,(u®3)) sont nuls pour i # 3, et H3(X, H3; (u®3)) ~ Z/n.

Notons que les hypotheses impliquent H* (X, Ox) = 0 pour i > 0.

Démonstration. D’apres le corollaire 6.2, on a H(X, H% (u2?)) = 0, et on a donc aussi
HO(X, H3 (1%) = 0 pour tout 1.

Pour une variété X de dimension 3 satisfaisant H2(X,0Ox) = 0, la structure de Hodge
sur H*(X(C),Q(2)) est triviale. On a donc H*(X(C),Z(2)) = Hdg*(X,Z). Si de plus X est
uniréglée, le théoréme 6.1 dit alors que 'application classe de cycle CH?(X) — H*(X(C),Z(2))
est surjective.

On a la suite exacte

HY(X(C),2(2))/n — HY(X(C), n,?) — H*(X(C), Z(2))[n].

Par dualité de Poincaré, la n-torsion de H°(X(C),Z) s'identifie & la torsion de Hy(X(C),Z).
Par hypothese, X(C) ne posseéde pas de revétements finis abéliens non ramifiés. On a donc
H5(X(C),Z(2))[n] = 0, d’on 'on déduit que I'application CH?(X)/n — H*(X(C), u2?) est
surjective, ce qui entraine le méme énoncé en cohomologie étale. Enfin I'injectivité de cette
fleche résulte de Pannulation HO(X, H3 (1£?)) = 0. Ceci établit I'énoncé (i).

On considere, pour tout ¢ entier, la suite spectrale de Bloch—Ogus pour la cohomologie étale :

ES? = HP(X, HE% (u3")) = HE(X, ph).

Le théoreme 2.11 et le théoreme de Lefschetz faible pour la cohomologie étale montrent que
cette suite spectrale est concentrée dans le triangle 0 < p < ¢ < 3. On en déduit alors l'iso-
morphisme H?(X, H3 (u£?)) = H2,(X, u£?). Par la dualité de Poincaré en cohomologie étale,
ce dernier groupe est dual de H ét(X , ln). Mais ce groupe n’est autre que la n-torsion du
groupe de Picard de X, par hypothese nulle. De la suite spectrale on déduit 1’isomorphisme
H3(X, 15 (123)) = HS,(X, u®3) ~ Z/n. En utilisant la nullité de HO(X, H3 (u$?)), on déduit
de la suite spectrale la suite exacte

0 — CH*(X)/n — Hgy(X, u;%) — H' (X, H (1%)) — 0,

ou la premiere application est 'application classe de cycle. L’énoncé (i) montre alors que 'on a
HY (X, H3-(1?)) = 0 et donc H' (X, H3 (1£")) = 0 pour tout i. O
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Remarque 6.4. Des propriétés de rigidité des groupes H'(X,H’/(Z/n)) en principe connues
([13, Rmk. 4.4.2]; U. Jannsen, < Rigidity results on K-theory and other functors > (non publié,
1995)) permettent de déduire du théoréme ci-dessus le méme énoncé sur un corps algébriquement
clos de caractéristique zéro.

Remarque 6.5. La proposition ci-dessus s’applique en particulier a tout solide rationnellement
connexe. On sait en effet que toute variété projective lisse rationnellement connexe est algébri-
quement simplement connexe et satisfait de plus H2(X,Ox) = 0.

On pourrait se poser la question : Pour une variété X de dimension 3 dont le groupe de Chow
des zéro-cycles est supporté sur une surface, le groupe fini H3 (X, Q/Z(2)) ~ Z*(X) (voir le
théoreme 3.9) est-il nul 7 La réponse est tres probablement non, car si la conjecture de Bloch (voir
[5, lecture 1] pour les surfaces et [56, Conjecture 23.23] en dimension arbitraire) est satisfaite
par les variétés X construites au paragraphe 5.7, celles-ci fournissent alors un contre-exemple.
De fait on devrait avoir pour ces variétés un isomorphisme deg : CHy(X) = Z.

Les résultats et exemples ci-dessus laissent néanmoins ouvertes les questions suivantes.

Question 6.6. Pour une variété X rationnellement connexe de dimension 4 ou 5, le groupe fini
H3 (X,Q/7Z(2)) ~ ZX(X) est-il nul ?

Question 6.7. ([58, Question 16]) Pour une variété X rationnellement connexe de dimension
d quelconque, le groupe fini Z*¥=2(X) est-il nul ?

D’apres [57], la réponse a cette derniére question est affirmative en dimension d < 3. En
dimension 4, mentionnons le résultat (cf. [28, Theorem 1.7]) : Pour une variété de Fano X lisse
de dimension 4, le groupe Z%(X) est nul.

Pour la question 6.6 une réponse affirmative pour les hypersurfaces cubiques de dimension
4 est donnée dans [58]. On va établir ici un résultat plus général. On s’intéresse ici au groupe
Z4(X), on f : X — T est une fibration en variétés projectives X; de dimension 3 satisfai-
sant H3(X;,Ox,) = H?*(X;,0x,) = 0. Pour Xy, t € T'(C), comme ci-dessus, la jacobienne
intermédiaire J2(X;) est une variété abélienne, du fait que H3(Xy, Ox,) = 0 (cf. [56, 12.2.2])
et pour toute classe o € H*(X;(C),Z) = Hdg*(X;,Z), on dispose d’un torseur J2(X;), sous
J%(X;) qui est une variété algébrique et qu’on peut définir par la formule :

P (X))o = d ' (a),

ot d : H}(X4(C),Z(2)) — Hdg*(Xt,Z) est I'application naturelle de la cohomologie de De-
ligne vers la cohomologie de Betti & coefficients entiers, d’image Hdg*(X,Z) (cf. [56, 12.3.1]).
Pour toute famille de 1-cycles Z2 C B; x X; sur X; de classe [Z;] = a paramétrée par une
variété algébrique By, 'application d’Abel-Jacobi (ou plutot classe de Deligne) de X; induit un
morphisme de variétés algébriques complexes :

AJ%, : By — J*(Xp)a.

Cette situation se met en famille au-dessus de 'ouvert I'y C I" de lissité de f. On dispose donc
d’une famille de variétés abéliennes J2 — I'g, et pour toute section a de R*f,Z sur I'g, de la
famille tordue J2 — T. Etant donnés une variété algébrique B, un morphisme g : B — T’
et une famille de 1-cycles relatifs Z C B xp X de classe [Z;] = oy € H*(X;,Z), 'application
d’Abel-Jacobi relative fournit un morphisme ¢z : By — J2 au-dessus de I'g, ot By := g~ !(Tp).
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Théoréme 6.8. Supposons que f: X — I' satisfait les hypothéses suivantes :

(i) Les fibres lisses Xy de f sont de dimension 3 et satisfont H3(X;, Ox,) = H*(Xy, Ox,) = 0.

(ii) Pour X lisse, le groupe H3(X(C),Z) est sans torsion.

(iii) Les fibres singuliéres de f sont réduites et ont au pire des singularités quadratiques
ordinazires.

(iv) Pour tout o € H(T, R*f.Z), il existe une famille g, : By — T et une famille de 1-cycles
relatifs Z, C By X1 X de classe a, telle que le morphisme ¢z, : B — J2 soit surjectif & fibre
générale rationnellement connezxe.

Alors Z4*(X) = 0.

Ce théoreme s’applique concretement aux fibrations en cubiques de dimension 3 sur une
courbe, a fibres au pire nodales (cf. [60], ou l'on étudie d’autres conséquences de la condition
(iv))-

Le théoreme 6.8 est une conséquence immédiate de 1’énoncé suivant :

Proposition 6.9. Sous les hypothéses (i), (ii) et (iii) ci-dessus, soit o une section de R*f.Z
pour laquelle il existe une famille B, et un cycle Z, satisfaisant la conclusion de [’hypothese
(iv). Alors pour toute classe de Hodge & sur X, induisant par restriction la section o de R*f.7Z,
a est la classe d’un cycle algébrique sur X.

Démonstration. D’aprés Zucker [62], une classe de Hodge entiere & € Hdg*(X,Z) C
H*(X(C),Z) induit une section a de R*f.Z qui a un relévement canonique dans la famille
tordue de jacobiennes [J2. Ce relévement est une section algébrique o : I' — J2 du morphisme
structurel 72 — T'. Nous disposons maintenant par hypothése du morphisme ¢z, : B, — J2
qui est algébrique, surjectif a fibre générale rationnellement connexe. Nous appliquons le résultat
suivant (cf. [24, Proposition 2.7]) :

Théoréeme 6.10. Soit f : W — B un morphisme surjectif projectif entre variétés lisses sur C
dont la fibre générale est rationnellement connexe. Alors pour tout morphisme g : C — B, ou C
est une courbe lisse, il existe un relevement g : C — W de g dans W.

D’apres ce théoreme, la section o se releve en une section ¢ : I' — B,. Rappelons que B,
parametre une famille de 1-cycles relatifs Z, C B, Xp X et restreignons cette famille a &(T).
Ceci fournit un cycle Z C X = 6(I") xp X qui a par construction la propriété que la < fonction
normale > (cf. [56]) vz associée a Z, définie par

vz(t) = AJx,(Zx,)

est égale a 0. On en déduit d’apres [25] (voir aussi [56, 20.2.2]), grace a 'hypothese (ii), que
les classes de cohomologie [Z] € H*(X(C),Z) de Z et & coincident apres restriction a Xy, ol
U C Ty est un ouvert affine de lissité de f.

Mais le noyau de la fleche de restriction H*(X (C),Z) — H*(Xy/(C),Z) est engendré par les
it Ha(X(C),Z) out e T\ U, et iy : X; — X est U'inclusion. On conclut en notant que grace a
I'’hypothese (iii) et au fait que la fibre générale de f satisfait la condition H?(X;, Ox,) = 0, les
fibres (singulieres ou non) X; ont la propriété que leur homologie entiere de degré 4 est engendrée
par des classes d’homologie de cycles algébriques; il en résulte que [Z] — & est algébrique, et

donc que & est algébrique.
O

27



7 Liens entre le groupe Z5(X) et I’indice des variétés sur le corps
de fonctions d’une courbe sur C

Soient I' une courbe projective lisse connexe et X une variété projective lisse de dimension
n équipée d’un morphisme surjectif f : X — I' de fibre générique X, génériquement integre sur
F = C(I'). L’indice I(X,) = I(X,/F) de X,, est défini comme le pged des degrés degp(z), olt
z € CHy(Xy). C'est aussi le pged des degrés sur F' des points fermés de la F-variété X,,. Notons
NS(Y) le groupe de Néron-Severi d'une variété projective et lisse Y.

Lemme 7.1. Soit f : X — I' un morphisme dominant entre vari€lés connexes, projectives et
lisses sur C, ouI' est une courbe. On suppose la fibre générique X, géométriquement intégre sur
son corps de base F' = C(I"). Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) On a I(X;) = n.

(ii) L’application composée
CHy(X) — Ho(X(C),Z) &5 Hy(1(C),2) = 7

a pour image nZ.

Ceci implique pour un certain entier m divisant n chacune des conditions équivalentes sui-
vantes :

(#i) La projection ps : Ha(X(C),Z) — Ho(I'(C),

(iv) Le conoyau de la fleche p* : Z = H?*(I'(C),
isomorphe a Z/mZ.

(v) Le conoyau de la fleche p* : Z = NS(I') — NS(X)/tors a sa torsion isomorphe a Z/mZ.

Pour m =1, ces énoncés sont équivalents a chacun des énoncés suivants :

(vi) La fléche p* : Z = NS(I') — NS(X) admet une rétraction.

(vit) Pour tout entier n > 0, la fleche p* : Z/n = Pic(I')/n — Pic(X)/n est injective.

(viii) Pour tout entier n > 0, la flecche p* : Z/n = HZ(T, py) — HZ(X, pin) est injective.

Ces conditions a leur tour impliquent que pour tout point P € T'(C), le diviseur f~1(P) n'est
pas multiple : le pged des degrés de ses composantes est 1.

) a pour image mZ.

Z
Z(1)) — H*(X(C),Z(1))/tors a sa torsion

Démonstration. L’équivalence de (i) et (ii) est bien connue : tout point fermé z sur la fibre
générique X, s’étend en un l-cycle Z sur X. De plus, le degré de I'extension F'(z)/F est aussi
le degré de Z sur I'.

De (ii) on tire trivialement (iii) pour un certain entier m divisant n.

On a une dualité parfaite H2(X(C),Z(1))/tors x Hs(X(C),Z)/tors — Z, compatible avec
les fleches p* et ps. Ceci établit I’équivalence de (iii) et (iv). L’application cycle NS(X) —
H?(X(C),Z(1)) a un conoyau sans torsion (conséquence du théoréme de Lefschetz sur les classes
(1,1)). Ceci établit ’équivalence de (iv) et (v). Enfin (v) pour m = 1 est clairement équivalent
a (vi).

Pour tout X/C connexe, projective et lisse, la suite exacte

0 — Pic’(X) — Pic(X) — NS(X) — 0,

ot Pic?(X) est divisible donne des isomorphismes Pic(X)/n ~ NS(X)/n. Ainsi (vi) implique
(vii). L’équivalence de (vii) et (viii) résulte de la suite de Kummer en cohomologie étale et de
la nullité de Br(T").

Sous I’hypothese (viii), les applications H2(T'(C),Z(1))/n — H?(X(C),Z(1))/n sont injec-
tives. On en conclut que dans la suite exacte définissant le groupe K

0 — H*(I'(C),Z(1)) — H*(X(C),Z(1)) —» K — 0,
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ot H3(T'(C),Z(1)) = Z, le sous-groupe de torsion de H2(X(C),Z(1)) est envoyé isomorphique-
ment sur le sous-groupe de torsion de K. On a donc la suite exacte

0 — H*(T(C),Z(1)) — H*(X(C),Z(1))/tors — K /tors — 0,

et donc la condition (iv) avec m = 1 est satisfaite.

Si la fibre en P est multiple, on a f~!(P) = nD pour un entier n > 1 et un diviseur D. Ainsi
Z/n = Pic(I")/n — Pic(X)/n n’est pas injectif. O

Proposition 7.2. Soit f : X — ' un morphisme dominant entre variétés connexes, projectives
et lisses sur C, ot I' est une courbe. On suppose la fibre générique X, géométriquement intégre
sur son corps de base ' = C(I").

(i) Supposons H*(X,Ox) = 0. Alors on a Hdga(X,7Z) = Ha(X(C),Z), et le groupe Zo(X) =
Hy(X(C),Z)/Im[CH;(X)] est fini.

(ii) Si le conoyau de Z = NS(I') — NS(X)/tors a sa torsion isomorphe a Z/nZ, et si de
plus Z5(X) =0, alors I(X,) = n.

(iii) Si le conoyau de Z = NS(I') — NS(X)/tors est sans torsion, et Za(X) est d’ordre n,
alors I1(X,,) divise n.

Démonstration. De facon générale, le quotient Hdga(X,Z)/Im[C H;(X)] est fini. Soit d =
dim(X). Sous I'’hypothese H2(X, Ox) = 0, la structure de Hodge sur H2(X (C), Q(1)) est triviale.
Par dualité de Poincaré, il en est donc de méme de la structure de Hodge sur ’espace vectoriel
H?172(X(C),Q(d—1)) ~ Ho(X(C),Q). On a donc bien Hdgs(X,Z) = Ho(X(C),Z). Ceci établit
le point (i).

Le point (ii) résulte clairement de (i) et des équivalences entre les points (i) et (ii) d’une
part, et (iii) et (v) d’autre part, du lemme 7.1.

(iii) D’apres ’équivalence entre les points (iii) et (v) du lemme 7.1 et I’énoncé (i) ci-dessus,
la premiere condition dans (iii) entraine qu’il existe une classe de Hodge o € Hdgs(X,Z) telle
que p.a = [I']. Cette classe étant annulée par n dans le groupe Z3(X), na est algébrique et on
a p«(na) = n[I']. Donc I(X,) divise n par I'’équivalence entre les points (i) et (ii) du lemme 7.1.

0

Proposition 7.3. Soit f: X — I' un morphisme dominant entre variétés connexes, projectives
et lisses, sur C, ouI' est une courbe. On suppose que la fibre générique X, est géométriqguement
intégre et satisfait H'(X,, Ox,) = 0 pour i > 0. Alors :

(i) Pour touti > 2, on a H'(X,Ox) = 0.

(ii) La fleche f*: Z = NS(I') — NS(X)/tors a son conoyau sans torsion.

(iii) Pour tout point P € T'(C), le pged des multiplicités des composantes de la fibre f~1(P)
est égal a 1.

Démonstration. Les hypotheses sur X, impliquent R f,.Ox = Or et R'f,.Ox = 0 pour
i > 0. L’énoncé (i) résulte par exemple du fait que R’ f,Ox est génériquement nul par hypothese,
tandis que Kollar ([33, Theorem 2.6]) montre que R'f,Ox est sans torsion. Par un argument de
suite spectrale de Leray, il en résulte que pour tout L € Pic(I"), et pour tout i, on a :

HY X, f*L) = H(T, L).

Pour tout i > 2, cette égalité implique H'(X, f*L) = 0 ce qui avec L = Ox établit la premiere
assertion. Cette égalité implique par ailleurs

x(X, f*L) = x(I', L). (6)
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Pour L = Or, on trouve

On applique maintenant le théoréme de Riemann-Roch sur X. On conclut qu’il existe Z €
CH:(X) ® Q tel que pour tout H € Pic(X) avec ¢1(H)? =0 dans CH?(X) ® Q, on ait

X(X,H) =x(X,0x)+c1(H)-Z=x(T,0r) +c1(H) - Z, (8)

ou la seconde égalité vient de (7). Appliquant cette formule & H = f*L, L € Pic(T"), et combinant
ceci avec (6), on obtient

X(F7 OF) =+ Cl(f*L) Z = X(L) - X<F7 OF) +deg L.

On en conclut que si deg L =1 alors ¢;(f*L) - Z = 1.
Supposons maintenant f*L = H®* @ M dans Pic(X), avec k > 0 et M un fibré en droites
numériquement trivial sur X. La formule de Riemann-Roch (8) reste valable pour H et on trouve

ca(f*L)-Z

XX, H) = x(1,0p) + ea(H) - Z = x(1, 0p) + W2
et comme c1(f*L) - Z = 1, on trouve que x(X, H) n’est pas un nombre entier, ce qui est une
contradiction et établit le point (ii). Ceci implique (iii) (voir le lemme 7.1). O

Remarque 7.4. I’argument ci-dessus montre en particulier que, sous ’hypothese H i(Xn, @ X,]) =
0 pour tout ¢ > 0, aucune fibre de X — I' n’est multiple. Cela signifie que partout localement
pour la topologie étale sur I', 'indice relatif est 1. Ce résultat a déja été obtenu précédemment
par H. Esnault et O. Wittenberg et aussi par J. Nicaise.

Remarque 7.5. Les dénominateurs de Z € CH;(X) ® Q sont connus. Dans le cas particulier
dim(X) = 3, on a Z = (7% + 72)/12, ot les 7; € CH*(X) sont les classes de Chern du fibré
tangent. On voit donc qu’il existe un 1-cycle Z tel que deg(f*L.Z) = 12. Ainsi I(X,,) divise 12.
De facon plus générale, si W/ F est une surface projective, lisse et géométriquement connexe sur
un corps quelconque F'; et si x(W, Oy) = 1, alors la formule de Riemann-Roch pour les surfaces
donne 12 = deg(y? + 72), ou les 7; € CH*(X) sont les classes de Chern du fibré tangent. Ainsi
I(W) divise 12. Le méme argument montre que si W est une surface K3 sur un corps F' alors
I(W) divise 24.

Théoréme 7.6. Soit f : X — ' un morphisme dominant entre variétés connexes, projectives
et lisses sur C, ou I' est une courbe. On suppose que la fibre générique X, est géométriquement
intégre sur son corps de base F = C(T). Si l'on a H'(X,, Ox,) = 0 pour tout i > 0, alors I(Xy)
divise Uordre du groupe de torsion Zo(X). En particulier, si Zo(X) =0, alors I(X,) = 1.

Démonstration. Sous I'hypotheése d’annulation des H*(X,, Ox,) pour tout i > 0, d’apres
le point (i) de la proposition 7.3, on a H?(X,Ox) = 0. L’hypothese (i) de la proposition 7.2 est
donc satisfaite. La proposition 7.3 assure aussi que sous les hypotheses H i(Xn, Ox,) = 0 pour
tout i > 0, la fleche Z = NS(I') — NS(X)/tors a un conoyau sans torsion. L’hypothese (iii) de
la proposition 7.2 est donc bien satisfaite. Il ne reste plus qu’a appliquer cette proposition. [

En dimension 3, on a une réciproque partielle du théoreme 7.6.

Théoreme 7.7. Soit f : X — I' un morphisme dominant entre variétés connexes, projectives
et lisses sur C, ou I' est une courbe et X est de dimension 8. On suppose que la fibre générique
Xy, qui est une surface, est géométriquement intégre et satisfait Hi(Xn,OXn) =0,7 =1, 2.
On suppose en outre que les fibres lisses de f n’ont pas de torsion dans leur cohomologie de
Betti entiére de degré 3, et que les fibres singulieres ont au plus des singularités quadratiques
ordinaires. Alors Z*(X) = Z/nZ, avec I(X,)) = n. En particulier si I(X,) = 1, alors Z*(X) = 0.
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Démonstration. Les fibres X; de f sont de dimension 2, et 'hypothese Hl(Xn, Ox,) =0
entraine H'(Xy, Ox,) = 0 pour toute fibre lisse Xy, et donc que H3(X;(C),Z) est de torsion. Ce
groupe est donc nul car sa torsion est nulle par hypothese. Soit I'’ C T" un ouvert affine maximal
au-dessus duquel f est lisse, et X? = f~1(I'). La suite spectrale de Leray de la restriction &
f a Pouvert X° montre alors (du fait que I'” est affine, et donc a le type d’homotopie d’un
CW-complexe de dimension < 1) que H*(X%(C),Z) = H°(T°, R*f.Z) = Z. Or on sait par la
proposition 7.3, ii) qu’il existe une classe enticre o € H*(X(C),Z) dont la restriction aux fibres
lisses X; de f engendre H*(X;(C),Z). La classe a est une classe de Hodge car la structure de
Hodge sur H*(X(C), Q) est triviale du fait que H?(X,Ox) = 0. On conclut que H*(X(C),Z)
est engendré par a et par Ker[j} : H*(X(C),Z) — H*(X"(C),Z)], ce dernier groupe étant
la cohomologie de degré 4 de X supportée sur les fibres au-dessus de I' \ I'?, c’est-a-dire le
sous-groupe

rerpoixe Ha(Xi(C), Z) € Hy(X(C), Z) = HY(X(C), Z(2)).

Mais sous nos hypotheses sur les fibres singuliéres on conclut facilement que leur homologie
Hy(X(C),Z) est engendrée par des classes d’homologie de cycles algébriques, comme c’est le
cas pour les fibres lisses X;. En effet, les singularités des fibres X} sont au pire des singularités
quadratiques ordinaires. Par résolution simultanée, on conclut que la désingularisation X; sa-
tisfait encore H*(Xy, Ox,) = 0. Donc la cohomologie entiere (ou encore ’homologie entitre) de
degré 2 de X;(C) est engendrée par des classes de cycles algébriques par le théoréme de Lefschetz
sur les classes (1,1). Or la résolution par éclatement d’un point double de surface a un diviseur
exceptionnel isomorphe & P!, et il en résulte que la fleche naturelle

HQ(Xt((C), Z) — H2(Xt((c)7 Z)

est surjective. Ceci entraine que ’homologie entiere de degré 2 de toutes les fibres X; est en-
gendrée par des classes de cycles algébriques.

On en déduit que le groupe Z4(X) est engendré par la classe a ci-dessus et donc est cyclique.
Que l'ordre de o dans ce groupe soit égal a I(X,)) résulte de I’équivalence des points (i) et (ii)
du lemme 7.1 et du fait que f.a = [T].

O

Remarque 7.8. Sila surface X, satisfait H i(Xn, Ox,) = 0 pour tout 7 > 0, alors la conjecture
de Bloch [5, lecture 1] implique C'Hy(X7) = Z. Lorsque ceci est satisfait, sous des hypotheses
moins restrictives, on peut par des méthodes de K-théorie établir le théoreme 7.7 sans faire
d’hypotheses sur les fibres singuliéres : voir la proposition 8.13 et le corollaire 8.14.

Cependant, il existe des surfaces simplement connexes (et donc sans torsion dans leur co-
homologie entiere) telles que ¢ = p, = 0, et pour lesquelles la conjecture de Bloch n’est pas
connue. De telles surfaces (par exemple les surfaces de Barlow génériques) ne sont de plus pas
nécessairement rigides, pouvant donner lieu a des familles comme ci-dessus non isotriviales.

Au paragraphe 5.7, on a construit des variétés X de dimension 3 avec H*(X,Ox) = 0 pour
i >0, mais Z4(X) # 0. Ces variétés sont fibrées en surfaces K3 sur une courbe. Il est naturel de
se demander si des exemples analogues existent avec des variétés fibrées en surfaces d’Enriques
ou plus généralement en surfaces Y avec H(Y,Oy) = 0, i > 0. D’apres les théorémes 7.6 et 7.7,
ceci est intimement 1lié aux questions suivantes :

Question 7.9. Eziste-t-il des surfacesY définies sur le corps de fonctions d’une courbe complexe
T, telles que H'(Y,Oy) =0 pour i > 0, mais [(Y) # 172

31



Question 7.10. Eriste-t-il de telles surfaces avec de plus H(X(C),7Z) sans torsion, pour une
fibre complexe lisse Xy de la fibration correspondante X — I' ¢

Notons que si on remplace la condition I(Y) # 1 par la condition : < il n’existe pas de point
rationnel >, la premiére de ces questions a une réponse positive, d’apres [35] et [24]. Dans [50],
Starr écrit que, vraisemblablement, les exemples de familles de surfaces d’Enriques sans sections
construits dans [24] ont un indice différent de 1, mais cela n’est pas montré a notre connaissance.

8 Quelques résultats obtenus par la K-théorie algébrique

Soient X et Y deux variétés connexes, projectives et lisses sur C, et soit f : X — Y un
morphisme dominant & fibre générale lisse et connexe. Soit F' = C(Y") le corps des fonctions de
Y, et soit V = X Xy Spec(F) la fibre générique de p.

La comparaison des théoremes 2.3 et 2.11, rappelée dans la section 2.2, donne en particulier
des inclusions H2, (X, u%?) c H3.(V,u®?). Sous certaines hypotheses sur le corps F et sur la
F-variété V, des techniques de K-théorie algébrique permettent de montrer H3.(V,u%?) = 0.
Dans ces cas-13, le théoréme 3.7 donne Z4(X) = 0.

Soit désormais F' un corps de caractéristique zéro, F une cloture algébrique de F, et G =
Gal(F'/F) le groupe de Galois absolu. Soit V une F-variété projective, lisse, géométriquement
connexe. On note V =V x p F. La K-théorie algébrique permet de faire un lien entre les groupes
H3.(V,Q/7Z(2)) et le conoyau de 'application CH?(V) — CH?(V)%. Lorsque V est une surface,
on trouve des liens entre H3,(V,Q/Z(2)) et I'indice I(V).

Kahn, Rost et Sujatha [31, Thm. 5 et Cor. 10 (2)]) ont établi le résultat général suivant.

Théoreme 8.1. Soit Q une quadrique lisse de dimension au moins 1 sur un corps F' de ca-
ractéristique différente de 2. Supposons que cette quadrique n’est pas définie par une forme
d’Albert (forme quadratique de rang 6, de la forme < a,b,ab,—c,—d, —cd >). Alors l’application
de restriction H3(F,Q/7(2)) — H3,.(Q,Q/Z(2)) (ou l'on se limite auz coefficients de torsion
premiére a la caractéristique) est surjective.

Ainsi, si cd(F) < 2, le groupe H3 .(Q,Q/Z(2)) est nul, sauf peut-étre si Q C P% est une
quadrique d’Albert.

Corollaire 8.2. Soit X — Y un morphisme dominant de variétés connexes, projectives et lisses
sur C, de fibre générique une quadrique ) de dimension au moins 1, de base une surface Y.
Alors H2.(X,Q/Z(2)) =0 et Z4(X) = 0.

Démonstration. Si la dimension de la fibre est au moins 3, la quadrique @ a un point
rationnel sur le corps F' = C(Y'), qui est un corps Co. Ceci implique que @ est F-birationnelle
A un espace projectif, et donc (cf. [13, Thm. 4.15]) que la fleche de restriction H?(F,Q/Z(2)) —
H3.(Q,Q/Z(2)) est un isomorphisme. Comme la dimension cohomologique de F est 2, on a
H3(F,Q/Z(2)) = 0. Si la dimension de la fibre est 1 ou 2, le théoreme 8.1 et la nullité de
H3(F,Q/Z(2)) = 0 impliquent H3 .(Q,Q/Z(2)) = 0. L’inclusion H3 (X, u®?) c H3.(V,u®?) et
le théoreme 3.7 permettent de conclure. ]

Remarque 8.3. On obtient donc par la K-théorie une démonstration d’un cas particulier du
résultat de C. Voisin sur les solides uniréglés (théoréme 6.1 ci-dessus). La nullité de H3,.(X,Z/2)
pour les solides fibrés en coniques avait été en substance établie par S. Bloch en 1977 (non
publié). Une démonstration fondée sur les résultats de Merkur’ev et Suslin sur la K-théorie des
coniques fut donnée en 1989 (voir I'appendice de [42]).
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8.1 Variétés sur un corps de dimension cohomologique 1

Dans cette sous-section, on s’intéresse de fagon générale aux variétés projectives et lisses sur
un corps F' de caractéristique zéro et de dimension cohomologique 1, le cas principal que nous
avons en vue étant le corps des fonctions d’une courbe complexe, discuté a la sous-section 8.2.
La plupart des énoncés établis ici valent encore pour les variétés projectives et lisses sur un
corps fini. Les arguments et résultats spécifiques a cette situation seront traités dans une autre
publication.

Les considérations qui suivent remontent a S. Bloch, elles furent développées par W. Raskind
et I'un des auteurs dans [17], puis dans I'article [30] de B. Kahn. Comme on va le voir, lorsque le
corps F' est de dimension cohomologique 1, la méthode de [17] suffit pour recouvrer & moindres
frais, et méme généraliser, les résultats de [30]. Il devrait cependant étre clair au lecteur que ce
qui suit est inspiré des résultats de [30], et en particulier du Théoréeme 1, de son corollaire, et
de la suite (6) annoncée a la page 397.

Proposition 8.4. Soit F' un corps de caractéristique zéro et de dimension cohomologique 1.
Soit V une F-variété géométriquement intégre. Soient F' une cloture algébrique de F et G =
Gal(F/F).

(i) 1l existe alors un isomorphisme naturel
Ker[H*(F(V),Q/Z(2)) — H*(F(V),Q/Z(2))] = H*(G, Kx(F(V)).
(ii) Si V est lisse, cet isomorphisme induit un isomorphisme
Ker[H(V,H*(Q/Z(2))) — H*(V, H*(Q/Z(2)))] = Ker[H*(G, K»(F(V))) — H*(G, @, _,;0)F(x))].
Démonstration. Le théoréme de Merkur’ev et Suslin dit que I'application G-équivariante
K>(F(V)) @ Q/Z — H*(F(V),Q/Z(2))

est un isomorphisme.
On a une suite exacte longue

0 — Kao(F(V))tors = K2(F(V)) = Ka(F(V)) @ Q — K3(F(V)) ® Q/Z — 0
que 'on peut découper en deux suites exactes
0 — Ka(F(V))tors — K2(F(V)) = L—0

et

0L — Ky(F(V) ®Q — Ko(F(V)) @ Q/Z — 0.

La seconde suite donne H'(G, Ko(F(V)) ® Q/Z) = H*(G, L). La premiére suite donne un ho-
momorphisme H?(G, K2(F(V))) — H?(G,L) qui est bijectif car cd(F) < 1. On a donc un
isomorphisme

H?*(G,Ky(F(V))) ~ HY(G,Ko(F(V)) @ Q/Z).

La suite spectrale de Hochschild-Serre
By! = HY(G, HY(F(V),Q/Z(2)) = H"(F(V),Q/Z(2)).
donne naissance a un homomorphisme

Ker[H?(F(V),Q/Z(2)) — H*(F(V),Q/Z(2))] — H'(G, H*(F(V), Q/Z(2)))
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qui est un isomorphisme car cd(F') < 1. Ceci établit la premiére partie de la proposition.

Supposons V lisse sur F'. Soit  un point de V). Comme on I’a rappelé au paragraphe 2.2,
on dispose aussi pour I'anneau semilocal Oy, (semilocalisé de V' aux points de codimension 1

de V d’image x € V) d’un isomorphisme G-équivariant
K5(0y,) ® Q/Z = HE(Oy ,, Q/Z(2)).
Procédant comme ci-dessus, on obtient un isomorphisme
Ker[H}, (Ov,e, Q/Z(2)) — HE(Oy . Q/Z(2))] ~ H*(G, K2(Oy ).

Pour tout point 2 € V1), la conjecture de Gersten pour 'anneau semilocal Oy, (cf. [14])
donne une suite exacte courte de G-modules

0 Kz(Op,) — Ka(F(V)) = Fla)* -0,
ott 'on a noté F(z) = F @p F(x). Ainsi le noyau de
H*(G, K2(F(V))) — H*(G, @y F(2)¥)

est le groupe des éléments de H?(G, K2(F(V))) qui sont dans I'image de H?(G, K5(Oy ) pour

tout z € V),

La conjecture de Gersten pour la cohomologie étale (Bloch—Ogus, voir le théoreme 2.3)
implique que le groupe H(V, H3(Q/Z(2))) € H3(F(V),Q/Z(2)) est le sous-groupe des éléments
de H3(F(V),Q/Z(2)) qui en chaque point z € V() sont dans 'image de H3,(Ov.., Q/Z(2)).

Ceci établit la deuxieme partie de la proposition. O

Théoréme 8.5. Soit F' un corps de caractéristique zéro et de dimension cohomologique < 1.
Soit V' une F-variété projective, lisse, géométriguement integre. Soit F une cloture algébrique
de F' etV =V xpF. On a alors une suite exacte

0 — Ker[CH*(V) — CH*(V)] — HY(G,H (V,K3)) —
Ker[H2 (V,Q/Z(2)) — H3 (V,Q/Z(2))] — Coker[CH*(V) — CH*(V)%)] — 0.

Démonstration. Soit F' un corps de caractéristique zéro, E/F une extension galoisienne,
et G = Gal(E/F) le groupe de Galois. Soit V' une F-variété lisse géométriquement inteégre.
On considere le complexe, gradué en degrés (0, 1, 2)

0— KQE(V) — @IEVS)E(Z‘)X — @mEVE@)Z — 0.

Par la conjecture de Gersten pour la K-théorie, établie par Quillen (Théoreme 2.9) I'homo-
logie de ce complexe en degré i est H'(Vg, K2). Notons Z le noyau de la deuxiéme fleche, et Z
son image.

On a donc des suites exactes de modules galoisiens

0—Z— @LBGV(l)E(m)X — 7T —0,
E

0 — KyE(V)/H(Vi, Ko) = Z2 — HY Vi, K3) — 0
0-T—@ _»Z—CH*(Vg)—D0.
zeVy
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et les suites analogues avec F' en place de F.
On sait que I'on a @,y )Z = (@xevég)Z)G, que 'on a HY(G, @xevég)Z) = 0 (lemme de

Shapiro et nullité de H'(G,Z) pour G profini) et qu’enfin on a H(G, @xev(l)E(fc)X) =0
E
(lemme de Shapiro et théoreme 90 de Hilbert).

De ceci on déduit les suites exactes
0— HYG,2)— CH*(V) —» CH*(Vg)® — HY(G,T) — 0
0— HY(G,T) = H*(G, Z) — H*(G, &y, 0 E(z)").

Dans la suite on prend E = F.

Sur tout corps F de caractéristique zéro, on sait ([17, Thm. 1.8]) que le groupe H°(V, Ks)
est extension d’un groupe fini par un groupe divisible. On a le résultat analogue pour H'(V, K3)
([17, Thm. 2.2]). La démonstration de ces résultats repose sur des travaux antérieurs de Bloch,
Merkur’ev—Suslin, et Suslin, et utilise les résultats de Deligne sur les conjectures de Weil.

Sous I’hypothese cd(F) < 1, cette structure des groupes H*(V,K2) pour i = 0,1 implique
H"™(G,H (V,K3)) =0 pour i = 0,1 et r > 2.

On a HY(G, Ko F(V)/HY(V,K3)) =0 car HY(G, KoF(V)) = 0si cd(F) <1 ([11, Thm. B]),
et la fleche H2(G, KoF (V) — H*(G, K2F(V)/H%(V,K2)) est un isomorphisme.

La cohomologie galoisienne des suites exactes ci-dessus donne alors la suite exacte

0— HYG,2)— HYG, H (V,Ks)) — H*(G, KyF(V))) — H*(G, Z) — 0.

et donc la suite exacte

0 — Ker[CH?*(V) — CH*(V)] — HYG,HY(V,Ky)) — H*(G, K2F(V)) — H*(G, Z) — 0.
La fleche H?(G, K2F(V)) — H*(G, @IEVQ)F(IL‘)X) est induite par les résidus. Elle induit la
fleche H?(G, Z) — H?(G, @mev(l)F(fE)X)- On a donc la suite exacte
0 — Ker[CH?*(V) — CH?*(V)] — HYG, H'(V,Ky)) —
Ker[HX(G, KxF (V) — H(G.&, o F(2)*)] = Kerl (G, Z) — H(G, &, _ o F(2)*)] =0,
soit encore

0 — Ker[CH?*(V) — CH?*(V)] — HY(G, H'(V,K5)) —

Ker[HY(G, KyF (V) — HX(G,® _uF(z)*)] — Coker[CH?*(V) — CH*(V)¢] — 0.

—(1
eV
On conclut avec la proposition 8.4. O

Pour tirer du théoreme des conséquences pratiques, il faut controler le module galoisien
HY(V,K3). Le théoréme suivant regroupe des résultats de [17] (Thm. 2.1, Thm. 2.2, Thm. 2.12).

Théoréme 8.6. (Colliot-Théléne et Raskind) Soit F' un corps de caractéristique zéro. Soit V

une F-variété projective, lisse, géométriquement intégre. Soit M = M (V') le module galoisien
fini défini par M = & H3,(V, Z,(2)){l}.

(i) 1l existe une suite exacte naturelle

0—D— HYV,Ky) = M —0,
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ou le groupe de droite est fini et le groupe D est divisible.
(i) Pour tout premier | il existe un isomorphisme naturel

HE(V,Qu/Z4(2)) = H'(V, K2){1}.

(iii) Soit K, resp. C, le noyau, resp. le conoyau de la fleche naturelle Pic(V) ® F -
HY(V,K3). Sil'on a H*(V,0Oy) = 0, alors K est uniquement divisible et C est la somme directe
d’un groupe uniquement divisible et du groupe M.

Sous I’hypothese H2(V, Oy) = 0, on a donc une suite exacte de G-modules
0—K—Pic(V)ok — H'(V,Ky) — C — 0,

ol K est un groupe uniquement divisible et C' est somme directe de M et d’un groupe uniquement
divisible.
Ceci donne naissance a deux suites exactes

0— K — Pic(V)®@k — R—0
0—R— HYV,Ky) — C —0,
ol R est divisible.
On a aussi la suite exacte
0 — Pic®(V) — Pic(V) = NS(V) — 0
et donc la suite exacte
Tor'(NS(V),k") = Pic’ (V) @ k" — Pic(V) @k — NS(V)®k — 0.
On en déduit les suites exactes
0—P—=Pid(V)®k - Q—0
0—Q—Pic(V)ok = NSV)2k —0

ou P est un groupe fini et () est divisible.

Si ’'on tient maintenant compte des faits suivants :

(1) Pic’(V) ® k est uniquement divisible car c’est un produit tensoriel de deux groupes
divisibles;

(2) pour un corps k avec cd(k) < 1 et W un module galoisien sur k, on a H*(G,W) = 0 si
W est fini ou divisible, et H"(G, W) = 0 pour r > 1 si W est uniquement divisible,

(3) H{(G,NS(V)®@ k") = HY(G,NS(V)/tors @ k') = 0 car pour k avec cd(k) <1 et T un
k-tore, HY(G,T(k)) = 0,
alors on obtient H(G, Q) = 0, puis H'(G, Pic(V)®k" ) = 0, puis H'(G, R) = 0 et H*(G, R) = 0,
et en fin de compte

HYG,H (V,Ky)) ~ H' (G, M).

En combinant ce résultat avec le théoreme 8.5 , on obtient le théoréeme suivant.
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Théoreme 8.7. Soit F' un corps de caractéristique zéro et de dimension cohomologique au
plus 1. Soit F une cloture algébrique de F, et G le groupe de Galois de F sur F. Soit V une F-
variété projective, lisse, géométriquement intégre, satisfaisant H*(V,Oy) = 0. Soit M le module
galoisien fini & H2,(V,Z(2)){l}. On a alors une suite exacte

0 — Ker[CH*(V) — CH*(V)] — HY(G,M) —
Ker[H,,(V,Q/Z(2)) — H;,.(V,Q/Z(2))] — Coker[CH*(V) — CH*(V)] — 0.

Le groupe de Brauer Br(V) est une extension du groupe fini &,H3,(V,Z;(1)){l} par le
groupe (Q/Z)"~" ([26], voir le paragraphe 4.1 ci-dessus). En caractéristique zéro, by — p = 0 si
et seulement si H2(V,Oy) = 0.

Théoreme 8.8. Soit F' un corps de caractéristique zéro et de dimension cohomologique au
plus 1. Soit F une cléture algébrique de F, et G = Gal(F/F). Soit V une F-variété projective
et lisse, géométriquement intégre.

(i) Si le groupe de Brauer de V est nul, alors on a une suite eracte

0— CH*(V) = CH*(V)® — Hy (V. Q/Z(2)) = Hy.(V,Q/Z(2)).
(ii) Si'V est une variété rationnelle, on a une suite exacte
0— CH*(V)— CH*(V)Y — H3 (V,Q/Z(2)) — 0.

(iii) Si V' est une variété rationnellement connexre de dimension 3, sans torsion dans sa
cohomologie entiere de degré 3, alors on a une suite eracte

0— CH*(V) — CH*(V)® — H3.(V,Q/Z(2)) — 0.

Démonstration. L’énoncé (i) est une conséquence immédiate du théoreme 8.7 et du rappel
ci-dessus sur le groupe de Brauer. Si V est rationnelle, son groupe de Brauer est nul et Iinvariant
birationnel H3,.(V,Q/Z(2)) est aussi nul. Ceci établit (ii). Si V est rationnellement connexe de
dimension 3, alors H?(V, Oy ) = 0, donc le groupe de Brauer de V est, sous I'hypothese de (iii),
nul. Par ailleurs pour V rationnellement connexe de dimension 3, on a H3.(V,Q/Z(2)) = 0
([57], voir le corollaire 6.2 ci-dessus). Ceci établit (iii). O

Proposition 8.9. Soit F' un corps de caractéristique zéro et de dimension cohomologique < 1.
Soit V' une F-surface projective, lisse, géométriquement intégre. Supposons H'(V,Oy) = 0. Si
H3.(V,Q/Z(2)) = 0, alors l'indice I(V') est égal d 1.

Démonstration. Le degré définit la suite exacte de modules galoisiens

0— Ap(V) — CHy(V) - Z — 0.

L’hypothese H(V,Oy) = 0 implique que la variété d’Albanese de V est nulle. Il résulte alors
du théoréme de Roitman (cf. [12, §4]) que le groupe Ag(V) est uniquement divisible. Ainsi
HY (G, Ag(V)) = 0 et application CHy (V)% — Z est surjective. Le théoreme 8.5 et 'hypothese
H3.(V,Q/Z(2)) = 0 impliquent que la flecche CHy(V) — CHy(V)¢ est surjective. On a donc
(V) =1 O

Voici un résultat un peu plus précis que la proposition 8.9.
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Proposition 8.10. Soit F' un corps de caractéristique zéro, de dimension cohomologique 1. Soit
V une surface sur F, projective, lisse, géométriquement connexe. Soit F une cléture algébrique
de F etV =V xpF. Soitn > 1 un entier. Supposons

(i) H\(V,0v) = 0.

(ii) NS(V)[n] = 0.

(iii) Le groupe de cohomologie étale non ramifiée H3, (V, u%?) est nul.

Alors Uindice 1(V') est premier a n.

Démonstration. La théorie de Bloch-Ogus donne naissance a une suite exacte (§2.2)
HE(V, %) — Hyy (Vo i) — CHA(V) [ — HE (V).

L’hypothese (iii) implique donc que l'application cycle CH%(V)/n — H2,(V, u%?) est injective.
Pour toute surface V/F, l'application CH?(F)/n — H*(V,u%?) = Z/n est un isomorphisme.
La suite spectrale de Leray pour V/F et la cohomologie étale, sous ’hypothese cd(F') < 1, donne
une suite exacte

0 — HY(F,H3(V, 1u2?)) — H*(V,u%?) — HYV, u2%)¢ - 0.

On a HYV,u3?)¢ = HYV,u$?) = Z/n. Les hypotheses (i) et (i) donnent H(V,p,) =
Pic(V)[n] = 0. Par dualité de Poincaré en cohomologie étale on en déduit H3(V, u%?) = 0. On
a donc H*(V, u®?) = H*(V, u2?). Du diagramme commutatif

CH*(V)/n  — H'(V,13?)
! |~
CHY(V)/n = HY(V, u3?)

on déduit que I'application degré C'Hy(V) — Z dont I'image est Z.I(V') induit un plongement
CHy(V)/n < Z/n et donc un plongement Z.I/7Z.(nl) — Z/n. O

Remarque 8.11. Dans [15], on donne un exemple surface cubique lisse V', sur un (grand) corps
F de dimension cohomologique 1, avec I(V) = 3. Dans ce cas on a donc H3.(V,Z/3) # 0.

Remarque 8.12. Soit S C IP’% une surface quintique invariante sous 'action de Godeaux de
G = 7Z/57, X = P! x S/G, ou l'action de G est diagonale. Alors 7 : X — I' = P/G a ses
fibres lisses isomorphes & S et donc la fibre générique V = X, satisfait H'(V,0y) = 0 et
NS(V)iors = 0. La fibration 7 a des fibres de multiplicité 5; on en déduit I(X,,) = 5. D’apres la
proposition 8.10, on a H2,(V,Z/5) # 0. Cependant la variété X est fibrée en coniques au-dessus
de la surface S/G. Par le corollaire 8.2, on a donc H3,.(X,Q/Z(2)) = 0 et Z*(X) = 0. Dans ce

cas on voit donc que l'inclusion H3.(X,Z/5) C H3.(V,Z/5) n’est pas un isomorphisme.

Proposition 8.13. Soit F' un corps de caractéristique zéro et de dimension cohomologique au
plus 1. Soit F une cloture algébrique de F, et G = Gal(F/F). Soit V' une F-surface projective
et lisse, géométriquement intégre. Soit I1(V) Uindice de V sur F. Supposons H*(V,Oy) = 0 et

NS(V)tors = 0. Alors on a une suite exacte
0 — CHy(V) — CHy(V)Y — H? (V,Q/Z(2)) — 0.

Supposons de plus H*(V,0y) = 0. Alors le quotient du groupe H3.(V,Q/Z(2)) par son
sous-groupe divisible mazimal est isomorphe a Z/I1(V').

Si de plus deg : CHy(V') — Z est un isomorphisme (ce qui sous les hypothéses précédentes
est une conjecture de Bloch), alors H2,(V,Q/Z(2)) = Z/I(V).
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Démonstration. On applique le théoréme 8.8(i). Les hypotheses en sont satisfaites, car

pour une surface projective et lisse V, le groupe NS(V )iors €st nul si et seulement si on a
S H,(V, Z(2)){1} = 0. B

Comme V' est une surface, le corps F(V) est de dimension cohomologique 2, on a donc
H2.(V,Q/Z(2)) C H3(F(V),Q/Z(2)) = 0. Sous I'hypothése H(V,Oy) = 0, la variété d’Al-
banese de V' est triviale. Il résulte alors du théoréme de Roitman (cf. [12, §4]) que le groupe

Ap(V) noyau de la fleche degré : CHy (V) — Z est un groupe uniquement divisible, i.e. est un Q-
vectoriel. Ceci implique que le groupe Ag(V)¢ est un Q-vectoriel et que 'on a H(G, Ag(V)) = 0.
Le lemme du serpent donne alors la suite exacte

Ag(V)Y — H? (V,Q/Z(2)) — Z/I(V) — 0.

8.2 Applications aux fibrations au-dessus d’une courbe

Théoréme 8.14. Soit I' une courbe projective et lisse sur C et X un solide projectif et lisse
muni d’une fibration X — ' dont la fibre générique géométrique est une surface rationnelle.
Alors les groupes H2.(X,Q/7(2)) et Z*(X) sont nuls.

Démonstration. Soient F' = C(T") et V/F la fibre générique de X — T". Le corps F', corps
de fonctions d’une variable sur C, est un corps C7. Rappelons le fait bien connu suivant. De
la classification F-birationnelle des F-surfaces géométriquement rationnelles (Enriques, Manin,
Iskovskikh ; Mori) on déduit par inspection que toute telle surface V' sur un corps C; possede
un point rationnel. Sur F = C(T'), c’est aussi un cas particulier d'un théoréme de Graber,
Harris et Starr [23]. En particulier 'application CH?(V) — CH?(V)% = Z est surjective. De la
proposition 8.13 on déduit alors H2.(V,Q/Z(2)) = 0. Comme rappelé au début du paragraphe
8, le groupe H2,.(X,Q/Z(2)) est un sous-groupe de H3 (V,Q/Z(2)), il est donc nul. L’énoncé
sur Z4(X) est alors une conséquence du théoréme 3.7. O

Remarque 8.15. La démonstration de ce théoréme ne repose pas sur 1’énoncé 6.2. On obtient
ainsi par la K-théorie algébrique un nouveau cas particulier (voir la remarque 8.3) du théoreme
de C. Voisin sur les solides uniréglés (théoreme 6.1 ci-dessus).

Lemme 8.16. Soit 7 : X — ' un morphisme dominant de variétés projectives et lisses sur
C, avec ' une courbe. Soit n la dimension de la fibre générique V supposée géométriquement
intégre sur le corps C(T). Supposons H2(V,Oy) = 0.

(i) Si une fibre singuliere Y de m a des singularités quadratiques ordinaires, on a H*(Z,0z) =
0, ou Z est la désingularisée de Y obtenue par éclatement de ses points doubles.

(ii) Si de plus une fibre lisse de w a sa cohomologie de Betti entiére de degré 3 sans torsion,
et n # 3, il en va de méme pour Z.

Démonstration. (i) D’apres [33], les faisceaux Rim,Ox sont sans torsion donc localement
libres sur T'. Pour toute fibre Y de 7, on a donc H%(Y,Oy) = 0. Ceci entraine H*(Z,0yz) = 0
car les singularités quadratiques ordinaires sont rationnelles.

(ii) Soit 0 € T'(C) un point tel que la fibre Xy = Y ait des points doubles ordinaires. Soit
A C T un petit disque analytique centré en 0, et soit 0 # ¢ € A. On dispose (cf. [56, 14.2.1])
d’une application continue f : X;(C) — Y (C) qui est un homéomorphisme au-dessus de la partie
lisse de Y (C) et qui contracte une sphere évanescente S™ C X;(C) sur chaque point double de
Y. Par ailleurs on dispose de l'application de désingularisation g : Z(C) — Y (C), qui est aussi
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un homéomorphisme au-dessus de la partie lisse de Y (C) et qui contracte une quadrique @; de
dimension n — 1 sur chaque point double de Y. Pour p # 0, les faisceaux RPf.Z et RPg.Z sont
supportés sur les points doubles de Y et on a donc pour p # 0, et g > 0,

HY(Y(C), RPg.Z) = 0 = H'(Y(C), R’ f.Z).
Au niveau Fs de la suite spectrale de Leray de f, seuls les termes
H(Y(C), R*f.Z) et H*(Y(C), R°f.Z) = H*(Y(C), Z)

contribuent donc & H3(X;(C),Z), et de méme pour g et Z. De plus, on a RPf.,Z = 0 pour
p # 0,n, donc en particulier R?f,Z = 0 pour n # 3. Enfin, pour n # 2, 3, le faisceau R%g.Z est
constitué d'un exemplaire de Z = H?(Q;,Z) supporté sur chaque point double de Y et de plus
le générateur o; de H*(Q;,7Z) est engendré par la classe ¢1(Oz(Qi))|q,- On en déduit que pour
n # 2,3, la fleche

H*(Z(C),Z) — H°(Y(C), R?¢,Z)

est surjective, de sorte que la différentielle
ds : H(Y (C), R*¢g.Z) — H3(Y(C), R¢.Z) = H*(Y(C),Z)

est nulle. Cet énoncé est bien siir aussi valable pour f puisqu’on a R?f,Z = 0 pour n # 2. Pour
n #£ 2,3, les suites spectrales de Leray de f et g fournissent donc des isomorphismes
g L
H*(Z(C),z) < H*(Y(C),Z) = H*(X:(C).Z).
Dans le cas n = 2, la résolution simultanée montre directement que Z(C) et X;(C) sont
homéomorphes, d’ou la conclusion. O

Remarque 8.17. Dans le cas n = 3, les résultats de [19] montrent qu’on peut effectivement
avoir une famille de variétés de Fano de dimension 3 paramétrée par une courbe lisse sur C, a
fibres au pire nodales, dont les fibres lisses n’ont pas de torsion dans leur cohomologie de Betti
de degré 3, tandis que les fibres singuliéres ont une désingularisation possédant de la torsion
dans leur cohomologie de Betti de degré 3.

Proposition 8.18. Soit # : X — I' un morphisme dominant de variétés projectives, lisses,
connezes sur C, avec I' une courbe. Supposons la fibre générique V = X, géométriquement
intégre, sur le corps F' = C(I"). Soit n un entier positif.

Supposons que H*(V,0v) = 0 et que la cohomologie de Betti entic¢re de degré 8 d’une fibre
lisse de m est sans torsion.

(i) Soit T° C T 'ouvert mazimal au-dessus duquel  est lisse et X° = 7~1(I'°). La restriction
naturelle H3 (X%, u®?) — H3 (V, u2?) est un isomorphisme.

Supposons de plus que les fibres singulieres de m n'ont que des singularités quadratiques
ordinaires. Alors :

(ii) L’inclusion naturelle H3, (X, u®?) — H3 (X0, u®?) = H3 (V, u$?) a un conoyau fini.

(i11) Si la dimension de V = X, est différente de 3, alors la restriction a la fibre générique
donmne un isomorphisme H2 (X, u$?) = H3 (V, u®?).

Démonstration. Les hypothéses d’annulation faites sur H2(V, Oy ) et sur la torsion dans la
cohomologie entiere de degré 3 d’une fibre lisse restent valables pour toute fibre Y de 7 au-dessus
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de T°. Soit a € H2,.(V, u®?). Le résidu de a en une fibre lisse Y de 7 appartient & H2,(Y, un),
qui est nul grace a ces hypotheses. Ceci montre (i).

En éclatant sur X les points singuliers des fibres spéciales, on obtient un modele X’ muni
d’un morphisme 7/ : X’ — T" dont chaque fibre non lisse est de la forme Z + 25" H;, avec Z lisse
irréductible (obtenu par éclatement de la fibre correspondante Y de 7 en ses points doubles)
et chaque diviseur exceptionnel H; isomorphe a P", les intersections H; N H; étant vides pour
1 # 7, et Q; == Z N H; étant isomorphe a une hypersurface quadratique lisse de H; = P". On a
la suite exacte de localisation

0 — Hp(Hi, pin) — Hpy(Hi \ Qi pin) — H'(Qi,Z/n)

avec H2,(H;, pun) = HY(Q;,Z/n) = 0. On a donc H2.(H; \ Qi, jin) = 0.

En une fibre singuliere de 7’ : X’ — T, le résidu de a au point générique de H; appartient
a H2,(H; \ Q;, itn), donc est nul. On en déduit que le résidu de o au point générique de Z est
sans résidu le long de Q; et donc appartient & H2, (Z, it,).

Le (i) du lemme 8.16 implique que, sous les hypotheses de la proposition 8.18, le groupe
H2 (Z, j1,) est fini. Avec les arguments précédents, on conclut que H3, (X', u®?) — H2 (X0, u2?)
a un conoyau de torsion, ce qui donne (ii).

Enfin le (ii) du lemme implique que, sous les hypotheses de la proposition 8.18, si n # 3, on
a H2.(Z,u,) = 0, et donc le résidu de o au point générique de Z est nul, d’olt le point (iii). [

Théoréme 8.19. Soit 71 : X — ' un morphisme dominant de variétés projectives, lisses,
connezes sur C, de fibre générique V = X, géométriquement integre, de dimension 2, sur le
corps F' = C(T").

Supposons H{(V,Oy) = 0 pour i = 1,2 et supposons que la cohomologie de Betti entiére de
degré 3 d’une fibre lisse de m est sans torsion. Supposons de plus que les fibres singulieres de m
n’ont que des singularités quadratiques ordinaires.

Si H3.(X,Q/Z(2)) = 0, alors I(X,) = 1.

Démonstration. Ceci résulte de la combinaison de la proposition 8.18 et de la proposition
8.9. O

Remarque 8.20. On notera que cet énoncé est plus faible que le résultat obtenu par application
du théoreme 7.6.

Théoreme 8.21. Soit w : X — I' un morphisme surjectif de variétés connexes, projectives et
lisses sur C, ou I' est une courbe et la fibre générique V = X, est une surface géométriquement
connexe sur F' = C(I'). Supposons H'(V,Oy) = 0 pour i = 1,2, que le groupe de Néron-Severi
de la fibre générique géométrique n'a pas de torsion, et que la fleche deg : CHy(V) — Z est un
isomorphisme.

(i) On a alors des inclusions HS.(X,Q/Z(2)) C H3,(V,Q/Z(2)) ~ Z/I(V).

(ii) Si les fibres singuliéres de m n’ont que des singularités ordinaires, on a des isomorphismes

H3,(X,Q/Z(2)) = H3,(V,Q/Z(2)) ~ Z/1(V).

Démonstration. L’énoncé (i) est une conséquence immédiate de la proposition 8.13. L’égalité
H3 .(X,Q/Z(2)) = H2,.(V,Q/Z(2)) dans (ii) a été établie & la proposition 8.18. O

Remarque 8.22. Comparons ce résultat avec le théoréme 7.7. A la différence de ce théoreme, on
a supposé ici CHy(V') = Z, ce qui selon une conjecture de Bloch devrait résulter de I'hypothese
H i(V, Oy) = 0 pour i = 1,2. Cette conjecture est connue pour les surfaces qui ne sont pas
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de type général, et aussi pour un certain nombre de surfaces de type général. L’hypothese
CHy(V) = Z implique que H3,(V,Q/Z(2)) est d’exposant fini, et il en est donc de méme de
H3.(X,Q/7(2)), qui coincide donc avec Z*(X). L’énoncé (ii), ott I'on suppose les singularités
des fibres le plus simples possibles, n’est donc pas plus fort que le théoreme 7.7. Mais I’énoncé
(i) donne en particulier que I(X,;) = 1 implique H2.(X,Q/Z(2) = 0 et donc Z*(X) = 0, et ceci
est établi sans hypothese sur les fibres singulieres, alors qu’au théoreme 7.7 on n’autorise que
des singularités quadratiques dans les fibres.

9 Appendice : Action des correspondances sur les groupes H'(H/)
Dans ce qui suit X et Y sont lisses et projectives sur C. On considere les cycles Z C X x Y
de codimension r + dim X, c’est-a-dire tels que dimY — dim Z = r.

Proposition 9.1. Pour tout groupe abélien A, le cycle Z € CH™ ™ X (X x Y)/alg induit un
homomorphisme

Z. o HP(X, H% (A)) — HPF (Y, HET (A(r))).
Ces actions sont compatibles a la composition des correspondances.

Démonstration. Tout d’abord, par la formule de Bloch-Ogus (cf. Corollaire 2.4), Z a une
classe
[Z]po € HM (X x Y, HEV (Z(d+ 1)),

ou d = dim X. Par ailleurs on a clairement des fleches
pri s HP(X, HY(A)) — HP(X X Y, Hi v (A)),

et enfin on dispose de produits (induits par les cup-produits HY, (4) @ M3, (Z(1)) — HE (A1) :

HP (W, Hiy (A)) @ HU(W, 1y (Z(1))) — HPTI(W, Hy* (AQ))
pour toute variété W et tout entier [. On en déduit que ’on a une fleche

20 0 pri + HY (X, HY (A)) — HPH7 (X x Y HETE (A(d + 7).

Pour conclure, il suffit donc de construire

prae  HU(X XY, Mo (A(d 7)) = HZY, HT(A(r)

pour X projective lisse de dimension d. (On peut évidemment remplacer ici la projection par
n’importe quelle application propre.)
Or ceci résulte de la résolution de Bloch-Ogus (théoréme 2.3) qui donne la formule explicite :

H' (X XY, My, (A(d + 1)) =
i—i . o) j—i— .
Ker [@$E(Xxy)(i)HjB (C(x),A(d+7r—1)) — @me(xxy)(iJrl)H]B Y(C(x), A(d+r —i—1))]

— — - (9)
—1 . 16) —1 .
Im (8¢ (xxy)e-v H C), Ald+r—i+1) > Dre(xxy)o Hp (C(z), A(d + 1 —19))]

Un point = de codimension ¢ a une adhérence Z, C X X Y qui s’envoie sur une sous-variété
Z! €Y de codimension > i — d, avec égalité lorsque pro : Z, — Z. est génériquement finie.
On notera 2’ le point de Y correspondant & Z.. Pour un x ne satisfaisant pas la condition que
2’ € Y= on dira que pro, : Hgi((C(a:), A(d+r—1i)) — Hgi((C(x’), A(d+7—1)) est nulle, et
dans le cas contraire, pro, : H%_i((C(x), Ald+r—1)) — H}é_i(C(w’), A(d + r — 1)) sera induite
par l'application propre pryz, : Pryz, (V) — V pour des ouverts suffisamment petits V de Z..
Nous avons alors besoin du lemme suivant :
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Lemme 9.2. Les fléches pro. ci-dessus commutent aux fleches de résidus, c’est-a-dire les
différentielles O apparaissant dans (9).

Ce lemme entraine que la somme des fleches pro, passe a la cohomologie pour donner une
fleche pra, du groupe (9) dans

Ker [6,cy -0 HY ' (C(z), Ad + 7 — 1)) 5 Dpeyisi-o HYy T (Cla), A(d +r — i — 1))]
Im (@, cya-n HY THC(z), A(d + 7 —i+1)) 9, Spey-o Hy (C(z), A(d + 7 —9))]

= H'=(Y, 1 Y(A(r))),

ou la derniere égalité est encore donnée par le théoreme de résolution 2.3, appliqué a Y cette
fois.

Pour conclure la preuve de la proposition 9.1, il reste a établir le lemme 9.2 ainsi qu’a montrer
le lemme suivant :

Lemme 9.3. L’action ainsi construite Z v Z,, de CHY™ X+ (X x Y)/alg dans
Hom (H?(X, H (A)), H" (Y, 1™ (A1),

est compatible a la composition des correspondances.

O

Démonstration du lemme 9.2. Soit Z C X X Y une sous-variété de codimension i. Soit

D’ C Z' = pro(Z) une sous-variété de codimension i —d — 1 dans Y. Supposons pour simplifier
que Z et Z' sont normales. On veut montrer que pour tout entier [, le composé

Reszr,pr o pra, - HE(C(Z), A1) — HE(C(Z'), A1) — Hpy H(C(D'), A(l - 1))

est égal a pros oY, pcz proxoReszp :
pro(D)=D’

HE(C(2),A)) — €@ Hy '(CD), Al ~1)) — Hy '(C(D'), Al - 1)).

Dpcz
pra2(D)=D’

Supposons tout d’abord que dim Z’ = dim Z. Alors, rappelant que les fleches de résidus sont
induites par la suite exacte de cohomologie a supports pour les paires constituées d’une variété
et d’un diviseur, le résultat résulte simplement du fait qu’on a un morphisme propre pry entre
les paires (Zo, Upr,(p)=pr D) et (Zy, D'), ot Zj est un ouvert lisse de Z’ contenant un ouvert de
Zariski dense de D', et Zj est 'image inverse de Z{, dans Z. De plus ce morphisme reste propre
lorsqu’on passe aux complémentaires des diviseurs considérés. Sans hypothese de normalité, il
suffit de normaliser les variétés considérées.

Il reste a étudier ce qui se passe lorsque dimZ’ < dim Z, ce qui n’est possible que si
dimZ' = dimZ — 1, et Z' = D’. Dans ce cas, le premier composé est nul par définition car
pro. © HE(C(Z),A(l)) — HE(C(Z'), A(l)) est nul. 11 suffit donc de montrer que pour toute
classe a« € HE(C(Z), A(l)), on a pro.(Resa) = 0, ot Resa est une somme finie de classes de
degré k — 1 sur des diviseurs D C Z tels que pro : D — D’ soit génériquement fini. Ceci est
élémentaire car 'application prg : Z — Z’ induit une application pr) : Zy — Z{ qui est propre et
lisse de dimension relative 1 au-dessus d’un ouvert de Zariski dense Zj de D’ = Z’. On dispose
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donc d'une application pr9, : H¥1(Zy, A(l)) — H*1(Z), A(l — 1)) et on a alors la relation
suivante, pour 3 € H*"1(D, A(l — 1)), ot D C Z° est un diviseur lisse propre au-dessus de Z}, :

prau(B) = pry. o j(B),

ol le premier pro, est relatif a application propre induite par pro de D sur Z. Cela conclut la
preuve car on a

jroRes =0:H*Z°\ D, A(l)) - H*Y(D, A(l - 1)) — H**Y(Z° A(1)).

O

Démonstration du lemme 9.3. En examinant la preuve de la compatibilité de I'action
des correspondances sur les groupes de Chow ou la cohomologie avec la composition des corres-
pondances (cf. [56, Prop. 21.17]), et la construction de l'action Z, sur les HP(H?%), on constate
que la compatibilité de ’action Z, construite ci-dessus avec la composition des correspondances
est une conséquence formelle des trois faits suivants, faciles a vérifier dans notre cas :

(1) La compatibilité de l'application classe de cycles de Bloch-Ogus Z +— [Z]po avec le
produit d’intersection.

(2) La formule de projection pour les applications pro. : HE(C(Z), A(1)) — HE(C(Z"), A(D))
introduites ci-dessus. Pour a € HR(C(Z), A), 8 € HYL(C(Z'), Z(1))

prow(aUpry3) = pra.(a) U B.

(3) La formule de changement de base suivante : prenons un produit X x Y x Z de variétés
projectives avec dim X = d, et notons p la projection de X x Y sur Y, P la projection de
X XY xZsurY x Z, qlaprojectionde Y x Z sur Y et QQ cellede X xY x Z sur X x Y. Alors
on a pour o € HP(X x Y, H% , (A(1))) :

7" (pea) = P.(Q*) dans HP~4(X x Y, HL % (A(l - d))).
OJ
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