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L'objet  de ce cours est de d6crire certaines applications qu 'a  cues la K-th~orie  alg6brique 
l '~tude des cycles de torsion sur les vari6t&s alg6briques, et plus particuli&rement ~ l 'obtention 
de th6or~mes de finitude, sous diverses hypotheses arithm6tiques sur la nature du corps de 
base. Ce domalne de recherches fut ouvert par Spencer Bloeh en 1974, connut de nouveaux 
d6veloppements ~ Ia suite de la perc~e de Merkur'ev et Suslin en 1982, e t a  fair l 'objet  d 'un 
rapport  de W. Raskind en 1989 ([R1]). 

Une s6rie de travaux r~cents montre que le sujet est loin d'fitre @uis6, et il m ' a  done sembl6 
boa de faire ~ nouveau le point. 

La premiere patt ie de mes exposes au C.I.M.E. fur consacrfe aux r6sultats ctassiques, qu'on 
trouvera dans les paragraphes 1 ~ 5. Apr~s un rappel des r~sultats de finitude eormus sur le 
groupe de Picard (§ 1), on d6finit au §2 les groupes de Chow et on d6crit au § 3 le programme 
de Spencer Bloch pour contr61er la torsion dans ces groupes de Chow. Au § 4, le lecteur trouvera 
une dfimonstration simple du th6or&me de Roitman sur les z&ro-cycles de torsion lorsque le corps 
de base est alg6briquement dos, sans r6duction au cas des surfaces. Passant au cas d 'un corps 
de base fini, on esquisse au § 5 la dfmonstration simplifi6e (Raskind et l 'onteur) du th~or&me de 
Kato et Saito sur les extensions non raxnifi~es de vari&t~s projectives et lisses sur un corps fini et 
le groupe de Chow en dimension z~ro. On explique ~galement le th6or~me de finitude (Sansue, 
Soul6 et l 'onteur) pour la torsion en codimension deux. 

Les paragraphes 6 ~ 9, qui d6veloppent mes deux derniers expos6s au C.I.M.E., sont eonsacr6s 
des r~sultats r~eents (1989-1991) de Raskind et l 'auteur [CR3], de Salberger [Sb2], et de S. Saito 

[$4], r6sultats qui portent sur la finitude de la torsion du groupe de Chow en eodimension deux 
pour une vari6t~ projective et lisse X,  d6finie sur un corps k arithm~tique (local ou global), et 
satisfaisant l'hypoth&se que le second groupe de cohomologie coh6rente H2(X, Ox) s'annule. 
Les premiers r~sultats de finitude pour cette torsion avaient ~t& obtenus sous l 'hypoth~se 
additionnelle HI(X, Ox) = 0. C'est Salberger qui montra comment 61iminer eette derni~re 
hypoth&se torsque k est un corps de nombres. 

L'approehe de Raskind et de l 'auteur, au-dessus d 'un corps de nombres, est d6crite au § 6. 
J 'a i  inclus dons ee paragraphe une br~ve esquisse de la m~thode galoisienne, qui avalt d6j~ 
permis dans le pass6 d 'obtenir  des r~sultats de finitude pour certaines vari~t6s (Bloeh [B4], 
l 'onteur [C1], Gros [G], 0k6chi,  et plus rfeemment Coombes [Cb], sur un corps global; Raskind 
et l 'auteur  [CR1], sur un corps local). L'approehe plus r6cente de S. Saito [$4] fair i 'objet  du 
§ 7. Je me suis astreint ~ bien d6gager les ~nonc6s valables au-dessus d 'un corps quelconque. 
Cette  d6marche permet d'obtenir certains r~sultats de finitude au-dessus d 'un corps de type 
fmi sur le corps des rationnels. Au § 8, je d~eris les r6sultats que cette mSme approche permet 
d'obtenir au-dessus d 'un corps local. Enfin, au § 9, je donne quelques indications sur l 'approche 
de Salberger, renvoyant ~ sa r~cente pr6publication [Sb2] pour plus de d6tails. 

J ' a i  arr~t~ 1~ ce rapport  sur les cycles de torsion. Parmi les th~mes que je ne traite pas, mais 
qui m6ritent l'int6r~t du leeteur, je citerai : 

- Les conjectures et r6sultats tr~s pr6cis sur le groupe de Chow des z~ro-eycles sur 
une surface rationnelle d6finie sur tm corps de nombres (travaux de Sansuc et l 'auteur  [CS], et 
de Salberger [Sbl]), qu'on voudrait bien voir g6nfraliser, au moins conjecturalement, ~ de plus 
vastes classes de vari&tfs. Dans l ' imm~diat, on aimerait traiter le cas de surfaces satisfaisant 



H2(X, Ox) = 0 et  Ha(X, Ox) = 0, cas off les approehes pr~cises de Coombes [Cb] (que je ne 
t ra i te  pas  ici) et  de Saito [$4] pourra ient  se r~v~ler utites. 

- Les t ravaux en eours de Bloch et de ses ~l~ves sur la torsion du groupe de Chow de 
eertaines surfwces X au-dessus  d 'un  corps de hombres avec Hz(X, Ox) ~ 0 (sur un  corps local, 
voir JR21). 

- Les exemples de torsion clans le groupe de Griffiths dus £ C. Schoen [Sc]. 

P l a n  
§ 1. G r o u p e  de  P i c a r d  d ' u n e  v a r l e t &  
§ 2. G r o u p e s  de  C h o w .  
§ 3. K - t h g o r i e ,  c o h o m o l o g i e  g ta le  et  t o r s i o n  darts les  g r o u p e s  de  C h o w  (le p r o g r a m m e  

de  Bloch ) .  
§ 4. Va r i6 t~s  sur  les  c o r p s  s d p a r a b l e m e n t  clos.  
§ 5. Va r i~ tds  sur  les  c o r p s  f inis .  
§6 .  Var i~ tds  sur  les  c o r p s  de  n o m b r e s ,  I. 
§ 7. Var idtds  sur  les  c o r p s  de  n o m b r e s ,  II.  
§8 .  Var id t6s  sur  les  c o r p s  l o c a u x .  
§ 9. Varidtds  sur  les  c o r p s  de  n o m b r e s ,  I I I .  

R e m e r c i e m e n t s .  L'influence des t ravaux de Spencer Bloch sur tout  ce sujet est manifeste. 
Pour  les discussions que j 'a i  cues avec eux dans le pass6 lointain ou proche, je sMue S. Bloch, 

S. Saito, P. Salberger, J . - J .  Sansuc, C. Soul6 et tout  paxticuli~rement W. Raskind.  
Je remercie la Fondazione Centro Internat ionale  Matemat ico  Estivo de m'avoir  donn6 

l 'oecasion de m'6claircir un  peu plus les id6es et de fouler les rues de Trento et de Verone. 
Une version pr6timinaire de ce cours a falt  l 'objet  d ' un  expos~ en Septembre 1989 au Centre 

CultureI Euro l~en  de Delphes, que je  souhaite aussi remercier pour  son invitat ion.  

N o t a t i o n s .  

g t a n t  donn~ un  groupe ab~lien A et un  entier  n > 0, on note n A l e  sous-groupe des ~l~ments 
de A annulSs pax n, on note A/n le quotient  A/nA. On note Ators le sous-groupe de torsion de 
A, et on pour  I premier, on note Al-tors le sous-groupe de torsion l-primaire, i.e. le sous-groupe 
form6 des 61~ments annul6s par  une puissance de I. 

E tan t  donn$ un  anneau  uni ta i re  R, on note R* le sous-groupe mult ipl icat if  form6 des 616ments 
inversibles de R. 

E tan t  donn6 un  entier  n inversible sur un  sch6ma X,  on note Pn le faisceau ~tale sur X d~fini 
par  le schdma en  groupes des racines n-i~mes de l 'unit6. Pour  j entier  positif, on note  p~J le 
produi t  tensorlel j lois de Pn avec Iui-m~me, on note  p~0 = Z/n. Pour  j n~gatif, on no te / z~  j le 
faisceau 6tMe Homx(p~-J, Z/n). Erdin, 6rant donn6s un  hombre  premier  I inversible sur  X et 
j C l ,  on note  Qt/ll(j) la l imite inductive des faisceaux # ~  pour  n t endan t  vers l'infinl. 

Pax H i ( X , ~ )  (sans indice) on notera  le i-i~me groupe de cohomologie sur le sch6ma X,  
pour la topologie de Zaxiski sur X ,  £ valeurs dans  le faiscean 3 c. On fera cependant  paxfois une 
exception , en no tan t  Hi(k, M) le i-~me groupe de cohomologie galoisierme du groupe de Galois 
absolu G = Gal('f~/k) £ valeurs dans un  G-module continu discret M,  ou, si l 'on pr6f~re, le i-~me 
groupe de cohomologie 6tale £ valeurs dans un  falseean 6tale M sur le spectre Spec(k) du corps 
k. 



§ 1. G r o u p e  de P i c a r d  d ' u n e  vari~t~ 

Darts ce paragraphe, nous rappelons quelques r6sultats tr~s classiques sur l'6quivalence lin6alre 
des diviseurs, que nous confronterons darts les paragraphes suiva~ts a v e c l a  situation bien plus 
complexe des cycles de codimension plus grande que 1. 

Soit k un corps, X une vaxi6t6 alg6brique lisse et irr6ductible sur le corps k. On d6signera 
par k(X)  son corps des fonctions rationnelles, et par Div(X)  le groupe des diviseurs de X,  
c'est-£-dire le groupe ab61ien libre de g6n6rateurs les points de codimension 1 de X : 

Div(X)= z. 
PEXO) 

Chaque anneau local de X en un tel point P est un anneau de valuation discrete de corps 
des fractions k(X),  ce qui permet de dgfinir un homomorphisme 

l)p : k ( X ) *  ~ 1. 

On d~finit alors alors le groupe de Picard Pie(X) de la vaxidt~ X comme le conoyau de 
l 'application diviseur 

div = ( ~  vp:  k(X)* ~ Div(Z) ,  
PEXO) 

c'est-£-dire qu'on a une suite exacte : 

k(X)* --~ Div(X) - - ~  Pie(X) ~ 0. 

Le groupe de Picard admet plusieurs rep%sentations. De la description ci-dessus, et de l'iden- 
tification, sur une vari~t~ lisse (done localement factorieUe), des diviseurs de Well (combinaisons 
lin~aires £ coefficients entiers de sous-vari~t~s de codimension 1) aux diviseurs de Cartier (d~finis 
localement pour la topologie de Zaxiski comme diviseurs d 'une fonction) on d~duit facilement 
l 'identification : 

Pie(X) _~ Uaza,.(X, 0 ~  ) = Hlza,.(X, Gin), 

Oh la cohomologie est la cohomologie de Zariski. 
Par ailleurs, tune version du th~or~me 90 de Hilbert due £ Grothendieck montre que sur tout 

schema, il y a une identification : 

H}~r(X, Gm) -~ H~,(X, Gin) ~- H}ppI(X, Gin), 

avec le groupe de cohomologie ~tale (ou encore avec le groupe de cohomologie f pp f )  £ valettrs 
dans le faisceau d~fini pax le groupe multiplicatif 0,~. 

Lorsque X est une courbe projective et lisse C, les points de codimension 1 sur C s'identifient 
aux points de dimension O, et l 'on dispose d'une application degrfi : 

d e g =  0 Z P - - - ~ Z  
PEC(1) 

d~finie pax lin~arit~ £ paxtir de 1'application qui associe au point ferm~ P de C le degr~ [k(P) : k] 
de P relativement £ k, et une formule classique dit que cette application est triviale sur les 
diviseurs de fonctions, i.e. induit une application degr~ de Pie(C) ----* l .  

Les ~none~s suivants rassemblent les propri~t~s les plus importantes du groupe de Picard. 

PROPOSITION 1.1. - -  Supposons la vari~td lisse X absolument irr~duetible et compl~te (par 
ezemple projective). Soit k C F une inclusion de corps, ei soit XF = X xk F. Alors l'application 
naturelle Pie(X) ~ P i c ( X r )  est injective. 



Lorsque F / k  est une extension galoisienne (qu 'on peut  supposer f ine ) ,  la d6monst ra t ion  
repose sur le th6or6me 90 de Hilbert  : H~(Gal(F/k) ,  F*)  = 0. Soient k tune clgture atg6brique 
de k, puis G = Gal( 'k/k)  et X = X xk "k. On peut  en fair mont re r  qu 'on  a une suite exacte 
fonctorielle : 

0 ~ P ie (X)  - - +  P i c ( ~ )  c ~ Br (k ) ,  

o~ Br(  k ) 2 -* = H (G, k ). L ' image de P i c ( ~ )  c ----* B r ( k )  est annul6e par  tout  entier  [E : k] 
pour E / k  extension finie sur laquelle X acquiert un  point  rationnel.  En  particulier,  la fl6che 
P ie (X)  ~ P i e ( X )  G est un  isomorphisme d6s que X a un  point  k-.-rationnel. 

TtII~OR~ME 1.2. --- Supposons Ia varidtd li~se X absolument irr~duetible et compldte (par 
exemple projective). Soient-k une cl6ture algdbrique de k, puis G = Gal(-k/k) e t -X  = X xk-k. 
Il existe une varidt~ abdlienne J / k  (la varidtd de Picard Pie~/~ de X )  et un groupe abdlien de 

type fini, le groupe de Ndron-Severi N S ( X )  de X ,  tels que l'on air une suite exacte 

(1.1) 0 -----* J (k )  ~ P ie (X)  -----* N S ( X )  ~ O. 

Cette suite exacte est G-dquivariante. Lorsque X est une courbe, N S ( X )  = i[ et l'application 
Pic (X)  ~ N S ( X )  = Z e s t  induite par I'applieation degr~. 

PROPOSITION 1.3. - -  Soit X une vari~t~ irrgductible et lisse sur un corps k. Pour tout entier 
n inversible dans k, on dispose d'une application injective : 

(1.2) P i e ( Z ) / n  Pie (X)  ~-* H~t(X , # , ) .  

Pour  obten i r  cette injection, il suffit de prendre la suite exacte de eohomologSe 6tale associ6e 
a la suite de K u m m e r  

1 ----+ # n  ~ Gm ~ Gm ~ 1 

X ~ X n . 

On notera  qu 'un  bout  de la suite exacte en question s ' fcr i t  : 

(1.3) k[Z]*/k[Z] *'~ ---* H~t(X, # , )  ~ ,  P i c (X)  ---* 0. 

D 

PROPOSITION 1.4. Soit X une k-varidtd lisse irr~ductible et U un ouvert non vide de X .  
On dispose d'une suite exacte : 

(1.4) k[X]* ~ k[U]* ~ D i v x \ u ( X )  ---~ P i e ( X )  - - ~  Pie(V)  ----* 0. 

Iei k[X]*, resp. k[U]*, d6signe le groupe des fonetions inversibles sur X ,  resp. sur U, et 
D i v x \ u ( X )  le groupe des diviseurs de X & support  en dehors de U, qui est un groupe libre de 
type fini. 

La d6monst ra t ion  de eette proposi t ion de loealisation est 616mentaire. 

Ces 6nonc6s sont £ la base des divers thfor6mes de f ini tude pour  le groupe de Pieard. 



PROPOSITION 1 . 5 .  - -  Pour route varidtg irrdductible propre et lisse X sur un corps k et tout 
entier n > O, le groupe des points de n-torsion, n Pic(X) est fini. Ceci vaut encore pour tout 
ouvert U d'une telle varidtd. 

(D'apr~s Hironaka, en caract~ristique z~ro, route k-vari~t~ lisse est un ouvert d 'une k-vavi~t~ 
propre et lisse). 

Ddmonstration : En utilisant la suite de localisation (1.4) et le fair que D i v x \ v ( X )  est 
un groupe de type fini, on volt que l'~nonc~ pour U r~sulte de l%nonc~ pour X. D'apr~s la 
proposition 1.1, ~ Pic(X) s'injecte dans ~ Pic(X).  La finitude de ce dernier groupe r~sulte alors 
du th~or~me de structure 1.2, du fair que le groupe de N~ron-Severi est de type fini, et du fair 
que sur un corps alg~briquement clos, les points de n-torsion d'une vari~t~ ab~lienne forment 
un groupe fini. [-] 

Remarque 1.5.1. : Lorsque n e s t  inversible dans k, en utilisant la suite (1.3), on obtient pour 
toute k-vari6t6 X et n inversible dans k, une surjection 

H~,(X,  #,) /H•,(Spec(k),  # , )  ,, , Pic(X).  

Pour X absolument int~gre, le groupe de gauche s'identifie £ un sous-groupe de H~t(-X , #n). 
Or, de fa~on tout £ fair g~n6rale, les groupes H~t(-K , #n) sont finis (en caraet~ristique, 0, SGA 
4 XIX Springer LNM 305 ; en g~n~ral, Deligne, Th~or~mes de finitude, in [SGA4 1/2]). 

PROPOSITION 1.6. - -  Si k est un corps fini, et X une varigtd propre, lisse et ggomdtriquement 
int~gre sur k, le groupe Pic(X) eat un groupe de type fini. En particulier son sous-groupe de 
torsion Pic(X),o~, C Pic(X)  est fini. 

Ddmonstration : Cela r6sulte imm6diatement de la proposition 1.1, qui donne une injection 
Pic(X) C Pic(X)  ° (o{1 G = Gal(k/k)  (cette inclusion est en fait ici un isomorphisme), du 
th6or&me 1.2 (suite exacte G-6quivariante (1.1) et engendrement fini de NS(-X))  et de la finitude 
de j ( ~ ) a  = J(k)  qui est le groupe des points k-rationnels d 'une k-vari6t6 alg6brique sur le corps 
fini k. 

PROPOSITION 1 . 7 .  - -  Soicnt k un corps p-adiquc (eztension finie d'un corps Qp) et X une 
vari~td propre, lisse et g~omdtriquement int~gre sur k. Alors le groupe Pic(X)tors est fini. 

Ddmonstration : Utilisant les 6nonc6s 1.1 et 1.2 comme ci-dessus, on est ramen6 £ voir que 
le groupe J(k)to~, est fini. Mais comme J e s t  une k-vari6t6 ab~lienne et k un corps p-adique, 
le groupe des points k-rationnels J(k) est un groupe analytique p-adique commutatif  compact. 
I1 contient donc un sous-groupe ouvert U d'indice fini isomorphe £ un produit Rq, off R e s t  le 
groupe (additif) des entiers de k et q est la dimension de J .  La torsion de J(k)  s'injecte donc 
dans le quotient fini J ( k ) / V .  

Remarque 1.7.1. : De cette proposition, on peut d~duire la finitude de Pic(X)tors lorsque X 
est une vari~t~ propre, lisse et g~om~triquement int~gre sur un corps k de type fini sur le corps Q 
des rationnels (i.e. engendr~, comme corps, par un hombre fini d~l~ments). Choisissons en effet 
un nombre premier p. Comme le corps p-adique Qp est de degr~ de transcendance infini sur Q, 
on peut trouver une extension finie L de Qp et des plongements de corps Q c k C L. D'apr~s la 
proposition 1.1, on a une inclusion Pic(X) C Pic(Xn),  et donc aussi Pic(Z)tors C Pic(XL)t  . . . .  
La finitude de Pic(X)tors r~sulte alors de celle de Pic(XL)tors (proposition ci-dessus). 



PaOPOSlTION 1.8. - -  Soient k un corps p-adique (extension finie d'un corps Qp) et X une 
varidtd propre, lisse et gdomLtriquement int~gre sur k. Alors pour tout entier n > O, le quotient 
Pic(X) /n  eat tint. 

DLmonstration : Du th~or~me 1.2 on d6duit que le groupe P i c (X)G/n  s'ins~re da~s une suite 
exacte : 

J(k) /n  ~ P i c ( X ) a / n  ----, T/n  

avec T un groupe ab61ien de type tint. La structure de J(k)  rappel6e dans la d6monstration 
pr6c6dente impfique imm6diatement ta finitude de J(k ) /n  et donc celle de P ic(X)G/n .  On salt 
que le groupe de Brauer Br(k)  d'un corps local est isomorphe £ Q/Z.  La finitude de Pic(X) /n  
r6sulte alors de celle de P i c ( X ) C / n  et de la suite exacte : 

0 ~ Pic(X) ~ P i c ( ~ )  G ~ mBr(k) ,  

oh m > 0 est le degr6 d'une extension de k sur laquelle X acquiert un point rationnel. 0 

Remarque 1.8.1. : On peut donner une autre d6monstration, plus g6nfrale. Soit k comme 
ci-dessus et X une k-vari6t6 quelconque. D'apr6s (1.2) on a u n e  injection 

Pic(X) /n  Pic(X) ~-+ H~t(X , #n). 

Mats la finitude des groupes de cohomologie H~t(X, #n) pour tout i rappel6e plus haut, la suite 
spectrale de Hoschschild-Serre 

gP(Gal(-k/k), Hqet( "~, # , ) )  ~ H*t(X, #n) 

et la finitude des groupes de cohomologie galoisienne de Gal(k/k)  £ valeurs duns des modules 
finis (Serre, Cohomologie GMoisienne, Springer LNM 5) assurent la finitude de tous les groupes 
H~t(X, Its) pour X une vari~t~ sur un corps p-adique k. 

THI~ORI~ME 1.9. - -  Soit k un corps de type tint sur le corps premier, et soit X une k-varigt~ 
int~gre proprc et lisse, puis U un ouvert de X .  Alors les groupes Pic(X) ct Pic(U) sont des 
groupes de type tint. En particulicr leurs sous-groupes de torsion sont des grou_pes finis, ct pour 
tout entier n > O, Ie quotient Pic(X) /n  Pic(X)  est tint. 

"Dgmonstration" : La suite de localisation (1.4) permet de se ramener au cas de X,  et d'apr~s 
la proposition 1.1, il suffit de savoir que pour une k-vari~t~ ab61ienne J ,  le groupe J(k)  est 
de type tint. Lorsque k est tm corps de hombres, c'est 1£ pr~cis~ment l'~nonc~ du th~or~me de 
Mordell-Weil. Le cas plus g~n~ral d 'un corps k de type tint sur le corps premier est trait~ par 
exemple par Lung dans son livre Diophantine Geometry. 

Remarque 1.9.1. : La d~monstration complete du th~or~me ci-dessus repr~sente l 'un des 
grands succ~s de la g~om~trie diophantienne des armies 30-50, et l'esquisse ci-dessus est loln 
d'en dormer une juste representation. En fair, il y a u n  th~or~me de MordeU-Weil faible, qui dit 
que pour un entier n > 0 et k de type tint sur le corps premier, le quotient J (k ) /n  est un groupe 
tint. Ensuite on d~veloppe la th~orie de la hauteur sur les vaxi~t~s ab~liennes pour d~duire du 
th~or~me de Mordelt-Weil faJble le th~or~me fort que J(k)  est de type tint. Cecl du moins est le 
plan lorsque k est un corps de nombres. D'autres arguments sont n~cessaires pour traiter le cas 
d 'un corps de type tint sur le corps premier, et aussi pour ~tablir le th~or~me de N~ron-Severi 
affirmunt que le groupe de N~ron-Severi est de type tint. Au vu de l'unalogie bien connue entre 
les arguments de Mordell-Weii et ceux de N~ron-Severl, on peut se demander, d~j~. sur un corps 
de hombres, si une bonne th~orie des hauteurs permettrai t  d'~tablir que Pic(X)  est de type tint, 
directement £ partir  de la finltude de Pic(X)/n ,  sans d~vissage du groupe Pic(X).  



Remarque 1.9.2. : Le principe de la d6monstration du th6or~me de Mordetl-Wdl faible est le 
suivant, au moins sur un  corps de nombres. On utilise l ' injection 

J(k)/nJ(k) ,--* Hit(k, ,g) 

et l 'on montre en s 'appuyant sur la propret6 de J/k, que l'image de cette injection consiste de 
classes non ramifi6es en dehors des places de mauvaise r6duction de J et des places divisant n. 
On montre par ailleurs qucces classes non ramifi6es forment un groupe fini. 

Une autre fa~on de voir les choses, au moins pour n inversible darts le corps de type fini k, 
est d'ins6rer la fl$che (1.2) dans un diagramme commutatif, oh les fl~ches horizontales sont des 
injections, 

e ic (X) /nPic(X)  , H2~t(X,#,~) 

1 1 
Pic(X)/nPic(X) , H~2t (X, #,-,), 

o~1 X est un  mod$1e r6gulier de la k-vari&6 lisse X,  module qui est de type fini au-dessus soit 
d 'un corps fini si car(k) > 0, soit, si car(k) = 0, d 'un  ouvert non vide de Spec(Z) oh n e s t  
inversible. La r6gularit6 de X assure la surjectivit6 de la fl~che verticale de gauche, et la simple 
hypoth~se que X est de type fini au-dessus de S assure la finitude des troupes Hi, t(X, I~,) (voir 
[M2], II, 7.1, qui s 'appule d 'une part  sur le th6or~me de finitude de Deligne in [SGA41/2], d 'autre 
part sur le calcul de Ia cohomologie 6tale des anneaux d'entiers de corps de nombres). I1 convient 
de constater que la d6monstration ci-dessus vaut sans hypoth~se de propret6 pour X/k. 

L'avantage de cette dSmonstration est, comme l 'a not6 S. Saito ([$4]), qu'elle s '&end en pattie 
darts l '6tude des cycles de codimension sup&ieure (§ 7 ci-aprSs, th&3r~me 7.5). 



§ 2. G r o u p e s  de  C h o w  

(R~f6rence : Fulton [F] Chapitre I) 
La d~finition donn~e au paragraphe pr@c~dent du groupe de Picaxd admet une g~n@ralisation 

naturelle aux cycles de (co)dimension quelconque. 
Suivant Fulton, voici les d@finitions et propri~t6s de base. La th~orie homologique, avec ses 

d@finitions valables pour des schemas 6ventuellement singuliers, est plus naturetle que l 'ancienne 
th@orie de l'@quivalence rationnelle. 

Soit k un corps et X une k-vaxi@t6 alg@brique, i.e. un sch@ma de type fini et s@par6 sur k. 
Rappelons la bijection naturelle entre les points (au sens des sch@mas) du sch6ma X et les sous- 
schemas ferm@s inthgres de X,  associant £ un point P son adherence sch@matique V(P), dont 
le point g6n@rique n'est autre que P.  La dimension de P e s t  alors pax d@finition celle de V(P). 
C'est aussi le degr~ de transcendance sur k du corps r@siduel k(P) de l 'anneau local de X en 
P.  I1 sera commode de remplacer l 'ancien langage des sous-vari~t~s ferm@es par celui des points 
sch~matiques. 

On d~finit le groupe des cycles de dimension / sur X comme le groupe libre Zi(X) sur les 
points de X de dimension i. 

Tout k-morphisme propre f : X ~ Y de tels schemas induit une application f ,  : Zi(X) 
Zi(Y). Cette application est d@finie pax lin@axit6 £ paxtir de l 'application qui £ un point P de X 
de dimension i associe le cycle 0 si le point f(P) est de dimension plus petite que i, et associe 
le cycle [k(P) : k(f(P))]P • Zi(Y) si f(P) a m~me dimension que P,  l'indice [k(P) : k(f(P))] 
~tant alors le degr~ de l 'extension finie k(P)/k(f(P)) de corps r@siduels. 

Etant donn~s une k-vaxi~t@ int~gre Y de dimension d et f • k(Y)* un @l~ment de son corps 
des fonctions rationnelles, on peut d~finir le diviseur d iv(f )  de f comme un 61~ment de Z~_I(Y). 
Lorsque Y est normale, ses anneaux tocaux r~guliers aux points P de codimension 1 sont des 
anneaux de valuation discr@te, d6finissant une valuation vp : k(Y)* ~ i[. On d@finit alors, 
suivant Well, d iv( f )  =- ~-]Pe¥¢') vp(f)P. Pour Y int~gre quelconque, il est encore possible de 
d6finir d iv(f )  • Zd_](Y), soit en ayant recours £ des longueurs d'anneaux artiniens, soit en 
utilisant la normatisde r : Yn ----* Y de Y, et en d6finissant d i v g ( f )  -- r .  divw~(f). 

Une formule tr~s utile dit que pour p : X ----* Y un k-morphisme propre surjectif de 
vari~t~s int~gres (irr~ductibles et r~duites) de m~me dimension, done tel que l 'extension de 
corps k(X)/k(Y) est finie, et f • k(X)*, on a p . (d iv ( f ) )  -- div(gk(z)/k(y)(f)), off g d6signe 
la norme. 

Etant  donn~s une k-vari@t@ alg~brique X et un entier i > 0, on d@finit alors le groupe de 
Chow CHi(X) de dimension i comme le quotient de Zi(X) par le sous-groupe engendr@ par 
les p . (d iv ( f ) ) ,  pour tous le s  p : Z ~ X k-morphismes propres p : Z ~ X d 'une k-vaxi@t@ 
int~gre Z de dimension (i A- 1) et pour routes les fonctions rationnelles f non nulles sur un tel Z. 
Dans cette d~finition, on peut se limiter aux k-morphismes birationnels sur leur image. On peut 
de plus se limiter soit aux Z normales, soit aux sous-vaxi@t@s fenn~es, mais non n~cessairement 
normales, Z C X. 

Lorsque la k-vari~t~ X est 6quidimensionnelle de dimension d, on consid~re aussi les groupes 
de Chow CHI(X) = CHd_i(X). 

P r o p r i g t g s  de  base  des  g r o u p e s  de C h o w  

1) Fonctorialitd covariante par k-morphismes propres. Tout k morphisme propre de k-  
vaxifit~s int~gres f : X ~ Y induit un homomorphisme f ,  : CHi(X) --~ CHi(Y). Ceel se voit 
en utilisant la formule ci-dessus. 

2) Fonctorialitg contravariante par morphismes plats. Si f : X ~ Y est un k-  
morphisme plat de dimension relative n, on ddfinit de faqon naturelte des morphismes f* : 
CHi(Y) ~ CHI+,(X), soit, pour X et Y @quidimensionnels, f* : CH~(Y) ---* CHi(X). 



3) Si f : X ---+ Y est ml morphisme fini et plat de degr~ d, le compos~ 

l ° fo 
CHi(Y) , CHi(X) , CHi(Y) 

est la multiplication par d. 

4) Suite de localisation. Si i : Y C X est t'inclusion d 'une sous-vari~t~ ferm6e, et 
j : U ~ X est i 'inclusion de l 'ouvert  compt~mentaire de X et i _> 0 un entier, on a la 
suite exacte : 

i° j° 
CHi(Y) ~ CHI(X) , CHi(U) .... ~0. 

5) O-cycles. Soit X une k-vari~t~ propre. Le morphisme structural X ---* Spec(k) induit 
un homomorphisme CHo(X) ----* CHo(Spec(k)) = Z, appel~ l 'application degr~, qui associe £ 
(la classe d') un 0--cycle ~ n p P  l 'entier ~-~npP[k(P) : k]. On note Ao(X) le noyau de cet 
homomorphisme. 

Le groupe Ao(X) est un invariant k-biratiormel des k-vari~t~s intb~gres propres et lisses, 
comme on le volt ([F], 16.1.11) en utilisant des correspondances et le lemme de d~placement 
(valable pour les 0-cycles sur une vari~t~ lisse quelconque). 

Sur un corps k alg~briquement clos, pour toute k-vari~t~ projective et irr~ductible, le groupe 
Ao(X) est un groupe divisible (ceci se volt par r~duction au cas des courbes lisses projectives). 

Pour X projective llsse et g~om~triquement int~gre sur un corps k, de vari~t~ d'Albanese 
Alb x (c'est la duale de la vari~t~ de Picard Pic~/~), on dispose d 'une application canonique 

a lb :  Ao(X) ---* Albx(k  ) 

dans le groupe des points k-ratiormels de X.  Cette  application a un conoyau de torsion, et est 
surjective lorsque k est a~g~briquement clos, comme on voit en se restreignant h l 'application 
Ao(C) ~ Albx(k  ) induite sur une k-courbe projective et lisse C C X convenable. 

Pour terminer ce paragraphe, citons deux difficult6s fondamentales rencontr6es dans l'~tude 
des groupes de Chow en codimension plus grande que 1. Soit X une vari~t~ projective et lisse, 
g6om6triquement int~gre sur un corps k. 

P r e m i e r e  difficultY. Si F est un corps contenant k, et j un entier, j > 2, l 'application naturelle 
CHJ(X) ~ CHJ(XF) n'est pas n~cessairement injective, £ la diff6rence de ce qui se passe pour 
j = 1 (§ 1, Prop. 1.1). Le noyau de cette application est de torsion, mais il peut ~tre non nul 
lorsque le corps k n'est pas alg6briquement clos. Par ailleurs, lorsque F/k  est une extension 
galoisierme de groupe G, m~me en supposant que X poss~de un point k-rationnel, l 'application 
CHJ(X) ~ CHJ(XF) a n'est pas n6cessairement surjective (on peut simplement dire que le 
conoyau de cette application est de torsion). 

On ne peut donc utiliser ici les arguments d~velopl~s au § 1. 

D e u x i ~ m e  di t t tcul t6 .  Comme il rut 6tabli pour la premiere lois par Mumford, une d6mons- 
tration route diff~rente ~tant donn~e par S. Bloch [B2], p. 1.19 (voir aussi [BS]), m~me d~gag6 
de sa partie discrete, i.e. de son image dans par exemple la cohomologie enti~re de X lorsque 
k = C, pour j >__ 2, le groupe CHJ(X) est en g~n6ral loin d'&tre repr6sentable par une vari6t6 
Mg6brique. Ainsi pour k alg6briquement clos non d6nombrable et X une surface l 'application 
naturelle alb : Ao(X) ~ Albx(k  ) mentionn~e plus haut peut avoir un 6norme noyau (qu'on 
ne peut couvrir par les cycles support~s sur une courbe de X).  On se reportera h la th~se de 
Jannsen (Mixed Motives and Algebraic K-Theory, Springer LNM 1400, §§ 9 et 10) pour une 
discussion compl~ment aire. 
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§3. K - t h ~ o r i e ,  c o h o m o l o g i e  ~ta le ,  e t  tors ion dans les groupes  de C h o w  (le pro- 
g r a m m e  de Bloch) .  

3.1. Corps  et anneaux  de va luat ion  discrhte 
Etant  donn~ un corps F ,  on d~finit le groupe K2F comme le quotient de F* ® F* par le 

sous-groupe engendr$ par les 616ments a ® b avec a + b = 1. Lorsque F est le corps des fractions 
d 'un armeau de valuation discrete, de valuation v : F* ----* Z, de corps rSsiduel ~, on dispose du 
symbole mod6r~ 

T :  K 2 F  ----, ~* = KI~,  

{a, b} ~ (--1)v(a)v(b)cl(aV(b)/bv(a)), 

Oh Cl(C) d~signe la elasse dans k* d 'une unit~ c E A*. C'est l 'analogue de la fl~che K1F = F* 
K0~ = Z d~finie par la valuation v. 

On supposera le lecteur farnilier avec les aspects ~l~mentaires de la cohomologie galoisienne. 
Etant donn~ un corps k, de clSture s~parable k, et G = Gal(k , /k ) ,  pour un G-module  continu 
discret on notera H~t(k , M )  et patrols simplement HI(k,  M )  le groupe de cohomologie galoisienne 
Hi(G,  M) .  Pour n inversible dans k, on note # ,  le groupe des racines n-i~mes de l 'unit~ dans 
k*, et pour j entier > 0, on note /z~J le G-module  pn ® " "  ® Pn (J fois). 0 n  convient que 
#on° = l / n  avec G-act ion triviale. 

La th~orie de Kummer,  c'est-£-dire la suite de cohomologie galoisienne associ~e h la suite 
exacte 

1 ~ #n ---* k* ~ k~* ~ 1, 
X ~ X r t  

et le th~or~me 90 de Hilbert H 1 (k, k~) = 0 donnent l ' isomorphisme 

k* /k  *n ~_ Hl(k,#,~) .  

On en d6duit une application par cup-produit  : 

(k* ®1 k*) /n  ~ k*/k*n ®1 k* /k  *n "" H l ( k , p n )  ®z HI(k ,  pn) --'-* H2(k, pn@2). 

Un calcul purement alg~brique, £ base de normes (voir IS]) montre que cet homomorphisme 
armule les ~l~ments de la forme x ® y, avec x + y = 1. Ainsi elle d~finit un homomorphisme 

K ~ k / n K 2 k  ---, H2(k,#~.~). 
Le th~or~me de Merkur 'ev-Suslin ([MS], IS]) assure que cet homomorphisme est en fait un 
isomorphisme. Si k est le corps des fractions d 'un anneau de valuation discrete comme plus 
haut, de corps r~siduel ~, on dispose d 'un diagraxnme commutatif  

K2k ---, H2(k,~, ~2) 

1 1 
~. _.__, / / I ( ~ , ~ , ) ,  

oh la flbche verticale de gauche est le symbole mod~r~ et la flbehe verticale de droite le r~sidu 
en cohomologie galoisienne, analogue en degr6 sup~rieur de la flbche ~vidente H l ( k ,  pn) 
H°(~,  Z/n )  i.e. k* /k  *n ~ i[/n induite par la valuation. 
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3.2. La  m 6 t h o d e  de  Bloch  
Soit X une k-vari6t6 alg6brique int~gre, et n > 0 un entier inversible dans k. On consid~re 

le diagramme commutatif sulvant de complexes, oh X i d6signe l'ensemble des points de X de 
codimension i : 

(degr&) 

C 

C 
=EX~-= 

2 1 

g ~ ( ~ )  ~ ~ ~(~)* 
zEX~-~ 

~xn Ixn 
K2k(x)  ~ @ k(x)* 

x q X i - t  

7) @ H2(k(x) ,#~2)- -~  @ Hl(k(x) ,# , ) - - -~  @ 
x E X  ~-~ x E X ~ - I  ~ E X  ~ 

0 0 

0 

q~ Z - + 0  
xEX ~ 

@ Z --*0 
xEX ~ 

i 
H ° ( k ( x ) , l / n )  ~ 0 

0 

Dans ce diagramme, les fl~ches horizontales du diagramme (: sont les symboles mod6r6s, puts 
les fl~ches diviseurs (plus pr6cis6ment ce sont les fl$ches obtenues £ partir du symbole mod6r6 
et de ta fl~che diviseur aprSs normalisation des vari6t6s consid6r~s, puts somme). Les fl$ches 
du eomplexe l )  sont Ies fl$ches de rdsidu en cohomologie galoisienne. Les fl~ches allnnt de C 
vers :D sont les fl~ches d6crites au § 3.1. Les complexes verticaux sont exacts. Pour la verticale 
m6diane, cela r6sulte de la th~orie de Kummer. Pour la verticale de gauche, c'est le th~or~me 
de Merkur'ev/Suslin qui le garantit. Le groupe d'homologie H0(C) s'identifie £ C Hi (X) .  Une 
chasse au diagramme n'utilisant que la surjectivit6 dans le thdor~me de Merkur'ev/Suslin (on 
pourrait oublier le coin sup6rieur gauche du diagramme ci-dessus) donne alors la suite exa~te : 

0 ~ HI(C)/n  ----* Hi (D)  ~ ,Ho(C) ~ 0 

soit 

(3.1) 0 - -*  H, (C) /n  -i-+ H,(D)  - -*  . C H ' ( X )  - -~  0 

(cette pr6sentation simplifi6e de l'argument initial de Bloch est pr6sent6e dans [CSS]. Elle nous 
avait 6t6 signal6e par T. Ekedahl). 

Probl~me : comment contr61er les groupes Hi(C) et H i (D)?  

Le complexe C est en fair une partie d'un complexe, le complexe de Gersten : 

g ~ k ( x )  ~ . . . .  , $ g j k ( x )  - - - ~ . . .  - - .  ~ Z - - ~  0 
z E X  o z E X i - i  z E X  i 

dont les termes sont d6finis au moyen de la K-th~orie sup~rieure des corps. Lorsque X est liase 
sur uu corps, la conjecture de Gersten, 6tablie par Quillen [Q], assure que ce complexe est le 
complexe des sections globMes d'une r6solution flasque du faisceau Zariski ~ i  sur X,  d~fini par 
faisceautisation du pr6faisceau U - -*  Ki(H°(U, Ox) ) ,  le groupe Ki(A) 6taut celui associg par 
Quillen £ l 'anneau A. Le groupe not~ Hi(C) ci-dessus s'identiiie donc au groupe de eohomologie 
(Zariski) H~-~(X, IC~). 
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De m~me, le complexe D est en fair une pattie d 'un  complexe 

@ Hi(k(x),p~ni ) . . . .  ~ q~ Hi-i(k(x) , ,u°ni- i  ) . . . .  ~ @ H ° ( k ( x ) , Z / n )  ----* 0 
x E X  o z E X I - J  z E X  i 

de groupes de cohomologie dtale, dont les flbches sont d4finies £ partir d'applications r4sidus 
sup&rieurs. Lorsque X est lisse, un analogue de la conjecture de Gersten, 4tabli par Btoch 
et Ogus [BO], assure que le complexe ci-dessus est le complexe des sections g lobales d 'une 
rdsolution flasque, pour la topologie de Zariski sur X,  du faJsceau Zariski 7-/'(p~ i) associ4 
au pr~aisceau U ~ i ®i Het(U,p, , ). On a l'~nonc~ analogue pour les faisceaux 7/ ' (p~i) ,  i et 
j quelconques. Le groupe H1C D) consid~r~ plus haut  s'identifie donc au groupe de cohomologie 
(Zariski) H i-1 (X, 7-/i(/~i)). 

Mettant  ensemble ces deux r~sultats, on voit que la suite exacte (3.1) peut se r~crire,  dans 
le cas lisse : 

(3.2) 0 --'-* Hi-a(  X ,  ICi)/n ~ H i - l ( X ,  7"/i(#nNi)) ~ nCHi(  X )  ""-* O. 

Notons que les r~sultats de Bloch-Ogus montrent ~galement que le groupe H i ( x ,  7-/i(pn~i)) 
s'identifie au groupe H0(T~), qui n'est autre que le quotient C H i ( X ) / n .  

Le dernier ingr6dient dans l'approche de Bloch de la torsion des groupes de Chow est la suite 
spectrale de passage du local au global (d.  [BO]) 

(3.3) E~ q = H'(X, 'Hq(#~J))  ==* H:t (X,  p~J). 

Les termes E~ q sont eoncentr~s darts le domalne 0 < p < d = dim(X) comme il sled £ la 
cohomologie de Zariski, et, pour X lisse, dans le eSne p < q. C'est 1£ un r~sultat moins trivial, 
r~sultant de l'existence, dans le ¢as lisse, des r~solutions flasques mentionn~es ei-dessus, et qui 
sont, pour 7"lq(p~J), de longueur q. Dans la suite, nous appellerons souvent suite speetrale de 
Bloch-Ogus la suite spectrale (3.3). 

En particulier, il existe des applications naturelles : 

(3.4) 7i : H i - l (  X ,  7"(i(PNni) ) ~ .'err421-1 rYt--,/a n®iaj 

et l 'on a alnsi le diagramme (X lisse) : 

(3.5) 

0 ~ H i - l ( X , K . i ) / n  ---* Hi- ' (X, 'Hi(#~, i ) )  ~ ,~CHi(X) ---* 0 

H 2 i - 1 ~  ®i\ 
~t t - a , / ~ n ) -  

Falsant parcourir g n les puissances d 'un  nombre premier l fix6 inversible dans k, et passant 
la limite inductive, on obtient le diagramme : 

(3.6) 

o ---, H~- l (X ,  l C d ® q d Z t  ---, n ~ - l ( x , 7 ~ ( q d z t ( / ) )  ) ---, CH~(X)~_~o,., ---, 0 

J. . .  
H ~ - l  ( x ,  q d Z t (  i) ). 
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On peut compl6ter ces diagrammes de la fa~on suivante. Pour tout entier m inversible dans 
k, on dispose, sur la k-vari~t6 lisse X, d 'une application cycle de Grothendieck 

p : C H i ( X )  ~ 2i ®i H~,(X,m.) 

d~crite par Deligne dans [SGA4 1/2]. 
Par ailleurs, de la suite exacte de faisceaux 6tales sur X : 

on d~duit une application bord (Bockstein) 

T.T2i--l(y ®i,~ -----r T't'2ilx , ®i'~ 
] 3 : " e t  '-."~,~n ] "~etk ,~m]"  

Une vgrification non triviale, effectu&e dans le travail [CSS], assure qu 'au signe pros, le 
diagramme 

(3.7) 

n C H i ( X )  P 2i ®i , H~ , (X ,m, ,  ) 

T° 
H i _ l  ( X ,  7_[i(#~ni) ) "ri ) .~etT'4"2i-l/ viA, #n®i,) 

est eommutatif. 
Limitant n e t  m aux puissances de I premier inversible dans k, et passant h la limite inductive 

sur n e t  h la limite projective sur m, on obtient le diagramme commutatif  au signe pros : 

(3.8) 

CHi(X)t- ,o, .~ P , H2it(X, I t ( i ) ) )  

T °, l,  
H i _ l ( X ,  7. t i(qt/Zl(i)  ) "r, ~i-1 • , H~, (x, qdzd,)) .  

3.3. Cycles  de cod i me ns i o n  1 et 2 

3.3.1. Cyc les  de cod imens ion  1 
La suite (3.2) se lit ici 

0 - - 4  H ° ( X , ] C 1 ) / n  ~ H l ( X , ~ l ( l ~ n )  ) ~ n C H l ( X )  ~ 0 

et la suite spectrale de Bloch-Ogus donne un isomorphisme 

g 1 (X, 7~ 1 (p , ) )  -'~ H i t ( X  , p , ) ,  

si bien que l 'on a la suite 

0 ~ H ° ( X ,  G m ) / n  ~ H: , (X ,  pn) ~ , C H ' ( X )  ----* O, 

dont on peut v4rifier qu'elle s'identifie, au signe pros, avec la suite de Kummer ([B1], Prop. 3.6). 
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De la suite spectrale de Bloch-Ogus £ coefficients #n on tire aussi la suite exacte, essentiel- 
lement bien connue : 

(3.9) 0 ~ C H I ( X ) / n  ----+ H~t(X , #,~) ~ H°(X ,  7"/2(#,)) ~ 0, 

off le terme H°(X ,  ~ 2 ( # , ) )  peut 6tre identifi~ £ la n-torsion nH~t(X, Gin) du groupe de Brauer 
de X. 

3.3.2. Cyc les  de  c o d i m e n s i o n  d e u x  
Dans la suite spectrale de Bloch-Ogus, la fl6che "Y2 est toujours injective, et de (3.5) et (3.6) 

on d~duit le r~sultat important (Bloch+Merkur'ev-Suslin, cf. [CSS]) : 

TH~OR~ME 3.3.2. - -  Pour X lisse sur uu corp~ k, et n inver~ible dan~ k, le groupe 
~CH2(X)  est un sous-quotient du groupe de cohomologie ~tale s ®2 Her(X, #n ). Pour I premier h la 
caractdristique de k, te groupe CH2(X)I_to~, e~t un sou~-quotient du groupe H~t(X, Qt/ l t (2)) .  

Une analyse attentive de l 'argument pr~sent~ montre que de (3.2) il suffit de retenir la 
surjection H i - I ( X ,  ~ i (#~ i ) )  ~ n CHi (X )  ~ O, laquelle r~sulte simplement de ta surjectivit~ 
dans le th~or~me de Merkur'ev-Suslin (dont l'~nonc~ n'utilise pas la K-th~orie de Quillen). 

De la suite spectrale de Bloch-Ogus £ coefficients #~2 on tire la longue suite exacte 

0 ----* H l ( X , ~ 2 ( # ~ 2 ) )  ~ 3 ®2 H ~ , ( X , , ,  ) ~ g ° ( x ,  7-/3(#~2)) ----* 

(3.10) C H 2 ( X ) / n  , ®2 ---,  H~,(X,#,~ ). 

Pour usage ult~rieur (§ 7) notons tout d'abord qu'en combinant (3.5) et le d~but de eette 
suite, on obtient la suite exacte : 

(3.11) 0 ~ H l ( X , ~ 2 ) / n  3 ®2 NH~,(X,  ~ ,  ) -----+ , C H 2 ( X )  ----* O, 

Par ailleurs, on aimerait obteuir des cas o~ l'application 

H~,( X,  #~2) ~ Ho( x ,  7./3(#~2)) 

est su.rjective, c 'est-k-dire off toute classe de cohomologie sur le corps des fonctions de X, 
provenant partout  localement d 'une classe de cohomologie, provient automatiquement d 'une 
classe de cohomologie globale. Ceci permettralt alors de contr61er le quotient C H Z ( X ) / n  via 
une injection C H 2 ( X ) / n  4 ®2 - -~  Het(X, tl n ). Malheureusement, comme nous l 'a  fait observer 
V. Srinivas, cette derni~re application n'est pas toujours injective : il suffit pour s 'en rendre 
compte de consid~rer la vari~t~ lisse X compldment dans l'espace projectif complexe p3 d 'une 
quartique g~n~rique (donc de groupe de Picard engendr~ par les sections hyperpla~es). La 
question de savoir si l 'application est injective lorsque X est projective, lisse, et poss~de un 
point k-rationnel,  est ouverte. 
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§ 4.  V a r i ~ t 6 s  s u r  u n  c o r p s  s ~ p a r a b l e m e n t  e lo s  

Lorsque le corps de base est s6parablement clos, et X connexe lisse de dimension d, la 
dimension cohomologique des corps k(x), pour x point de X, est au plus d. Ainsi tous les 
termes avec q > d dans la suite spectrale de Bloch-Ogus s 'annulent.  Comme cela fur remaxqu6 
assez tard (cf. [BV] et [$3]), on en d6duit simplement (i.e. sans r6duction pr61iminaire £ la 
dimension 2) les th6or~mes de ce paragraphe, dus essentieUement £ Roitman et g Bloch. 

THI~OREME 4.1. - -  8oit X une vari~td lisse conneze de dimension d ~ur un corps $dparablement 
clo~ k, et n inversible dan~ k. Alors 

(i) Le groupe , C H d ( X )  est un quotient du groupe de cohomologie ~tale ~ d - a t r  

(ii) Le groupe nCHd(X)  est un groupe fini. 

(iii) Si X est une varidtd affine li~se et d > 1, le 9roupe C H d ( X )  est sans torsion premiere 
h car(k). 

Dgmonstration : La suite spectrale g coefficients dans p~d donne en effet dans ce cas un 
isomorphisme 

"Yd : H d - l  ( x ,  ~ '~d(l~d) ) "" ~lr2d-l [ Y " *d'L 

et le diagramme (3.5) donne la suite exacte 

(4.1) 0 ~ Hd-a (X ,  lCd)/n ---* g d - ' ( X , 7 " l a ( # ~ ) )  ~ , C H a ( X )  ~ O. 

He t (X ,p  . ) est un La finitude des groupes de cohomologie ~tale P ®J ph~nom~ne g~n6ral valable 
sur toute vari~t~ sur un corps alg~briquement clos. Enfin, pour route vaxi6t6 affine X sur un 
corps s~parablement clos, les groupes H~t(X, #$J) sont nuls pour p plus grand que la dimension 
d e X .  ['] 

THI~ORI~ME 4.2 (th~or~me de Roitman). - -  Soit k un corps ndparablement clon, et X une 
k-varidt~ projective lisse et conneze. L'application d'Albanese : 

a lb :  Ao(X)  ~ Albx(k  ) 

induit un i$omorphi~me $ur la torsion premiere d la caractdristique de k. 

D~monstration : 

(i) Par sections hyperplanes suflisamment g6n~rales, on trouve une courbe projective lisse 
cormexe C C X teUe que l 'applieation induite Alb v ~ Alb x soit un ~pimorphisme de vari6t~s 
ab~liennes, et plus pr~eis~ment induise une surjeetion au niveau des points de In-torsion 

t .Albc(k  ) -----. l .A lbx (k  ) 

pour tout I premier et n entier, n > 0 (ceei se ram~ne g voir que l 'applieation H~t(X,Z/ I" )  ---* 
H~,(C, Z / l " )  est injective, ce qui r~sulte du th~or6me de connexion de Zariski, voir [B1], ou 
[B2]). 

Dans le diagramme naturetlement commutatif 

Ao(C) , Albc(k)  

l l 
Ao(X)  ~ Albx(k)  
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la fl~che horizontale sup6rieure est un isomorphisme. Ainsi l 'application t. Ao(X) ----* t, Albx(k)  
est une surjection. 

(ii) LEMME. - -  Il eziste un isomorphisme 

H2~d-a(X, qdZ~(d))  "2_ Albx(k) t_ ,  . . . .  

Ddmonstration : La dualit6 de Poincar6 assure que l 'accouplement 

H 2 d - l ~ x r  ®d~ 2d ®d+l  ~, t A ,  m .  ) × H ~ , ( X ,  m . )  - - - ,  H~t ( X ,  ~t -  ) ~- m ~ 

est une dualit6 parfaite. On en d6duit un isomorphisme 

H2d-l(Xet ~, , #~d) _"~ Hom(t- Pie(X),  q~/z~(1)) 

et en passant £ la limite direete : 

H2a-acy Q,/Zl(d))  _~ Hom(li_m_m t- Pie(X),  Q J l t ( 1 ) )  "* Hom(li~m t- Pic°(X),  Q J l t ( 1 ) ) ,  
n>O n).O 

le derrfier isomorphisme provenant du passage £ la limite projective en n da~s la suite exaete 

0 ~  l - P i c ° ( X ) ~  t - P i e ( X ) ~  t . N S ( X ) ~ O  

d6duite de la suite exaete 

0 ~ Pic°(X)  ~ Pie(X) ~ N S ( X )  ~ O, 

off Ie groupe N S ( X )  est de type fini (voir § 1) et le groupe Pic°(X)  est le groupe (divisible) des 
points k-rationnels de la varifitfi de Picard de X (pour un groupe ab6lien A de type fini, on a 
toujours i ~ , > 0  l -A = 0). 

On sait que la vari6t6 de Pieard est la vari6t6 ab61ierme duale de la vari6t6 d'Albanese. Plus 
pr6cis6ment, on salt que l 'aeeouplement de Weil 

t- Pie°(X)  x t -Albx(k  ) ~ #t- 

est une duMit6 parfaite. Via eet aeeouplement, l ' isomorphisme ci-dessus induit done un isomor- 
phisme : 

H]td-I(X, qdZ~(d))  ~ Albx(k) t - ,  . . . .  

D 
(iii) Dans le diagramme (3.6), pour i = d, on salt que Ia fl~che 7a est un isomoprhisme 

(voir la d6monstration du th~or~me 4.1). Compte tenu du lemme ei-dessus, ee diagramme donne 
done naissanee £ une suite exacte : 

0 ~ Ha-I (X ,  ICe) ® q l / l l  ~ Albx(k)l-tors ~ cHd(x ) l - tor ,  ~ O. 

De cette suite, et de la divisibilit~ de H d-a (X, ICd)® Qt/Zt, on d6duit que pour tout n entier, la 
fl~che induite t .A l~x(k  ) ----, t .CHd(X)  est surjective. Mais la torsion de CHd(X) = CHo(X) 
coincide avee la torsion de Ao(X) (noyau de l 'application degr6 sur CHo(X). D'apr~s (i) on sait 
done qu'il  y a une application surjective de t .CH~(X)  sur t, A tbx(k  ). Mals les deux groupes 
t .A lbx(k  ) et I .CHd(X)  sont finis (c'est clair pour le premier, pour le second, cel,u r~sulte de la 
premiere surjection, ou du th~or~me 4.1). En eomparant les ordres des groupes, on volt que les 
deux applications surjectives ei-dessus sont forc6ment bijectives, ce qui ach~ve la d~monstration 
du th~or~me de Roitman, et montre 6galement que le groupe H a-1 (X, Ica)® Qt / l t  est nul. 
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TH~OR/gME 4.3. - -  Soit X une varigtd projective lisse conneze sur le corps s@arablemen~ dos 
k, et soit l premier, diffdrent de car(k). 

(i) Oans le diagramme (3.6) : 

0 --* H~-~(X, E i ) ® q d z a  ---. H i - l ( X , ~ i ( Q t / l t ( i ) ) )  ~ CHi(X)t_tor~ --* 0 

H~-a ( X,  Qt/Zt( i) ), 

la fldche 71 se factorise par un homomorphisme 

h i :  CHi(X),-,o~o --~ g2~- ' (X,  q t l l t ( i ) ) .  

(ii) Get homomorphisme est bijec~if pour i = 1 et injectif pour i = 2. 

(iii) Pour d = dim(X),  l'homomorphi~me )~d e~t un isomorphisme. 

Ddmonstra~ion : I1 nous faut montrer que la fl~che compos6e 

H i - I ( X ,  tCi) ® QI/Zt --~ H i - l ( X ,  7~i(Qt/lt(i))) ~ --e*r42i-trY~--, Ql / l l ( i ) )  

est nulle. Pour tout 616merit ~ E H i - t ( X ,  tCi)® Qt / l t ,  il existe un  sous-eorps F de k, de type 
fini sur le corps premier, et une F-vari6t6 projective et lisse X0 teUe que X provienne de X0 
par changement de base de F ~ k, et que ~ provienne d 'un 616ment ~0 E Hi-I(Xo,ICi)® Ql / l t  
(le complexe de Gersten de K:i sur X 6rant la limite inductive des complexes de Gersten sur 
tousles  X0 possibles). Comme le diagramme (3.6) vaut sur un corps queleonque, et qu'il est 
fonctoriel par changement de corps de base, on a le cart6 commutatif 

H~-I(Xo,lC~) ® q , /z ,  - -~ H ~ - l ( x 0 , q d z , ( i ) )  

1 l 
H'-I(X,~,) ®q,lZ, ~ H~-'(x.qdz~(i)). 

Soit alors Fs la clSture s6parable de F dans k puis G = Gal(F,/F) et enfin Xo,s = Xo XF Fs. 
La fi$che 

He2{ -1 (X0, Qt/Z,(/))  ~ H ~  -1 (X, Q t / l t ( i ) )  

se factorise par : 

H~: -1 (X0, Qt/Zt({)) --* He2~ -1 (X0,,, QtlZ,(/))  a c g2~ -1 (Xo,,, Qt / l t ( i ) )  --* H~i, -1 (X, Q,IZ,(0) ,  

la derni~re fi~che 6tant d'ailleurs un isomorphisme. 
Mais il r6sulte des conjectures de Well g6n6ralis6es, comme 4tablies par Deligne, que sur un 

corps F de type fini sur le corps premier, les groupes H~,(Xo,, ,Qt/ l t( i))  G sont finis s i n  # 2/ 
(voir [ca1]  Thm. 1.5). Ainsi l 'image de H i-1 (X0, K~i)®ql/Z, dans le groupe He2~/-1 (X, Qt / l t ( / ) )  
est finie. Mais comme le groupe H i - l ( X 0 , K i ) ®  Qt/Zl est divisible, cette image est forc~ment 
nulle, ce qui ach~ve la d6monstration du point (i). Que les applications 7i soient injectives pour 
i = 1, 2 est une propri6t6 g6n6rale valable sur tout corps (§ 3), ce qui 6tablit l 'injectivit6 de 
hi darts ces deux cas. Lorsque k est s~parablement clos, comme X est propre et int~gre, on 
a H°(X,  G m ) =  k*, donc H°(X,  Gm)/I" = 0, et la suite de Kummer montre que ,Xa est un 
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isomorphlsme. Lorsque k est s$parablement clos, "~d est un  isomorphisme (voir la ddmonstration 
du th$orbme 4.1). I1 e n e s t  done de m6me de Ad. 

Remarque : Nous aurions pu utiliser l'$nonc6 (iii) darts la d6monstration du th6or~me 
de Roitman, mais il a sembld prdfdrable d'6viter le recours au r~sultat de Deligne dans la 
ddmonstration dudit  th~orSme. 

PROPOSITION 4.4. - -  Soit X une varigt~ projective lisse conneze de dimension d sur us corps 
s@arablement clos de caractdristique p > O. Alors le groupe Hd- i (X ,  1Cd) est une extension du 
groupe fini 

g , t  (X, ll(d))tors ) 2d-1 

par un gro~pe divisible par tout entier non nzd dans k. 

Dgmonstration : Pour tout I premier, I # car(k), et tout entier rn > 0, on dispose de la suite 
exacte (4.1) : 

0 ---4 H d - l ( x ,  lC~)/l m -----. H2d- l (X,  T/*t(/z~)) ----. t~CHd(X)  ~ O. 

Par passage £ la limite projective, on obtient une suite exacte (les groupes sont tous finis) et on 
trouve tree fl~che 01 de Ha-I (X ,  1Cd) vers He2t d-I (X, l l (d)) ,  qu 'un  argument de poids analogue £ 
celui de la ddmonstration ci-dessus montre avoir son image dans la torsion de H~t d-1 (X, Fl(d)). 
Proc6dant comme dans [CR1], Th6orSme 1.5, on en d6duit d 'abord que le noyau de la fl~che 
0t est /-divisible, puis, comme le module de Tate Tt(CHd(X)) est sans torsion, que l'image de 
at est exactement le sous-groupe de torsion H~ta-~(X, Zt(d))t . . . .  Par aiUeurs, Gabber a montrd 
que, pour i e t  j donnSs, pour presque tout l, le groupe H' t (X  , l t ( j ) )  est sans torsion. Ceci suffit 
£ dtablir l'6noncd. [] 

Sources et compldments. 
Les applications Ai furent d~finies par Bloch ([B1]). Suwa [Sw] les dtudie sous le nora 

d'applications d'Abel-Jacobi de Bloch, et donne des conditions n$cessaires pour que 1'application 
A2 soit surjective (elle ne l 'est pas toujours). La construction des applications Ai donn~e ci-dessus 
est simplifi6e par rapport h celle de Bloch, g r ~ e  h l 'utilisation du th6or&ne de Merkur'ev-Suslin 
([MS], 1982). 

Les id6es intervenant dans les dSmonstrations des theoremes 4.2 et 4.3 sont pour l'essentiel 
dues £ Bloch. bans [B1], Bloch Stablissait le thdor~me de Roitman par un argument gdom6trique 
asez $1abor6, s'appuyant en outre sur les applications Ai, constvfites gr£ce au thdor~me de 
Deligne. bans [B2], Bloch dtablissait un cas particuher de ce qui devait devenir le thdorSme de 
Merkur'ev/Suslin : il 6tablissait la surjectivit6 de l'application de rdciprocit6 K2k/nK2k 
H2(k, pn@2), lorsque k est un corps de fonctions de deux variables sur un corps algdbriquement 
clos. De cela il d6duisait le th~orbme de Roitman pour les surfaces (une petite difllcult6 6tant 
la commutativit6 d'un diagramme, difficult$ que nous avons contourn6e gfftce b. l'argument de 
comptage h la fin de la d6monstration du thdorbme 4.2) - sans recours au th6orbrne de Deligne. 
Un argtLment g~om~trique permet alors de d6duire le th~orSme de Roitman pour lea varidtds de 
dimension sup~rieure. On volt que la ddmonstration donnde en 4.2, est tr~s proche de ceUe de 
[B2], h ceci pros que nous Svitons la rdduciton au cas de surfaces. Mals le lecteur vdrifiera (cf. 
(3.1) et (3.5)) que, m~me pour une varldt~ de dimension quelconque, nous n'utilisons que le cas 
particulier du thdor~me de Merkur'ev/Suslin dtabli par Bloch dans [B2]. 

Que Hd-I (X ,  ICd) admette trne surjection sur le groupe H~td-l(X, Za(d))to,.s est une remarque 
de Bloch [B1], mais la proposition 4.4 ci-dessus est nouvelle. Des thdorSmes de structure 
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analogues pour H°(X,~2)  et HI (X ,~2 )  apparaissent dans [CR1]. On peut se demander quelle 
est la ggn6ralit6 de telles presentations, et si l'on dispose de r6sultats de divisibilit6 analogues 
pour les groupes de K-th~orie Ki(X)  (i _> 1). 

Un corollaire frappant du th~or~me de Roitman est que la torsion (premi&re ~. car(k)) de 
Ao(X ) ne change pas par extension de corps alg~briquement clos. En gtendant une m6thode de 
Suslin, F. Lecomte [L] a montr~ que pour route vari~t6 lisse sur un corps alg6briquement dos 
k, et tout entier n premier h car(k), les groupes nHi(X,/Cj) et Hi(X, tCj)/n restent inchang~s 
par extension de corps alg6briquement clos. 

La plupart des th~or6mes discutgs ici valent aussi pour la p-torsion (p = car(k)), sous une 
forme convenable (Milne, Gros, Gros-Suwa). Je renvoie le lecteur ~. l'articte de Gros-Suwa [GS] 
et k sa bibliographic. 

Signalons aussi que des versions du thL'or6me de Roitman ont 6tg donn~es pour des varigt~s 
singuli~res (CoUino, Levine, Srinivas (voir [Sr] et sa bibliographic), Barbieri-Viale [BV], Saito 
IS3]). 
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§ 5. V a r i d t d s  s u r  l e s  c o r p s  f in is  

TH~OR~ME 5.1 [CSS]. - -  Soit X une varidtd lisse sur un corps tint F. Aloes pour tout entier 
n premier ~ la caract~ristique de F, le sous-groupe de n-torsion , C H 2 ( X )  eat tint. 

Ddmonstration : C'est une cons6quence immediate du th~or~me 3.3.2, selon lequel sur un  
corps quelconque, le groupe nCH2(X) est un  sous-quotient du groupe de colaomologie 6tale 

3 ®2 H~t(X, Pn )" En effet, la suite spectrale de Hochschild-Serre en cohomologie ~tale 

H ~ r X  , ®J~ 

(O{1 "X X )< F "r) assure que tous les groupes H'* ¢X ,,®J~ sont finis, puisqu'il  e n e s t  ainsi des 
Her(X, #n ) (cohomotogie 6tale sur un  corps s6parablement clos) et que les groupes de groupes ~ - -  ®J 

cohomologie galoisienne d 'un  corps tint £ valeurs dans un module tint sont des groupes finis. 17 

(Le m&ne rgsultat, avec la re&me dgmonstration, vaut sur un corps local, p--adique ou r6el. 
Voir 8.1). 

THI~ORI~ME 5.2 [CSS]. - -  Soit X une varidtd projective Iisse et gdomgtriquemen$ conneze sur 
un corps tint F. Alors le sous-groupe de torsion de CH2(X)  es~ tint. 

Esquisse de ddmonstration : D'apr~s le th~or~me (3.3.2), le groupe CH2(g)t_tors est tm 
sous-quotient du groupe de cohomologie ~tale a H,t(X,  Qt/ l t (2)) .  Mats on d~duit du th6or~me de 
Deligne (conjectures de Well, avec coefficients tordus), par une suite spectrale de Hochschild- 
Serre, que pour une vm'i~t6 projective et lisse X sur un  corps tint F ,  si j ~ 2i, 2i + 1, alors les 
groupes HJe,(X, Qt(i)) sont nuls, e t les  groupes H~t(X, Qz/Zt(i)) sont finis ([CSS], Th6or~me 2 
p. 780). Ainsi H~t(X, Qt/Za(2)) est un groupe fini, et CH2(X)t_to~, est donc un groupe finl. 

Par ailleurs, on peut montrer que pour presque tout premier l, le groupe Hset(X, Qt/Zt(2)) est 
en fait nul. Ainsi, la torsion premiere £ p = car(F) de CH2(X)  est finie. La partie p--primalre 
requiert des arguments plus d~licats, qui sont d~velopl~s dans [CSS], et sont essentieUement dus 
£ O. Gabber. ['] 

Remarque 5.2.1 : L'utilisation du diagramme commutatif  (3.8) (assez d~licat h ~tablir) permet 
m~me de montrer qu 'on dispose d 'une application injective, induite par l 'application cycle : 

p: CH~(X)t_,or, ---'  H:,(X,Z,(2)) ,  . . . .  

C'est sur cette application injective qu'est fond~e l'approcl~e de [CSS] du corps de classes non 
ramifi~ de Kato--Saito pour les .surfaces (th~or~me 5.3 ci-apr6s). 

On note r~b (x )  le plus grand quotient ab~lien du groupe fondamental de X.  Une autre faqon 
de le d6finir est : 

r~b (x )  = Hom(H~,(X, Q/Z) ,  Q/Z).  

Le groupe fondamental  ab~lien g&~m~trlque ~r~b'a'°m(X) est par d~finition le noyau de l'appli- 
cation 

~ b ( X )  ---* ~b(Spee(F) )  = 

induite par le morphisme structural (1' ~galit~ provenant du fait que F est un corps tint). C'est 
aussi le dual (£ valeurs dans Q/Z)  du groupe 

Coker[H~(F, Q / l )  ~ H~,(X, Q/Z)] 

la flhche 6rant d6finie par le morphisme structural. 
Les conjectures de Weil (le r6sultat de Well) impliquent que le groupe 7r~b'a'°m(X) est un 

groupe tint. 
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TItI~OP.~ME 5.3 (Kato-Saito [KS]). - -  Soii X une varidt~ projective lisse ei gdomdiriquement 
connexe sur un corps fini F,  et d = dim(X). Alors le groupe Ao(X)  des O-cycles de degrd zdro 
modulo l'dquivalence rationnelle est un groupe fini, isomorphe au groupe 7f~b'g¢°m(X), groupe 
fondamental abdlien ggomdtrique de X .  

Esquisse de ddmonstration ([CR2]) : On commence par observer que le groupe Ao(X) est 
un groupe de torsion (en se ramenant  au cas des courbes par tm argument de type Bertini). 
On ddSinit classiquement (Lang) un homomorphisme surjeeti/ (c'est un thdor~me de type 
Tchebotarev) et fonctoriel 

Nous voulons montrer que cette application est une bijection. Un argument de type Lefschetz 
permet de ramener cette derniSre assertion au cas des surfaces (dim(X) = 2). Soit I premier, 
l # car(F). Le diagramme (3.6) s'6crit ic i :  

0 - -~  H~(X,~:)®Qz/Z~ - -~  H~(X ,7 - t~ (qdzd2) ) )  - -~  Ao(X);-to,.s ---+ 0 

J, "y, 
3 Hct(X, Qt/ZI(2)), 

la fl$che 3"2 dtant une injection. D'apr~s Deligne (cf. dSmonstration du th6or~me 5.2), le groupe 
H3t(X, Qt/Zz(2)) est fini. Comme le groupe HI(X,  IC2)® QdZi est divisible, on conclut que 
l ' injection 72 se factorise par une injection Ao(X)~-tors ~ Haet(X, QJZl(2)) .  Ceci montre d6jh. 
que Ao(X)z-tor~ est fini, et nul pour presque tout l (r6sultat conjectur6 par Parshin, Stabli par 
Kato-Saito).  En utihsant des arguments de dualit6 (Poincar~ au niveau de la clbture alg$brique 
de F ,  plus dualit6 pour la cohomologie des corps finis) on identifie le groupe fini Haet(X, Qt/Zt(2)) 
b. la par t ie / -pr imaire  du groupe 7r~b'ge°m(x). On a donc une injection 

cr : Ao(X),-tor~ a~,g . . . . . .  7r I ~A )l-tors. 

II serait pSnible de comparer cette injection £ l'application/9 de Lang. Mais nous n'avons pas 
besoin de le faire. Comme/9 est surjective e t a  injective, et que les groupes concern6s sont finis, 
les deux applications a e t  0 doivent ~tre des bijections. 

Le cas de la torsion p-primaire peut 6tre trait6 par des mdthodes p-adiques convenables 
[CR2I. [J 

Remarque 5.4 : En utilisant le th6or~me ci-dessus et les diagrammes (3.5), (3.6) et (3.8), on 
peut aller plus loin dans l 'analyse de la suite spectrale de Bloch-Ogus pour une variSt$ projective 
et lisse sur un  corps fini. Le lecteur int6ressd pourra consulter [K] et [C2]. 
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§ 6 .  V a r i ~ t 4 s  s u r  l e s  c o r p s  d e  n o m b r e s ,  I 

Pour une vari6t6 X lisse sur un corps de nombres k (ou plus g6n4ralement sur un corps de 
type fini sur le corps premier), on peut se demander si les groupes de Chow CHi(X)  sont des 
groupes de type fini (c'est une variante d 'une conjecture de H. Bass). On a vu au chapitre 1 qu'il 
e n e s t  bien ainsi lorsque i = 1. On ne dispose que de tr~s peu de r4sultats lorsque i > 2. Des 
conjectures tr~s ambitieuses ont 6t6 6nonc6es ces derni~res ann6es sur les dimensions, suppos6e 
finies, des groupes CHi(X)  ® Q, lorsque X est projective et lisse sur un corps de nombres (par 
exemple, Bloch et Beilinson conjecturent un isomorphisme Ao(X) ® Q ~- Albx(k)  ® Q), mais la 
finitude m~me de ces dimensions n 'a  4t4 6tablie dans aucun cas non trivial. 

En 1981, Bloch [B4] obtint via la K-th6orie  un r6sultat de f l n i t ude  pour le groupe (de 
torsion) Ao(X) de toute une classe de surfaces rationneUes d6finies sur un corps de nombres. 
Depuis, une s6rie de travaux £ permis d'4tendre ce r4sultat de finitude de la t o r s i o n  h d'autres 
vari4t6s. Dans ce chapitre, je  d4crirai le r6sultat le plus g6n6ral obtenu h ce jour : 

THI~ORI~ME 6.1 (Colliot-Th41~ne/Raskind [CR3]; Salberger [Sb2]). - -  Soit X une vari6td 
projective, lisse, g6omdtriquement connexe sur un corps de hombres k. Supposons le groupe 
H2(X, Ox)  = O. Alors le sous-groupe de torsion CH2(X)tor, est fini. 

Attributions : Je renvoie £ [CR3] pour le d6tail des r4sultats particuliers pr6c6demment 
obtenus. Disons simplement que sur tm corps de hombres, tous les r~sultats obtenus jusqu'£ 
une date r~cente concernaient des vari6t4s pour lequel le groupe de N6ron-Severl (g~om6trique) 
est sans torsion. K. Coombes [Cb] fur le premier h 4tabllr un r4sultat de finitude pour certaines 
surfaces poss6dant de la torsion dans leur groupe de N4ron-Severi (par exemple les surfaces 
d'Enriques). La m6thode de Coombes [Cb] a son orlginalit6, et j 'engage le lecteur £ se reporter 
£ l 'article [Cb]. Sous la forme g4n4raie ci-dessus, le th~or~me, obtenu fin 1989, r6sulte d'une 
combinaison de travaux de Raskind et de l 'anteur, et d 'une idle  de Salberger (th&~r~me 
6.7 ci-dessous). Ce dernier obtint peu de temps apr~s nous une d6monstration du th~or~me 
ind4pendante de la n6tre, d~monstration dont je ne pus prendre complete connaissance qu'en 
Aofit 1991 (voir cependant § 9). Comme on le verra an § 7, en 1990/91, S. Saito ([$4]), 
s 'appuyant en partie sur des indications de Salberger et de l 'auteur, proposa ensuite une troisi~me 
d4monstration du th~or~me. 

Notre d6monstration requiert un certain nombre de r6sultats pr61iminaires. Elle utilise un 
module projectif et lisse de la vari6t6 X au-dessus d 'un ouvert de l 'anneau des entiers de k, et 
la notion de groupe de Chow dans un contexte plus g4n~ral que celui d6crit au chapitre 1 (voir 
par exemple [F], chap. 20). 

Le r6sultat suivant, 6tabli dans [CR3], avait 4t6 armonc~ par Gillet en 1985. 

THI~.ORI~ME 6.2. - -  Soit k un corps de hombres, R son anneau des entiers, f 6 R, f ~ 0 et A 
l'anneau localis6 RI. Soit X un A-schdma lisse, et soit n u n  entier naturel inversible dans A. 
Alors le sous-groupe de n-torsion nCH2(X) est fini. 

D6monstration (esquisse) : 

a) Pour le sch6ma X lisse sur un anneau de Dedekind A, soit 7r : X ----4 Spec(A), on 
dispose (Gillet, non publi6) de l 'analogue de la conjecture de Gersten en th6orie de Bloeh- 
Ogus pour les faisceaux 7-/i(x, p~J). L'argument formel £ base de complexes d4velopp6 au § 3 
au-dessus d 'un corps (eft. (3.2)) donne une surjection: 

1 2 ®2 Hz.~(X,H (X,p.)) . .CH2(X). 
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De m~me, la suite spectrale de Bloch-Ogus et la conjecture de Gersten pour les falsceaux 
7-/i(X, p~i)  donnent une injection 

~ +~ H ~ ( X , / ~ .  ). Hz:~(X,~ ( x , u . ) ) ~  3 ®~ 

b) De fa~on g~n~rale, pour X de type fini sur A = RI ,  avec R l'anneau des entiers d'un 
corps de nombres, les groupes H~/~(X, tt~ j )  sont finis, comme on volt en utilisant la suite spectrale 

H~,(Spec(A), R%r,#~ 1) ==~ H~t(X , #~J) 

la constructibilit~ du faisceau Rq~r.#~J (walable pour ~r de type fini quelconque et A de Dedekind, 
voir [SGA4 1/2], Th~or~mes de fiuitude), et les th~'or~mes de finitude pour la cohomologie ~tale 
des falsceaux constructibles sur un ouvert d'un anneau d'entiers de corps de nombres ([M2], II, 
7.1). 

Je commencerai par 6tablir des cas particuliers du th6or~me 6.1 de fa~on £ bien mettre en 
6vidence les diff6rentes techniques concourant au rdsultat g6ndral. Ainsi, la d6monstration du 
th6or&me suivant (qui remonte £ Juillet 1989) va illustrer la m6 thode  de local isa t ion.  

THt~OR~ME 6.3 (Colliot-Th~l~ne/Raskind). - -  Soit X une varidtd projective, lisse, gdomdtri- 
quement connexe sur un corps de nombres k. Supposons les groupes H2(X, Ox)  ct Hi(X,  Ox)  
nuls. Soit n > 0 un en~ier naturel. Alors le sous-groupe de n-torsion nCH2(X) est fini. 

Ddmonstration : 

a) On salt que la dimension de l'espace vectoriel H 1 (X, Ox)  est ~gale £ la dimension de la 
vari~t~ de Picard de X. L'hypoth~se H 1 (X, Ox)  = 0 assure donc que le groupe de Picard Pic(X) 
co'~ncide avec le groupe de N~ron-Severi N S ( X )  (Th~or~me 1.2). Comme ce dernier est un grou__pe 
de type fini, on volt qu'il existe une extension finie de corps L / k  telle que Pic(XL) = Pic(X). 
Soit m = [L : k]. 

b) Soit R l'aameau des entiers de k. On peut trouver un localis~ A = R I de R (avec 
f E R, f ¢ 0) et un A-schema projectif et Iisse X de fibre g~n~rique X / k .  Quitte £ restreindre 
A, i.e. £ inverser un nouvel f ,  on peut supposer que m et n sont inversibles darts A, que la 
clSture int~grale B de A darts L e s t  finie ~tale sur A, et que le groupe des classes Pic(B) est 
nul. Erdln, quitte £ restreindre un peu plus A, et gr£ce £ un th~or~me de semi-contlnult~ de 
Grothendieck, l'hypoth~se H2(X, O x )  = 0 permet de supposer H2(Xp, Oxp) = 0 pour chacune 
des fibres Xp au-dessus d'un point fermfi p E Spec(A), le mSme ~nonc~ valant alors aussi pour 
les fibres du schema XB/Spec(B) aux points ferm~s q • Spec(B). 

Encore d'apr~s Grothendieck, l'figalit~ H2(Xq, Ox~) = 0 implique qu'au niveau du compl~t~ 
de l 'anneau local de B e n  un point ferm~ q, l 'application de restriction Pic(X~ ) ---+ Pic(X~) 

est surjective (c'est ici un point crucial de notre d~monstration). Enfin, l'~galit~ Pic(XL) = 
Pic(X) assure qu'au niveau de B, le groupe de Picard est constant localement. En particulier, 
l 'application naturelle Pic(XBq) ~ Pic(X~q) est surjective, si bien qu'il en est alnsi aussi de 

l 'application Pic(X~ ) ----, Pic(Xq). 

c) On dispose de la suite de localisation : 

( ~  Pic(Xq) ----* CH2(Xs)  ----* CH2(XL) ---* O. 
qESpec(B)O) 

De fa~on purement formelle, pour tout point ferm6 q • Spec(B) (1) d&Cinissant un diviseur 
principal sur Spec(B), i.e. d6fini par un 616ment 7r • B, et toute classe 1: dmas Pic(XB), 
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l 'appllcation compos6e 
Pic(XB) ~ Pic(X¢) ---+ CH2(XB) 

est nuUe. Repr6sentant en effet /3 par un diviseur D ne contenant paz le diviseur principal 
Xq C XB, on a l'6galit6 

(DIx,)lX~ = divQrlD ) 

(la fl6che compos6e associe/~ D la classe du cycle de codimension deux intersection du diviseur 
D et du diviseur principal X~. Cette classe est done nulle.) 

Dans les conditions ci-dessus, l 'armeau B e s t  principal et chaque application Pie(XB) ---* 
Pie(Xq) surjective. On eonclut done que la fl6che de gauche dans la suite de localisation est 
nulle, et done que la fl6che de restriction 

CH2(Xn)  ---,  CH2(XL) 

est un isomorphisme. 

c) On dispose du diagramme commutatif de fl6ches de restriction : 

CH2(XB) -----+ CH2(XL) 

T T 
CH2(X) ~ c g 2 ( x ) ,  

oh les fl6ches horizontales sont surjectives. D'apr~s ce qui pr6c6de, la fl6che sup6rieure est un 
isomorptfisme. Enfin, le noyau de la fl&che CH2(X) ---+ CHZ(XB) est, par un  argument de 
norme, annul6 par le degr6 m = [B : A] = [L : k]. I1 est donc contenu dans le groupe de m -  
torsion mCH2(X), groupe fini d'apr6s le th6or6me 6.2. D'apr6 ce m6me th6or~me, le groupe de 
n-torsion ,CH2(XB)  est aussi fini. Une chasse au diagramme que je laisseral au lecteur assure 
alors la finitude du groupe de n- tors ion , ,CH2(X). 

Remarque 6.3.1 : En fait, sous les hypoth6ses du th6or6me 6.3, on peut conclure £ la finitude de 
tout le sous-groupe de torsion CH2(X)t  . . . .  I1 sl~fit en effet de combiner le pr6c6dent th6or~me 
avec le r6sultat plus g6n6ral snivant, dont la d~monstration illustre la m 6 t h o d e  ga lo is lenne .  

THI~ORI~ME 6.4. - -  Soit X une vari~t~ projective, lisse, gdomdtriquement conneze sur un corps 
k de type fini sur le corps premier. Supposons les 9roupes H2(X, Ox)  et H i (X ,  Ox)  nuls. Alors 
le groupe de torsion CH2(X)tor, est d'ezposant fini. 

Ddmonstration : Soit "k une cl6ture alg6brique de k, puis ~ = X xk k, enfin G = Gal(k/k).  

a) D'apr6s le th6or6me 3.3.2, on dispose d 'une inclusion naturelle 

CH2(-'R)tor, ~ Hat(X, Q/Z(2)). 

Passant aux points fixes sous l 'action de Galois, on a l 'inclusion 

[CH~(X)tor,] G ~ H~at(X, Q/Z(2)) G. 

Mais l 'hypoth6se que k est un corps de fini sur le corps premier et une r6duction au cas des 
corps finis assure, via le th6or6me de Deligne sur la conjecture de Well, que le groupe de droite 
est un  groupe fini (voir [CR1], Theorem 1.5). 
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b) Comme la fl~che CH2(X)  --~ CH2(X) envoie elairement le premier groupe dans ies 
invariants CH2(-X) G, et que son noyau est de torsion (argument de transfert), pour 6tablir le 
th6or~me, il suffit donc de montrer que le groupe 

Ker[CH2(X) ----. CH2(~)] 

est d'exposant fini. Or ceci vaut pour toute vari6t6 projective et lisse sur un corps k de 
caract6rlstique z6ro, sous les hypotheses H~(X, Ox)  = 0 et H~(X, Ox)  = O. Ceci est 6tabli 
dans [CR1], dont je pr~sente maintenant bri~vement les principaux arguments. 

On emploie pour cela la m6thode galoisienne, qui fur utilis~e pour la premiere fois par S. Bloch 
[B4], e tes t  syst6matis~e dans [CR1]. Elle consiste & faire de la cohomologie galoisienne sur le 
complexe des sections globales de ta r~solution de Quillen du faisceau K:2 sur X, ce qui donne 
lieu £ une suite exacte : 

• .. ----* Hi(G, K2(-k(X)/H°(-X, IC2)) ---* Ker[CH2(X) ~ CH2(~)] ---* Hi(G, Hi(X,  K:2)). 

Le groupe de gauche est d'exposant fini sous la simple hypoth~se H 1 ( X ,  O x )  = 0, et le groupe 
de droite est d'exposant fini sous l'hypoth~se H2(X, Ox)  = 0. Pour ~tablir ces rbsultats, [CR1] 
utilise la version cohomologique du th6or~me 90 pour K~ ([C1]), & savoir 

H 1 (G, K2-k(X)/K2-k) = 0 

sous la seule hypoth~se X(k)  ~ 0 - sans hypoth~se sur les groupes de cohomologie coh6rente - 
ce qui permet de ramener l'~tude du groupe de gauche £ ceUe du groupe 

Ker[H2(G, H°(~,/C2)) ~ H2(G, K2k(X))], 

et analyse la structure des groupes H°(X,K:2) et Hi(X,  K:2), en s'appuyant sur plusieurs des 
r6sultats fondamentaux de Merkur'ev et Suslin. Sous l'hypoth~se HI(X,  Ox)  = O, on montre 
que le groupe H2(G, H°(X, K~2)) lui-m~me est d'exposant fini. Je renvoie ~ [CR1] et au rapport 
[R1] pour plus de d6tails. 

Une version plus eomplSte de la suite de la loealisation d'une part, un rSsultat fondamental de 
Bloch d6velopp6 pax Kato-Saito et Somekawa d'autre part, permettent d'61iminer la restriction 
Hi(X,  Ox)  = 0 dans le th6or~me 6.3. 

TttEORI~ME 6.5. - -  SOit X une varid~d projective, lisse, g~omgtriquement conneze sur un corps 
de hombres k. Supposons H2(X, Ox)  = O. Soil n > 0 un entier naturel. Alor~ le sou~-groupe 
de n-torsion , C H 2 ( X )  e~t fini. 

D~monstration : 

a) I1 existe une extension finie de corps L/k  teUe que X ( L )  ~ 0 et que l'application 
naturelle de groupes de type fini NS(XL)  ~ NS(-'X) soit un isomorphisme. Soit m = [L : k]. 
Comme dans la d6monstration de 6.3, on peut trouver un loealis6 A = R I de l'anneau R des 
entiers de k (avec f E R, f # 0) et un A-sch6ma projectif et lisse X de fibre g~n6fique X/k ,  
de telle sorte que m e t  n soient inversibles dans A, que la cl6ture int~grale B de A dans L soit 
finie 6tale sur A, que le groupe des classes Pie(B) soit nul (i.e. B est principal), et que (via 
le th6or~me de semi-eontinuit6 de Grothendieek) H2(Xp,Oxp) = 0 pour ehaeune des fibres Xp 
au-dessus d 'un point ferm6 p E Spee(A), le m~me 6none6 valant alors aussi pour les fibres du 
seh6ma XB/Spec(B)  aux points ferm6s q E Spec(B). 
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b) La suite de localisation utilis6e en 6.3 peut s'~tendre £ gauche en une suite exacte 
(qui peut d'ailleurs 6tre prolong~e £ gauche [R2], Prop. 1.2) : 

HI(XL,1C2) ---* ~ Pic(Xq) ~ CH2(XB) ~ CH2(XL) ----* O. 
qESpec(B)(I) 

Le cup-produit d~finit une application 

Pic(XL) ® L* ----* HI(XL,IC2), 

(facile £ d$crire via la r~solution de Gersten-Quillen du faisceau /C2). On dispose done de 
l'appllcation compos~e p : 

Pic(XB) ® L* ~ Pic(Xn) ® L* -----+ HI(XL, ~2) --* ~ Pic(Xq), 
qESpec(B)( t ) 

dont on vdrifie aisdment qu'elle envoie la classe de/~®a E Pic(Xs)®L* sur la famitle (£:txq)~ (~)- 
Un argument similaire £ celui ddvetopl~ en 6.3, et reposant sur le th~or~me de rel~vement de 
Grothendieck, montre qu'en composant pavec la projection 

( ~  Pic(Xq) ---* 0 NS(Xq) 
qESpec(B)(1) qESpec(B)(1) 

on obtient une surjection. 
Ainsi la fl~che composSe 

HI(XL']C2) ~ 0 Pic(Xq) ---* O NS(Xq) 
qESpec(B)( 1 ) qESpec(B)(D 

est surjective (l'hypoth~se H2(X, Ox) = 0 a 6t6 ici utilis6e de fa~on cruciale). Mais pour terminer 
la d6monstration comme dans 6.3, on a besoin de contrSler le conoyau de la fl~che 

HI(XL,E2) ~ ~ Pic(Xq), 
qCSpec(B)( 1 ) 

c'est-K-dire qu'on voudrait aussi attraper les dl~ments du groupe 

~) Pic°(X~) 
qESpec(B)(1) 

con~ne bords d'61dments de HI(XL,K2). C'est ici qu'intervient le r6sultat de Bloch, Kato-Saito 
et Somekawa, que je rappelle au point suivant. 

c) Soit R l'anneau des entiers d'un corps p-adique K (extension finle de Qp), de valuation 
v : K* ---* Z, de corps r6siduel F. Soit J un R-schdma ab6lien. L'identification J(R) = J(K) 
permet de dd~finir une application de Sl~cialisation J(K) ----* J(F), soit x ---* ¥. On dd4init 
alors une application 

J(K) ® K* ~ J(F) 

en associant £ x ® X l'dl6ment (v(X)-3). Si M / K  est une extension finie de corps, on dd~flnit une 
application 

PM/K : J(M) ® M* ---* J(F) 
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comma l 'application compos6e 

J(M) ® M* ----* J (FM)  _~N J(F) ,  

o~t N d6signe la norme pour l 'extension de corps r6siduels FM/F. 
Si maintenant K est un corps de nombres, R = Af  un localis6 de son anneau A des entiers 

( f  E A, f # 0), et J un R-sch6ma ab61ien, on peut pour chaque point farm6 p E Spec(R), de 
corps r6siduel Fp (ici p e s t  un point ferm6, non un hombre premier !) et route extension finie 
M/K,  d6finir une application 

PM/K,p : J(M) ® M* ~ J(Fp)  

par addition des applications PMq/Kp correspondant aux diverses extensions de la place p £ une 
place q de la cl6ture int~grale de R dans M. Le r~sultat-clfi que nous utiliserons, dont l'id6e est 
due £ Bloch [n5] et les d~veloppements ult~rieurs £ Kato/Sai to  [KS] puis Somekawa [So] est : 

THI~OR~ME. - -  Dan~ la ~itua~ion ci-de~su~, le conoyau de l'applica~ion 

@ @ PM/K,p: @ (J(M) ® M')  ~ @ J(Fp),  
M / K  p M / K  p 

o¢~ M / K  parcourt les eztensions finies de K, et p parcourt les iddauz premiers de R, est un 
groupe fini. 

d) En utilisant la nullit~ des H2(Xq, Oxq) = 0, et quitte £ restreindre un peu plus A, on 
peut assurer (1£ encore gr£ce £ un r6sultat de Grothendieck) qua le foncteur de Picard Picxs/B 
est repr6sentable par un B-schema en groupes localement lisse. Sa composante neutre, soit 
J = P icxs /B ,  est un B-schema ab$1ien. 

Considdrons alors le diagramme : 

NS(Xq) 
qESpec(B)(1) 

/ X 
HI(XL,)~2) -----* @ Pic(Xq) 

qESpec(B)(l) 

, X 
@ (J(M) @ M*) , @ J (Fq)  

M /  L qESpec(B)(1) 

d6fini comme suit. Les corps M parcourent les extensions finies de L, une par elasse d'isomor- 
phisme. La fl~che horizontale m6diane provient de la suite de localisation. La fl~che verticale de 
gauche est d6finie par les homomorphismes compos6s 

J(M) ® M* Pic(XM) ® M* cup * HI(XM,IC2) NMIL HI(XL,1C2)" 

La fl~che oblique, par d~fiuition, fait commuter le triangle. La flhehe horizontale du bas est celle 
d6crite au point c) ci-dessus. On peut v6rifier que le carr6 est commutatif. 

D'apr&s b), la fl&che oblique est surjective, et d'apr&s c) la fl&che horizontale inf6rieure a un 
conoyan fini. I1 en r6sulte donc que la fl~che horizontale m6diane a un conoyau fiui. 
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e) De la suite de loealisation (point b) ci-dessus) on conclut que la fl$che 

CH2(XB) ---4 CH2(XL) 

est surjective ~ noyau fini. Le th4or~me 6.2 et une chasse au diagraxnme analogue K celle effectu4e 
~, l& fin de la d6monstration de 6.3 permettent alors de eonclure £ la finitude de ,CH2(X). D 

Pour 6tablir le th4or6me 6.1 en toute g6n4ralit6, £ partir du th4or6me 6.5, il reste £ ~liminer 
l'hypoth~se HI(X, Ox) = 0 dans le th4or~me 6.4, autrement dit ~ 4tablir : 

THI~ORI~ME 6.6 (Salberger). - -  Soit X une varigtd projective, lisse, g6omgtriquement conneze 
sur un corps de hombres k. Supposons le groupe H2(X, Ox)  nul. Alors le groupe de torsion 
CH2(X)tors est d'exposant fini. 

Suivant la m4thode de notre th6ortme 6.4, on volt que ceci r6sulte de l'6nonc$ : 

THt~ORI~ME 6.7 (Salberger). - -  Soit X une varigtff projective, lisse, gdomfftriquement connexe 
sur un corps de nombres k. I,e groupe 

Ker Px : H2(G, H°(-X, ~2)) ---* H2(G, K2k(X))  

est d' exposant fini. 

Ddmonstration (esquisse) : L'id6e-cM de Salberger est de ramener cet 4none6 at* cas des 
courbes, pax sections hyperplanes lisses successives (possible, d'apr~s Bertini). Soit Y C X une 
telle section. On montre que la fl~che de restriction H2(G, H°(--X, IC2)) ~ H2(G, I I°(Y,  ~ ) )  
induit une fl~che Ker(px) ~ Ker(py). Par ailleurs, on dispose ( [CT-R 1985], fond4 sur des 
r6sultats de Suslin) de la suite exacte : 

0 - -~  HI,(X, Q/z(2) )  - -~  H ° ( ~ ,  ~2) - -~  H ° ( ~ ,  ~2) ® Q ~ 0, 

done d'isomorphismes 

H~(G, n ~ ( x ,  Q/z(2)))  _~ H2(G, H° (X,  K~)). 

La restriction a~x sous-groupes divisibles m ~ i m ~ u x  des C-mod~es  H~, (~ ,Q/Z(2) )  et 
H ~ ( 7 ,  Q/Z(~) )de  la ~ e h e  de restriction, soit 

n~,(~,  Q/Z(~))° - ~  n~,(F,  Q/Z(~))° 

est une application G-6quivariante qui admet une presque r4traction, c'est-~.-dire qu'il existe 
une fl~che G-6quivariante 

H~,(F, ~ / z ( 2 ) )  o ~ S ~ , ( ~ ,  Q/Z(2)) o 

qui compos~  avec la pr4c4dente est la multiplication par un entier strictement positif. Darts 
[CR3] nous 6tablissons ce point en utilisant le th4or~me de complete r6ductibilit6 de Poineax& 
Le sous-groupe divisible maximal de H~t(~,  Q/Z(1)) ° est le groupe des points de torsion de la 
vaxi6td de Picaxd de X,  et on applique le dit th~or~me ~ l 'homomorphisme injectif de wari4t~s 
ab41iennes 

Pic°/~ ~ Pic°/~. 

Pour 4tablir le th~or~me, il suffit done de consid6rer le cas des courbes, o£l le th6or~me est 
dfi £ Raskind [R3], lequel s'appuie sur des r4sultats de Jarmsen (principe local-global en thdorie 
du corps de classes des courbes sur un  corps de nombres [J]) et de S. Saito (corps de classes 
pour les courbes sur un  corps local). Dans le cas des courbes, on a en fair plus : sous la seule 
hypoth~se X(k)  # ~, le groupe ge r (px )  est n ~ .  
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§7. Vari~t~s sur les corps de nombres ,  II  

Dans ce chapitre, je d~eris l'approche de Shuji Saito [$4] des th~or~mes de finitude pour 
la torsion d~crits au chapitre pr~c6dent, approche qui permet parfois d'aller plus loin (voir 
le th6or~me 7.6 ci-dessous). Comme indiqu$ plus haut, l'axticle de Salto incorpore certaines 
suggestions de Salberger et de moi-m~me. Un des aspects intSressants de la m6thode de Saito 
est qu'elle garantit, sous certaines hypotheses, que les applications cycles, ~ valeurs darts la 
cohomologie ~tale, sont injec~ives sur la torsion du groupe de Chow. 

La pr6sentation choisie met en relief certains points un peu cachSs dans rarticle [$4]. 
Soit X une vari6td lisse int~gre sur un corps k de caract~ristique zSro. Pour tout entier n > 0, 

on dispose de la suite exacte (3.11) : 

0 - -*  HI(X ,  IC2)/n 3 ®2 N H ,  t(X, p ,  ) ~ ,CH~(X)  ~ O, 

oh par d~finition, 

3 ®2 ~ ®~ ~ H ~ ( k ( X ) , ~ ) ] .  NH~t(X, # .  ) = Ker[H~t(X , P,~ ) 

En passant £ la limite inductive sur tousles entiers n > 0, on a la suite exacte 

0 ~ H~(X, IC2)® Q / I  -----, N H ~ ( X , Q / I ( 2 ) )  -----* CH2(X)to~ ~ O, 

oh 

Notons 

puis 

NHact(X, Q/Z(2)) = Ker[H~at(X, Q/Z(2)) ~ H3(k(X),  Q/Z(2))]. 

D = H°(X,  7"/a(Q/Z(2)) C HZ(k(X), Q/Z(2)) 

O = Coker[H l ( x ,  K~2) ® q / 7  ~ Haet(X, Q/Z(2))]. 

On dispose donc du diagramme trivialement commutatif de suites exactes : 

(7.2) 
0 ~ 

0 ~ 

0 0 

HI(X,  IC2)®Q/Z ~ NH~t(X,Q/Z(2))  ----* CH2(X)tor, ---* 0 

HI(X ,  E 2 ) ® Q / I  ~ H~t(X,Q/I(2))  ----* 0 ~ 0 

D 

off la fl&che q est la fl~che indulte par la fl~che verticale du bas. 
Le th6or~me suivant d6gage le contenu alg6brique'de l'approche de Saito. Nous verrons plus 

bas des conditions arithm6tiques et g6om6triques garantissant que l'hypoth~se (H) est sntisfaite. 

THt~ORI~ME 7.1. - -  Soi~ X une varidtd lisse int~gre sur un corps k de caractdristique z~ro. 
Faisons l'hypoth~se 

(H) Le groupe O = Coker[Hl(X,/C2)® Q/Z ~ H~t(X,Q/Z(2))] est d'ezposa,t fiyti, 
annuld par l'entier N > O. 
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Alors CHZ(X)tors est d'exposant fini, divisant N,  et, pour tout entier n > 0 multiple de N,  
l' applieation eomposde 

CH2(X)to~, C H 2 ( X ) / n  4 ®2 -----, H , t ( X  , # ,  ) 

de la projection natureUe et de l'application cycle est injective. 

Ddmonstration : 
a) Le premier ~nonc~, £ savoir que sous l'hypoth~se (H), le groupe CH2(X)to~s est a~nul~ 

par N, se lit imm~diatement sur Ie diagrasrmae (7.2) : de fair, CH2(X)to~, est un sous-groupe 
de O. 

b) LEMME ([$4], Prop. 2 . 4 ) . -  Pour route k varidtd lisse int~gre X ,  et pour tout entier n > 0, 
on a une suite exacte 

. ®  , D  C H 2 ( X ) / n  ---,  4 ®2 -----* - -*  H~,(X,#,~ ). 

Ddmonstration : On consid&re le diagramme eorrrrnutatif suivant : 

(7.3) 

0 

3 H~t(X,#~2) ___, HO(X, Tt3(#~2)) _~CH2(X)/n..~He,(X,4 ~.®2) 

H ~ (X ,  E2) ® Q/Z --, H3t(X, Q/ l (2 ) )  ~ H°(X, 7¢3(Q/Z(2))) 

Hat(Z, Q/I(2) )  ~ H°(X, 7/S(Q//(2))). 

Dans ce diagramme, la suite horizontale sup6rieure est la suite exacte provenant de ta thd'orie 
de Bloch-Ogus (voir § 3), la suite m6diane est un complexe (d6but du pr6sent paragraphe), la 
suite verticale de gauche est exacte : c'est la suite exacte de Kummer d6duite de la suite exacte 
de faJsceaux 6tales 

1 ,~,~ ,q/Z(2)  ×"  , Q / l (2 )  ,1. 

Montrons que la suite verticale de droite est exacte. On dispose du diagramme commutatif 

0 0 0 
J. I J. 

o - -~  H ° ( X , ~ ( ~ ) )  - ~  ~ ®~ H~t (k (X ) , # ,  ) ~ @ H~,(k(x),#, ,)  
zEx 1 

0 ----* H°(X, 7-/a(Q/I(2))) - -~  H3t (k (X) ,Q/ I (2 ) )  - -~  @ H:t (k(x) ,Q/Z(1))  
zEx 1 

,~ .~xn .~xn 
0 ---, I-I°(X,7-t3(q/z(2))) - -~  H ~ , ( k ( X ) , q / z ( 2 ) )  - -~  • H~, (k ( z ) ,q /Z(1) )  

x E x  1 
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oh les suites horizontales sont exactes. Les suites verticales proviennent de suites de Kummer. 
Elles sont donc exactes saul peut-6tre  en leur terme initial. Que H~t(k(x), # , )  s'injecte dans 
H2t(k(z), Q/Z(1))  est une consequence du thdorSme 90 de Hilbert. Que H~t(k(X), #~2) s'injecte 
dans H3~t(k(x), Q/Z(2))  est hautement non t r ivia l :  c'est une cons6quence du th~or~me principal 
de Merkur 'ev-Suslin [MS]. 

Des propridtds d 'exact i tude du diagramme ci-dessus r~sulte alors l 'exactitude de la suite 
verticale de droite dans le diagramme (7.3). De ce diagramme on d$duit alors une suite exacte 

3 ®2 ~ CH2(X) /n  4 ®2 --~ H . t ( X , p .  ), H¢t(X,p ,  ) ,~D 

puis, comme la premi$re fl~che se factorise par , O  (voir (7.2)), la suite exacte 

,,{~ --~ , D  ~ CH2(X) /n  --~ H~t(X,g~ 2) 

annone6e. 

c) On considSre le diagramme 

C H~ ( X )tor~ 

,~6) ~ nD "-* CH2(X) /n  

6) ----, D ~ C H 2 ( X ) ® Q / Z ,  

4 @2 H~,(X,~,. ) 

off la suite horizontale m6diane est la suite exacte d6erite ci-dessus, la suite horizontale inf6rieure 
est obtenue par passage £ la limite inductive sur les suites pr6cddentes, et p e s t  l 'application 
compos6e. Observons : 

- La suite verticale est un complexe. 

- Si N divise n, donc n annule O, alors , O  ~ O est surjectif. 

- S i N  divise n, alors, comme nous l'avons d6j£ remarqu6, n annule CH2(X)t  . . . .  11 en 
rdsulte que l 'application CH2(X)tors ~ CH2(X) /n  est injective. 

Fixons n > 0 multiple de N, et soit zo E CH2(X)toro tel que p(zo) = 0. La nullit6 de z0, 
et donc le th6or~me, r6sultent maintenant d 'une chasse au diagrarrane que nous repr6senterons 
symboliquement, les 616ments zi 6tant num6rot6s suivant teur ordre d 'appari t ion : 

Z0 

lp 
Z 5 ~ Z 6 Z2 ~ Z 1 

1 11 1 
z 4  ~ ~ - - ~  0 

0 

De l ' injeetion . D  C D, on eonelut zs = z2, et donc Zl = 0, soit finalement z0 = 0. ['] 
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Remarque 7.1.1 : La m~thode permettant  d 'obtenir l 'injectivit4 dans le th4or~me ci-dessus 
est aparue pour la premiere fois dans un travail en preparation de P. Salberger. D a m  ce 
travail, Salberger s'int&esse ~. t 'application de r~ciprocit4 sur le groupe S K I ( X )  d'une surface 
X projective et lisse sur un corps p-adique, et sous certaines hypotheses, 4tablit une propri4t4 
d'injectivit4. C'est Saito qui eut l'id4e d'utiliser la m@me technique dans l '4tude des cycles de 
torsion. 

Le th~or~me 7.1 admet la variante suivante, utile lorsque le corps de base k est de dimension 
eohomologique plus grande que 2. 

THEORI~ME 7.2. - -  Soit X une varigtg lisse int~gre sur un corps k de caractgristique zgro. 
Faisons l'hypoth~se 

( t 1 ' )  Le groupe O' = Cokcr[H~,(k, Q/Z(2) ) + (HI (X ,  1 6 2 ) ® Q / I )  ~ H~,( X, Q/I(2))] 
est d'ezposant fini, annuld par l'entier N > O. 

Supposon~ de pluz X(k)  ¢ 0. Alors CH2(X)tor, est d'expo~ant fini, divisant N, et, pour tout 
entier n > 0 multiple de N,  l'application compo~de 

CHz(X),o~, ~ CH~(X) /n  ~ Het(X,t%4 ®2) 

de Ia projection natureUe et de l'appIication cycle e~t injective. 

D~mon~tration (esquisse) : On choisit un point P 6 X(k) .  Ce point permet de r4aliser une 
section de la fl~che de changement de base Ha~,(k,Q/l(2)) ----* H~,(X, Q/Z(2))  utilis~e dans la 
d4finition de O', et done d'~crire 19 = O' @ Ha, t(k, Q/Z(2)).  Via le m6me point P ,  on peut aussi 
d4composer D = H°(X,  7-/3(q/l(2))) en D = D '  @ H~,(k,q/ l (2)) .  On obtient alors la suite 
exacte 

.(9' .D' ---~ CH2(X)/n 4 ®2 ----, ~ Het(X, pn ), 

et la d4monstration se poursuit comme celle du th~or~me 7.1. [1 

Lorsque X est un vari4t4 projective lisse et gdom4triquement int~gre sur un corps k de 
caract4ristique z4ro, on a ([CR1]) : 

H i ( X ,  K:2) ® q / z  = 0. 

On voit done que la flbche 

Hit(k, Q/Z(2))  + (Hi (X ,  16~) ® Q/Z)  ~ H3et(X, Q/Z(2)) ,  

dont le conoyau est O r, se factorise alors en une fl~che : 

Haet(k, Q/Z(2))  @ ( H 1 (X, 162) ® Q/z )  ~ ger[H~t(X , Q/Z(2))  ~ H~t(-X , Q/Z(2))]. 

D'expos~s de Salberger (voir § 9) et de l 'article de Saito on peut encore extraire le r4sultat 
suivant, valable sans hypoth~se arithm4tique sur k : 

THeORY;ME 7.3. - -  Soit X une vari~t~ projective lisse et 9~om~triquement int~gre sur un corps 
k de caract&istique z6ro. Supposons HI(X,  Ox)  = 0 et H~(X, Ox)  = O. Alors le conoyau de 
l' application 

H3t(k, Q/Z(2))  (9 (Ha(X,)(;2) ® Q/Z) ~ Ker[H~t(X , Q/Z(2))  ~ H3,(X, Q/Z(2))] 

est d' ezposant fini. 



33 

Ddmonstration : La suite spectrale de Hochsehild-Serre en cohomologie 6tale 

HP(k, H~,('-X, Q/Z(2))) :=:v H:,(X, Q/ I (2 ) )  

donne lieu £ une filtration F ° C F 1 C F 2 sur Ie groupe 

F 2 = ger[H~t(X, Q/Z(2)) ----* Haet('X, Q//(2))] .  

0 n  a une surjection Hae~(k,Q/l(2)) ----* F ° qui compos6e avec F ° C F 2 est la fl~che 
naturelle Haet(k, Q/Z(2))  ~ Ha, t(X, Q/I (2) ) .  Le quotient F 1/F ° est un  sous-quotient du groupe 
H2( k, H~t(-'R, Q/ l (2 ) ) ) .  Mais sous l'hypoth~se g 1 ( X, Ox  ) = O, le groupe H~t("X , Q / l ( 2 ) )  est un  
groupe fini, et donc F 1/F ° est un groupe d'exposant fini. Le quotient F2/F 1 est un  sous-groupe 
de g ~ (k, g~t(-X , Q/Z(2))).  Pour 6tablir le th6or~me, il suffira donc de montrer que le groupe 

Coker[H1 (X, K:2) ® Q/lt ----. Hi(k,  H~,t('X, Q/l(2))) ]  

est un  groupe d'exposant fini d~s que H2(X, Ox)  = O. 
Puisqu'on veut seulement montrer que ce groupe est d'exposant fini, un  argument de transfert 

permet de remplacer le corps k par une extension finie, que je noterai encore k, et de supposer 
que X(k)  ¢ f} et que le groupe de Galois G = Gal(k/k) agit trivialement sur le groupe de N4ron- 
Severi N S ( X )  (on aurait pu faire cet argument de transfert d6s le d6but de la d6monstration). 
Ainsi N S ( X )  = NS(-X). On consid6re alors le diagramme (oh t = torsion du groupe consid6r4) : 

Pie(x) ® k* ® q / z  ---. H l (x , , :~)  ® q / z  ---. H~(k, H~,(X, q/z(2)))  

I= 
Pic(X) ® Hi (k ,  Q/Z(1))  T 9 

i 
(NS(X) / t )@H ~(k ,Q/ l (1) )2H°(k ,  (NS(-X)/t)®H ~(k ,Q/I(1))) - ,Ha(k , (NS(-X)/ t )®Q/I(1))  

off la premiere fl~che horizontale est donn6e par le cup-produit ,  et off ~ est induite par la fi~che 

N S ( ~ )  ® Q/Z(1) - - .  H2~t(-X, Q/Z(2)) 

dSduite, par torsion par Q/Z(1),  de la fl$che 

6 : NS(-X) ® q / z  = Pic(~) @ Q/z --- ,  H~t(-X, Q/z(1))  

issue de la suite de Kummer. Selon Saito, le diagramme ci-dessus commute. Comme nous sommes 
en caract6ristique z6ro, l 'hypoth~se H2(X, Ox)  = 0 est, par la th6orie de Hodge, 6quivalente au 
fair que 6 a un  conoyau fini. Ainsi Coker(~) est d'exposant fini, et le th6or~me r6sulte alors du 
diagramme ci-dessus. D 

Remarque 7.3.1 : Pour 6tablir l'~nonc6, on s'est sentement servi de l'image de Pic(X) ® k* 
dems HI(X,  IU2) (apr~s extension du corps de base). Comme l'observe Salberger, il serait tr~s 
d~sirable de savoir fabriquer des 61$ments plus int~ressants dans Hi(X ,  IC2). 

Remarque 7.3.2 : De l'dgalit$ 
HI(~,  ~ )  ® q / z  = 0, 

du diagramme (7.2), et du th6or~me 7.3, on dSduit que pour X une vari6t6 projective lisse 
et g6om~triquement int~gre sur un corps k de caract6ristique z6ro, avec HI(X,  Ox)  = 0 et 
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H2(X, O x )  -= O, le groupe Ker[CH2(X) ----* CH2(X)]  est d'exposant fini (r~sultat de [CR1] 
rappel~ dans la d~monstration du thdor~me 6.4). 

Le th~or~me 7.3 a l 'application a~thrn~tique immediate : 

COROLLAIRE 7.4. - -  Soit k un corps de type fini sur le corps Q des rationnels, et soit X 
une varidtd projective Iisse et gdomdtriquement int~gre sur k. Supposons H I ( X ,  O x )  =- 0 et 
H~(X, O x )  = O. Alors le conoyau de l'application 

H~t(k, Q/Z(2))  @ (Ha(X, Y.2) ® Q / l )  ----* H~t(X , Q/Z(2))  

est d'exposant fini. 

D~mons~ration : De fe~it, l ' image de l 'application 

H3t(X, Q/1(2) )  ~ H,3t (X,  Q/1(2))  

est dans le sous-groupe H3e,(X, q / l ( 2 ) )  a des invariants sous le groupe de Galois G = Gal(k/k).  
Comme on l 'a  d~j£ rappel~ dans la d~monstration du th~or~me 6.4, l 'hypoth~se que k est un 
corps de type fini sur le corps premier et une r~duction au cas des corps finis assure, via le 
th~or~me de Deligne sur la conjecture de Weil, que ce groupe, comme d'ailleurs tout groupe 
H~t(-'X, Q / I ( j ) )  a pour i ~ 2j, est un groupe fini ([CR1], Theorem 1.5). L'~nonc~ r~sulte alors 
directement du th~or~me 7.3. 

Le corollaire 7.4 assure que, sous ses hypoth~ses, la condition (H ' )  du thgor~me 7.2 est 
satisfa~te. 

Or, comme annonc~ en 1.9.2, on a l e  th~or~me g~n~rM suivant : 

TItI~OR~ME 7.5 ([$4]). - -  Soit X une vari~t~ lisse (non n~cessairement propre) sur un corps 
k de type fini $ur Q. Alors, pour tout entier n > O, et pour tout entier naturel i, l'image de 
l' application cycle 

C H i ( X ) / n  2i ®i - - - *  H~t(X,z. ) 
est un groupe fini. 

Dgmonstration (r~sum~) : On peut trouver un aaneau R de corps de fractions k, de type fini 
et lisse sur Z, avec n inversible dans R, et un schema X lisse sur Spec(R) tel que X ×R k = X. 
En utifisant la lissit~ de p : X ~ Spec( l ) ,  on obtient que les faisceau× ~tales RJp, lt@, i sont 
constructibles sur Spec( l ) ,  doric £ cohomologie ~tale finie, ce qui, via la suite spectrale de Leray, 
assure la finltude des groupes r ®s Ha (X ,  # ,  ) (volt 6.2). L'application CHi (X)  ---* CHi (X)  est 
surjective, mais l 'on ne salt pas encore dd~inir tme application cycle allant de CHi(X) dans 

2i ®i H a ( X ,  #n ) (et qui ferait commuter le diagramme ~vident, assurant ainsi la finitude voulue). 
Le point ddlicat de la d6monstration de Salto consiste £ montrer qu'£ tout le moins l 'image 
de l 'application cycle C H i ( X )  2i ®i H a (X, # ,  ) est contenue dans l ' image de Ha2i(x,/~n ~')  darts 

21 ®i H~t (X ,# ,  ), ce qui assure sa finitude. 0 

La combinaison de 7.2, 7.4 et 7.5 donne donc le thgor~me de finitude : 

TtIt~OR~ME 7.6. - -  Soit k un corps de type fini sur le corps Q des rationnels, et soit X 
une varidt~ projective lissc et gdomdtriquement int~gre sur k. Supposons H I ( X ,  Ox)  = 0 et 
g ~ ( x ,  O x )  = O, et X (k )  ¢ 0. Alors le sous-groupe de torsion CH2(X)to, ,  de CH2(X)  est un 
groupe fini. 0 
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Remarque 7.6.1 : Ce th6or~me g6n6ralise l'dnonc6 obtenu en 6.3.1 sur un corps de nombres 
- k la restriction X(k)  ~ 0 pros, qu'on n'avait pas impos~e dans 6.3.1. Sur un  corps k de 
type fini sur Q, un seul cas avait 6t6 jusqu'alors trait6, celui des surfaces rationnelles ([C1]), 1£ 
encore avec la restriction X(k)  # ~. De fair, il existe une surface rationneUe X sur un  corps 
k = Q~(T) de fonctions rationnelles en une variable sur un  corps p-adique Qe, avec X(k)  = 0 
et CH2(X),or, ?£ 0 non d6tectable par les applications cycles (Sansuc et l 'auteur, J. of Algebra 
84 (1985); r6interpr6tation pax Salberger, non pubti6e). 

Pax sa m6thode, mais el1 s 'appuyant d 'une part sur le r6sultat de Salberger (Th~or~me 6.6) 
bornant  la torsion, d 'autre part sur des r6sultats de Jannsen proches de ceux utilis6s dans la 
d6monstration du th6or~me 6.7, Saito a r6ussi £ obtenir le th6or~me de finitude le plus g~n6ral 
obtenu au chapitre pr6c6dent : 

THI~OR~ME 7.7 (=  Th~)r~me 6.1). - -  Soit X une vari~t~ projective, li,~e, gdomdtriquement 
conneze ,ur un corpa de nombres k. Suppo,on, le groupe H2(X, Ox ) -- O. Alor~ le $ous-groupe 
de torsion CH2(X)tor, eat fini. 

D~monstration : D'apr~s 6.6, le groupe CH2(X)to~, est d'exposant fini. Pour presque tout 
premier l, la partie /-primMre CH2(X)t_tor, de CH2(X)to~, est donc nulle, et pour 6tablir 
le th6or~me, il suffit d'fitablir la finitude de CH2(X)t_to~ pour tout premier I. Comme au 
thfior~me 7.3, on considbre la suite spectrale ell cohomologie ~tale 

HP(k, Hq**(X, Qt/ l t (2) ) )  ==~ H2t(X, Q,/Zz(2)), 

qui donne lieu £ une filtration F ° C F 1 C F 2 C F 3 sur le groupe Ha, t(X, qt/Z~(2)). 
I1 sera tr~s commode de travailler dans la cat6gorie de Serre C quotient de la cat6gorie des 

groupes ab61iens par celle des groupes ab61iens finis. 
Le groupe F °, quotient de Ha(k, Qt/ l t (2)) ,  est fini, donc nul dans C, car k est un  corps 

de hombres. Le quotient Fa/F  2 est un sous-groupe de H~t(~,  Qt/Zl(2)) a,  groupe fini (voir la 
d6monstration de 7.4), donc nul dans C. On a une injection 

F2/F  1 ~ HI(k,H~,(-R, QI/II(2)). 

Dans C, on a une surjection 

H2(k,H~t(-'R, Qt/ll(2))) ~ F1 /F  °. 

Sous l'hypoth~se que k est un  corps de hombres, Jannsen ([J], Cor. 7 (b) p. 355) a 6tabli 
l 'existence d 'un  entier r _> 0 (d6pendant a priori de l - et qu'on peut choisir nul pour presque 
tout l) et d 'une surjection 

(Ql/Zl) r ,, H2(k, H~,('X, Qn/Zt(2)) °) 

(M ° d6signe le sous-groupe divisible maximal d 'un groupe M). On observera que le quotient 
1 - -  1 - -  He,(Z, Q,/ZI(2))/H~t(X, Qt/Z~(2)) ° est un  groupe fini, et donc que l 'application 

H2(k, H~,(--X, Q,/Z~(2)) °) ~ H2(k, H~,(X, Qztl~(2))) 

a un  conoyau d'exposant fini. 
On a F 2 = Ker[Ha~t(X, Qt/Z,(2)) ~ Hea,(~,Q,/Zl(2))]). Comme on l 'a  6tabli dans la 

d6monstration du th6or~me 7.3, l 'hypoth~se H2(X, Ox)  = 0 implique, sur un  corps k de 
caract6ristique z6ro, que l 'application compos6e 

Hi(X,  ~2) ® Q,/Z~ ---* F 2 ~ Hi(k,  H~,(-X, Q, / l l (2 ) ) )  
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a un conoyau d'exposant fini. 
On dispose donc dans C de l 'application compos~e 

(Q,//~)* ~ H~(k, H~,(X, QdZn(2)) °) ~ H2(k, H: , (X,  Q d l t ( 2 ) )  ----* H~,(X, qdzn(2)) .  

Notons ici 0 Coker[H a (X, K:2) ® qt /Zl  s --= --~ Het(X , Qd/l(2))] .  Du diagramme 

0 

T 
0 

T 
( q , / z , )  ~ , H~,(x, q, /Zt(2))  

T 
H~( X,]C2) ® q J z l  

H 1 (k, H~t("X, Qt/lt(2))) 

et des considerations pr6c6dentes, on voit que sous nos hypotheses, le groupe 

O" = Coker[(Qdll)* ~ O] 

est un  groupe d'exposant fini. 
Soit (voir le diagramme (7.2)) : 

D" = Coker[ (q l / l l )  r ---+ H°(X,  7"/3(Qtll,(2)))]. 

Tout quotient d 'un  groupe (Qi/Zl) ~ est de la forme (Ql/Zl) b (avec b _< a). On en d~duit donc 
que dans la cat4gorie C, pour tout entier n > 0, les fl~ches naturelles induites sur la n-torsion 
nO - -~  nO" et nD ---* nD" sont des isomorphismes, et qu'il existe un  entier n > 0 (puissance 
de l) tel que l ' inclusion nO" ---* O" soit un isomorphisme. Comme en c) de la d~monstration 
du th4or~me 7.1, on consid~re dans C le diagramme commutatif 

nO" - - ~  .D" 

l l 
e "  - -~  D" 

CH2(X)z-,o~, 

1 
, CH2(X)/n 

1 
, C H 2 ( X ) ® Q , / I , ,  

4 @2 , H , , ( x , , .  ) 

off la suite horizontale est exacte (via Merkur'ev-Suslin), la suite verticale est un  complexe, 
et la fl&che nO" - -~  O" un  isomorphisme. D'apr~s le th4or~me 6.6 (Salberger), CHZ(X)(1) est 
d'exposant fini. Quitte h remplacer n par une puissance plus 6lev4e de l, annulant  CHZ(X)l_tors, 
on peut donc assurer que l 'application CH2(X)~_tor, ~ CH2(X) /n  est injective. 

La m~me chasse au diagramme qu 'an th4or~me 7.1 montre Mors que l 'apptication 

CH~(X),_,or, • ~2 H;, (X , t , .  ) 
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est une inject ion dans C. Ainsi, dans  la cat~gorie des groupes ab~liens, l 'appl icat ion 

C H 2 ( X ) , _ , o r ,  ~ 4 ®2 g,,(X,p, ) 

a un  noyau fini. Comme l ' image de cet te  applicat ion est finie (Th~or6me 7.5), on conclut que le 
groupe CH2(X)l_tor, est lu i -m~me fini. 

Remarque 7.7.1 : Dans  r app roche  ei-dessus,  on ~tablit  la  f ini tude de CH2(X)~or. sans mont rer  
d 'abord ,  comme on l 'avait  falt au pa ragraphe  6, que pour  tou t  ent ier  n > 0 le groupe nCH2(X) 
est fini. 
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§8.  Var idt4s  sur les  corps  l o c a u x  

Par corps local, on entendra iei une extension finie du corps p-adique Qp. On a l e  r6sultat 
g6n6ral suivant (cf. [CSS] Cor. 2 p. 773) : 

THI~ORt~ME 8.1. - -  Soft k un corps local, et X une k-varigt~ Ifsse. Alors pour tout entfer 
n > O, Ic sous-groupe de n-torsion nCH2(X) est un groupe fini. 

Ddmonstration : C'est une cons6quence imm6diate du th6or6me 3.3.2 : le groupe nCH2(X) 
est un sous-quotient du groupe de cohomologie 6tale a ®2 Her(X, # ,  ). Or pour une vari6t6 X sur un 
corps local, et tout i > 0 et j entiers, le groupe H~t(X, #~J) est fini, comme on le volt en utilisant 
la suite spectrale de Hochschild-Serre, la finitude des groupes de cohomologie **et~r#q t-~,t.,, ®j~j 
(q > 0) et celle des groupes Hr(Gal(k/k),  F)  (p > 0) pour k local et F u n  Gal(k/k)-modute 
fini. 

Le th6orbme suivant avait 6t6 obtenu sous des hypoth6ses plus restrictives darts [CR1]. C'est 
l'6none6 8.3 ci-dessous qui permet d'aller un peu plus loin, en 61iminant les hypothbses du type : 
Hi(X ,  COz) = 0, ou X (ou Albx)  a bonne r6duction. 

THI~.ORI~ME 8.2. - - ° "  Soient k un corps local, eztension finie de Qp, et X une k-varidt~ 
projective, lisse et gdom~triquement int~gre. Supposons H2( X,  Ox  ) = O. Alors : 

(a) Le groupe 
ker[Cg2(x)  ~ CH2(X)] 

eat fini. 
(b) Sf de pI,,s l'i,~age d*, groupe NH~,(X, Q/Z(2)) dons le gro~,~,e H~,(X, Q/Z(2)) est fini, 

par ezemple ai Ha~,(-K, Q / l ( 2 ) )  c est fini, slots le groupe CH2(X)tor, est fini. 

(c) ([CR1], 3.16). Si X a potcntiellement bonne rdduction our k, la torsion premiere a p 
de CH2(X)  eat un groupe fini. 

(d) ([eRa, 6.1) Si X est ,*he s,*rface, le gro,*pe CH2(X),o~,  est fini. 

Ddmonstration : Tout d'abord, d'apr6s le thdor6me 4.2, le groupe CH2(-X)to~s est, de fa~on G-  
6quivariante, un sous-groupe de Hat(-X, Q/Z(2)), et un  coup d'oeil au diagramme (3.6) montre 
que l'image de c g 2 ( z ) t o , s  dons CH2(-'X)to~ C Hat(X, Q/Z(2)) s'identifie g l 'image de 

NHaet(X, QIZ(2)) = Ker[H~at(X, Q/Z(2)) -----+ Hae,(k(X), Q/Z(2))] 

dons Ha t (F ,  Q / l (2 ) ) .  L'6nonc6 (b) r6sulte donc de (a). 
Si X a bonne r6duction potentielle, des th6or6mes de changement de base en cohomologie 6tale 

et du th6or6me de Deligne (conjecture de Well) r6sulte la finitude des groupes Hat(X, QffZt(2)) a 
pour chaque 1 premier ¢ p, et leur nullit6 pour presque tout l ([CR1], 1.5.1). Ainsi (c) r6stdte 
de (b). 

Lorsque X est une surface, le G-module H~t('-X , Q/Z(2)) s'identifie au groupe Albx(k)tors 
des points de torsion de la vari6t6 d'Albanese Alb X de X. Ainsi H~t('-X , Q/7(2))  a s'identifie au 
groupe Albx(k) t  . . . .  et ce dernier groupe est fini (voir § 1, Prop. 1.7). Ainsi (d) r6sulte de (b). 

Etablissons (a). Comme on l 'a  rappel6 dans la d6monstration du th6or6me 6.4, on dispose 
d 'une suite exacte 

H 1 (G, K2-k(X)/H°('-X, tC2)) ----+ Ker[CH~(X) --+ CH~(~)]  -----+ Hi(G, HI('X, lC2)). 

Sous l'hypoth6se H2(X, Ox)  = 0 et k corps local, on sait que le groupe HI(G, HI(-X, IC2)) 
est fini ([CR1] Prop. 3.9). En utilisant la nuUit4 de H~(G, K2"k(X)/K2"k) pour une vari6t6 sur 
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un corps local ([el]) ,  et l 'unique divisibilit~ du groupe K~k, on voit que le groupe de gauche 
s'identifie au noyau 

Ker px : He(G, H°( "~, 1Ce)) ~ He(G, Ke-l~(X)). 

Or le th6orbme 8.3 ci-dessous dit que ce groupe est fini. Ainsi le groupe m~dian dans la suite 
exacte ci-dessus est fini. 

Remarque 8.2.1 : On peut se demander si l 'hypothbse de (b) n'est  pas toujours satisfalte (cf. 
[J] Remark 5 p. 349). 

I1 reste donc £ ~tablir le th6orbme suivant ([CR3], Prop. 4.2), analogue sur un  corps local du 
th~orbme 6.7 (Salberger) : 

THEORI~ME 8.3. - -  Soit X une varidtd projective, lilac, gdomdtriquement connexe sur un corps 
local k. Le groupe 

g 1 (G, Ke-f~(z)/Y°(-)~, 162)) = Ker px: He(G, H°( -R, 162)) ~ He(G, ge"k(X)) 

est un groupe fini. 

Ddmonstration : Elle est enti~rement analogue £ celle du th~or~me 6.7, dont nous reprenons 
les notations. Supposons d im(X)  > 1. Soit Y C X une section hyperplane lisse. La fl~ehe de 
restriction He(G, H°(~,K:e) )  ----+ He(G, H°(Y,K:e) ) indui t  une fl~che Ker(px) - -~  ger(py) .  
Le noyau de He(G, H ° ( X  ", Ee)) ~ He(G, H ° ( 7 ,  K:2)) s'identifie h celui de 

H2(G, H~t(-R, Q/ l (2 ) ) )  ~ He(G, H~t(Y, Q/7(2))) .  

Comme la G-cohomologie d 'un  G-module fini est finie (k est local), £ groupes finis pros, ce 
noyau s'identifie £ celui de 

H2(G, H:t(-X, q/ l (2))  °) ~ He(G, g : , ( ~ ,  Q/Z(2))°).  

La fl~che de restriction 

H: t (X,  q / l ( 2 ) )  ° ---, H:tW, ql l (2))  ° 

est une application G-~quivariante qui admet une presque r~traction, c'est-h-dire qu'il  existe 
une fl~che G-~quivariante 

g2 , (7 ,  Q/Z(2)) ° ---* H,' ,(X, Q/I(2)) ° 

qui compos~e avec la pr~c~dente est la multiplication par un entier m > 0. Ainsi le noyau de 

He(G, H~,(-Z, Q/I(2)) °) ~ He(G, H:,(Y, Q/I (2 ) )  ° ) 

2 1 o est contenu dans le groupe de m-torsion de H (G, Her(X, Q/Z(2)) ), et ee groupe est un quotient 
de He(G, m(H~t(X, Q/ I (2) ) ° ) ) ,  groupe fini puisque k est local. On volt doric que la fl~che 
Ker(px) ~ Ker(py) a un  noyau fini. On est donc ramen~ h ~tablir le th~or~me pour une courbe 
C sur un  corps local. Ceci est fait par Raskind dans [R3], dont nous rappelons bri~vement les 
arguments. Comme on a CHe(C) = 0 pour une eourbe C, la m~thode galoisienne montre que 
le groupe Hi(G, Kz'k(C)/H°(-C, ICe)) s'identifie au conoyau de la fl~che 

Hl(C, ge) ~ HI(U,/Ce) a. 
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Notons V(C) Ker [HI (C ,~2)  k*] et V(C) Ker[HI(C,K:2) ~ - *  ' = ~ = k ], les fleches provenant 
des applications de r~ciprocit~ usuelles. Comme l 'explique Raskind (op. cir. 3.5 et lemme suivant) 
un th~or~me de S. Salto en th~orie du corps de classes sup~rieur (sur un corps local) assure que 
l 'application Y(C)  ~ V(-C) a est surjective. En utilisant l 'unique divisibilit6 de Y('~) ([R3], 
Lemma 1.1) et la G-cohomologie de la suite exacte 

0 ~ V(~)  ~ H' (C,K:2)  ~ k* ~ 0, 

on volt que le conoyau de HI(C,/C2) --- ,  H1(C ,~2 )  v s'identifie £ celui de 

HI(C,~2)  ---+ k*, 

i.e. £ celui de la fl~che 

N :  G k(P)" ~ k', 
PEC(o) 

off les flbches Np : k(P)* ~ k* ne sont autres que les applications normes pour tout point 
ferm6 P.  La flbche N e s t  surjective si C possbde un k-point.  Dans ce cas, on a donc m6me 
HI(G, K2-k(C)/H°(-C, IC2)) = O. En l'absence de point rationnel, il est cependant clair que 
l ' image de N dans k* est d'indice fini, car c'est d~j£ le cas pour chaque Np, k 6tant un corps 
local. On peut se demander si N n'est pas toujours surjective, m6me en l 'absence de point 
k-rationnel. 

Pour certaines surfaces, l 'approche de Saito permet de contr61er le groupe CH2(X)tor, -- 
CHo(X)tor, au moyen d'applications cycles, et de faqon peut-Stre plus frappante encore, au 
moyen du groupe de Brauer. Le th~orbme suivant s'applique en paxticulier aux surfaces avec 
H2(X, Ox)  = 0 et H i ( x ,  Ox)  = 0 (cette derai~re condition assurant la triviaiit~ de la vaxi~t~ 
d'Albanese), en particulier aux surfaces d 'Enriques et aux surfaces rationnelles. Seul ce dernier 
cas 6fair connu ([C1]). 

TH~OR~ME 8.4 (Salto, [$2]). - -  Soi~ k un corps local, et soit X une ~urface projective lisse 
et g~omdtriquement int~gre sur k. Suppo~on~ H2(X, Ox)  = 0 et suppo~on~ que la vari~td 
d'Albanese AI~ X de X air potentielle bonne rdduction. Alora : 

(a) II exi~te un entier N > 0 tel que pour tout entier n multiple de N,  l'application cycle 

---* H , , (X ,u  . ) CHo(X),o~, 4 ~2 

~oit injective. 

(b) L 'accouplement naturel 

CHo(X) × B~(X) ---, B~(~) = Q/Z 

induit une injection 
C Ho( X ),o~, --* ttom( Br( X ), Q / l ) .  

Ddmonstration : Pour 6tablir (a), il suffit, d'apr~s le th~or~me 7.1, d'$tablir que le conoyau 
de la fl6che 

H I(X, IC2) ® Q / I  ~ H~t(X, Q/:/(2))  

est d 'exposant rink Pour cela, on reprend la d6monstration du th~or~me 7.3. On analyse 
le groupe Haa(X,Q/Z(2)) au moyen de la suite spectrale de Hochschild-Serre. Le groupe 
H3(k, Q/Z(2))  est nul (k est local, donc de dimension cohomologique ca(k) = 2). Le groupe 
H~t(-X, Q/Z(2))  G est fini, car X est une surface sur un corps local (voir la d~monstration de 
8.2 (d) ci-dessus). Proc~dant comme en 7.3, on volt qu'il  sttffit ici de montrer que le groupe 
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H2(k, H~t("X, Q/Z(2))) est d'exposant fini (en 7.3, l'hypoth~se H'(X,  Ox) = 0 garantit  la nullitg 
du sous-groupe divisible maximal de g ~ t ( ~ ,  Q/Z(2)), ce qui assure £ peu de frais que le groupe 
g2(k, H~t(X , Q/Z(2))) est d'exposant fini). 

Or le groupe H~(k, Hlt(-X,Q/Z(2))) est ici fini, car l'hypoth&se de bonne r~duction de 
la vari~t~ d'Albanese, donc de la vari~t~ de Picard, sur une extension firSe K de k assure 
que le groupe H2(k,H~t('K,Q/I(2)) °) est nul (cf. [CR1], p. 190/191), donc que le groupe 
H2(k, H l t (X ,Q/Z(2 ) )  °) est fini (en fait, nul, par exemple parce que cd(k) _< 2 implique que 
ce groupe est divisible). Ceci ~tablit (a). 

Passons £ (b). La combinaison de la duatitg en th~orie du corps de classes local et de la dualitg 
de Poinearg pour une vari~t~ projective et lisse sur un  corps s~parablement clos donne lieu pour 
la surface X £ un  accouplement non dgggn~r~ de groupes ab~liens finis 

4 @2 6 ge,(X,# n ) × H:,(X,#,,) --* H,,(X, #~3) = Z/n, 

(voir [$1], 2.9; pour une dualit~ analogue, mais sur un corps fini, voir [CSS] d~monstration de 
(i), p. 790/791), et la suite de Kummer donne fieu £ une suite exacte 

0 ~ Pic(X)/n ~ H~t(X, tin) ~ , B r ( X )  ----* 0 

et l 'on v~rifie que l 'accouplement 

CH~(X)/,~ x P i c ( X ) / ~  - - ~  ~ ®3 H¢,(X,#n ) = Z/n 

induit par l 'accouplement ei-dessus, l 'application cycle et la flbche d~duite de la suite de Kummer, 
est nul (l 'application cycle envoie un point ferm~ P dans la cohomologie & support darts ee 
point, et tout diviseur sur X admet un repr~sentant £ support ~tranger £ P). Choisissant alors 
n multiple de N comme en (a), on d~duit alors de (a) une injection : 

CHo(X),o~, ~ Hom(,~Br(X), Z/n) 

et donc a fortiori une injection CHo(X)to,., ~ Hom(Br(X),Q/l)  comme annonc& Un petit 
travail permet de v~rifier que cette application est bien d~duite de l 'accouplement naturel 

CHo(X) x Br (X)  - -~  Br(k) = Q/Z 

(pour un  calcul analogue, voir [CSS] d~monstration de (ii), p. 791/792). 

Remarque 8.4.1 : Pour 61iminer l 'hypothbse (d6sagr6able) de bonne r6duction, il suffirait d'6ta- 
blir que l 'image de Haet(X, Q/Z(2)) dans H~t(k(X),Q/Z(2)) est finie, ou du moins d'exposant 
fini. Sans hypothbse de bonne r6duction pour la surface X,  on sait en effet que CH2(X)tors 
est fini (Th6or~me 8.2). Si l 'image de Hit(X, Q/Z(2)) daas H~t(k(X), Q/Z(2)) est finie, le dia- 
gramme (7.2) montre que le groupe O est d'exposant fini, ce qui permet alors d'appliquer le 
th6or~me 7.1. 

Remarque 8.4.2 : Sous les hypotheses de 8.4, et sous l'hypoth~se suppldmentaire, sans doute 
superf6tatoire (conjecture de Bloch sur les surfaces avec H 2 (X, Ox) = 0), que l 'application d'A1- 
banese A0(X) ~ Al_~bx(k ) est un isomorphisme, Saito [$2] d6montre qu 'en fait t 'accouplement 

Ao(X) x Br (X)  ~ Q/Z 

est non d6g6n6r6 £ gauche. L'idbe est de contrSler l 'image de Ao(X) darts A1bx(k ) au moyen de 
la dualit6 de Tate pour les vari6tgs abgliermes sur les corps locaux, qui donne un isomorphisme : 

Albx(k ) _~ Hom(H1 (k, Pi..__qc~), Q / l ) .  
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L'homomorphisme compos@ naturel 

H~(k, Piqc~c ) ---* Hi(k ,  Picx) ~ B r ( X ) ,  

donne alors lieu £ un diagramme dont on v6rifie la commutativit6 : 

Ao(X)  ~ Albx(k  ) 

l l-" 
Hom(Br(X),Q/i[) ~ Hom(H'(k ,  Pi._..gc°),Q/Z). 

Ainsi le noyau de la fl~che verticale de gauche est inclus dans le noyau de la fl~che horizontale 
sup6rieure, qui par l'hypoth~se suppl@mentaire est un groupe de torsion. Le th6or~me pr6c@dent 
assure que la restriction £ Ao(X)tors de la fl@che verticale de gauche est injective. 

THI~ORI~ME 8.5. - -  Soit X une surface projective et lisse, gdomgtriquement int6gre sur un 
corps local k. Supposons 

(i) H2(X ,  O x ) =  O, et 

(it) L'application d'Albanese Ao(-X) ~ Albx(k') est un isomorphisme (cons@uence de 
(i) seton une conjecture de Bloch). 

Alors le groupe Ao(X)  est une extension d'un sous-groupe ouvert de Albx(k  ) par un groupe 
fini. En particutier, le quotient A o ( X ) / n  est fini pour tout entier n > O, et Ie quotient A o ( X ) / l  
est nul pour presque tout premier l. 

DLmons@ation : D'apr~s (it), le noyau de la fl~che Ao(X)  ~ Albx(k ) est un  groupe 
de torsion, done tint sous l'hypoth6se (i) d'apr6s le thdor~me 8.2 (d). Etudions l 'image de 
Ao(X)  dans Albx(k  ). Comme ce dernier groupe est un groupe analytique p-adique compact 
commutatif, ses sous-groupes ouverts ne sont autres que ses sous-groupes d'indice tint. Soit 
C une courbe section hyperplane lisse de X. On a ml @pimorphisme de vari@t@s ab6liennes 
Alb c ~ Albx ,  induisant un  homomorphisme Albc(k ) ~ Albx(k ) d'image ouverte, donc 
d'indice tint, dans Albx(k  ). L'application Ao(C) ~ Alb c e s t  un isomorphisme si C(k)  7 £ 9, 
darts le cas g@n@al son image est un  sous-groupe d'indice tint de Albc(k ) (k est local). Ainsi 
l 'image de A o ( X )  ~ Albx(k ) contient un sous-groupe d'indice tint de Albx(k) ,  c'est doric 
un sous-groupe d'indice tint, donc ouvert. Le groupe analytique p-adique compact Albx(k  ) 
est une extension d 'un  groupe tint par un sous-groupe isomorphe £ une somme directe filfie 
d'exemplaires de 7p, ce qui implique Mors la derni~re partie de l'6nonc6. 

Pour terminer, et sans dfimonstration, je citerai un r@sultat obtenu par la m@thode de 
localisation. 

THI~ORt~ME 8.6 ([CR3], 6.3). - -  Soit k un corps local k, extenaion finie de Qp, soi~ R son 
anneau des entiers et F son corps r~siduel. Soit X un R-schdma projectif et lisse h fibres 
gdomdtriques int@res, de fibre gdnLrique X / k  et de fibre spdciale Y /F .  Supposons H2(Y, O y  ) = 
O. Alors, pour tout premier I 76 p, les sous-groupes de torsion I-primaire CH2(X)z_to~s et 
CH2(y)t_tor8 sour des groupes finis naturellement isomorphes. 
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§ 9. Var i~ t6s  sur  les  corps  de  n o m b r e s ,  III  
Aux paragraphes pr6c~dents, j 'a i  donn6 des d6monstrations, dues pour t'essentiel £ Salberger, 

au moins dans le cas global, des th6or~mes bornant l 'exposant de la torsion de CH2(X) lorsque 
X satisfait H2(X, Ox) = 0 (Th6or~me 6.6 sur un corps global; th$or~me 8.2 (b) sur un corps 
local - avec quelques hypotheses parasites). Darts ce paragraphe, je commence par d6crire la 
m6thode originale de Salberger permettant  d'  dtablir ce rdsultat de torsion born6e (th6orSme 9.1 
et d~but de la d6monstration du th6or~me 9.2). La ddmonstration pr6sentde ici a 6t6 reconstitu6e 
k partir d'expos6s de Salberger en 1990. 

J'expose ensuite comment Salberger (communication personnel]e) peut modifier la technique 
de localisation expos6e au §6 de fa~on ~ ~tablir le th6or~me de finitude 6.1, ici baptis$ 9.2, 
sans recourir, comme Raskind et moi-m6me l'avions fair, au r6sultat fin de Bloch, Kato-Saito et 
Somekawa (ddmonstration du th6or~me 6.5, point c)). 

La r$cente prSpublication [Sb2] contient de nombreuses autres id6es et d6monstrations 
int6ressantes, et j 'engage le lecteur ~ la consulter. 

THEOREME 9.1. - -  Soit k un corps local (non archimddien) ou global de carac~dristique z~ro, 
et soit X une k-varidtd projective et lisse gdomdtriquement int~gre. Supposons H2( X, Ox ) = O. 
Alors le conoyau de l'applicatiou 

H~(X, IC2) ® Q / I  - -~  Ker[Haet(X, Q / l ( 2 ) )  - - ,  gea,(X, Q/z(2))  a @ g~t(k(X ), Q/Z(2))] 

cst d'exposan~ fini. 

Ddmonstration : On proc~de comme au th~r~me 7.3. La suite spectrale de Hochschild-Serre 
en cohomologie 6tale 

HP(k, H~t('X , q /z (2 ) ) )  ~ H:t(X , Q/Z(2)) 

donne lieu £ une filtration F~  C F~  C F~  sur le groupe Ker[Haet(X,Q/Z(2)) ----* 
gaet(-X, Q/Z(2))G]. Notons 

NrHaet(X, Q/Z(2)) = Ker[Heat(X, Q/Z(2)) - - *  H~t(-R, Q/Z(2)) G $ Haet(k(X), Q/Z(2))], 

et consid6rons la filtration induite sur ce sous-groupe, soit 

F°,r c F~,r c F~,r. 

Le groupe F~, r e s t  un sous-groupe de F~ ,  lui-m6me quotient de Ha(k, Q/Z(2)). Sur un corps 
local, ce dernier groupe est fini. Sur un  corps de hombres, il coincide avec (Z/2) s, o{1 s est le 
nombre de compl6tions r6elles de k (en fait, sur k quelconque, si X(k)  # 0, alors ~X,r = 0, 
comme on voit par un argument de sp6cialisation). 

Comme au th6or~me 7.3, l'hypoth~se H2(X, Ox) = 0 implique que l 'application 

H l ( Z , r ~ )  ® QIZ --~ F~IF~ 

a un conoyau d'exposant fini, a fortiori en est-il de m~me pour l 'application 

HI(X, r2) ® Q/Z - ~  F~,r/F~, ~. 

Pour ~tablir le th~or~me, il suffit donc de montrer que le groupe F~,~ est d'exposant fini. 
Pour cela on utilise la technique des sections hyperplanes d~j£ employee dans 6.7 et 8.3. Soit 
C C X une k-courbe projective lisse g~om6triquement int~gre obtenue par sections hyperplanes 
suceessives. 
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La suite spectrale de Hochschild-Serre est fonctorielle contravariante par morphismes quel- 
conques. On obtient donc un diagramme commutatif : 

o - - .  - - .  - - - .  0 

~ J. 
0 ---+ l~  c --+ F~, --+ 21 Eoo,c --* 0 

off les groupes F~ et F ° sont finis. Par ailleurs, pour k local ou global, le groupe H4(k, Q/Z(2)) 
est nul. De la fonetorialit6 de la suite speetrale on tire done un diagramme commutatlf de suites 
exactes 

H°(-C, Q / l ( 2 ) ) )  a 

H2(k, H~,("X, Q/Z(2))) 2~ ---+ E o+ , x ----+ 0 

H~(k,H~,(-C,Q/Z(2))) ~ E~, c --~ 0 

Darts ce diagramme, le groupe H°(C, q / l ( 2 ) ) )  a = Q/Z(1) a = u(k) est le groupe des raeines 
de l'unit6 dans k ; c'est done un groupe fini. Les arguments d4velopp6s en 6.7 (cas global) et 8.3 
(cas local) montrent que le noyau de la fl~che verticale de gauche est d'exposant fini. Une chasse 
aux diagrammes montre alors que le noyau de la fl~che F}  ----* F~ est aussi d'exposant fini. 

Soit Y C X est une section hyperplane lisse g6om4triquement int~gre. Si R d4signe l'armeau 
local de X au point gfn~rique de Y, tout 616ment de NH~,(X,  Q/l(2))  a, par la th~orie de 
Bloch-Ogus [B1-O], une image nulle dans Haet(R, Q/Z(2)), done, par passage au corps r6siduel 
k(Y)  de R, une image nulle dans H~t(k(Y),  Q/7(2)). Par induction, on voit done que la fl~che 
de restriction Haet(X, Q/Z(2)) ---+ H~,(C , Q/Z(2)) envoie Ie sous-groupe NH~t(X,  Q/l(2))  dans 
NHaa(C, Q/Z(2)), et aussi le groupe NrH~t(X , Q/Z(2)) dans N,.H~t(C, Q/l(2)).  

En particulier, l'application F~,~ -----+ F~ a une image contenue dans F~,, = Ker[Fe 1 --+ 
HS(k(C),  Q/Z(2))]. 

Comparant les suites spectrales de Hochschild-Serre pour C et pour le corps des fonctions 
k(C), on obtient un diagramme commutatif 

0 ~ F~ ~ F~ ~ H~(k ,H~, (C ,Q/Z(2) ) ) / im(#(k )  --+ 0 

o r:<c) ---. 0 

o~x F~ et F°(c) sont des groupes finis quotients de H3(k, Q/Z(2)). Ainsi, £ groupe fini pros, F~, r 
coincide avec 

ger[g2(k, H,~,(C, Q/l(2)))  ---+ H2(k, gl(-k(C),  Q/l(2)))]. 

Ce groupe n'est autre que le groupe 

Ker[H2(G, H°(C, K~2)) ---+ H2(G, K~k(C))] 
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dont on a d6j£ dit (6.7 et 8.3) qu'il est d'exposant fini pour une courbe sur un  corps local ou 
global - et nul lorsque cette courbe poss~de un point rationnel ([R3]). 

Comme l 'application F~, r ~ F~,, a un noyau d'exposant fini, on conclut que F~, r est 
d'exposant fini, ce qui ach~ve la ddmonstration. 

(Comme on le vSrifiera aisdment, dans le cas local on peut partout dans la d6monstration 
remplacer d'exposant fini par fini.) 

TH~Ort/~ME 9.2 (= Th~or~me 6.1). - -  Soit X une varigt~ projective, lisse, g~om~triqueraent 
conneze sur un corps de hombres k. Supposons le groupe H2(X, Ox  ) = O. Alors le sou~-groupe 
de torsion CH2(X)tor, est fini. 

Ddmonstration : Montrons d 'abord que le le groupe CH2(X)tors est un groupe d'exposant 
fini. Comparant la suite exacte 

0 ~ HX(x,  1C~)® Q / I  ~ NH~t(X , Q/Z(2)) ~ CH2(X),or, ~ O, 

et la m~me suite au niveau de la cl6ture alg~brique 

0 -----, Hx(x , /c2)  ® Q / I  ~ NH~,(-X,Q/Z(2)) ~ CH2(X),o~, ~ O, 

et utilisant la nullit~ de H I ( ~ ,  E2)® Q / I  ([CR1]) ainsi que la finitude de H~t(-X, Q/Z(2)) a (d.  
d~monstration du th~or~me 6.4), on d~duit du th~or~me 9.1 ci-dessus que le groupe CH2(X)~o~, 
est un  groupe d'exposant fini. 

Ainsi CHZ(X)t_to~s est nul pour presque tout premier l, et pour ~tablir la finitude de 
CH2(X)t  . . . .  il suffit, pour un  premier l donn~ arbitraire, d'~tablir la finitude de CH2(X)I_t . . . .  

Reprenons alors la d~monstration du th~or~me 6.5, dont je ne r~p~terai pas ici les notations. 
Reportons-nous au point b) de cette d~monstration. On dispose de la suite de loealisation 

HI(XL,IC2) ~ ~ Pic(Xq) ~ CH' (XB)  ----* CH~(XL) ----* 0, 
qESpec(B)O) 

et on a 6tabli que l 'application compos~e 

H'(XL,]C2) ~ ( ~  Pic(Xq) ---* ( ~  NS(Xq) 
qESpec(B)(O qESpec(B)( t ) 

est surjective. Afort ior i  en est-il de m~me de l 'application compos~e induite 

HI(XL,/C2) ® Q ~ ~ Pie(Xq) ® Q ~ ~ NS(Xq) ® Q. 
qESpec(B)( t ) qESpec(B)( t ) 

MMs la fl~c2m de droite est ici un isomorphisme, car les groupes 

J(Fq) = ger [P ic (X, )  ~ NS(Xq)] 

sont de torsion (et m~me f inis) ,  et donc J(Fq) ® Q = 0. Ainsi la fl~che 

H 1 (XL,/C2) ® Q ----, ~ Pic(Xq) ® Q 
qESpec(B)( t ) 

est-eUe surjective. De cette surjectivit~ et de la suite de localisation rappel~e ci-dessus on 
d~duit alors par un  argument formel que l 'application de restriction b. la fibre g~n~rique sur 
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les groupes de Chow, application bien stir surjective, induit encore une application surjeciive 
CH2(XB)to,-s -----* CH2(XL)tors sur les groupes de torsion. 

Plaqons-nous maintenant dans la situation du th~or~me 6.2, dont je reprends les notations. 
En faisant vaxier l 'entier n parmi les puissances d 'un hombre premier l, on obtient tm dlagramme 

H~(×,7~2(Q~//I(2))) ~ Ct t2 (× ) l_ to~  ~ 0 

H,S,(×, Qt/ll(2)) 

off la fi~che 72 est injective et la fl~che horizontale surjective (tes limites inductives fittrantes 
respectent surjections et injections). 

Le groupe de torsion/-primaire Hit(X , Qt/Zl(2)),  fimite directe des groupes finis Het(X,S I*1.®2), 
est un groupe de cotype fini, i.e. extension d 'un groupe fini l-primaire pax un groupe du type 
(Qt/Zl)m, soit encore somme directe d 'un groupe fini/-primaire et d 'une somme finie de groupes 
(QJZt ) .  Ceci vaut plus g6n6raIement pour tout groupe H~t(X, Qt /Zl( j ) ) .  Pour le voir, on utilise 
les arguments classiques suivants (cf. [M1}, p. 163 £ 166 et [CSS], p. 773/774 et 780/781). On 
consid~re la longue suite exacte de cohomologie associ6e £ la suite exacte de falsceaux 6tales 

sur X. On passe ~ ta limite projective en n sur cette suite. On obtient encore une suite exacte, 
H i "X ®i~ car les groupes et[ , #l~ ) sont finis (voir la ddmonstration du th6or~me 6.2 b)). On passe 

ensuite £ la limite inductive sur m dazis la longue suite exact obtenue. On obtient ainsi des 
suites exactes courtes 

0 ---* H i (× ,  Zt(j)) - -~  H i ( x ,  Ql( j))  ---* Hi(X, Qt /Zt ( j ) )  ---* H i + l ( × ,  Zt(j))t--,or, ----* 0 

Off Hi(X,  Qz(j)) = Hi(X,  ll(j))®z, Qt. On observe que pour tout i e t  j entiers, la limite projective 
des groupes H,~t(X, #~J) est un I t -module  de type rink De la suite exacte ci-dessus r6sulte donc 
bien que Hi(X, Qt/lz(j)) est une extension d 'un groupe f ini /-primaire par une somme directe 
de groupes Qt/lt, et donc en fait une somme directe d 'un groupe fini l-primaire et de groupes 
qt/Zt. 

En utilisant la duallt6 entre les Zt-modules compacts et modules de torsion l-primaires dis- 
crets, on volt que cette propri6t6 se transmet ~ tout sous-quotient. Ainsi le groupe CH2(X)t_to,-,, 
sous-quotient de Heat(X, Qt/Zt(2)),  est-il de cotype fini, et il e n e s t  de m~me du groupe 
CH2(X)t-, .... dont nous avons 6tabli qu'il  est un quotient du pr6c6dent. 

Mais, d'apr6s le d6but de la d6monstration, le groupe CH2(X)I_to,, est d'exposant fini. C'est 
donc un groupe fini. [7 
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