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LA DESCENTE SUR LES VARIETES RATIONNELLES, II

JEAN-LOUIS COLLIOT-THELENE &t JEAN-JACQUES SANSUC
a Yu. I. Manin

§0. Introduction. La méthode générale de la descente sur les variétés ration-
nelles a été introduite en 1976-77 dans une série de Notes ([17],[18],[19])
suscitées par des travaux de F. Chatelet [9], P. Swinnerton-Dyer, et Yu. I. Manin
([41],[42]) a propos de Tétude des points rationnels de certaines surfaces
algébriques. Elle avait constitué notre premiére approche [17] de la description
des points rationnels des tores [20]. Elle a été partiellement reprise et complétée
en 1979 dans un exposé au congrés d’Angers [22] qui analyse davantage la
problématique générale mais ne donne guére plus de démonstrations que les
Notes précédentes.

Cette méthode a été appliquée depuis avec succés dans des situations nouvelles
([13],127],[2],[15],[28],[16]) et I'intérét arithmétique des résultats obtenus rend
nécessaire la publication d’un texte de base, par nature quelque peu aride, qui
rassemble les énoncés fondamentaux de la théorie, y compris certains obtenus
récemment [25], et surtout en donne des démonstrations détaillées. Signalons que
si les articles [13] et [2] évitaient le recours 4 la théorie générale, il n’en est pas de
méme de Particle [27], qui repose en grande partie sur le présent mémoire.

Des textes de présentation variés existent déja: d’abord I'exposé [22] dont cet
article est en quelque sorte la suite, mais aussi le §5 du rapport [43] de Manin et
Tsfasman, le §2 de 'exposé [11] au congreés de Berkeley et divers textes de
séminaire ou congrés ([29],[49], [51)).

Nous ne rappelons donc que briévement la liste des problémes algébriques,
géométriques et arithmétiques auxquels on s’intéresse sur les variétés rationnelles,
et le principe de 1a méthode de la descente dont I’objectif est d’aider a la solution
de certains de ces problémes.

Une k-variété rationnelle est une variété algébrique géométriquement inteégre
birationnelle & ’espace projectif sur une extension de son corps de définition k.
On peut citer comme exemples les quadriques et les variétés de Severi-Brauer, les
surfaces cubiques lisses, les surfaces fibrées en coniques sur la droite projective,
les surfaces de Del Pezzo, les intersections complétes de deux quadriques,
géométriquement intégres et sans point conique, dans l’espace projectif de
dimension > 4, les espaces homogénes principaux sous un groupe algébrique
linéaire connexe.
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Les problémes auxquels on s’intéresse 4 propos de ces variétés sont de plusieurs
types:

(a) problémes k-birationnels: k-rationalité, k-rationalité stable, k-unirationa-
lité (le corps des fonctions de la variété est-il transcendant pur sur k, le devient-il
aprés adjonction de variables indépendantes, est-il un sous-corps d’une extension
transcendante pure de k?);

(b) problémes de points rationnels (existence d’un point rationnel, densité des
points rationnels, répartition en classes pour la R-équivalence, paramétrage de
I’ensemble des points rationnels, et, sur un corps de nombres, principe de Hasse
et approximation faible, .. .).

La méthode de la descente, inspirée de la descente sur les courbes de genre 1
(voir par exemple [7]), est congue comme une méthode d’attaque de ces problémes.
Elle consiste a attacher a la variété rationnelle considérée un certain nombre de
variétés auxiliaires, dites variétés de descente, de dimension plus grande mais de
géométrie a priori plus simple, chacune équipée d’un k-morphisme dominant vers
la variété initiale, tout point rationnel de celle-ci étant image d’un point rationnel
de l'une de ces variétés auxiliaires (voir (2.7.2)), et le nombre de ces variétés
auxiliaires étant fini lorsque k est un corps de nombres (théoréme 2.7.3).

L’observation originale que nous avons faite, 3 la suite de questions de P.
Swinnerton-Dyer en 1970, est que les exemples concrets de variétés de descente
rencontrées dans la littérature (tant dans le travail original de Chételet que dans
les contre-exemples au principe de Hasse, tel celui de Swinnerton-Dyer [53] en
1962), variétés qui apparaissent aprés des “factorisations” adéquates, sont des
torseurs sous des tores au-dessus de la variété initiale, non ramifiés sur les
modeles projectifs et lisses de cette variété, et que ce fait explique les phénoménes
rencontrés (telle la finitude ci-dessus, qui n’est autre qu’une variante du théoréme
faible de Mordell-Weil) et permet de définir le cadre le plus général ou de telles
méthodes s’appliquent (§2.7).

Si les variétés de descente sont bien choisies, ce qu’on peut imposer dans le
cadre général des torseurs sous des tores quelconques (““torseurs universels” ou
“torseurs admissibles”), les obstructions (dues & Manin) tant i la k-rationalité
(§2.A) qu’au principe de Hasse (§3.1) s’évanouissent sur elles (§2.1).

Par ailleurs, si k est un corps de nombres, si la variété initiale a des points dans
tous les complétés de k, et si I'obstruction au principe de Hasse définie par
Manin au moyen du groupe de Brauer ne permet pas de conclure a I'absence de
point rationnel, alors il existe une variété auxiliaire possédant des points dans
tous les complétés de k et pour laquelle le groupe de Brauer est “trivial” (en fait
mieux, voir §3.5).

La description de la méthode de descente et la justification des deux derniéres
phrases sont le premier objectif de cet article. Le résultat du §3.5 est fondamental
dans les applications concrétes de la méthode.

Une fois établi que les obstructions usuelles s’évanouissent sur les variétés de
descente d’un type convenable, il devient alors plus raisonnable de chercher a
établir le principe de Hasse (lorsque k est un corps de nombres) et la k-rationa-
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lité de ces variétés auxiliaires (lorsqu’elles possédent un point k-rationnel). Si ces
deux propriétés sont satisfaites, on peut dire que I’arithmétique de la variété
initiale est parfaitement connue (§2.8 et §3.8).

En général, nous ne disposons pas de procédé-miracle pour établir ces
propriétés. De fait, & ce stade de la méthode, il faut de nouvelles idées pour
analyser la géométrie et Parithmétique des variétés auxiliaires. En ’absence de
théorémes généraux, on étudie de prés ces variétés, et on essaye d’établir 'une ou
Pautre des propriétés ci-dessus par des méthodes ad hoc ([13],[27],[28]). On ne
sait le faire sans posséder des équations concrétes de ces variétés auxiliaires,
variétés qui sont données a priori de fagon trés désincarnée. C'est le second
objectif du présent article de donner de telles équations (“description locale des
torseurs”, §2.3) et de détailler en particulier le cas ou la variété initiale est une
surface fibrée en coniques sur la droite projective (§2.6).

Les résultats des §§ 2 et 3 sont fondés sur des propositions de cohomologie
étale (ou plate) qui sont rassemblées dans le §1, paragraphe que nous invitons le
lecteur a sauter en premiére lecture. Par ailleurs nous avons inclus une démon-
stration simple et valable en toute caractéristique d’un résultat de base sur le
groupe de Picard des variétés rationnelles (§2.A), ainsi que la démonstration
d’une remarque générale sur le calcul de ce groupe (§2.B). Enfin le résultat du
§2.9 peut dans certains cas aider a établir la k-rationalité (stable) des torseurs
universels.

Notons que si en derniére analyse (théoréme 3.5.1), les obstructions “géomé-
triques” au principe de Hasse définies par les torseurs sous des tores coincident
avec l’obstruction définie par Manin en termes de groupe de Brauer, des exemples
montrent que la partition des points rationnels d’une k-variété rationnelle
obtenue par accouplement avec des torseurs sous des tores peut €tre strictement
plus fine que celle obtenue par accouplement avec le groupe de Brauer (cf.
2.7.11), et donc se rapprocher plus de la partition en classes pour la R-équiva-
lence, telle que définie par Manin (cf. 2.7.2).

La méthode a complétement réussi dans le cas des surfaces de Chatelet
généralisées [27] qui sont les surfaces fibrées en coniques non triviales les plus
simples, et elle a partiellement réussi pour d’autres surfaces fibrées en coniques
[28]. Autre exemple de réussite compléte: le cas des espaces homogénes principaux
sous des tores ([20], [22]). Complétée par la “méthode des sections hyperplanes”,
la méthode de la descente a permis de mieux comprendre l’arithmétique des
intersections de deux quadriques [27] et aussi de certaines hypersurfaces cubiques
[16]. Mais il convient de signaler que pour certaines variétés rationnelles tres
simples de dimension au moins 3, les torseurs universels ne sont pas (stablement)
k-rationnels (cf. 2.8.18). Le cas des surfaces rationnelles est ouvert: le module
galoisien défini par le groupe de Picard d’une surface rationnelle semble alors
mieux contrdler la géométrie et 'arithmétique de la variété ([4],[10], [23]).

C’est avec grand plaisir que nous dédions ce travail & Yu. I. Manin, qui sut
renouveler ’étude arithmétique des variétés rationnelles en y apportant le point
de vue de la géométrie algébrique moderne.
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§1. Torseurs sous des groupes de type multiplicatif

1.0. Notations. On utilise les abréviations usuelles pour les topologies
suivantes sur un schéma X: ét pour étale, Zar pour Zariski, p/ ou fppf pour
fidélement plat de présentation finie et enfin fpgc (voir [44] II §1 ou [31] Arcata I
et II). Sauf mention explicite, la topologie considérée est la topologie plate p/ et
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les faisceaux et leurs groupes de cohomologie sont relatifs a cette topologie. Si F
et ¢ sont deux faisceaux de groupes abéliens sur X, on désigne par #om (F, Y)
le faisceau des homomorphismes de # dans 4. La notation G,, désigne le groupe
multiplicatif Spec Z[¢, t7!].

1.1. Groupes de type multiplicatif. Pour les notions générales sur les groupes
de type multiplicatif, on renvoie a [32], chap. VIII-X. Voici néanmoins quelques
rappels pour fixer la terminologie (on se place dans des situations moins
générales que [32]).

Soit X un schéma. On note G,, x = G,, Xz X le groupe multiplicatif sur X.
Un X-schéma en groupes diagonalisable est un X-sous-schéma en groupes d’un
G, x- Un X-groupe de type multiplicatif (resp. un X-tore) est un X-schéma en
groupes S localement diagonalisable (resp. localement isomorphe & un GJ,) pour
la topologie fpqgc ([32] VIII 1.1, IX 1.1, 1.3). On se limite ici a des groupes de type
fini, auquel cas on peut remplacer fpgc par ét ([32] X 4.5). Comme en outre X
sera en général localement noethérien normal, un tel S sera méme diagonalisable
aprés revétement étale (= morphisme étale fini surjectif) de X.

Comme exemples de groupes de type multiplicatif, on a le groupe p, x des
racines n-iémes de I'unité, noyau de la multiplication par n dans G, y, le tore
descendu a la Weil Ry, G, pour X’/X étale fini—X’ non nécessairement
connexe—le tore R, ,xG,, noyau de la norme Ny, y: G, x» = G, x. Un
X-tore est dit quasi-trivial s’il est isomorphe a un tore du type Ry, ,xG,,.

On appelle X-groupe constant tordu un X-schéma en groupes localement
constant pour la topologie fpgc ([32] X 5.1). S’il est & engendrement fini, ce qui
sera toujours le cas ici, il est méme localement constant pour la topologie étale
([32] X 5.9). Si M est un groupe abélien de type fini, on note M, le X-groupe
constant LI , M qu’il définit.

On a une antiéquivalence de catégories, souvent appelée dualité, entre les
X-groupes de type multiplicatif et les X-groupes constants tordus, via:

S > § =XOMX_gr(S,Gm,X)
M- D(M) =.9fomx_g,(M,Gm,X)

([32] X 5.1, 5.6 4 5.9). Lorsque X est connexe, S et M peuvent étre trivialisés par
un revétement étale galoisien connexe X’ — X de groupe g. On a alors une
dualité entre les X-groupes de type multiplicatif trivialisés par X’/X et la
catégorie des g-modules de type fini, via:

S S(X’)

([32] X 1.1). A une suite exacte de g-modules correspond ainsi une “suite exacte”
de X-groupes de type multiplicatif trivialisés par X’ — X ([32] VIII 3.1) qui
définit une suite exacte de faisceaux abéliens pour la topologie pl. Dans la dualité
ci-dessus, S est lisse lorsque S(X’) a une Z-torsion premiére aux caractéristiques
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résiduelles. C’est un tore lorsque S(X") est sans Z-torsion. Lorsque X = Spec k
ou k est un corps, on a méme une dualité entre les k-groupes de type multiplica-
tif S et les g-modules continus discrets, de type fini, ou g = Gal(k/k) est le
groupe de Galois d’une cldture séparable k de k, via:

S - S(k)
M- D(M)
ou D(M) = Hom,(M, k*). On notera souvent S le g-module S(k).
Notons enfin que le dual de G, x est Z y, celui de p,, x est (Z/n) x et celui de
RY. ,xG,, est le conoyau de la norme Z - Z[g/}], ou g = Gal(X"/X) est le

groupe de Galois d’un revétement galoisien X”/X qui majore X’'/X et § =
Gal(X”/X").

1.2. Torseurs. Soit S un X-groupe de type multiplicatif. On appelle torseur
sur X sous S un espace principal homogéne 7 — X sur X sous S ([44] III §4).
Autrement dit, J— X est fppf et S agit sur J de fagon compatible avec la
projection, le morphisme canonique ainsi défini:

S Xy T T Xy T

(s,8) > (t,5-1)

étant un isomorphisme.
Si Tors(X, S) désigne I’ensemble des classes d’isomorphisme de X-torseurs
sous S,

Tors(X, §) = H'( X, S)
([44] 111 4.7 et 2.10), et méme, si S est lisse, par exemple si S est un tore,
Tors(X, S) = HY( X, S)

([35] 11.7 ou [44] III 3.9). Autrement dit, un torseur .7 sur X sous S est dans ce
dernier cas trivialisé par un recouvrement % pour la topologie étale: le 1-cocycle
associé & %= {U;} et & une famille {7;,} de sections, 7, € H(U, J) est
{t,;}={1/1} € ZY(, S) (cf. [31] Cycle). Si S = G,,, on a méme d’aprés le
théoréme 90 ([44] 111 4.9):

Tors( X, G,,) = H(X,,,G,,) = Pic X.

Voici quelques exemples de torseurs. Une suite exacte de groupes de type
multiplicatif

1->-M->M->M"->1
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fait de M un torseur sur M” sous M’. Une isogénie de courbes elliptiques
E’ - E fait de E’ un torseur sur E sous le schéma en groupes fini noyau de
I'isogénie. Mentionnons encore les A-revétements de courbes de genre 1 (cf. [7]).
Si K/k est une extension séparable finie de corps, I'équation

NK/k(f) =a

ou a € k* définit un torseur sur k sous le k-tore R /Gy, qui admet pour

équation affine Ny ,(§) = 1. Un espace homogéne G/H est la base d’un torseur,
a savoir G, sous H.

1.3. Lemmes de topologie.
LeMME 1.3.1. Soient q: X — Y un morphisme de schémas et R un Y-groupe
constant tordu. Le morphisme naturel

q4*R > Ry

est un isomorphisme de faisceaux étales sur X.

Dans cet énoncé, g*R désigne I'image réciproque de R en tant que faisceau
étale, et le ““morphisme naturel” est 'adjoint du morphisme “évident” R — g4R »
de faisceaux étales sur Y. La vérification est locale pour la topologie considérée.
Comme R est localement constant pour la topologie étale, il suffit de traiter le cas
constant ou R = M, pour M un groupe abélien de type fini. On note qu’alors
M, X, X = M, et le lemme résulte de la suite d’égalités:

Hom ,(M,, F) = Homy(M, Z(X)) = Hom,, (M, (g«F)(Y))
= Hom,(My, ¢*#) = Hom y(qsMy, F).
LEMME 1.3.2. Soit S un X-groupe de type multiplicatif. Le morphisme naturel
S = Homy(S,Gp x)

est un isomorphisme de faisceaux étales sur X.

En effet, #omy,(S,G,, x) > #omy(S,G, x) est un isomorphisme de
faisceaux sur X.

LemMmE 1.3.3.
(i) Si S est un X-groupe de type multiplicatif,

é’zl}p‘(f, G, x) =0 pourtouti> 0.
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(i) Si S est un X-groupe de type multiplicatif lisse,
é"m‘,‘(&(f, G, x) =0 pourtouti > 0.

La vérification est locale pour la topologie considérée. Comme S est localement
constant pour la topologie étale, il suffit de traiter les cas constants S = Z et
S = Z/n. Let premier cas est immédiat pour toute topologie. On en déduit le
second pour tout i > 1. Il reste la nullité pour i = 1 dans ce dernier cas: elle
signifie que la multiplication par n

Xn

Gm,X Gm,X

est un épimorphisme de faisceaux, ce qui est toujours vrai pour la topologie pl et
le reste pour la topologie étale si n est premier aux caractéristiques résiduelles de
X, ce qui est le cas si S est lisse.

1.4. Torseurs et extensions.

PrOPOSITION 1.4.1. Soit S un X-groupe de type multiplicatif. On a des iso-
morphismes naturels:

Hi(Xpl, S)—;—> Ext"Xé‘(.S"\, Gm,X) pour tout i > 0.

Rappelons ([35] théoréme 11.7) que, si S est lisse, H'( X, §) = H'(Xy, S), ce
qui permet dans ce cas de remplacer pl/ par ét dans ’énoncé ci-dessus.
La démonstration utilise la suite spectrale d’intégration ([1] V 6.1)

H?(X,, 62¢9(8,G,, x)) = Ext;*9(S,G,, x)

en topologie pl. Celle-ci dégénére complétement en raison de la nullité des
faisceaux

é”m‘}pl(SA, G, x) pourtouti>0
(lemme 1.3.3). D’aprés le lemme 1.3.2, 5o X(.f, G, x) = S comme faisceaux

pour la topologie étale, ou pour une topologie plus fine. Les edges de la suite
spectrale définnissent donc des isomorphismes

H(X,,S)— Extly (S, G, x)-

Notons que, pour S lisse, on peut remplacer partout pl par ét dans les arguments
ci-dessus, ce qui établit déja la proposition dans ce cas-13. Sinon, il reste 2
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prouver les égalités
Extly, ($,G,, x) = Exty (5.G,, x).
Comme § est localement constant pour la topologie étale, il suffit, par descente
(suite spectrale de Leray d’un recouvrement ([1] V 3.3)), de traiter les cas
constants § = Z et § = Z/n. Dans le premier cas, les égalités ci-dessus s’écrivent

Hi(Xe'u Gm, x) = Hi(Xph Gm, x)

et sont vraies par lissité de G, x ([35] théoréme 11.7). Elles sont donc aussi vraies
dans le second cas par le lemme des cing.

. . (. q
PROPOSITION 1.4.2. Soient X un schéma réduit, S un X-tore et I — X un
X-torseur sous S. On a une suite exacte naturelle de faisceaux étales sur X:

(Es) 1 "’Gm,x'*‘I*Gm,y_’SA"O-

C’est une variante globale du lemme de Rosenlicht (cf. [46] VII 1.2): si Y est un
schéma réduit et si S est un Y-tore, alors

G,.(8)/G,(Y) = §(7).
Considérons d’abord le cas du torseur trivial S 5 X. Un automorphisme ¢ de

ce torseur est de la forme s — ss,. Soit e la section unité. Le lemme de
Rosenlicht affirme que toute fonction inversible f sur S s’écrit

f=Xf'f(e)

ou x, est un caractére de S et f(e) = g*e*f. On peut ainsi écrire une suite
exacte de faisceaux sur X:

lﬁGm,Xﬁq*Gm,S _p_>og)"_)0

ou p(f) = x;. Un automorphisme ¢ induit un automorphisme ¢* de cette suite
exacte qui est I'identité sur G,, y, mais aussi sur S, comme le montre le calcul
suivant:

(*f)(s) = f(s50) = x;(s50) - f(€) = x,(s)x,(50) - f(e)
= x;(s) - f(s0) = x,(s) - (9*f)(e).

Autrement dit: x ;= X/, €t ceci prouve que la projection p ne dépend pas de la
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trivialisation du torseur trivial. Ceci permet de définir, pour un torseur J
quelconque, un morphisme de faisceaux étales sur X
p: q*Gm,y’ - S

par recollement des morphismes p,, définis sans ambiguité pour tout ouvert étale
U qui trivialise 7. On obtient ainsi une suite naturelle de faisceaux étales sur X

P A

1-G, x> a6, s —5 0.

Le fait que cette suite soit exacte se vérifie localement, et c’est alors le lemme de
Rosenlicht déja vu (il suffit d’ailleurs de le connaitre pour S = Gj, x).

PROPOSITION 1.4.3.  Soient X un schéma réduit et S un X-tore. L’isomorphisme
naturel

A

e: HY(X,S) —— Exty (5,G,, )

. . \ \ q .
associe, au signe prés, da la classe d’un torseur T — X celle de I’extension de
faisceaux étales (Ez).

L’application naturelle ¢ est 'edge E>'° — E! de la suite spectrale
H?(X,, 62¢9(5,G,, x)) = Ext49(S,G,, x)

d’intégration des &z¢ locaux (proposition 1.4.1).

Démonstration. La vérification s’appuie sur la description générale de I'edge
dans une suite spectrale du type ci-dessus donnée en appendice. Avec les
notations de 'appendice, la suite spectrale ci-dessus n’est autre que la suite
spectrale (1.A.1) pour les données suivantes:

%= %’ la catégorie des faisceaux de groupes abéliens sur X, et €” la
catégorie des groupes abéliens,

® =Homy(S, ) et ¥=H'X, ), detellesorte que ¥® = Hom ,(S, ).

Etant donné un torseur 7~ 4x sous S, on peut, d’aprés 1.3.3, appliquer le lemme

1.A.3 a I’extension de faisceaux (E,) sur X,,. On a donc, au signe prés, un carré
commutatif

3

Hom (S, $) HY(X, S)

€

A A a A
Hom (S, §) — Ext}(S,G,,)
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dans lequel d, est le bord déduit de la suite exacte de faisceaux ®(E,) par
application de ¥ = HO(X, ):

1->S *.Qfomx(f, q*Gm’f) *WomX(S)'\, f) -0

et d, est, au signe pres, 'application pull-back de I'extension (E). Ceci montre
finalement qu’au signe prés

[Es] = al(id§) = eao(id.s‘)-
Il reste & voir qu’au signe prés
[77] = d,(ids).

Soit {U,, t;} une trivialisation étale de , i.e. {U;} est un recouvrement étale de
X et t;€ H%(U, ). Lextension (E) est trivialisée sur U, par la section o;
définie, avec des notations évidentes, par

(o,(x))(s - 1) = x(s).

Par suite, I'extension ®(E ) est trivialisée sur U, par la section s; définie par

(i) (s - 1) = @(x)(s)-
On en déduit, pour ¢ = idg,
3(idg) ;)1 = x(5;(0))/x(s:(1)) = x(s;(£) /5:(1)) = x(1./1,)
out=s,(t) t,=5,(¢) t;ett,/t,=s,(t,).
et, par suite en “oubliant” x:
d(idg),, ;= t./1;.

Or, {¢, ;= 1t,/1,} est, au signe pres, le 1-cocycle du recouvrement {U;} a valeurs
dans S associé a la trivialisation du torseur J définie par les sections {¢;}. Ceci
prouve [E,] = d,(id¢) et achéve donc la démonstration.

1.5. Une suite exacte fondamentale.

1.5.0. Fixons d’abord quelques notations qui seront constamment utilisées
dans la suite. Si k est un corps, on désigne par k une cloture séparable et par g
le groupe de Galois de k/k. Si X est une k-variété, on note X = X X, k. Si K/k
est une extension quelconque, on note K[ X] 'anneau des fonctions réguliéres sur
Xy et, si X est intégre, on note K(X) le corps des fonctions rationnelles sur X.



386 COLLIOT-THELENE ET SANSUC
Soit enfin F un fermé de Zariski de X. On note Div X (resp. Div.X) le groupe

des diviseurs de Cartier (resp. 4 support dans F) de X, et Pic X le groupe de
Picard de X. On note

Br, X = ker(H*(X,G,,) - H*(X,G,,)) = ker(Br X > Br X)

le sous-groupe du groupe de Brauer-Grothendieck de X formé des éléments tués
par passage a k (voir le début de 3.1). Pour X géométriquement intégre,

Br, X = ker(H*(g, k(X)*) > H*(g,Div X))
(cf. [20] lemme 14, p. 213). On a la suite exacte naturelle (cf. [41],[20] p. 214):

(1.5.0) 0 - H'(g,k[X]*) - Pic X > (Pic X)* —» H*(g, k[ X]*)
- Br, X 5 H'(g,PicX) » H*(g, k[ X]*)

qui est la suite des termes de bas degré de la suite spectrale de Leray pour
X — Spec k et le faisceau étale G, :

H?(g, HY(X,G,)) = H"*(X,G,,).

La suite exacte qui fait ’objet de ce paragraphe généralise simplement le début de
(1.5.0) pour un k-groupe de type multiplicatif quelconque a la place de G,,,.

Aprés les résultats préliminaires indiqués plus haut, venons-en a cette suite
exacte, essentielle pour les paragraphes ultérieurs:

THEOREME 1.5.1. Soient k un corps, X une k-variété algébrique et S un
k-groupe de type multiplicatif. Soit ¢ = Gal(k/k) ou k est une cloture séparable de
k. On a une suite exacte naturelle:

(1.5.1) 0 — Ext}($, k[X]*) —— H'(X,S) —— Hom,($,Pic X)
—— Bxt(S, k[ X]*) —— H%(X,S).

Dans cet énoncé, S désigne le g-module S(k) et H(X, S) = H( X, S).
La suite exacte du théoréme est la suite des termes de bas degré de la suite
spectrale

Extfjét(S'\, R"p*Gm,X) = Extﬁ,:"(p*f, Gm,X)
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ou p: X — Spec k est le morphisme structural. Il s’agit de la suite spectrale

(L)p,#.9 Extl;a(ﬂ', Rp,%) = Extg’(:q(p*}", g)

associée & un morphisme p: X — Y et a deux faisceaux, # sur Y, et ¢ sur X,
([1] V 5.5), considérée pour Y = Speck, F= Set ¥ = G, x- Autrement dit, avec
les notations de I'appendice, c’est la suite spectrale (1 A4) pour les données
suivantes:

% (resp. €’) = la catégorie des faisceaux de groupes abéliens sur X, (resp.
Y,,) et €”” = la catégorie des groupes abéliens,

® =p, et ¥ =Homy (%, ), de telle sorte que, par adjonction, ¥®(G) =
Hom ,(p*#,9), et que la condition (1.4.0) est satisfaite, p, admettant pour
adjoint & gauche p* qui est exact. La suite des termes de bas degré s’écrit en
général

0 - Ext} (£, ps¥) - Extly(p*#,9) - Homy(F, Rp,¥)
- Ext3(F, ps9) - Exti(p*#,9).

Si S est un Y-groupe de type multiplicatif, si #= Set ¥= G, x, on a
*S SX (lemme 1.3.1) et cette suite s’écrit

0 > Exty (S, psG,, x) = Exty(S, G, x) = Homy(f, @icx/,,)
- Ext}(S, p4G,. x) = Ext%(S,G,, x)

ou Picy,y = R'p,G,, x. Sien outre Y = Spec k, on identifie faisceaux étales sur
Spec k et g-modules continus discrets ([1] VIII 2.2), via

Fo Iim F (k') = #(k),
k' /k

ce qui identifie p,G,, x au g-module k[X]*, et R! PxG,, x au g-module Pic X.
La proposition 1.4.1 permet de remplacer Ext’ (S G,, x) par H ‘(X,, S), ou
méme, si S est lisse, par exemple si c’est un tore, par H'( X,,, S).

Voici quelques propriétés de cette suite exacte, qui nous seront utiles dans la
suite:

2

PROPOSITION 1.5.2. La suite exacte (1.5.1) du théoréme précédent a les
propriétés suivantes:

(i) Elle est fonctorielle en (X, S), covariante en S et contravariante en X.

(ii) Le morphisme x s’obtient par fonctorialité de la facon suivante:

H'(X,S) x S(k) » H(X, §) X Hom,(S,G,, z) - H'(X,G,,) = Pic X.
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(iii) Si S est un tore, x se décrit également comme suit: si I est un X-torseur
sous S, I’extension (Eg) associée définit, par application de R'p,, un bord 34:
S(k) = Pic X, et, au signe prés:

X([F]) = dg.

(iv) Le morphisme 9 est, au signe prés, le cup-produit par la classe de |’ exten-
sion

1->k[X]* > k(X)* > DivX > PicX - 0.

Autrement dit, il associe a un g-morphisme A: S — Pic X la classe, au signe preés,
de la 2-extension de S par k[X]* obtenue par pull-back a partir de 1’extension
ci-dessus.

(v) i et i, sont les morphismes naturels

Ext'}c(f, p.Gm,X) - Ext"x(fx, Gm,x)
pour i =12,

Démonstration.

(i) La suite spectrale (L), &« est covariante en ¥ et contravariante en %. De
plus, étant donné un morphisme j: X’ — X de Y-schémas, on a un morphisme
naturel de suites spectrales

J*: (L)p,fyg - (L)p"j,f,j*?'
On en déduit aussitdt la covariance en S de la suite
0 > Exty (S, psG,, x) = Exty(S,G,, x) » Homy (S, Picy v)

- Ext%(S, 2+G,, x) = Ext%(S, G, x)

et en particulier celle de (1.5.1).
Pour la variance en X, soient j: X’ — X un Y-morphisme et p’ = po j. Le
morphisme j définit des morphismes de suites spectrales:

(L)Pvﬁ’Gm,X i (L)P’vﬁ’j‘Gm.X - (L)P'vs‘:ma.X"
Le premier traduit la fonctorialité de (L) en X, et le second est défini par le
morphisme j*G,, y — G,, x- adjoint du morphisme naturel G,, x = jxG,, x.
(ii) Par fonctorialité de la suite spectrale, on se raméne au cas particulier
k=k et S=G,,

auquel cas on vérifie que x = idp; 3.
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(iii) On va montrer plus généralement que, pour la suite spectrale (L), # 4, le
morphisme

x: Exty(p*#,9) - Homy (%, R'p,%)
se décrit comme suit: étant donné une extension de faisceaux sur X,
09> 86-p*F-0,

elle définit un bord 3: p,p*F — R'p,¥%, et x(&) n’est autre, au signe prés, que
le morphisme composé

F
F o pup*F ——> R'pY
avec le morphisme naturel &% — p, p*%. La démonstration s’appuie sur le lemme

1.A.2 de I'appendice. Si I'on plonge ¢ dans un injectif I2, on obtient un
diagramme commutatif a lignes exactes

0% > & >p*F—0

| 1]

091> ZL -0,

d’ou l’on tire le suivant:

d
Extly(p*%, 9)«—Hom x(p*F, p*F) =Homy(F, psp*#)—Homy(F, R'p,Y)

| | | |

a
Extl (p*%, )<~ Hom y(p*F, Z,) = Homy(F, psZ) —Homy(F, R'p,9).

D’aprés le lemme 1.A.2, le morphisme x est donné par la deuxiéme ligne. Or, sur
la premiére ligne, le morphisme canonique ¢: % — p,p*# donne a gauche la
classe de ’extension &, et  droite le composé avec d. D’ou: x(&) = ¢, ce qui
achéve de prouver (iii).

(iv) Dans cet énoncé, on suppose X géométriquement intégre. Le résultat est
un cas particulier du suivant: si, dans la suite spectrale (L), # 4, on a une
extension

09>6->9-0

de faisceaux étales sur X, avec R'p,& = 0, alors le morphisme

d: Homy (%, R'p,%) - Ext3(F, psY)
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est donné, au signe prés, par le cup-produit avec la 2-extension de faisceaux
0 > psd > psb > psP > R'p, % — 0.

Cest un corollaire immédiat du lemme 1.A.4. 11 s’applique 3 ¥ = G,,, x grice a la
suite exacte

1-G, x—2ixG, , > Divy—0

de faisceaux sur X, ou i: 7 — X désigne I'inclusion du point générique n de X.
On a effectivement

(R'ps)(ixG,, ) = 0,

car, si r = p o, c’est un sous-faisceau de R’r*Gm,,, qui vaut 0 par le théoréme 90.
Dans I’énoncé, Y = Spec k.

(v) La aussi, on se place dans le cadre plus général de la suite spectrale
(L),, #, ¢ On va voir que I'edge

Exty (%, ps¥) — Ext%(p*#,9)

se décrit comme suit en termes de n-extensions: étant donné une n-extension de
F par p,9, on lui applique p*, ce qui donne une n-extension de p*# par
P*pPx¥ quon pousse par le morphisme naturel p*p,¥g— ¥. Cette assertion
revient au lemme suivant qu’on pourrait d’ailleurs énoncer dans un cadre plus
général:

LemMmE 1.5.3. Soit p: X = Y. Soient #, F' deux faisceaux sur Y et G un
faisceau sur X. Soient enfin \: F' > p, G et u: p*F’ — G deux morphismes
adjoints. On a alors un diagramme commutatif:

Ext(F, F') —— Exty(p*F, p*F') —— Ext’y(p*#,9)

Ext} (&, ps9).
On applique ce lemme pour #’ = p,¥, et pour A lidentité de p,¥ et u son
adjointe. La démonstration du lemme s’appuie sur la description générale de
Pedge
i, E}°— E"
donnée au lemme 1.A.1. On considére des résolutions injectives

0->%'-> D 091, 0->p9->J
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respectivement de %', ¢ et p,9. 1l existe alors des morphismes de complexes y
et 6 rendant commutatif le diagramme

0-%'" > D’

xl l’

0-p 99— J

10

0 > pud - pul-

Soit ¢ = adj(fy) 'adjointe de fy. On obtient, par adjonction, le diagramme
commutatif

0> p*F’ > p,D"

NP

0-> ¢ - TI.

Le lemme 1.A.1 montre que le diagramme de I’énoncé est simplement I’homolo-
gie de degré n du diagramme de complexes:

* £
Hom (%, D*) ——> Hom y(p*#, p*D" )—— Hom ( p*#, I")
Y = adj
9
Hom (%, J')—> Hom (F, p.I").

Or ce diagramme est commutatif, car, si ® € Hom (%, D"),
(adje By)(w) = adj(8y)° p*(w) = &° p*(w).

1.6. Comportement par restriction a un ouvert. Le comportement de la suite
exacte fondamentale (1.5.1) par restriction a un ouvert de Zariski est donné par
I’énoncé suivant:

THEOREME 1.6.1. Soient X une variété algébrique lisse sur le corps k et S un
k-groupe de type multiplicatif. Soit U un ouvert de Zariski non vide de X. On note F
le fermé complémentaire de U et on considére le g-module P3 i défini par la suite
exacte

(1.6.1) 0 - Pz g — PicX - PicU - 0.

Sous ces hypothéses, on a le diagramme suivant, dont les lignes et les colonnes sont
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exactes, et qui commute a des signes prés:

Hom (S, k[U]*) ———— > H°(U, S) 0 Ext} (S, k[U]*)

l |

0 —Hom, (S, k[U]* /k[ X]*)—— Hom (S, Divg X) — Hom, (S, Pg.y) = Ext}($, k[U]*/k[X]*)

l l l

0 —— Ext! (S, k[ X]*) ————— H(X, §)—— Hom (S, Pic X) —— Ext2(S, k[ X]*)

1

0 — Extl, (§, k[U]*)———— H'(U, S)—— Hom, (S, Pic U) — Ext2(S, k[U]*)
L.
om, (S, Pz.y) = Ext, (S, k[U]*/k[ X]*) - Ext} (S, DivsX).

Dans ce diagramme, les suites exactes horizontales sont des morceaux de (1.5.1) y,
de (1.5.1), et de la suite exacte longue de cohomologie tirée de la suite exacte courte
de g-modules

(1.6.3) 1 - k[U]*/k[ X]* > DivgX - Pz 5 — 0.

Les suites exactes verticales sont des morceaux des suites longues de cohomologie
tirées des deux suites exactes de g-modules

(1.6.1) 0 - Pzy— PicX > PicU— 0

(1.6.4) 1-k[X])* > k[U]* > k[U)*/k[X]* > 1

ainsi que de la suite exacte de faisceaux étales définissant le faisceau de droite
(1.6.5) 1-G, x—jxG, v DivgX -0,

ou j est I’immersion ouverte de U dans X, par application du foncteur Hom X(§, ).
Pour préciser ce dernier point, il est bon d’isoler le lemme suivant:

LEMME 1.6.2. Sous les hypothéses du théoréme, on a la suite exacte naturelle
(1.6.6) 0 - H%(X,S) - H°(U, S) - Hom,( S, DivyX)
- HY(X,S) » H(U, S) - Ext}(S, DivsX).
Démonstration du lemme. La suite exacte de faisceaux étales sur X
(1.6.5) 1-G, x> iG, v PDivgX >0

définit le faisceau étale Div X des diviseurs de X i support dans F. On en
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déduit, par application du foncteur Hom Xé‘(.f, -), une longue suite exacte de
cohomologie étale dont le début s’écrit

(1.6.7) 0 > Hom 4(S,G,, x) = Hom (S, juG,, ;) = Hom (S, Div;X)
- Exty(S, G, x) = Exty(S, jsG,. y) = Extly(S, DivpX).
Dans cette suite, Ext'y :== Ext’y . D’aprés 1.3.2 et 1.4.1,
Hom (S,G,, x) = H%(X,S) et Exty(S,G, x) = H\(X,S).
Par adjonction et par 1.3.2,
Hom (S, jsG,, ) = H*(U, §).

D’autre part, RYG,, ;=0 pour j = j,: Uy = Xy; ceci se vérifie par réduction
au cas strictement local X,, auquel cas PicU; = 0 par lissité de X. La suite
spectrale de Leray pour j = ji,:

(1.6.8) Ext{ (S, R%G, ;) = Ext{(S,G, )
donne alors, compte tenu de 1.4.1, I'identification
Exty, (S, G v) = Extl, (8,6, ) = H\(U, 8).

Pour interpréter enfin les termes en 2:v:X, on considére la suite spectrale de
Leray pour le morphisme structural p = p,: X, — Spec k,,

(1.6.9) Extf, (S, RpyDivpX) = Ext{ (S, DivpX).

Nous allons établir les deux assertions suivantes: _

(i) le faisceau étale p,P/v X s’identifie au g-module DivgX;

(i) R'pePDivpX =0.
On commence par noter que la suite exacte (1.6.5) est aussi une suite exacte de
faisceaux sur X, auquel cas on retrouve la définition méme du faisceau des
diviseurs de Cartier a support dans F. Pour Iétablir, soit r: X, — X, le
morphisme canomque Le théoréme 90 assure que Pic X; = 0 pour tout localisé
de X, d’ou R'r,G,, x =0, et le résultat annoncé. Cette remarque vaut tout autant
sur X. Dans la correspondance entre faisceaux étales sur Speck et modules
galonswns, PxDivp X correspond au_g-module H X, DiviX) et Rp,Div X au
g-module H'\(X, 9iv7X), ot Divgy FX est le faisceau des diviseurs de Cartier de X
4 support dans F. On a donc H°(X, DivzX) = DivzX. D’ou (i). D’autre part,

HY (X, 9ivgX) =0,

car X est lisse et H(Y,Z) = 0 pour tout schéma Y normal intégre ([1] IX
3.6(iii)). D’ou (ii). La suite exacte des termes de bas degré de la suite
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spectrale (1.6.9)

0 - Ext}, (S, ps@ivpX) - Extl (S, DivpX) > Hom,(S, R'pyDivpX)
définit donc, d’aprés (i) et (ii), un isomorphisme canonique

(iii) Extl, (S DivpX) = Bxtl(S, DivgX).

Remarque 1.6.3. La suite exacte du lemme prouve que, si S est un k-tore

flasque (cf. [20] §1 ou [26] §0), la restriction H'(X, S) = H(U, S) est surjective
(voir aussi [26] théoréme 2.2).

Démonstration du théoréme. 11 suffit d’appliquer le lemme 1.A.5 avec les
données suivantes:

€ (resp. €’) = la catégorie des faisceaux de groupes abéliens sur X, (resp.
(Speck)g,) et € = la catégorie des groupes abéliens,

b=p,et ¥= Homk(S ), de telle sorte que, par adjonction, d’aprés 1.3.1,
Y®(¥¢) = Hom X(S @), et que la condition (1. 40) est satisfaite, la suite exacte

jouant le role de (1.A.15), ce qu1 est p0351b1e car ’hypothése Rp,DivpX = 0 est

vérifiée comme on I’a vu plus haut, et alors, avec les notations du lemme 1.A.5,
P = ker(Pic X - PicU) = Py p,

par identification de R p,,Gm x avec le module galoisien Pic X, et de (R'p,) JxG,.. v

avec le module galoisien Pic U: cette derniére identification passe par l’égahte

(R'Px) j«G, v = R'(pj)xG,,, > due au fait que R',G,, , =0 (voir démonstra-

tion du lemme 1.6.2).

LEMME 1.6.4. Le cheminement ci-dessous, extrait du diagramme du théoréme
précédent, est cohérent, au signe pres:

Hom (S, Py, U)——>EXt (S, k[U1*/k[ X1*)

|

(1.6.10) HY(X, §)—— Hom (S, Pic X) A>E
l
T X
Extl (S, k[U]*) — H'(U, §) Er> Ty
: |
£

ExtL(S, k[U]*/k[ X]*),
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autrement dit, si la classe du torseur I dans H(X, S) est reliée a
Eet E’ € Ext\ (S, k[U]*/k[ X]*)

comme indiqué sur le diagramme ci-dessus, alors, au signe prés, E = E’.

Démonstration. 11 suffit d’appliquer le lemme 1.A.6 de ’appendice avec les
mémes données que dans I'application du lemme 1.A.5 au théoréme précédent.
On notera que [J] € HY(X, S) est reliée & E et E’ comme indiqué dans
I’énoncé, si et seulement si x(7,) = 0.

LEMME 1.6.5. Soit p: X — Spec k un k-schéma. Soient
(1.6.11) 1-8S->M->T-1
une suite exacte de k-groupes de type multiplicatif et
(1.6.12) 0-T>M->S-0

la suite exacte duale de groupes constants tordus. On a alors le diagramme
commutatif suivant, ou les cobords d sont définis par (1.6.11) et (1.6.12), ot € est
’edge (1.4.1), et ou m est I’edge de la suite spectrale (1.5.2):

A a
HO(X, #om y(Ty,G,, x) = HY(X,T) — H'(X, S)

II I

Hom y(Ty, G, ) » Exty(Sy, G,n. x)

(1.6.13)

Hom (T, psG,,. x)
ad

Ethk(‘S’:’ p*Gm, X)'

Démonstration. On est en topologie pl. Le diagramme ci-dessus s’écrit

A a A
HO(X’ Hom y(Ty, Gm,X)) - Hl(X’ Hom x(Sx, Gm,x))
l €
l

Hom X(TX’ G, y) — Ethx(S;xa G, x)

I: 2 n
3

Homk(f’ p+G,, x) —— Ext}((f, P+Gyp,. x)-
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1. Montrons d’abord la commutativité du carré supérieur. Si
0-G, x> I1°>1

est le début d’une résolution injective de G, y, elle définit le diagramme
commutatif suivant, a lignes et colonnes exactes:

O —)Xomx(,st Gm, X) -—)fomx(M, Gm, X) —).Q?omx(f', Gm’ X) -> 0

[ [ I

0 —> Hom y(S, 1°) —> Hom (M, I°)—— Hom (T, I°) — 0

S T

0— prmx(SA, Iy — WomX(M, NH—o> Womx(f, Iy — 0.
Le bord
3: Hom (7, G, x) = H X, #omx(S,G, x))

est le morphisme de liaison défini par le diagramme HO(X, *) ou * désigne le
diagramme formé par les deux derniéres lignes ci-dessus, qui forment le début
d’une résolution acyclique de la premiére ligne. Quant au bord

3: Hom (T, G,, x) - Ext}(S,G,, x)

c’est aussi directement le morphisme de liaison défini par le méme diagramme
HO(X, *). On en déduit la commutativité de 1, compte tenu de Iinterprétation de
Iedge e.

2. Si A € Hom k(f‘, P+G,, x), il lui correspond, par I'isomorphisme d’adjonc-
tion, le composé p des morphismes

A p"lA * w
Ty »P*psG,, x —> G, x-

On a les diagrammes commutatifs successifs:

0— F'—>M->$-0

SN

0-p,G, x> E -5 -0
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dont la derniére ligne n’est autre que I'extension d(A), et

0——p*T——p*M - p*S > 0

ml

0 - p*psG,, x > P*E —>p*§ -0

L

0—G,, y —— F—>p*S - 0.

La description de n donnée dans la proposition 1.5.2(v) montre d’aprés les deux
derniéres lignes que I’extension F a pour classe 7(d(A)). D’autre part, d’aprés les
deux lignes extrémes, la classe de F est aussi d(w o p*A) = d(p). Ceci prouve la
commutativité de 2 et achéve la démonstration.

1.A. Appendice d’algébre homologique. On renvoie & [6] ou [36] pour les
généralités d’algébre homologique; voir aussi [44] (appendice B). Pour les diverses
définitions ou interprétations des Ext’, voir par exemple [36], IV 7-9.

1.A.0. On introduit, pour tout cet appendice, les hypothéses et notations
suivantes:

Soient €, ¥’,€" trois catégories abéliennes, et ®: €—» ¢/, V. €' - €
deux foncteurs additifs exacts 4 gauche. On suppose que % et €’ ont assez
d’injectifs et que @ transforme injectif en ¥-acyclique. On fait méme souvent
Phypothése plus forte suivante:

(1.A.0) ® posséde un adjoint 4 gauche exact,

auquel cas ® transforme injectif en injectif. Sous ces hypothéses, on a la suite
spectrale de dérivation du foncteur composé ¥ o ®:

(1.A1) Ef'9=RPY(RI®(A)) = EP*9=RP*I(¥D)(A4),

dont la suite des termes de bas degré commence par

(1.A2) 0 - (RW)(®4) - (R'Y®)(4) » ¥((R®)(4))
- (R*¥)(24) - (R*¥®)(4),

et dont les edges s’écrivent

(1.A3) E"=(R"¥®)(A4) > Ey" = ¥(R"D)(A4)

(1.A4) El0 = (R"¥)(®4) - E" = (R"Y®)(4).

Rappelons comment on peut décrire la suite spectrale (1.A.1). Soient 4 — I, une
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résolution injective de A4, puis ®4 — I, une résolution injective de ®A4, enfin
®I; — L une résolution de Cartan-Eilenberg de ®I;. On obtient ainsi le carré
commutatif:

oI, — L~

(1A5) [ \ I g

04— 1,

qu’on compléte, sous (1.A.0), par la diagonale 6, telle que le triangle inférieur soit
commutatif, tandis que B et af sont homotopes. L’existence de 8, sous (1.A.0),
tient & ce que I, est acyclique et ®I; injectif. Par application de ¥, on obtient
ainsi le diagramme

Y(a)
YOI, — ¥L"

(1.A.6) [ w {\I’(B)
Yo VI,

dans lequel chaque horizontale ¥I] — ¥L'? est une résolution de ¥I1§. La suite
spectrale (1.A.1) est la suite spectrale du complexe bigradué ¥(L™) filtré par le
premier exposant p. Par dégénérescence de la suite spectrale du méme complexe
filtré par le second exposant g, ’'aboutissement de (1.A.1) s’identifie via H"(¥(a))
a H'(Y®(I;)) = (R"¥®)A, et les termes initiaux “de coté” sont d’une part
H"(Vily,) = R"¥(®A4) via H"(¥(a)) et dautre part Y(H"(P(I))) =
Y(R"®A). D’ou le lemme:

LEMME 1.A.1. Avec les notations introduites ci-dessus, la suite spectrale (1.A.1)
admet pour edge E" = (R"¥Y®)(A) - E}" = Y(R"®)A le morphisme naturel
H"(Y®I;) - Y(H"(®I))), et pour edge E}° = (R"¥)®A4 —» E" = (R"¥®)4
le morphisme H"(¥(0)): H"(VIg,) —» H"(Y®I)).

Démonstration. Vérification facile a partir de ce qu’on a dit précédemment.
Pour le début de la suite des termes de bas degré on a le lemme suivant:
LemME 1.A2. Soit

(1.A.7) 0-4->12->2Z,-0
une suite exacte dans € avec 1. injectif. Soit

(1.A.8) 0> ®4 > ®I¢ > dZL - R1®A > 0
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la 2-extension qu’on en déduit par application de ® et qu’on peut couper en deux
extensions

(1.A9) 0->®4 > 01> Z}, -0,
(1.A.10) 02, > ®Z, > R'®4 > 0.

On a alors le diagramme de suites exactes suivant, commutatif a des signes pres:

YOI ==V OI?

l |

(LA11) 0— ¥Z), — > ¥OZ! — ¥(R'®A) —(R'¥)Z}, - (R'¥D)Z}

1 | R,

0 - (R'¥)®A—> (R'YD)(A) > ¥(R'®A) — (R*¥)d4 - (R*¥D) A

l

0 0

dont [’horizontale médiane est le début de la longue suite exacte dérivée
RV (1.A.10) suivi de I’edge

(R'¥)®Z} - (R'¥®)Z}

et dont les bords d dérivent de la suite exacte courte (1.A.9).

Le diagramme (1.A.11) donne une description “concréte” du début de la suite
des termes de bas degré (1.A.2). La vérification se fait & partir des diagrammes
(1.A.5) et (1.A.6). Sous I’hypothése (1.A.0), le début de la résolution injective
®A4 — I, peut étre pris égal & ®4 — ®I10 —» @I}, auquel cas on peut prendre
pour 8° et 6! les morphismes “identité.” Sinon, la notation Z} , est quelque peu
abusive, mais I’hypothése de ¥-acyclicité des @19, laquelle implique par exemple
(R'W)®I? = 0, permet d’obtenir encore les mémes présentations. On notera que
le morphisme 3: ®Z} - R'®4 de (1.A.8) est 'opposé du morphisme naturel de
définition de R'®A, résultat qu'on utilise souvent implicitement ici; plus
généralement, avec des notations évidentes, le bord itéré d: ®Z; - R"®A, défini
en tronquant la résolution I; au niveau n, est égal au morphisme naturel de
définition de R"®4 au signe (—1)""*D/2 prés ([6] V 7.1).

On a également les énoncés particuliers suivants:

LEMME 1.A.3. Si R'®A = 0, toute extension

(1.A.12) 0-A->E->B-0
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définit un carré commutatif, au signe prés:

Y®(B) -—a—>(R1\I')<I>A
YO(B) —— (R'¥®) A

ou i, est I’edge (1.A.4) et ou les bords d sont déduits de ®(1.A.12) par application
de ¥ et de (1.A.12) par application de ¥®.

Démonstration. Conséquence de Pexistence, par linjectivité de I9, d’un dia-
gramme commutatif

0->4—->E—->B -0

|1

0-4-I1-2Z 0.
LEMME 1.A.4. Le morphisme
¥(R'®A4) > (R*¥)®4

est, au signe prés, le bord itéré défini par application de ¥V a la 2-extension (1.A.8).
Si

(1.A.12) 0>A—E->B-0

est une extension telle que R'®F = 0, c’est aussi, au signe prés, le bord itéré défini
par application de ¥ a la 2-extension

(1.A.14) 0> ®4 » ®E > ®B —» R'®4 — 0.
Démonstration. La premiére partie résulte du lemme 1.A.2. Pour la seconde

assertion, on procéde comme au lemme 1.A.3, ce qui permet d’obtenir un
isomorphisme (1.A.14) — (1.A.8) de 2-extensions.

LEMME 1.A.5. On garde les hypothéses et notations initiales. On considére en
outre, dans la catégorie €, une suite exacte

(1.A.15) 0-4->B->C-0

telle que R*®C = 0. Soit P le noyau du morphisme R'®A — R'®B. On a ainsi les
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trois suites exactes courtes

(1.A.16) 0> ®4 - ®B - ®B/®4 — 0
(1.A.17) 0> ®B/®4 > ®C > P -0
(1.A.18) 0> P - R'®4 - R'®B - 0.

On a alors le diagramme suivant, formé de lignes et de colonnes exactes, et
commutatif a des signes prés:

VOB YOB 0 (R'¥)®B

N l

0 - ¥(PB/®A) —> ¥YHC —— YP —— (R\)(DB/DA)

I

0> (RW)04— (R'V®)4 >V (R'®)A— (R*¥)DA

I

(1.A.19) 0 - (R'W¥)®B— (R'¥Y®)B —» ¥(R'®)B— (R*¥)®B

(R ®)C

4 ] =
¥(P) - (R'Y)(®B/®4) - (R\¥)®C.

Dans ce diagramme, les horizontales sont les suites (1.A.2),, (1.A.2)g, et un
morceau de la longue suite de cohomologie (R'Y) (1.A.17), les verticales sont des
morceaux des longues suites de cohomologie (R'Y¥) (1.A.16), (R"¥Y®) (1.A.15) et
(RY¥) (1.A.18). La “soudure”

(RW)®C —— (RW¥®)C

est donnée par 1’edge de la suite spectrale (1.A.4).

Démonstration. On vérifie successivement les commutativités des carrés *,
puis 12 4.

*. La commutativité du carré supérieur * est évidente; celle des trois autres
carrés marqués * résulte de la fonctorialité en A de la suite spectrale (1.A.1).
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1. Avec les notations du lemme 1.A.2, on a, par injectivité de I?, un dia-
gramme

0-4-B—->C -0

(1.A.20) || ]

0-4-12-2Z) -0,

d’ou 'on déduit par application de ® les deux diagrammes suivants de suites
exactes:

0—>®4 > ®B >®B/®A4 - 0

(1.A21) n l |

004 -®I)> Z., -0,

0 >®B/®A —» ®C —R'®A

(1A22) | [

0-> Z;, —-®Z,->R'®4-0.

On déduit de ce dernier diagramme le carré commutatif

V(®B/®A) » ¥YOC

L

VZL, —— vz,
qui, d’aprés le lemme 1.A.2 et le diagramme (1.A.21) ci-dessus, induit le carré 1
aprés passage au quotient par 'image de ¥®I9 sur la ligne du bas.

2. 11 s’agit de voir que le triangle

yoc

(1.A.23) *”1 \
(R ®)A4 - ¥(R'®A)

commute. Or, dans le diagramme ci-dessous:

a
Y&C — (R'¥®)4

e

YOZ! — ¥(R'®A)
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les deux triangles commutent, celui du bas d’aprés le lemme 1.A.2. Le carré
commute donc, et si 'on trace I'autre diagonale:

a
YOC — (R'¥®)4

N

YOZL— ¥(R'DA)

le triangle inférieur commute comme image par ¥ d’un triangle commutatif, ce
qui montre finalement que le triangle supérieur, qui n’est autre que (1.A.23),
commute aussi.

3. Le diagramme (1.A.20) donne le diagramme commutatif de 2-extensions:

0-®4 >®B ->®C - P -0

(1A24) [

0->®4 >PI) >DZ, >R'®4 - 0,

d’ou le carré commutatif

9,

\ 74

(1.A.25) l H

E
V(R'®A4) — (R>*¥)0A4

(R2¥)®A

ou, d’aprés le lemme 1.A.4, le morphisme d coincide avec la fléche correspon-
dante dans la partie 3 de (1.A.19). Quant & d,, c’est la composée des applications

¥P - (R'Y)(®B/®A) - (R2¥)(®4)

de la méme partie 3 du diagramme (1.A.19). D’ou la commutativité de 3.
4. On peut considérer un diagramme commutatif de suites exactes

0B -I—>2Z,—0

(1.A.26) |

0-C—I8>2ZL -0,

ol IQ et IQ sont injectifs. On en tire successivement les diagrammes commutatifs
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suivants:

0—> ®B—— @I} —> Zi,— 0

L1

(1.A27) 0 >®B/®A4 > ®I2 > Z35,04 — 0

L

0 —dC— P2 —Z3.— 0,
dont les lignes sont exactes, et dont la partie droite se prolonge par

Zyp—> OZ}

|,

Zé’C ; q)Zé’

compte tenu de R'®C = 0, puis

VZL,— Yo7}

!
(1.A.28) l ¥ozL
T=

‘I'Zém/qm - ‘I'Zéc’

et, d’aprés le lemme 1.A.2, ce dernier diagramme induit le carré 4 de I’énoncé par
passage au quotient, par ¥®I) sur la ligne du haut et par ¥®12 sur le reste. Ceci
achéve la démonstration.

LEMME 1.A.6. Avec les hypothéses et notations du lemme précédent, le chemi-
nement ci-dessous, extrait du diagramme (1.A.19), est cohérent, au signe pres:

YP —— (R')(®B,/DA)

[

(R'Y®) A —> F(R'®A) w -
(1.A.29) a - i’
(R¥)®B —— (R'V®)B B - g’
(R'¥)(®B/D4), ll(
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autrement dit, si a est relié a dw et y comme indiqué ci-dessus, alors, au signe
pres,

y = dw € (R'\Y)(©B,/®A).

Démonstration. On notera d’abord qu’un élément a de (R'¥®)A est relié a
des éléments dw et y comme indiqué dans I’énoncé, si et seulement si c’est un
élément du noyau de (R'¥®)A4 — ¥(R'®B). On part d’'un diagramme com-
mutatif

04 >B->C-0

oD

010 >I - 12 -0,

dont la ligne du bas est exacte et formée d’injectifs 17, I3, I2, et on note Z}, Z1
et ZL les conoyaux respectifs des trois morphismes verticaux.
(i) Montrons d’abord que, pour établir la cohérence du cheminement (1.A.29),

il suffit d’établir celle du cheminement défini de fagon analogue a partir du
diagramme naturel suivant:

J
1
P > Zdw/qm

|

®Z) > R'®4
(1.A.30) l
Zop—> OZy
Zos/0u

dans lequel, par définition, j rend commutatif le diagramme de suites exactes

F
0->®B/®4 > ®C——>P— 0

| ]

0 >®B/®4 »>®I) - Zip,4 0,
tandis que les autres fléches sont les fléches naturelles évidentes. Introduisons

N = ker(®Z} - R'®B).
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Le diagramme (1.A.30) se compléte alors comme suit:

J
1
N —P > Zop/04

N

®Z. - R'@4

N

Zig—®Z}; >R'OB

1
Zyp/0a5

et dire que le cheminement défini par ce diagramme est cohérent, c’est dire que
les deux morphismes

N - Zé)B/(PA

ainsi définis, 'un via P, l'autre via Z}p, coincident.
La cohérence du cheminement (1.A.29) s’interpréte de fagon analogue, en
introduisant

Ny = ker((R'¥®)4 — ¥(R'®B))

et en complétant (1.A.29) comme on I’a fait pour (1.A.30). On obtient ainsi sur ce
diagramme complété deux applications Ny — (R'¥)(®B/®A) dont on veut voir
qu’elles coincident, au signe preés.

Or, on a les identifications canoniques suivantes:

(R®)A = ¥0ZL/¥0I0, (R'WO)B = ¥®ZL/¥®IY,
(RW)®B = ¥Zb,/¥®I0,  (R'¥)(®B/®A) = ¥Zy o,/ YOI,
etenfin Ny, = YN/ ¥®I).

Ces identifications montrent que le complété du diagramme (1.A.29) est défini
par passage au quotient de I'image par ¥ du complété du diagramme (1.A.30).
Pour obtenir le lemme, il suffit donc d’établir la cohérence du cheminement défini
par (1.A.30). ,

(ii) Comme on le voit sur (1.A.27), on a une surjection naturelle Zg,5 o4 Zacs

et on montre aisément qu'on a le diagramme commutatif suivant, a lignes et
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colonnes exactes:

P

[

0— Z,— ®Z, > R'®4 > 0

N

(1.A31) 0— Zl,— ®Z, > R'®B - 0

oL
[ _

n
1 1
Zopsoa > Zoc

Ce diagramme définit un morphisme de liaison j’: P — Zl, /o4 Qui, mis a la
place de j dans le cheminement (1.A.30), le rend évidemment cohérent.
Considérons alors le diagramme commutatif suivant:

0->®I) - @I} > ®I2—— 0

VI

(1.A.32) 0 l Zoz l Zo5 l ’Zés/m -0

oy

0 >0z} - &z} > OZL—> 0.

L

Le diagramme formé des deux derniéres lignes définit un morphisme de liaison
induisant un isomorphisme

J”: kerq — . p= ker(thbA — thl)B).

Il est immédiat que j” est I'inverse de 'isomorphisme j’: P = kere 5 ker Y,

défini par (1.A.31). Le diagramme formé par les lignes extrémes définit un
morphisme de liaison

ker{ = ®C —» R'®4 = coker:,

qui n’est autre que le bord d déduit de la suite (1.A.17) par application de ®. 1l
résulte ainsi de (1.A.32) que

a=j” °(7T|<pc)-
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Ainsi, j coincide avec j”~: P — Zg 4, et finalement j = j’, ce qui achéve la
démonstration.

§2. Géométrie des torseurs.

2.0. On considére la situation suivante:

(2.0.1) k est un corps et X une k-variété algébrique lisse géométriquement intégre
telle que

k*=k[X]*,

ce qui est le cas si X est propre sur k.
Sous ces hypothéses, la suite exacte (1.5.1) se réécrit

(2.0.2)
0 > H(k, §)—— H'(X, §)——Hom, (S, Pic X)—— H*(k, ) ——H?(X, 5).
On dit qu’un torseur J sur X sous S est de type
A € Hom (S, Pic X)
si 'on a x([Z7]) = A. On note Tors(X, S, A) ’ensemble des classes d’isomor-
phisme de torseurs de type A. S’il est non vide, c’est un espace principal

homogéne sous le groupe H(k, S).
Supposons de plus que X satisfasse la condition

(2.0.3) le g-module Pic X est de type fini.
On note alors
S, = D(Pic X)
le k-groupe de type multiplicatif dual. Vu Pappendice 2.A, la condition (2.0.3) est
vérifiée pour les variétés rationnelles projectives et lisses, et S, est alors un tore,

appelé tore de Néron-Severi de X. On dit qu’un torseur J sur X sous S est
universel si ’'on a

(2.04) S = S,etletype de I est I'identité de Hom  (Pic X, Pic X).

En pratique, on considére aussi des torseurs qui, sans étre universels, en sont
suffisamment proches pour en avoir certaines des propriétés. On dit qu’un torseur
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J sur X sous un k-groupe de type multiplicatif S est admissible si son type
A: S > PicX

est une injection dont le conoyau est un g-module de permutation.

De fagon plus générale, on peut aussi considérer une sous-extension galoisienne
K/k de k/k telle que, si 'on note b = Gal(k/K) et G = Gal(K/k) = g/b, on
ait

(2.0.5) le h-module Pic X stablement de permutation;

cette condition est en particulier vérifiée si X est K-rationnelle (appendice 2.A).
Un torseur 7 sur X est dit quasi-universel s’il a pour type 'injection naturelle

it Pic X, - Pic X

pour K/k vérifiant (2.0.5); plus généralement, un torseur J sur X sous le
k-groupe de type multiplicatif S, trivialisé par K, est dit quasi-admissible s’il a
pour type I’application composée

§ —— Pic X, — PicX

d’une injection j a conoyau G-inversible (= facteur direct d’'un G-module de
permutation) et de Pinjection naturelle i, ou K/k vérifie (2.0.5).
2.1. Propriétés globales des torseurs sous des tores.

PROPOSITION 2.1.1. Soient X une k-variété algébrique lisse et géométriquement
intégre, S un k-tore et I un torseur sur X sous S de type N. Soient K/k une
sous-extension de k/k et Y = Gal(k/K). On a alors la suite exacte de groupes
abéliens:

(21.1) 1 - K[X]* > K[T]* > S? - Pic Xx — Pic T » H'(K, ),
fonctorielle en K. Lorsque K = k, le morphisme

S - Pic X
ainsi obtenu est, au signe prés, le type de T .

Démonstration. Soit q: J— X le morphisme structural. D’aprés la proposi-
tion 1.4.2, on a I’extension de faisceaux étales sur X:

(Es) 1-G, x> ¢G, s+ S—0.

Il est clair que la longue suite exacte de cohomologie obtenue & partir de (E4)
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par application de H°( Xy, -) est fonctorielle en K. 11 suffit donc de traiter le cas
K = k. La longue suite de cohomologie commence alors par

1 - k[X]* > k[T ]* » H'(X, §x) - Pic X > H'(X, .G, ») — H'(X, S)

Comme X est géométriquement connexe, on a I'isomorphisme de faisceaux étales
sur Spec k:

N — P*S‘\X
comme on le voit en passant a k, par réduction au cas S = Z. On en déduit
I'isomorphisme

S8 = HO(k, S) = H°(k, pSy) = H( X, Sy).
Par ailleurs,
RIP*§X =0,

comme on le voit en calculant la fibre géométrique de ce faisceau:

H'Y(X,S3) =0

car H(Y,Z) =0 pour tout schéma normal intégre Y ([1] IX 3.6(ii)). Compte tenu
de lisomorphisme S = p, Sy, la suite spectrale

H?(k, R%p,Sy) = H?*( X, Sy)
donne alors les isomorphismes
H'(k, S) = H'(k, puSy) = H'( X, Sy).
Il reste & calculer le terme H'(X, ¢4G,, ). La suite spectrale
H(X, qu*Gm,gr) = H"" (T, Gm,y)
donne la suite exacte
1 > HY(X, 4G, #) » H(Z,G,, 5) = H*(X, Rq,G,, #).

Montrons que le faisceau R'gyG,, o est nul. Il suffit (cf. [1] VIII 5.2) de montrer
que sa fibre en un localisé strict Y = Spec 0 ; en un point géométrique § de X
est nulle. Compte tenu de [1], VII 5.9 et 5.7, cette fibre est égale 3 H'(I Xy Y, G,,).
Au-dessus de Y, le tore Sy Xy Y est isomorphe &4 un G}, , et, comme Y est le
spectre d’un anneau local, PicY = 0, le torseur J Xy Y est donc trivial, et ainsi
isomorphe a G, y. Comme X est normal, Y Dest aussi et la fléche naturelle

Pic Y - Pic(G”. y)
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est un isomorphisme ([33] Errata 4éme partie, 21.4.13), d’ou finalement
Pic(I X, Y) = 0, ce qui établit la nullité de R'q,G,, . En résumé:

H'(X, G, 5) —— HYT,G, ).

On a ainsi obtenu la suite exacte (2.1.1) pour K = k. On vérifie aisément que la

fléche Pic X — Pic J est la fléche naturelle. Lorsque K = k, il reste a identifier la
fléche

S - Pic X.
Or on a vu (proposition 1.5.2(iii)) que la fléche composée
S~ peSx > R'pG,, x,
une fois identifiée au morphisme de g-modules
S - Pic X R
coincide, au signe prés, avec le type du torseur 7. Or, la fléche bord
a: P*§X i RIP*Gm,X,
traduite en termes de g-modules, n’est autre que la fléche bord
3: H'(X, S3) » H(X.G,, %)

déduite de la suite exacte initiale.

THEOREME 2.1.2. Soit X une k-variété algébrique vérifiant les conditions (2.0.1)
et (2.0.3). Soient T un torseur sur X sous un k-tore S et I ¢ une k-compactifica-
tion lisse de I .

(a) Si T est un torseur universel, ou méme un torseur admissible, le g-module
Pic T ¢ est de permutation.

(b) Si T est un torseur quasi-admissible, relativement a une extension algébrique
K/k telle qu’on ait (2.0.5) et X(K) # @, le G-module Pic T¢ est inversible, et

H'(g,PicT ) =0.

Démonstration. On démontre (a) et (b) en paralléle, le cas (a) correspondant
aux hypothéses particuliéres: K = k, G = g et le conoyau de A est de permuta-
tion. On commence par montrer les deux résultats suivants:

(i) K*=K[JT]*

(i) le G-module Pic 7 est inversible.
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Comme Sy est un K-tore trivial, on a

Sh=5 et HY(K,S)=0,
et la suite exacte (2.1.1) donne donc I’égalité (i) et la suite exacte

0 - § - Pic Xz - Pic I — 0,
ce qui établit (ii) puisque J est supposé quasi-admissible relativement & K/k; de
plus, ceci donne que, dans le cas (a), le g-module Pic J est de permutation. Soit
alors Y le fermé complémentaire de J dans J °. La suite exacte de G-modules
0> K[T)*/K[T]* > Divy, I - PicI¢ > Pic T - 0
se réduit d’apreés (i) et (ii) 4 I’extension suivante de G-modules
0 - Divy, I¢ - PicI¢ » Pic T - 0
qui est scindée, car c’est Pextension d’un module inversible par un module de
permutation. Ceci prouve que le G-module Pic 7 est inversible, et achéve la
preuve de (a). On va ensuite établir
(iii) Pic ¢ = (Pic I )".
Ceci vaut plus généralement pour une K-variété Z telle que Z(K) # & et que
K([Z]* = K*. En effet la suite exacte des termes de bas degré de la suite
spectrale de Leray pour p: Z — Spec K
H?(K, R'psG,, z) = H?*%(Z,G,, )
s’écrit
0 - H'(y,k[Z]*) - PicZ -» (PicZ)" - H*(p,k[Z]*) » H*(Z,G,,).
Or ’hypothése et le théoréme 90 de Hilbert impliquent
H'(b, k[Z]*) = H'(,k*) = 0
et 'injectivité de I'application
H*(K,G,) = H*(y,k*) = H*(9, k[Z]*) > H*(Z,G,,)

puisque tout point rationnel de Z en définit une rétraction. Il reste a voir que ¢

vérifie les hypothéses indiquées pour Z: comme Sy est un K-tore trivial, la fibre
du torseur ; en un point de X(K) # @ est triviale (théoréme 90 de Hilbert), et
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donc J4(K) est non vide. A fortiori J£(K) # @, et évidemment K[T£]* =
K *, ce qui achéve de prouver (iii).

On établit enfin B

(iv) le h-module Pic 7 ¢ est stablement de permutation.
Comme le torseur J est localement trivial sur X pour la topologie de Zariski,
puisque Sy est un K-tore trivial (théoréme 90 de Hilbert), la K-variété I, est
K-birationnelle & Xy X Pg£ pour un certain entier n: on en déduit (cf. appendice
2.A et [20] lemme 11) I’existence d’un isomorphisme de )-modules

P,®PicT =P, @ Pic(Xx;P") =P, ®Z & PicX

ou P, et P, sont des modules de permutation, ce qui d’aprés ’hypothése (2.0.5)
prouve (iv). La suite exacte de restriction-inflation

0 - HYG,(PicT*)") > H'(g,Pic T°) > H(H,PicT*) = 0
donne alors la conclusion
H(g,Pic T ) = 0.

Remarque 2.1.3. Le résultat (b) s’ applique aux k-variétés X, propres, lisses et
géométriquement intégres telles que Xy soit K-rationnelle. 11 est intéressant de
noter que, méme dans ce cas, le g-module Pic ¢ n’est pas forcément de
permutation, ni méme inversible, contrairement a la situation décrite en (a). De
fait, il peut se produire qu'on ait H'(L,Pic J ) # 0 pour une extension con-
venable L/k, comme on le voit en utilisant la proposition 6.1 de [13] et la
description_locale des torseurs donnée ci-aprés, alors que néanmoins
H'(k,PicT ) =0!

Remarque 2.1.4. Pour X propre sur k, tout torseur . sur X sous un k-tore S
adiet une k-compactification lisse, méme en caractéristique > 0: J.-L. Brylinski
[5] a en effet établi 'existence d’une k-compactification lisse équivariante S — S¢
pour tout k-tore S, et il suffit de prendre le produit contracté

TC=TX5S°,
ce qui compactifie dans les fibres de 7 — X.

2.2. L’obstruction élémentaire: condition nécessaire d’existence de torseurs d’un
type donné.

Définition 2.2.1. Soit X une k-variété algébrique lisse et géométriquement
intégre. On appelle obstruction élémentaire la classe dans Extlg(k(X Y¥/k*, k*)
de I’extension définie par la suite exacte naturelle

(2.2.1) 15 k* > k(X)* > k(X)*/k* > 1.
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La proposition qui suit montre que la non-nullité de cette classe est une
obstruction 2 I’existence d’un point rationnel pour X. Si 'obstruction élémentaire
est nulle, on dira aussi qu’elle est “ vide”.

PROPOSITION 2.2.2. Soit X une k-variété algébrique lisse et géométriquement
intégre.

(a) Si X posséde un point k-rationnel, la suite exacte de g-modules (2.2.1) est
scindée; il en est de méme, si U est un ouvert de Zariski non vide de X, de la suite
exacte de g-modules

(222) 1->k*—>k[U]* > k[U]*/k* > 1.

(b) Si k est parfait et si X est quasi-projective, les extensions (2.2.1) et (2.2.2)
sont triviales dés que X posséde un 0-cycle de degré 1.

Démonstration. Soit P € X(k). Soit 0% p 'anneau local de X en P. Soit
Div,X le groupe abélien libre sur les points de codimension 1 de X dont
I’adhérence contient P: c’est un g-module somme directe de g-modules du type
Z[a/b], pour b sous-groupe ouvert de g, i.e. c’est un g-module de permutation,
mais non de type fini sur Z. Comme X est lisse en P, on a la suite exacte de
g-modules

1- 0% , > k(X)* - Div,X - 0.

Pour tout sous-groupe ouvert §) de g, une variante du théoréme 90 de Hilbert
donne

Hl(b’ 0’;‘(}) =0,
d’ou par le lemme de Shapiro
Exty(Z[a/b], 0% ») = 0,

ce qui prouve que la suite exacte de g-modules ci-dessus est scindée (pour une
variante de cet argument, voir [21]). Autrement dit, le g-morphisme naturel

% P—)}(X)*

admet une g-rétraction. Comme le point P définit évidemment une g-rétraction
de la fléche naturelle

k* - 0% p,
on en conclut que le morphisme naturel

k* > k(X)*
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admet une g-rétraction; il en est a fortiori de méme des morphismes
k* > k[U]*

pour tout ouvert non vide U de X, ce qui achéve la preuve de (a). Le point (b)
s’établit de fagon analogue en considérant ’anneau semi-local de X aux points du
support d’un 0-cycle de degré 1.

Remarque 2.2.3. L’assertion (a) reste vraie pourvu que Xy (k) # @. L’ob-
struction élémentaire est donc une obstruction a I’existence d’un point rationnel
lisse, qui, par sa définition méme, présente un caractére k-birationnel, et qui,
d’aprés (b), ne peut faire la différence entre les k-variétés qui possédent un
0-cycle de degré 1 et celles qui possédent un point rationnel.

PROPOSITION 2.2.4. Soit X une k-variété algébrique vérifiant (2.0.1). L’ obstruc-
tion élémentaire est nulle si et seulement si la classe de la 2-extension naturelle

(2.2.4) 1->k*—>k(X)*>DivX—>PicX—>0
est nulle dans Ext?(Pic X, k*).
Démonstration. La suite exacte (2.2.4) donne aussitdt la suite exacte d’Ext

_— - - ey - a v 7
Ext (Div X, k*)  Bxth (R(X)*/&*, k*) > Ext?(Pic X, &*).

Comme d est le cup-produit par la classe de I’extension
1- k(X)*/k* - DivX - Pic X - 0,

I'obstruction élémentaire a pour image par d la classe de I'extension (2.2.4).
Comme X est lisse, Div X est un g-module de permutation, d’ou par application
du lemme de Shapiro et du théoréme 90 de Hilbert:

Extl (DivX, k*) =0,

ce qui permet de conclure.

PROPOSITION 2.2.5. Soit X une k-variété algébrique lisse et géométriquement
intégre telle que 1’ obstruction élémentaire soit nulle. Si S est un k-groupe de type
multiplicatif, les applications naturelles

Hi(k,S) > H(X,S) e H'(k,S) - H'(k(X),S)
sont injectives pour i = 0, 1 et 2. En particulier, on a des injections naturelles

Brk -> BrX et Brk - Brk(X).
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Démonstration. Noter que, si X(k) # &, les résultats relatifs & X sont
immédiats. En général, il suffit d’établir le résultats relatifs & k(X). Lecas i =0
est trivial. Pour tout ouvert non vide U de X, on a la suite exacte (1.5.1):

0 - Ext! (S, k[U]*) » HY(U, S) > Hom (S,PicU)
- Ext3(S,k[U]*) » H*(U, S),
qui, par passage a la limite inductive sur U, donne la suite exacte
0 - Ext} (S, k(X)*) > HY(k(X), S) - 0 > Ext’(S, k(X)*) » H*(k(X), S).

On en déduit le résultat par fonctorialité (proposition 1.5.2(i)) de (1.5.1) appliquée
a X — Spec k. L’hypothése de nullité de I'obstruction élémentaire assure que
toute g-rétraction o de k* — k(X)* induit une g-rétraction de chaque mor-
phisme naturel Ext’ (S k(X)*) = Hi(k(X), S). On a donc pour i = 1 le résultat
supplémentaire suivant: toute g-rétraction o définit une g-rétraction du mor-
phisme naturel

HY(k,S) » H(k(X),S), doncausside H'(k,S) - H'(X, S).

L’énoncé pour le groupe de Brauer correspond au cas S = G, ,.

Exemple 2.2.6. Soit X une k-variété lisse et géométriquement intégre et soit
K /k une extension finie séparable. S’il existe a € k* tel que

a & Ny K*, mais a € Ngxy o K(X)*,

alors X(k) = . Il suffit d’appliquer la proposition précédente en considérant le
tore § = Ry ,G,,.. On notera que si a = Ny(x,/x(x)(8) avec g € K(X)*, il est
immédiat que X ne posséde pas de point rationnel en dehors du diviseur de g,
mais la proposition assure qu’elle n’en posséde pas non plus sur le support de
div(g).

Remarque 2.2.77. L’obstruction élémentaire est nulle pour une k-variété
vérifiant (2.0.1) et contenant un ouvert de Zariski U non vide tel que

k*=k[U]* et PicU=0.
En effet, on dispose alors de la suite exacte de g-modules
1-k* - k(U)* > DivU - 0,

qui est g-scindée (lemme de Shapiro et théoréme 90).
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La proposition suivante montre la relation entre I'obstruction élémentaire et
Pexistence de torseurs d’un type donné:

PROPOSITION 2.2.8. Soit X une k-variété algébrique vérifiant (2.0.1). Soient S
un k-groupe de type multiplicatif,

A € Hom,(S,PicX) et 9:Hom(S,PicX) » H*(k, S)

le bord dans la suite exacte (1.5.1).

(i) La non-nullité de 3(\) € H*(k, S) est une obstruction (04) & I’existence
d’un point k-rationnel sur X, et méme, si k est parfait, a I’existence d’un 0-cycle
de degré 1.

(ii) Cette obstruction est nulle si, et seulement si, X posséde un torseur de type \.
C’est le cas si I’ obstruction élémentaire est nulle.

(iii) Si Pic X est de type fini sur Z et si

Ao = idp %,
I’ obstruction (03 ) est la plus fine de ces obstructions (03), et elle coincide avec
1’ obstruction élémentaire.
(iv) Si [’obstruction élémentaire est nulle, toute g-rétraction o du morphisme
évident
k* > k(x)*
définit un scindage de la suite exacte
(2.2.5) 0 - H(k,S) » H'(X, S) » Hom (S, Pic X) - 0.
(v) Soit U un ouvert de Zariski non vide de X. Soient
Py = ker(Pic X - PicU)
et

A: P)_{,l_/—’ PlCz\_’

D’injection naturelle. L’obstruction (03) est nulle si et seulement si la suite évidente
de g-modules

1-k*>k[U* > k[U*/k* > 1

est scindée.
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Démonstration. L
(i) D’aprés 1.5.2(iv), d(A) est la classe dans H?(k, S) = Ext2(S, k*) de la
2-extension déduite de

(2.2.4) 1> k*>k(X)*>DivX » PicX >0

via A. Si d(A) # 0, la 2-extension ci-dessus est a fortiori non triviale, d’ou la
conclusion d’aprés 2.2.4.

(i) Compte tenu de la suite exacte (2.0.2), c’est une conséquence immédiate
des définitions et de (i).

(iii)) L’hypothése permet de considérer le k-groupe de type multiplicatif

S, = D(Pic X).

Par fonctorialité de la suite exacte (2.0.2), d(A) est 'image de d(A,) par le
morphisme D(A): S, — S. La nullité de d(A,) implique donc celle de tous les
d()). D’autre part (cf. (i)), d’aprés 1.5.2(iv), d(A,) n’est autre que la classe de la
2-extension (2.2.4). La conclusion suit alors de la proposition 2.2.4.

(iv) Par définition méme, la nullité de I'obstruction élémentaire équivaut a
Pexistence d’une g-rétraction

o: k(X)* - k*,

qui induit donc (cf. 2.2.5) des rétractions de i; et i, dans la suite exacte (2.0.2);
celle-ci donne alors la suite exacte scindée

0 - H'(k,S) » H'(X, S) > Hom (S, Pic X) - 0.
(v) Considérons le k-groupe de type multiplicatif
S = D(Px,g)

et Iinjection naturelle A: P3  — Pic X. On a donc A € Homg(SA, Pic X). La
description de d(A) montre alors que Cest la classe dans H Yk, S) =
Ext2(Px. g, k*) de la 2-extension

1->k* > k[U]* - DivgX > Py 5 — 0,

ou Y désigne le fermé complémentaire de U dans X (c’est le pull-back de (2.2.4)
par A). L’extension

1 - k[U]*/k* - DivgX —» Pz 5 — 0

définit la suite exacte

— - — J, ) —
0 = Exty(DivyX, k*) - Exty(k[U]*/k*, k*) — Ext}(Pz,g, k*)
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dont le premier termes est nul par lissité de X (lemme de Shapiro et théoréme 90
de Hilbert). D’aprés ce qui précéde, d(A) est, au signe prés, I'image par § de la
classe de I’extension évidente

1o k* > k[U]* > k[U]*/k* > 1,

dont la non-nullité équivaut donc a celle de d(A), i.e. a celle de (0}).

Remarque 2.2.9. Si I'obstruction élémentaire est nulle, par exemple si X(k)
# o, il existe des torseurs de tout type A. Inversement, si Pic X est de type fini,
I’existence de torseurs universels entraine la nullité de I'obstruction élémentaire.

Si k est un corps p-adique, les théorémes de dualité du corps de classes local
entrainent que l'obstruction élémentaire équivaut, dans ce cas, au fait que la
fléche naturelle

Brk - BrX
est injective.

Exemple 2.2.10. Soient k un corps de caractéristique # 2 et U la k-variété
lisse et géométriquement intégre définie par 1’équation

0+ y?—az?=P(x)

ol X, y,z sont les variables, ol a € k* est donné et ou P € k[x] est un
polyndme séparable non constant donné. Soit X D U une k-compactification
lisse de U. Soient c le coefficient dominant de P et A la k-algébre finie séparable
produit de k[t]/(¢% — a) et de k[x]/(P). On vérifie, via la proposition 2.2.8(v),
que I’obstruction élémentaire pour X est vide si, et seulement si, ¢ est une norme
d’un élément de A*. Elle est en particulier toujours vide si P est de degré impair.

Exemples 2.2.11. Ce sont des exemples ou l'obstruction élémentaire est la
seule obstruction a I’existence d’un point rationnel pour la k-variété algébrique X
(on suppose k parfait):

(a) les variétés de Severi-Brauer (formes sur k& de ’espace projectif);

(b) les formes sur k d’une surface rationnelle propre et lisse, relativement
minimale sur k (formes sur k de P2, P! X P! ou F,, pour n > 2);

(c) les k-compactifications lisses d’espaces homogénes principaux de tores;

(d) les surfaces de Del Pezzo de degré 6 (formes sur k de I’éclaté de P2 en trois
points non alignés).

On a en fait plus, car, dans les cas (a), (b), (d), si X(k) # @, alors X est
k-rationnelle. Par ailleurs, si E€ est une k-compactification lisse d’un espace
principal homogeéne E sous un k-tore, on peut montrer en utilisant 2.2.8(v) que,
si Pobstruction élémentaire est nulle, alors E est trivial. Ainsi, E¢(k) + &
implique E(k) # @.
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Exemples 2.2.12. Voici au contraire des exemples ou I'obstruction élémentaire
est nulle et ou pourtant X(k) = J:

(a) une quadrique lisse dans P§ sans point réel, pour n > 4;

(b) une k-compactification lisse d’un espace homogéne principal non trivial
sous SL(D) ou D est une k-algébre centrale simple pour laquelle la norme
réduite Nrd: D* — k* n’est pas surjective;

(c) la surface cubique X d’équation

x}+2y°+4224+9%=0

considérée sur k = Qj;: tout d’abord X(k) = & par congruences mod 9; ensuite
Pic X = (Pic X)® car, X étant k-minimale (cf. [42] III 4.12 (= III 21.10)),
(Pic X)8 = Zw, = Pic X oul wy est la classe canonique ([42] IV 6.1 (= IV 23.6));
il résulte alors de (2.0.2) pour § = G, , que Brk s’injecte dans Br X, ce qui
équivaut, pour un corps p-adique, a la nullité de I'obstruction élémentaire (cf.
remarque 2.2.9);

(d) certaines surfaces rationnelles sur Q ou Q,, [12] possédant un O-cycle de
degré 1 sans posséder de point rationnel.

2.3. Description locale des torseurs. Soit X une k-variété algébrique qui vérifie
(2.0.1), Cest-a-dire qui soit lisse, géométriquement intégre et telle que k[ X]* =
k*. Soient S un k-groupe algébrique de type multiplicatif et

A: S - PicX

un g-homomorphisme. Soit alors U un ouvert de Zariski non vide de X tel que A
se factorise par

Py = ker(Pic X - PicU).
Soit en outre
(2.3.1) 1>S->M->R-1 (®)

une suite exacte de k-groupes algébriques de type multiplicatif ou M soit un
k-tore quasi-trivial et telle qu’il existe un diagramme commutatif de g-modules

1 -k[U]*/k* ->DivgX - P35 — 0

(23.2) ,,] T ] x

0—— R > M §—0

ou Y désigne le fermé X — U. La suite exacte (2.3.1) fait de M un torseur (¥) sur
R sous S. Tout k-morphisme ¢: U — R définit un g-morphisme

é: R - k[U]*,
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et inversement, autrement dit:
H°(U, R) = Hom (R, k[U]*).

Tout k-morphisme ¢: U — R définit par pull-back de I’extension (2.3.1) un
torseur ¢*(X) sur U sous S modelé sur le torseur-type ().
Ayant ainsi fixé A, U, (Y) et p, considérons 'ensemble

(2.3.3) Tors(U, S; ¥, p)

des classes d’isomorphisme de tels torseurs ¢*(8) lorsque le comorphisme

A

é: R - k[U]* est un relévement de p.
On note

(2.3.4) Tors( X, S; A)

P’ensemble des classes d’isomorphisme de torseurs sur X sous S de type A.

THEOREME 2.3.1. On garde les hypothéses et notations ci-dessus. La restriction
de X a U définit une surjection

y: Tors( X, S; A) = Tors(U, S; N, p).
C’est une bijection si, et seulement si, la fléche naturelle
Extl(S, k*) - Ext(S, k[U]*)

est une injection, ce qui est le cas si le morphisme k* — k[U1* admet une
g-rétraction.

Cet énoncé a au moins trois aspects:

(a) il décrit localement la restriction a U d’un torseur J de type A comme un
produit fibré d’un torseur-type (¥) par un morphisme ¢: U — R, ce qui fournit,
si R est aussi quasi-trivial, une description d’un modéle de J par des équations
explicites;

(b) il assure que certains torseurs définis par produit fibré d’un torseur-type
sur certaines k-variétés “ouvertes” U se prolongent, parfois méme de fagon
unique, a toute k-compactification lisse X;

(c) il caractérise I'existence d’un torseur de type A par 'existence d’un g-
relévement R — k[U]* de la fléche p: R — k[U]*/k*.

Démonstration. Elle s’appuie sur le diagramme du théoréme 1.6.1 et sur la
propriété de cohérence du lemme 1.6.4.
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On va commencer par montrer 1’égalité
(2.3.5) Tors(U, S; 8, p) =7"1(3(A)) c HY(U, S)
sur la portion suivante du diagramme du théoréme 1.6.1:
Extl(S, k[U]*)——HY(U, S)

A a A — —
Hom (S, Pz g)— Ext. (S, k[U]*/k*).

(a) Pour établir I'égalité ci-dessus, on commence par factoriser le diagramme
commutatif (2.3.2) en introduisant I’extension intermédiaire £ qui est & la fois le
pull-back par A de la suite du haut et le push-out par p de celle du bas:

1 >k[U]*/k* - DivgX > Pzz—0

Il A

1 >k[U]*/k*—— E——>S— 0

d .

N

0—R M >S — 0.

On a donc, au signe preés,
d(N) =[E] = a(p),
ou les bords
3: Hom, (S, Py 5) - Ext' (S, k[U]*/k*)
et
3: Hom (R, k[U]*/k*) - Extl (S, k[U]*/k*)

sont respectivement définis par les suites exactes du haut et du bas. L’égalité
(2.3.5) équivaut donc a

Tors(U, S; 8, p) =771(d(p)) c HY(U, S)

ou 7 et d sont les morphismes naturels du diagramme commutatif

Hom (R, k[U]*)

(2.3.6) . 1,,
p € Hom (R, %[U]*/%*)——"——»Extg(si k[UY*/k*).

Extl(S, k[U]*) —— HY(U, S)
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(B) La suite exacte (2.3.1) définit, d’aprés le lemme 1.6.5, le diagramme
commutatif

Hom (R, k[U]*) = H(U, R)

1
Extl(S, k[U]*) - HYU, S)

dont les fléches 3’ et d sont les bords déduits de la suite exacte (2.3.1) et de la
suite exacte duale. Dans ce diagramme, 'image de ¢ € H%(U, R) par 3’ est la
classe du torseur déduit de (2.3.1) par pull-back par le k-morphisme ¢: U — R,
autrement dit le produit fibré M X, U. D’aprés la définition (2.3.3), un élément de
HY(U, S) appartient donc i Tors(U, S; ¥, p) si, et seulement si, C’est I'image par
3’ dun ¢ € H(U, R)_dont le comorphisme ée Homg(R k[U1*) a pour
image p € Homg(R k[U1*/k*) par le morphisme naturel =. Ainsi,

Tors(U, S; N, p) s’identifie, sur le diagramme (2.3.6), & ’ensemble des classes
d’extensions

[E’] € Ext}(S, k[U]*)
de la forme [E’] = 8(«13) avec 7r(<§) = p. Autrement dit:
Tors(U, S; 8, p) = 3(77(p)).
(v) Avec les notations de (2.3.6), I’égalité (2.3.5) équivaut donc a la suivante:
3(n7(p)) = 71(3(p)).

Comme (2.3.6) commute, I'inclusion (7~ !(p)) € #71(d(p)) est évidente. Con-
sidérons alors (2.3.6) dans le diagramme commutatif suivant, formé de suites
exactes naturelles évidentes:

Extl(M, k*) =0
P A - 4 A= P
Hom (M, k[U]*)— Hom (R, k[U]*) ——Ext}(S, k[U]*) —— Ext} (M, k[U]*)
A — — A 1, — 4 ,\_1 — " = —
Hom (M, k[U]*/k*)— Hom (R, k[U]* /k*)—Ext} (S, k[U]*/k*) — Ext\ (M, k[U]*/k*)

ExtL(M, k*) = 0.
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Dans ce diagramme, M étant un tore quasi-trivial,
Extl (M, k*) = H'(k, M) =0
d’aprés le théoréme 90 de Hilbert et le lemme de Shapiro. L’inclusion

#1(3(p)) € 3(7(p))

résulte aisément du diagramme ci-dessus: si #([E’]) = d(p), la partie droite du
diagramme montre que

[E'] =d(¢) avecd(w(d) —p)=0;

la partie gauche du diagramme permet alors de modifier ¢ de sorte que 7(¢) = p.
() L’égalité (2.3.5) étant ainsi établie, montrons que la restriction de X 4 U
définit une application

y: Tors( X, S; A) — Tors(U, S; N, p).

Cela résulte du diagramme du théoréme 1.6.1 et du lemme de cohérence 1.6.4. 1l
s’agit de vérifier sur le diagramme que la restriction HY( X, S) - H(U, S) induit
une application Tors( X, S; A) = 7~ 1(3()A)). Soit J un torseur sur X sous S de
type A. Comme

A€ Homg(f, P)?,U)?
le diagramme du théoréme 1.6.1, plus précisément la portion

H(X, S) > Hom (S, Pic X)

l l

0 — Extl(S, k[U]*) - H\(U, S) - Hom (S, Pic U),

montre aussitdt que 'image de [J] dans HY(U, S) vient d’une classe d’exten-
sions

a € Ext! (S, k[U]*).
La cohérence du cheminement (1.6.10) affirme alors que
7(a) = () dans Extl (S, k[U]*/k*).

(&) La surjectivité de y résulte aussi du diagramme du théoréme 1.6.1 et du
lemme 1.6.4. Soit en effet

a € Extl (S, k[U]*)
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tel que 7(a) = d(A). Le diagramme du théoréme 1.6.1 montre aussitdt que son
image dans H(U, S) est la restriction dun J€H 1(X, S); on trouve en outre
que son type x(J ) appartient a Homg(S Py u) et méme, d’aprés le lemme
1.6.4, quil a méme image que A dans Extl(S k[U]*/k*) On peut donc
modifier  par I'image d’un élément venant de Hom (S DivyX) de telle sorte
qu’il garde la méme restriction & U et qu’il ait pour type A.

($) D’aprés le diagramme du théoréme 1.6.1, deux classes de torseurs [J] et
[Z’] € H'(X, S) ont méme type A et méme restriction a U si, et seulement si,
elles différent par I'image d’un élément de

Hom (S, k[U]*/k*).

Or, d’aprés le théoréme 1.6.1, ce groupe a pour image 0 dans H (X, S) si, et
seulement si, 1a fléche

Extl (S, k*) - Ext! (S, k[U]*)
est injective, ou, de fagon équivalente, si le morphisme
Hom (S, k[U]*) - Hom (S, k[U]*/k*)

est surjectif. Ceci achéve la démonstration du théoréme.

Exemple 2.3.2. Un cas particulier important est celui ou

On peut alors prendre pour suite exacte (8) la suite exacte de k-tores
(2.3.7) 1-S,>M->R,-1

duale de celle de g-modules

(2.3.8) 1- k[U]*/k* > DivyX - Pz 50,

et pour fléches verticales du diagramme (2.3.2) les fléches “identité”, et il existe
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un torseur de ce type si, et seulement si, la projection
k[UT* > k[UT*/k*

admet une g-section ¢ (on retrouve ainsi la proposition 2.2.8(v)). D’aprés le
théoréme 2.3.1, la fléche de restriction Tors( X, S; A) — Tors(U, S; R, p) est alors
bijective.

Une telle section ¢ définit un torseur J° sur X sous S de type A: il est
caractérisé par le fait que sa restriction a U est le pull-back de (2.3.8) par le
morphisme ¢,: U = R, dont le comorphisme

4 kIR, = K[R,] ~ K[U]
est précisément défini par
o: R,=k[U)*/k* > k[U]*.

On obtient ainsi toutes les classes de torseurs sur X de type A.

_ Si lobstruction élémentaire est nulle, toute g-section ¢ de la projection
k(X)* - k(X)*/k* en induit une pour k[U]* — k[U]*/k* et définit donc,
comme indiqué ci-dessus, un torseur J ° dont la classe appartient a

Tors(X, S,A\) — 7~ Y([E]) = Tors(U, S; §,id) c Ext.(S, k[U]*)

et donne 0 par la rétraction Extt(S?, k[U]*) - Ext;(f, k*) définie par o.
Comme on I’a vu en 2.2.5 et 2.2.8(iv), la section ¢ définit des rétractions pour les
morphismes H(k, S) » H'(X, S) et H'(k, S) - H(U, S), toutes les deux
induites par la rétraction définie de fagon évidente par o:

H'(k(X),S) = Ext,(S, k(X)*) - Ext.(S, k*) = H'(k, S).

Ces diverses rétractions r, r’ et r” sont donc compatibles: elles rendent
commutatif le diagramme

Extl (S, k*) = H'(k, %l(x, S)
Extl (S, k[U]*) —— > H'(U, ),
ce qui prouve que, si I'on considére le scindage de la suite exacte (2.2.5) défini par

o, la classe de .7 ° est aussi I'élément de H( X, S) de type A et “fibre triviale en
o”.
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Exemple 2.3.3. les torseurs universels.
Supposons

(2.0.3) le g-module Pic X de type fini.
On peut alors considérer 'exemple précédent dans le cas particulier ou Pic U=0,
auquel cas

A= >\0 = idl’io:;\—"
On retrouve alors la description locale des torseurs universels donnée dans ([22],
assertion 1, p. 227):

COROLLAIRE 2.3.4. Soit X une k-variété algébrique vérifiant les conditions
(2.0.1) et (2.0.3), et soit U un ouvert de Zariski non vide de X, tel que PicU = 0.
Une telle variété posséde un torseur universel si et seulement si la projection
k[U]* = k[U]*/k* posséde une g-section o.

Une telle section o définit un torseur universel I° dont la restriction a U est le
pull-back par ¢, de la suite exacte de k-tores

(2.3.9) 1->S->M->R,—>1
duale de celle de g-modules
(2.3.10) 1 - k[U]*/k* - DivyX - Pic X - 0,

le morphisme ¢,: U — R, étant défini par dualité a partir de o: f(u - k[U]*.
On peut également caractériser I par le fait qu’il a pour image O par la
rétraction (cf. 2.2.8(iv))

HY(X,S) - HYk, S)
définie par o; autrement dit, par le fait que I vaut O en o.

Dans le cas ou U(k) # @, si P € U(k), on peut prendre pour section
op: fmod k* - f/f(P).

On note alors " le torseur universel défini par la section op: Cest le torseur
universel de fibre triviale en P.

Les résultats énoncés résultent de la discussion de I'exemple précédent. On
notera qu’ici toute g-section de k[U]* — k[U]*/k* provient d’'une g-section de
k(X)* = k(X)*/k*.

2.4. Exemples d’application au prolongement de torseurs. Le théoréme 2.3.1
contient la plupart des énoncés de prolongement de torseurs que nous avons
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rencontrés. Joint aux propositions 2.1.1 et 2.1.2, il permet aussi d’établir la
trivialit¢ d’invariants liés au groupe de Picard sur tout compactifié lisse de
certains torseurs, sans avoir a calculer explicitement une telle compactification
lisse.

24.1. Soit X une k-variété algébrique vérifiant la condition (2.0.1). Soit » un
entier > 0. Soit f € k(X)* une fonction dont le diviseur soit un multiple de n.
Il est clair que f définit un torseur sous p, au-dessus de I'ouvert U ou f est
inversible, par pull-back par f du torseur-type

1_')nu‘n,k—')c-:‘m,k x" Gm,k—)l'

L’hypothése sur le diviseur de f assure que ce torseur se prolonge, de fagon
unique, en un torseur sur X tout entier sous p,,: il suffit d’appliquer le théoréme
2.3.1 pour le diagramme

1 ->k[U]*/k* >DivgX > Pz g — 0

| ]

0— 2 »Z——2Z/n -0

ou la verticale de gauche expédie 1 sur la classe de f et la verticale médiane
expédie 1 sur D tel que div(f) = nD (on notera que k*/k*" s’injecte dans
K[U1*/k[U1*" C Ext(Z/n, k[U]*)).

2.4.2. Soit X qui vérifie (2.0.1). Soit K/k une extension finie et séparable de
corps. Soit f € k(X)* une fonction dont le diviseur est une norme pour K/k:
div(f) = Nk (D) pour D € Div X. Soit U T'ouvert complémentaire du plus
petit fermé Y de X tel que Y, contienne le support de D. Il est clair que f définit
sur U un torseur sous le k-tore R G, par pull-back par f du torseur-type

Nk,
1 d RlK/ka had RK/ka""/—k"’Gm’k hd 1.

L’hypothése sur div(f) assure que ce torseur se prolonge, de fagon unique si
k*/NK* s’injecte dans k[U]*/NK[U]*, en un torseur sur X sous le k-tore
S == RY G, il suffit d’appliquer le théoréme 2.3.1 au diagramme

1 >k[U]*/k* > DivyX > Pz 5— 0

I

0—Z——Z[g/h]— 8§ -0
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g = Gal(k/k), by=Gal(k/K), N=N,,,

et ou la verticale de gauche envoie 1 sur la classe de f et la verticale médiane
envoie 1 sur D.
Pour un exemple de la méme veine, mais plus complexe, voir [27] §12 Step

IV(f).

2.4.3. Le cas des torseurs universels. On peut interpréter le corollaire 2.3.4
comme un énoncé de prolongement (unique) a tout X du torseur sur U sous S,
défini explicitement comme le pull-back par ¢,: U — R, du torseur sur R, sous
S, défini par la suite exacte (2.3.9).

2.4.4. Le cas des tores. Le case particulier de 2.4.3 ol X est une k-compactifi-
cation lisse d’un k-tore T est particuliérement intéressant. On peut prendre
U = T. On trouve alors R, = T. Si 'on prend o = o, ou O est 'élément neutre
de T(k), le torseur sur T sous S, ainsi obtenu n’est autre que celui donné par la
suite exacte de k-tores

18- M->T-1
déduite par dualité de la suite exacte de g-modules
0 » T - DivyX - Pic X - 0,

et la proposition assure qu’il se prolonge, de fagon unique, en un torseur sur X
sous S,. Comme M est un k-tore quasi-trivial, en particulier une variété k-ration-
nelle, on obtient ainsi les principaux résultats de [20]. De facon plus générale, la
premiére hypothése sur les torseurs universels (cf. §2.8 ci-apreés) est ici satisfaite,
ce qui fait le succés de la méthode de la descente dans ce cas. Pour plus de
détails, voir [22], §3.

2.5. Exemples de calcul d’équations locales de torseurs universels.

2.5.1. Soit k un corps de caractéristique # 3, contenant une racine cubique
de Punité 6 +# 1. Soit a € k*\ k*3. La k-surface cubique X d’équation homogéne

TP+ T2 + T} + aT? = 0,

dont on sait qu’elle n’est pas k-rationnelle (Shafarevitch), a été étudiée par Manin
[42] du point de vue de I’équivalence de Brauer. On va appliquer la proposition
pour trouver des équations locales pour les torseurs universels sur cette surface
cubique sur I'ouvert complémentaire de la réunion des 27 droites (en fait méme
seulement de 9 d’entre elles). On note

=Ya, K=k(a), G=Gal(K/k)=2/3.
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Avec les notations de Manin ([42] chap. VI, 5.4 (= 45.4)), la surface X contient
les droites suivantes, définies sur K:

Ai=L2(l, l): T0+0T1=0 T2+0iaT3=0
Bi=L1(0,i): T0+ T2=0 T1+0iaT3=0

oui=0,1,2.

LeEMME 2.5.2. Chacun des deux systémes suivants définit une base du groupe
abélien libre Pic X:

(AO’ Al’ BO’ Bl’ CO’ Cl’ CZ)’
(AO - CO’ Al - Cl’ BO - CO’ Bl - CbCO’Cl’CZ)'

Démonstration. Le déterminant de Gram du premier systéme vaut 1.

Soit U Touvert de X complémentaire de la réunion des 9 droites 4,, B; et C,.
On a PicU = 0. On peut donc appliquer le théoréme 2.3.1 au diagramme
commutatif de suites exactes

1 > k[U]*/k*——— DivyX —Pic X— 0

1o

0 — 22 »Z[G]*— §— 0

défini comme suit: N = (N, N;); Iisomorphisme de gauche est donné par les
classes des fonctions

[=(L+0T)/(To+T)) et g=(T,+ T)/(To+ T1);
I'injection & est donnée par
8(1,0) =4,—- C, et 8(0,1) = B, — C,,
et on a effectivement
div(f) = N(8(1,0)) et div(g) = N(8(0,1)),
d’ou, d’aprés le lemme:

Divy X = im(8) ® Z[G] - G, et PicX= S o Z[G] = (Z[G]/N, - Z)’ ® Z[G].
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Noter qu’on en déduit aussitdt
HY(k,PicX) = (2/3)".

Ainsi, A est un type admissible et ’application de la proposition au diagramme
ci-dessus donne les équations au-dessus de 'ouvert U de X d’un torseur admissi-
ble quelconque 77 de type A:

0+ f(Ty, T, T, T3) = 1, - NK/k(xO + ax, + 0‘2"2)

0+ g(T,, 1}, 15, T3) =7, NK/k(yO +ay + 0‘2)’2)
T3+ TP+ T + aT? = 0,

en les variables (Ty, Ty, Ty, Ts; X, X1, X35 Yo, V1> Y1), aVeC Y = (1, v,) € k*?
quelconque. Le torseur-type est alors donné par la suite exacte de k-tores

N
1- RlK/kGr%c - RK/kGr%t s Grzn,k -1

et I'application ¢: U - G, , X G,, , est donnée par (f, g). Tout torseur uni-
versel est, sur Pouvert U, le produit direct d’un torseur admissible I ¥ et du
facteur “trivial” Ry ,G,,.

2.5.3. La surface cubique diagonale X d’équation
aT03 + bT13 + CT23 + dT33 = 0,

en les variables T;, T\, T,, T;, avec a, b,c,d € k*. On fait sur k les mémes
hypothéses qu’en 2.5.1, mais on suppose qu’aucun des nombres ab/cd, ni des
a/b n’est un cube dans k *, ce qui exclut le cas précédent. On considére alors le
corps

K=k(a,y) ola= 3‘/b/a ety = 3‘/ad/bc.

La surface X est K-rationnelle et on construit dans [15], §10, les torseurs
quasi-universels relativement 4 K/k, i.e. de type l'injection naturelle

i: Pic X — Pic X.

Contrairement au cas précédent, ces torseurs ne sont pas admissibles, le conoyau
de i n’étant pas un g-module de permutation. Il n’empéche qu’en vertu du
théoréme 2.1.2(b), ces torseurs peuvent étre aussi intéressants que les torseurs
admissibles.

Nous renvoyons a [15] pour le détail des calculs: voir en particulier le lemme
17 et le diagramme (143) de [15], qui permet d’appliquer le théoréme 2.3.1 et
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d’obtenir ainsi des équations locales pour les torseurs de type i. On note
K, =k(a), K,=k(B), Ly =k(y), L,=k(8) oupB=ayetd=a/y.
Le torseur-type est donné par la suite exacte de k-tores
1-8->G,  XRg,G, > 5 ~1

ou S et S, sont respectivement les conoyau de p et noyau de « dans la suite
exacte

N P
1-G, ;> “R; G X Ry, G, — G, i X Rg G, —

Ry iGn X Rg, G, —™> G, > 1

ou ¢(x) = (x, x—l)v p(x, y) = (NL,/k(x) ' NLz/k(y)al/xy)’
v(x,y)= (x'NK/K,(y)’ X NK/Kz(y)) et enfin 7(x, y) = NKI/k(x) 'NK2/k(y)’

Quant au k-morphisme ¢: U — S, il est défini par
¢(To, 1, Th, T3) = ((To + aly) /e Ty, (T, + BTs)/eﬁT3)’

avec ¢, € K* et g5 € K}* tels que N, (e,/ep) = —c/a. On obtient ainsi,
au-dessus d’un ouvert U non vide de X convenable, comme équations des
torseurs quasi-universels, relativement & K/k, les équations suivantes, ou ¢, € K;:

aT@ + bT3 + ¢T;} + dT? = 0,
(Ty + aT}) /Ty = cqu - Ny (§) # 0

(Tz + :BTs)/T3 =Cu- NK/KZ(‘S) +0,
en les variables (Ty, Ty, Ty, Ty; u; §) dans P} X G, , X R ,,G,, & P? X AR, avec
(c1,¢;) € K* X K3 telque a- Ny, 5 (c;) = —c - Ny, i(cr).

On peut montrer (cf. [15] §10 proposition 11) qu’un tel torseur admet pour
modéle un cdne intersection dans A% de deux hypersurfaces cubiques d’un type
géométrique trés particulier.

2.6. Le cas des surfaces fibrées en coniques sur la droite projective. De nombreux
exemples de calcul d’équations locales de torseurs universels ou admissibles sur
de telles surfaces rationnelles ont déja été exposés dans d’autres articles, e.g.
[22], [13], [50], [2], [27), dans des situations particuliéres variées. Nous
traitons ici le cas général, selon la méthode annoncée dans [25], avant de
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mentionner rapidement un certain nombre de cas particuliers donnant parfois
lieu & des simplifications.

On suppose k parfait de caractéristique # 2. On note (u, v) les coordonnées
homogeénes sur la droite projective P} et x = u/v la coordonnée sur la droite
affine A, = P; — {o0}. Soit

x5 P}

une k-surface projective et lisse, fibrée en coniques sur P} (par quoi I'on entend
que chaque fibre est une conique réduite). Une telle surface vérifie (2.0.1) et
(2.0.3), et S, est méme un tore. On suppose la fibre a linfini lisse. Soient
{e;}i=1,... s les points fermés de P; en lesquels les fibres de = sont dégénérées,
K, = k(e;) le corps résiduel en e; et K//K, l'algébre quadratique séparable
définie par les composantes irréductibles géométriques de la fibre de e;. Soient

P(x) = I:[NKi/k(x —e) et A=k[x]/(P)= I;IK,..

On note § = {e;} la classe de x dans A4. L’algébre 4’ = [1,K/ est quadratique
étale sur A et peut s’écrire

A = k[x,a(x)]/(P(x)) = 4[/a(0) ]

avec a(x) séparable (si b € B, on désigne par la notation B[yb] lalgébre
B[T)/((T? - b))). Ainsi:

K/ = K,.[‘/a_,.] avec a; = a(e;).
On note r = deg P le nombre de fibres géométriques dégénérées de #. La
fibration 7 définit une k(x)-algébre de quaternions / dont la classe dans
Br k(x) = Br k(P}) a pour résidu en e, la classe de a; dans K*/K*2.

Soient Uy louvert de P; complémentaire de la réunion des e, et U, =
Uy — {o0}. On note U l'ouvert 7~ Y(U,) de X. De la suite exacte de g-modules
1 - k[U]*/k* - DivyX > Pic X - PicU - 0

on tire (voir [23] (2.1)) des suites exactes naturelles de k-tores:

(2.6.1) 1-G, = S—>S~1

(26.2) 1->8-G,,x[IRg,G, — [1Rx /G, ~ 1,
i i
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ou »(t,t!) = {t7'- Ny(t!} avec N, = N, /k,; on réécrit celle-ci

(2.6.3) 158G, X Ry )G — R, Gp— 1,
Oou encore
(2.6.4) 1>S>M->R-1.

La suite exacte (2.6.1) vient, par dualité, de celle de g-modules:
A A -
(2.6.5) 0-S — PicX — Z-0,

ou w est la restriction a la fibre générique, ou, ce qui revient au méme, a U. Ainsi,
)? v= §
De plus, le g-module k[U]*/k* est de permutation, son dual est le k-tore
R=R, G, =TILRg ,G, et la famille de fonctions {(x — e;) € K;(U)}, ou,
ce qui revient au méme, la fonction x — 6 € A[U], définit une g-section de la
projection k[U1* — k[U]*/k*.
I1 existe donc toujours (proposition 2.2.8(v)) des torseurs de type A sur X et la

description locale des torseurs donnée par le théoréme 2.3.1 s’applique sur
Pouvert U: pour chaque relévement a € 4* = [[,K* de

cl(a) = el((«)) < H'(k, §) = 4/im(v(k)) = (1K ) /im(s (1)),

la fonction ¢,; U—- R =R,,G, =Il,Rg ,G, définie par x —» a(x — 0) =
{a;(x — e;)} a pour comorphisme un relévement de I'identité de R = k[U)* Jk*.
Le torseur  “ de type A est donc sur U le pull-back par ¢, du torseur-type
(2.6.2): C’est la situation de I'exemple 2.3.2. Comme ¢, se factorise clairement par
U,, on a le diagramme suivant dont les deux carrés sont cartésiens:

yﬂ-’WO—PM

T

U - Uy—R.
Les équations de W, sont donc données dans A% X R, , A = A% X TRy, , A
par:
(2.6.7) Ot(x - 0) = t_l * NA'/A(t/) # 0,
ou encore

(2.6.8) a(x—e)=t1-N(tJ)#0 i=1,...,5,
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ou (x, ¢ t’) = (x, t; t]) sont les coordonnées, ¢’ étant a valeurs dans A’ et les ¢/
dans K. Considérons alors la k-variété W’ définie dans le méme espace, de
coordonnées (u, v; t’) = (u, v; t!) par ’équation

ou encore par les équations

(2.6.10) a(u—ev)=N(t/])#0 i=1,...,s.

Le changement de variables x = u/v et t = v définit une k-immersion ouverte
W, — W’ compatible avec les projections p, sur Uy C Ay et p’ sur Uy C P}
données respectivement par x et par (u, v). On peut ensuite plonger W’ dans la
k-variété W = W, définie dans A% X R . , A' par I'équation

(2.6.11) u—0v=a"'-Ng,(t') (u,0)+(0,0),

ol a = a(f) = {a;} € A*, ou encore, dans A% X I‘[,.R,(',/,(A2 par les équations
(i=1,...,s)

(2.6.12) u—ev=a7'-N(t/) (u,0)#(0,0),

de fagon compatible avec les projections sur Uy et P respectivement. Soit
Q :== A2 — (0,0} et soit k: € > P; le morphisme canonique. Soit Q' I'image
réciproque de Uy dans Q. Avec ces notations, on a le diagramme d’inclusions et
k-morphismes:

w—— g —— pl
U U U
(2.6.13) W —— Uy
U U
W, > U

Dans ce diagramme, on note p: W — P} la restriction ko g de k a W, et les
projections p’: W’ — Uy et p,: Wy — U, sont les restrictions de p & W’ et W
respectivement.

Dans ce qui suit on utilise la notion de groupe de Brauer-Grothendieck d’une
variété. Pour les notations et propriétés utilisées ici, voir 1.5.0 et le début de 3.1.
En particulier, si Y est une k-variété algébrique, Br,Y désigne le noyau de la
restriction BrY — BrY, et, si k[Y]* = k*, on a la suite exacte

1.5.0) 0 » PicY - (PicY)® -» Brk — Br,Y - H'(g,PicY) —» H*(g, k*).
1
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LEMME 2.6.1. Avec les notations et hypothéses ci-dessus:
k[W]*=k*, PicW=0, Br,W=Brk.

Démonstration. L’égalité Br;W = Br k résulte des deux premicres et celles-ci
se vérifient aisément, comme on le voit ci-aprés, en observant que sur k les
équations (2.6.12) s’écrivent plus simplement:

u—ev=up, (u,0)+(0,0),

ou les u/, v/ sont des variables “ordinaires” (j = 1,..., r). Il est immédiat que
W’ est le produit de &’ et d’'un tore = G;, 7. On a donc:

PicW’=PicQ =0 et k[W’']*/k*=k[Q]*/k*x Z’,
ou Z” admet pour base les classes des u 3 Autrement dit,
k[W']* est engendré par k[Q]* et par les u;.

Soient §; (resp 8/) les sous-variétés irréductibles de codimension 1 définies dans

W par u =0 (resp vj = 0). D’aprés ce qui précede, une fonction inversible sur
W s ecnt

f—_— go nu;n!
J

avec g € k[Q’]*. Ce groupe k[Q’]* est engendré mod k* par les classes des
fonctions g; = u — e;v. Comme div(u — e;v) = 8+ &/, on voit que, si, & une
constante pres,

g=1Tlgm,
J
alors

div(f) = X((n, + m;)8 + m;8).

J

Comme f est inversible, div(f) = 0 et m; = 0 pour chaque j, donc aussi n; = 0,
et f est donc constante, ce qui prouve

k[W]* =k*.

Le groupe des diviseurs de W A support hors de W’ admet t pour base {§;,8/}.
Comme chaque §; ou 8/ est un diviseur principal et que Pic Q’ = 0, on en déduit

PicW = 0.

A fortiori, H(g, Pic W) = 0 et, comme k[X]* = k*, on obtient ainsi Br,W =
Brk.
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Remarque 2.6.2. Le lemme 2.6.1 assure que, pour toute k-compactification
lisse Z de W, le g-module Pic Z est de permutation et les obstructions standard a
la k-rationalité (voir appendice 2.A ci-aprés) et au principe de Hasse ([41],[42]
chap. VI, et §3 ci-aprés) disparaissent donc sur Z.

PROPOSITION 2.6.3. Soit a = (o;) EIL,K* pour i=1,...,s. Soit W= W,
la k-variété lisse définie dans A%, X T1,R X, /kA2 par les équations (i = 1,...,s)

(2.6.14) a(u—ev)=u—ap? (u,v)+(0,0),

i

en les variables (u, v; u;, v;), a valeurs dans k X k X T1,(K; X K}).

(i) La k-variété W, s’identifie  un ouvert d’un cone épointé ayant pour base une
intersection compléte V = V, de r — 2 quadriques dans P2" ™1, qui est géométrique-
ment intégre et n’est pas un cone.

(ii) Tout modéle k-birationnel, propre et lisse, Z de W, ou de V, vérifie

H'(g,PicZ) = 0.

Démonstration. L’assertion (ii) est un corollaire du lemme 2.6.1 et de (i)
comme indiqué dans la remarque 2.6.2. Les équations (2.6.12) donnent (2.6.14) en

posant
tl=u; + v,.‘/a:.
Si 'on pose formellement
= (uy+uf+ - +ub )+ (v, + v, + - +0,0""1)/a(6),
ou les variables u > U; sont a valeurs dans k, il vient:
a ™t Ny (1) = 01(u,v) + Qy(u,v)0 + -+ +0,(u,v)07 1,

ol u=(uy,...,u,) et v=_(vy,...,0), et I’équation (2.6.12) équivaut ainsi au
systéme de r — 2 équations quadratiques homogeénes:

Q;(u,v) = --- =Q,(u,v) =0,

en 2r variables “ordinaires,” & coefficients dans k, avec (Q;(u,v), Q,(u,v)) #
(0, 0), ce qui prouve (i).

THEOREME 2.6.4. Soit X une surface fibrée en coniques sur la droite projective
sur un corps parfait k de caractéristique # 2. Soit r le nombre de fibres géométri-
ques dégénérées et soit

A S > PicX

le type admissible considéré en (2.6.5), noyau de la restriction a la fibre générique.
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(i) X posséde toujours des torseurs T * de type \.

(ii) Sous chacune des hypothéses suivantes, tout tel torseur J * admet pour
modéle k-birationnel le produit par une conique et par P. d’une intersection
compléte V, de r — 2 quadriques dans P}

(a) k est un corps local, ou un corps de nombres, ou un corps Cy;

(b) la fibration X/P} posséde une section sur une extension quadratique de k;

© W (k) # 2;

(d) I posséde un point k-rationnel non situé au-dessus d’un point d’une fibre
singuliére de la fibration;

(e) car(k) =0 et T (k) + .

(iii) Soit I un torseur universel sur X; sous (a), sous (b), ou si I satisfait I’ une
des conditions (d) ou (€), alors I admet pour modéle k-birationnel le produit d’une
variété V,, par une conique et par P}.

Voici d’abord deux remarques avant la démonstration.

Remarque 2.6.5. Si aucune des hypothéses (a), (b), (c), (d) n’est vérifiée, on
peut au moins affirmer que J * est stablement (i.e. quitte a faire son produit par
I’espace projectif d’'une dimension convenable) k-birationnellement le produit de
V, par une k-variété de Severi-Brauer.

Remarque 2.6.6. L’assertion (iii) n’affirme pas I'existence automatique d’un
torseur universel, mais n’a d’intérét que s’il en existe!

Démonstration. (i) a déja été établi au début de la section 2.6. D’aprés la
description locale qu’on a déja donnée, le torseur 7 * a pour restriction sur
Pouvert U de X le produit fibré de U et de 'ouvert W, de W = W, au-dessus de
Pouvert U, de A,. Il admet donc pour modéle le pull-back par W — P; de la
fibration en coniques X — P}, qui est lisse au-dessus de Uy, et ramifiée en {e;}
tout comme le morphisme W — PL. Le point-clé de la démonstration est que la
ramification “mange” la ramification (“lemme d’Abhyankar”): le passage de P}
a W a pour effet de tuer la ramification de la fibration en coniques, comme on va
le voir.

D’aprés le théoréme de Tsen, la classe de la k(x)-algebre de quaternions &/
associée 2 la conique générique de la fibration = est trivialisée par passage k.
Elle se prolonge en une algébre d’Azumaya, encore notée &7, au-dessus de Uy, et
sa classe [/] appartient donc & Br,U;. Son image réciproque p’*([</]) sur W’
par p’: W’ — Uy appartient donc a Br;’. Or, on a la suite exacte (cf. [34], §1)
et le diagramme commutatif:

(920
0 — Br W » By ——) @B H'(k(w),Q/2)
w
p* p*
{92}

BrUy ———— @ H'(k(x,),Q/2),
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ou w parcourt 'ensemble des points de codimension 1 de W — W’, ol i =
1,...,s, 0u 3, , désigne le “second résidu” en w et d, ; le second résidu en e,
et ou k(w) désigne le corps résiduel de w et k(e;) celui de e,. Dans le diagramme
ci-dessus, I'application p* est exactement induite par les inclusions naturelles des
k(e;) dans k(w), pour tous les couples (e;, w) avec w au-dessus de e;. L’absence
de coefficients de ramification tient au fait que la fibre de p en chacun des e, est
un diviseur réduit. Fixons (e;,, w) avec w au-dessus de e,. La fibration en
coniques X — P, admet, au voisinage de e;, une écriture locale du type

y? = a(x)z2 = b(x) - B(x) ob B(x) = Neulx = ),

et ou a et b sont des unités dans I'anneau local de e,. Au voisinage de e,
’algébre &/ équivaut donc & 'algébre de quaternions (a(x), b(x) - P;(x)) et, par
suite,

d, () estlaclasse de a, = a(e,) dans k(e,)*/k(e;)*> = H'(k(e,),Z/2).
On en déduit que
3,5, (p"*()) estlaclasse de a, dans k(w)*/k(w)** = H' (k(w),Z/2).

Or, compte tenu du fait que u; et v, sont inversibles en w, I'équation

u—ev= "‘i(“i2 - aiviz)

montre que
a;=ul/v} dans k(w)*,

ce qui prouve finalement que

(p*(#)) = 1.

Ainsi, la classe de I'algébre ’Azumaya p’*( %) appartient a Br;W, autrement dit
algébre p’*(s/) est “non ramifiée” sur la variété W tout enti€re. D’aprés le
lemme 2.6.1, Br;W = Brk. 1l existe donc une algébre constante =/, semblable a
p’*(Z) dans Brk(W). Comme &/ est une algébre de quaternions, sa classe
appartient au sous-groupe ,Br k(x) des éléments annulés par 2 dans Brk(x).
Ainsi p’*(%/) appartient a ,Br,W C, Brk(W), et la classe de %/, appartient a
Brk.

’ Pour établir I'assertion (ii), il suffit de prouver que, dans chacun des cas (a) a
(d), on a:

(i) 1a classe de &7, est celle d’'une k-algébre de quaternions, c’est-a-dire celle
d’une k-conique C. En effet les deux fibrations en coniques 7,7 — W, et
C X, W, = W, ont alors des fibres génériques isomorphes.

Dans le cas (a), tout élément de ,Brk est la classe d’'une algébre de quater-
nions, qui est méme nulle dans le cas C,.
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Sous ’hypothése (b), la classe de 2/ dans Br k(x) est trivialisée par passage a
une extension quadratique k(vVa)/k. Il en est donc de méme de la classe de &,
dans Br k. D’ou (ii’).

Le cas (c) résulte immédiatement du lemme suivant appliqué 4 'anneau local
d’un point k-rationnel de la k-variété lisse W,:

LEMME 2.6.7. Soit k un corps de caractéristique + 2. Soit A une k-algébre
locale réguliére de corps des fractions K et de corps résiduel k. Si un élément
B € Br k a pour image dans Br K la classe d’une conique, il en est de méme de son
image dans Br k.

Démonstration. Supposons d’abord A de valuation discréte complet. Comme
toute classe d’algébre de quaternions dans Br K, la restriction de 8 & K peut
s’écrire comme un symbole (a, b), avec a,b € A*, ou bien a € A* et b
uniformisante. Dans le premier cas, comme Br 4 s’injecte dans Br K, I'image de 8
dans Br A coincide avec (a, b),. Par spécialisation & k, on obtient le lemme.
Dans le second cas, la classe de a dans k* /k*? est triviale, car c’est le résidu de
I’algébre non ramifiée (a, b), = Bx. Ainsi, 4 étant complet, a est un carré dans
A* et la classe de (a, b), dans Br K est nulle, donc aussi celle de 8 dans Br 4,
puis, par spécialisation, dans Br k.

Le cas ol A4 est de valuation discréte résulte du précédent par complétion. Le
cas général s’obtient par récurrence. En effet, si ¢ est un paramétre régulier de 4,
le corps résiduel du localisé A4,), qui est un anneau de valuation discréte, est le
corps des fractions de la k-algébre locale réguliére A /¢, qui est de dimension
dim(4) - 1.

Considérons le cas (d). Vu (a), on peut se limiter & k infini. Quitte a faire un
automorphisme de P}, on peut alors supposer que J* posséde un point
k-rationnel dont la projection sur P} appartient, avec les notations précédentes, &
U,, donc dont la projection M sur X appartient & Wy(k). La fibration en
coniques J; — W, est lisse, de fibre triviale en M. Par spécialisation en M, on
voit donc que la classe de 2, dans Brk est nulle, si bien que J* est
k-birationnel A P} X, W,.

Dans (e), la caractéristique de k étant nulle, on peut considérer une k-com-
pactification lisse W, de W,. On dispose alors d’une k-application rationnelle de
la k-variété lisse * dans la k-variété propre W,. D’aprés le lemme de
Nishimura ([45],[13] lemme 3.1) Phypothése J *(k) # & entraine W, (k) # .
On peut alors appliquer le lemme 2.6.7 aux données suivantes: A I'anneau local
d’un k-point de W), B la classe de %7, dans Br k et la classe dans Br k(W) =
Br k(W,) de la fibre générique de la fibration 7 — W,,.

Il reste (iii). L’application H'(X, S;) = H'(X, S) transforme, par produit
contracté via (2.6.1), un torseur universel  en un torseur J * de type A et on a
ainsi, d’aprés (2.6.1) et le théoréme 90 de Hilbert, une fibration J— 7 ¢
localement triviale de groupe G,, ;, d’ou (iii).
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Remarque 2.6.8. Notons qu’on peut prouver que la classe de p’* (&) vient de
k sans passer par le lemme 2.6.1. L’argument est essentiellement di a P.
Salberger. On prouve, par un calcul de résidus sur £ analogue a celui de la
démonstration précédente, que, dans Br ,

By = k*(#) = LNy i(a;, 0,(u — ep)) €, BriQ = ,Brk,
i

la derniére égalité résultant, d’aprés (1.5.0), de la nullité de Pic Q, puis on montre
(voir (2.6.14)) que dans Br W"’:

q*(ZNKi/k(ai’ o;(u - eiv))) =0.
i
Ainsi, &, = p*(&) = q*(%,) € ,Brk. On trouve de plus, en spéciaﬁsant en
(u,v) = (1,0):
oAy =l () — zNKi/k((ai’ @;)) € ,Brk.
Remarque 2.6.9. Ce théoréme généralise aux surfaces fibrées en coniques

quelconques sur P} la description des torseurs universels obtenue dans le cas des
surfaces de Chatelet “généralisées”

y?—az? = P(x),

avec a € k* et P € k[x] séparable de degré 4 ([27],[2]). Plus précisément, le
théoréme 2.6.4(ii)(b) explique la “séparation de variables” qui se produit lors des
calculs explicites dans ce cas particulier ([27], (7.14) et (7.15)).

Exemple 2.6.10. C’est le cas d’une surface fibrée en coniques d’équation
y*— az?> = P(x) avec a € k* non carré et P séparable de degré impair.

Ce cas est traité en détail dans ([2], §2, remarques 5 et 6). L’hypothése sur le degré
de P implique que la fibre A Pinfini de la fibration X — P} définie par x est
singuliére et posséde en particulier un point k-rationnel. Ce cas est plus simple
que le cas général; on peut en effet alors décrire directement les torseurs
universels, car il existe dans ce cas une suite exacte de g-modules

0- P, - P, > PicX >0,
ou les P, sont de permutation, coincidant avec la suite (2.3.10). Une telle suite
n’existe pas dans le cas général, comme on le voit sur 'exemple de Tsfasman (cf.

[50], [40]) sur k = Q:

yr—22122 = (x* - 13)(x2 - 17).
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Pour cette surface, H'(Q, Pic X ) = Z/2, alors que, X étant Q,-rationnelle pour
chaque place v de Q, on a H'(Q,, Pic X) = 0 pour toute place v, ce qui, vu le
théoréme de Tchebotarev, est incompatible avec I'existence d’une suite de g-mo-
dules du type ci-dessus.

Exemple 2.6.11. Si, dans le cas précédent, P admet une racine dans k, on
peut donner une description encore plus simple des torseurs universels. Le cas ou
P est scindé sur k est traité dans ([22], §4); ce cas inclut 'exemple des surfaces de
Chatelet originelles

yi—azt=(x—e)(x —e)(x —e).
Exemple 2.6.12. Le cas d’une surface fibrée en coniques d’équation
y?—az’ = P(x) -+ P(x)

ou les P, sont tous de degré pair et irréductibles sur k’ == k(Va).

Dans ce cas, comme X est k’-rationnelle, on a considéré dans [13] et [24] des
torseurs quasi-universels relativement & k’/k. On construit alors des variétés de
descente intermédiaires:

P(x)=a(u?—a}) o, €k*eta,...a,=1

par simple factorisation sur le corps de base. Cette méthode a I’avantage de
fournir des variétés dont on arrive a trouver plus facilement des équations.
L’exemple

y* —az* = P(x) avec P irréductible

montre les limites de cette méthode qui, en ’occurrence, ne donne rien, alors que
la considération des véritables torseurs universels ou admissibles peut donner des
informations supplémentaires (cf. [27]).

2.7. Accouplements avec les points rationnels. On s’intéresse ici 4 une k-variété
algébrique X telle que X(k) # &, qui sera souvent rationnelle ou proche d’une
variété¢ rationnelle, et & la “différence” qui peut exister entre X et I’espace
projectif de méme dimension.

En particulier, faute de pouvoir paramétrer de fagon essentiellement biuni-
voque les points rationnels de X, on aimerait trouver une partition de X(k),
indexée par i € I, en classes paramétrées par des “cartes k-rationnelles,” i.e. par
des k-morphismes dominants

V:Z - X

ou Z; soit une variété k-rationnelle. On aimerait méme en trouver une optimale,
i.e. avec # I minimal.
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A défaut, on aimerait au moins calculer la R-équivalence sur X(k). Cette
relation, introduite par Manin ([42] chap. II, §4 (= I1.14)), est ainsi définie: deux
points P, et P, € X(k) sont directement R-équivalents s’il existe une k-applica-
tion rationnelle y: P - - - — X définie en 0 et oo, telle que y(0) = Pyet y(o0) = Py,
et ils sont R-équivalents s’il existe une chaine finie de points directement
R-équivalents, qui relie P, a P,.

2.7.0. Une approche de ces questions est fournie par la considération des
partitions de X(k) définies par les accouplements avec des torseurs sur X sous un
k-groupe algébrique de type multiplicatif S. Ces accouplements

(2.7.1) X(k) x HY(X, S) - H'(k, S)
(P,[T]) »T(P) =[]

ou I, =9 X,Speck(P), et oo J(P) désigne la classe de ce torseur dans
H'(k(P), S), dérivent de la fonctorialité contravariante en X du groupe H'( X, S)
et sont additifs & droite et fonctoriels en S. On note g, — X le morphisme
structural du torseur 7. On a le lemme suivant, évident, mais essentiel:

LEMME 2.7.1. Avec les notations ci-dessus, les conditions suivantes, qui ne
dépendent que de la classe | T) de I dans H'(X, S) sont équivalentes:

(i) J(P) = 0 dans H'(k, S);

(i) TJp(k) + T,

(iii) P appartient a q (I (k)).

Compte tenu de ce lemme, il nous arrivera, dans I’étude des points rationnels
de X, de ne pas faire la distinction entre un torseur J et saclasse [7 ] € H!( X, S).

La partition définie par un torseur 7 est constituée des fibres de ’application

8,: X(k) - H'(k, S)

quil définit par ,(P) = I (P). Pour a € H'(k, S), notons ¢q,; J*— X un
torseur de classe [7] — a dans H'(X, S). La partition définie par J s’écrit

(272) X(k)= U q.(7K).

a€imby,

L’ensemble Tors(X, S) des classes de torseurs sur X sous un S donné définit
une partition, a priori plus fine, formée des fibres de I'application

X(k) » Hom(H'(X, S), H'(k, S))

P ([7] - T(P)).
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Comme on le voit ci-aprés, si X est propre sur k, ces partitions sont a priori
plus grossiéres que celle de la R-équivalence, mais, dans certains cas, il y a
coincidence, ce qui donne alors un excellent moyen d’étude de la R-équivalence.
D’autre part, si X est propre et lisse sur k de caractéristique 0, et si I'une de ces
partitions est non triviale, X ne peut étre k-rationnelle ([20] proposition 10), ce
qui donne parfois un test trés commode et calculatoire de non-k-rationalité.

PROPOSITION 2.7.2. Si X est une k-variété algébrique propre et S un k-groupe
de type multiplicatif, 1’accouplement (2.7.1) passe au quotient par la R-équiva-
lence:

(X(k)/R) x HY(X, S) » H\(k, S).

Autrement dit, ’équivalence définie par les torseurs sous S est plus grossiére
que la R-équivalence. Pour le démontrer, il suffit de considérer deux points P, et
P, € X(k) directement R-équivalents, ce qui, par fonctorialit¢ en X, X étant
propre, revient 2 traiter le cas X = P}. Il suffit méme de savoir traiter le cas, non
propre, X = A,. Or, le théoréme 1.5.1 et la proposition 1.4.3 montrent que, si Y
est une k-variété qui vérifie

(2.7.3) k[Y]*=k* et PicY=0,
ce qui est le cas pour Al alors
HY(k,S) = H\(Y,S),

ce qui achéve la preuve.

THEOREME 2.7.3. Soient X une k-variété algébrique propre et I un torseur sur

X sous un k-groupe de type multiplicatif S. Si k est de type fini sur le corps premier,
I’image de I’ application

X(k) —— H'(k,S)

P J(P),
est finie.

Autrement dit, la partition de X(k) définie par le torseur 7 est finie. La
démonstration donnée dans ([22], proposition 2) dans le cas ou S est un tore vaut
aussi bien pour S de type multiplicatif.

Si X est une k-variété algébrique propre géométriquement intégre telle que
X(k) # &, le début de la suite exacte (2.0.2) forme une suite exacte dont tout
point P € X(k) définit un scindage:

(2.2.5) 0 - H(k,S) - H'(X, S) » Hom (S, Pic X) - 0.
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On en déduit que deux torseurs de méme type A différent par un élément de
H'(k, S) et définissent donc la méme partition de X(k). Parmi toutes les
partitions de X(k) ainsi définies—toutes plus grossiéres que la R-
équivalence—celle définie par un torseur universel, lorsqu’il y en a, est la plus
fine:

PROPOSITION 2.7.4. Soit X une k-variété algébrique propre et géométriquement
intégre. On suppose X(k) # & et le g-module Pic X de type fini. La relation
d’équivalence définie sur X(k) par un torseur universel est plus fine que celle définie
par tout autre torseur sous un k-groupe de type multiplicatif.

Démonstration. Les hypothéses entrainent ’existence de torseurs universels et
leur groupe structural S; est un k-groupe de type multiplicatif. Deux torseurs
d’un méme type

A: S - Pic X,

par exemple deux torseurs universels, définissent la méme partition de X(k). Soit
P € X(k). Soient J;" 1le torseur universel de fibre triviale en P, et 7 le
torseur de type A, de fibre triviale en P. Soit D(A) le k-morphisme S, — S dual
de A. Il induit une application H'(X, S;) = H!(X, S) qui, par fonctorialité des
scindages des suites (2.2.5) définis par P, envoie I, sur J 7. L’application
composée

75 D(X)
X(k) —— HY(k,S,) — H(k,S)

est donc Iapplication définie par J %, ce qui prouve la proposition.
pp p qui p prop

PROPOSITION 2.7.5. Soit X une k-variété algébrique intégre de corps des fonc-
tions k(X), et soit S un k-groupe de type multiplicatif. Soit (7] € HY(X, S) la
classe d’un torseur sur X sous S. Si P € X(k) est lisse, la fibre I (P) = [Tp] €
HY(k,S) de T en P ne dépend que de I’image de I dans H'(k(X), S).

Démonstration. Soit 0y p I'anneau local de X en P. L’application H'(X, S)
— HY(k(X), S) se factorise en

HY(X, §) > HY(Oy 5, 5) > H'(k(X), §).

La fibre J(P) de J en P ne dépend évidemment que de I'image de J dans
H 1(0X p» ). Pour établir la proposition, il suffit de montrer que, 0,( p étant
réguher donc géométriquement localement factoriel, application H(Oy ,, S)
— HY(k(X), S) est injective (voir aussi [21] et [26] §4). Par passage i la limite
dans le diagramme (1.6.2), ceci se raméne a établir I'injectivité de I’application.

Extl(S, 0% ;) > Ext} (S, k(X)*).
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Or Pextension de g-modules 1 — 0% , - k(X)* > Div, ,,))? — 0 est scindée,
car Div( ,,)X étant un g-module de permutation, le théoréme 90 de Hilbert
implique

Ext!, (Div; 5, X, 0%, ,) = 0.

On déduit de cette proposition une version “fonctionnelle” et “calculatoire” de
I’accouplement de X(k) avec H'(X, S) en introduisant, sous les hypothéses de
2.7.5, le groupe

(2.7.4) D3(X) =im(HY(X, S) » H'(k(X), S)).

La proposition assure I’existence, pour X géométriquement intégre et lisse, d’un
accouplement

(2.7.5) X(k) x DS(X) -» H\(k, S),

induit par (2.7.1), linéaire a droite. Le lemme qui suit “calcule” DS(X) de fagon
“fonctionnelle”:

LEMME 2.7.6. Si X est une k-variété algébrique géométriquement intégre et S un
k-groupe de type multiplicatif,

DS(X) = ker(Extl (S, k(X)*) - Ext} (S, Div X)).

Démonstration. D’apreés la proposition 1.4.3, le morphisme naturel H!( X, S)
— H'(k(X), S) s’écrit encore

Extlxél(i G,, x) - Extl,m(f, Gm,n)

ou 7 désigne le point générique de X. L’edge de la suite spectrale de Leray pour
le morphisme i: 7 — X donne une injection

Exty, (S, G, ,) - Ext\ (§,G,.,),
si bien que DS(X) est encore 'image de I'application naturelle
Ext} (S.,G,. x) - Extlxél(SA, ixGpy.y)-
La suite exacte de faisceaux étales sur X
1-G, x—ikG, , > Divy— 0,
qui définit le faisceau étale ;v , identifie donc DS(X) au noyau de

Extlxét(.S"\, i*Gm’") - EXtIXé‘(S"\, Qa'vx)_
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Soit alors p: X — Spec k le morphisme structural. L’edge de la suite spectrale
Extﬁé‘(S'", R"p*@) = Extﬁ,::q( p*S, g),

ou ¥ est un faisceau étale sur X, donne, pour ¥ = ixG,, , et 9= Divy, le carré
commutatif

A 8 A
EXtIké,(S9 p*i#Gm,'q) -_— Ethké,(S’ P*g‘.'”x)

- | [

Exty (S, ixG,, ,) —— Exty (S, Divy),

dont la verticale de droite est injective—c’est un edge i;—et dont la verticale de
gauche est un isomorphisme parce que Rlp*(i*Gm,,’) = 0, par application du
théoréme 90 de Hilbert. Finalement, DS(X) = ker(8). La suite exacte définissant
Divy testant exacte par restriction & X, puisque H'(4,G,,) = Pic4 = 0 pour
un anneau local A4, le faisceau p,2:v, s’identifie au module galoisien Div X, ce
qui achéve la démonstration.

Remarque 2.7.7. Si S est déployé par une extension galoisienne K /k, on peut
remplacer dans le lemme k/k par K/k, puis g = Gal(k/k) par G = Gal(K/k),
et k(X) par K(X), enfin Div X par Div Xj.

Exemples 2.7.8.
(@) S =p, , pour n entier > 0. On trouve

DS(X) = ker(k(X)*/k(X)*" - Div(X)/n),

i.e. le groupe des fonctions rationnelles, dont le diviseur est un multiple de n,
modulo celles qui sont des puissances n-iémes. Ce groupe apparait naturellement
dans I’étude des isogénies de courbes elliptiques.

(b) S =RY G, pour K/k une extension de corps, séparable et finie. On
trouve

DS(X) = ker(k(X)*/Ny, K(X)* - Div(X)/Ng .(Div X)),

i.e. le groupe des fonctions rationnelles, dont le diviseur est une norme d’un
diviseur de X, modulo celles qui sont des normes de K(X)*.

(© S =Rg,G,/G, ; pour K/k une extension finie de corps, galoisienne de
groupe G. On trouve

DS(X) = ker(H*(G, K(X)*) » H*(G,Div( X)),

qui n’est autre que le groupe Br( X, K') considéré par Manin dans ([42], VI 1.3
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(= VI 41.3)). Pour X lisse sur k,
Br( X, K) = ker(Br X - Br Xy)

(cf. [20], lemme 14, p. 213).

Exemples 2.7.9. Nous allons expliciter, pour X/k lisse, I’accouplement (2.7.5)
dans chacun des exemples 2.7.8. La méthode de calcul utilise la proposition 2.7.5
et le lemme 2.7.6.

(a) L’accouplement

X(k) x DS(X) — k*/k*"

s’obtient ainsi: soient P € X(k) et a € DS(X) = ker(k(X)*/n - Div(X)/n),
représenté par f € k(X)*, il existe g € Of , telle que g/f € k(X)*", et alors
(P, a) = cl(g(P)) € k*/k*".

(b) L’accouplement

X(k) x DS(X) > k*/N(K*)

s’obtient ainsi: soient P € X(k) et a € DS(X) = ker(k(X)*/N(K(X)*) —
Div(X)/N(Div X)), représenté par f € k(X)*, il existe g € 0%  telle que
g8/f € N(K(X)*), et alors (P, a) = cl(g(P)) € k*/N(K*).

(¢) L’accouplement

X(k) x DS(X) — Br(k, K) = ker(Brk - BrK)

s'obtient ainsi: soient P € X(k) et a € DS(X) = ker(H*(G, K(X)*) —
H?*(G,Div Xy)); on peut représenter a par un 2-cocycle a de G i valeurs dans
0% . ps €t (P, a) est alors la classe dans Br(k, K) de a(P). On retrouve ainsi
Paccouplement avec des algébres d’Azumaya considéré par Manin ([42] VI 1.7 et
1.8 (= VI 41.7 et 41.8)). Ceux-ci apparaissent donc comme des cas particuliers
d’accouplements définis par des torseurs sous des tores.

(d) Pour d’autres calculs explicites, faisant intervenir d’autres groupes S, voir
par exemple [50], §3, et, pour le cas des surfaces de Chitelet d’équation
y2—az? = (x — e))(x — e,)(x — e3), [22] (§1IV), et [30] (proposition 4.7).

La proposition suivante sera utilisée de fagon cruciale au §3 dans la démon-
stration du théoréme 3.5.1.

PROPOSITION 2.7.10. Soit X une k-variété algébrique, lisse et géométriquement
intégre, telle que

k[X]* =k*.

Soit o une g-rétraction de la fléche naturelle k* — k(X)*. Soit S un k-groupe de
type multiplicatif. Soit T ° le torseur sur X sous S, de type A, trivial “en ¢”. Soit
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enfin
t,: H(g,Pic X) - Br; X

la section de la fléche naturelle, définie par o. Le diagramme suivant est commuta-
tif, au signe preés:

P X(k) X BrX
NS
7 H'(g,Pic X) Br k.
A
T°(P) H'(k,S) x H'(k,S)

cup-produit

Démonstration. Par définition, I’existence d’une g-rétraction ¢ signifie que
Pobstruction élémentaire est nulle. On sait en outre, d’aprés la proposition
2.2.8(iv)—voir aussi 2.3.4—que o définit un torseur J ° de type A, trivial “en
6,” et un seul dans H(X, S). Dans le diagramme commutatif suivant, les
verticales sont des suites exactes naturelles: ’exactitude de celle de droite résulte
de H'(g, Div X) = 0 (lissité de X et lemme de Shapiro), pour celle du milieu voir
1.5.0:

0 0
0——Brk >Br, X———— H'(g,Pic X)—— 0

| l

0 > H*(g, k*) > H(g, k(X)*) »H*(g, k(X)*/k*)— 0

H?(g,Div X)=—=H?(g, Div X).

La nullité de I'obstruction élémentaire assure que, dans ce diagramme, dont la
premiére ligne est extraite de (1.5.0), la deuxiéme suite exacte horizontale est
scindée par o, ce qui induit la rétraction ¢, et établit 'exactitude de la premiére.
Soit P € X(k). La fieche Br, X — H?(g, k(X)*) se factorise par H*(g, 0% ),
et I’évaluation evp: Br;X — Brk en P est induite par Iévaluation evp:
H(g, 0% ;) > H*(g, k*).
Considérons P’extension naturelle de g-modules

1- 0)&(1/%* - DiV;—(_(p)f—* PicX - 0,
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et celle qui s’en déduit en poussant par la section 0% P/} * > 0% p définie par o
et en prenant le pull-back par A: § — Pic X, soit:

1-50%,>E—>S-0.

En passant & la limite sur les ouverts U contenant P dans le diagramme (1.6.2) et
dans le lemme 1.6.4, on vérifie sans peine que la restriction de J° a Spec Oy p,
qui appartient 3 H'(Oy p, S) = ExtL(S, 0% ,) S'interpréte, au signe prés, comme
extension E ci-dessus. La valeur .7' °(P)de J° en P appartient 3 H'(k, S) =
Ext} (S k*) et s’obtient donc, en tant qu’extension, en poussant I'extension E
par l’évaluatlon evpen P: 0% p — k*. On a ainsi le diagramme commutatif

1-0%p,>E, >PicX->0

[ I

1-50%,>E—S—0

LoD

1> k*—E,—> S — 0,

et, étant donné B € H'(k, §) le cup-produit J °(P) U B coincide au signe prés,
d’aprés la définition du cup-produit a la Yoneda, avec d, (8), donc aussi avec
Pimage de B par l'application composée:

evp

HY(k, §) > H(g,Pic X) —2> H(g,0% ,) —2— H*(g,%*).

Or, par définition méme de ¢,, on a le diagramme commutatif:

_ t
H'(g,PicX) —— Br, X

i

H(g, 0% p/k*) —— H(g, 0% »).

D’ou, finalement, en utilisant 6d, = 9, les égalités:

(. A(B))(P) = (a(3o(A(B))(P) = evp(3,(N(B))) = T°(P) U B,

ce qui achéve la démonstration.

Remarque 2.7.11. 11 est facile de déduire de ce qui précéde les résultats
suivants pour une k-variété algébrique X, lisse et géométriquement intégre, telle
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que X(k) + @:

(i) I'équivalence de Brauer sur X(k) définie par Br; X est moins fine que celle
définie par les accouplements avec les torseurs sur X sous les k-tores (utiliser
2.7.5, 2.7.6 et 2.7.8(c)); _

(i) si k[X]* = k* et si Pic X est un groupe abélien de type fini, 'équivalence
de Brauer associée a Br, X est moins fine que celle définie par un torseur universel
(résulte de (i) et de 2.7.4);

(iii) sous les hypothéses de (ii), si, en outre, k est un corps p-adique, I’équiva-
lence de Brauer et celle définie par un torseur universel coincident.

On doit cependant noter que ce dernier résultat (iii), qui résulte du fait que,
pour k p-adique, le cup-produit

H'(k, S,) x H'(k, S) = Br(k) = Q/Z

est une dualité parfaite de groupes finis ([52] 11.40) et de la compatibilité établie
dans la proposition précédente, n’est plus vrai en général. On trouvera dans [20],
proposition 21, p. 224, et dans [50] V.2.c, des exemples de k-variétés rationnelles
X propres et lisses pour lesquelles ’équivalence de Brauer sur X(k) est triviale,
alors que celle définie par un torseur universel ne I’est pas.

Il se trouve que dans le cas d’'un modéle projectif et lisse X de la k-surface
d’équation affine

y? - az? = P(x),

ou P € k[x] est un polyndme scindé sur k, ou dans le cas de la surface cubique
X d’équation homogéne

3
XB+y}+2+a’=0, V1 €k,

I’équivalence de Brauer et celle définie par un torseur universel coincident, cela
étant do au fait que dans ces cas S, est, & des facteurs quasi-triviaux pres, un
produit de k-tores RY 4G, pour K/k cyclique, auquel cas RY G =
R /1G,./G,, x> ce qui raméne a I'équivalence de Brauer (cf. 2.7.8(c)). Ceest le cas
en particulier pour les surfaces de Chételet d’équation affine

yi-az’=(x—e)(x —e)(x —e),

ce qui explique le rdle particulier que joue dans ce cas-1a ’équivalence de Brauer,
comme introduite et utilisée par Manin ([42] chap. VI). Mais dans beaucoup
d’autres situations, ’équivalence de Brauer est trop grossiére et celle définie par
un torseur universel peut alors la remplacer de fagon utile (cf. [20], [40], [50]).

2.8. La premiére hypothése sur les torseurs universels. Soit X une k-variété
rationnelle propre et lisse définie sur un corps k de caractéristique zéro, de
cloture algébrique k. On note g = Gal(k/k) et S, le k-tore dual du g-module
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Z-libre de type fini Pic X (voir appendice 2.A). Dans ce paragraphe, nous
discutons ’hypothése suivante et ses conséquences:

(H1) Les torseurs universels I sur X qui possédent un point k-rationnel sont des
variétés k-rationnelles.

Il y a aussi intérét a considérer I’hypothése plus faible:

(H1’) Les torseurs universels I sur X qui possédent un point k-rationnel sont des
variétés stablement k-rationnelles (i.e. qui deviennent k-rationnelles aprés multi-
plication avec un k-espace projectif convenable).

De fait, il est également utile de considérer les hypothéses analogues pour les
torseurs d’autres types A € Hom (S, Pic X) pour S un k-tore quelconque.

(H1), Les torseurs I sur X de type N qui possédent un point k-rationnel sont des
variétés k-rationnelles.

(H1’), Les torseurs I sur X de type N qui possédent un point k-rationnel sont
des variétés stablement k-rationnelles.

Notons que J est une k-variété rationnelle: ceci résulte du fait que c’est un
torseur sous un k-tore sur une k-variété rationnelle: sur k, J est un torseur sur
X sous un tore G,,, donc localement trivial et J est k-birationnellement
équivalent au produit de X et de G,

L’hypothése (H1) est motivée par le théoréme 2.1.2(a), qui assure que, pour
toute k-compactification lisse 7 ¢ de J, le g-module Pic T ¢ est de permuta-
tion. Ainsi ’obstruction & la k-rationalité décrite dans I'appendice 2.A disparait-
elle sur la k-variété rationnelle 7 ¢ Il en est de méme pour les torseurs
admissibles.

Dans les énoncés conditionnels ci-aprés, on fait les hypothéses (H1), ou
(H1’),. Mais c’est seulement pour les torseurs universels, ou pour les torseurs
admissibles, que le théoréme 2.1.2(a) donne quelque espoir de validité pour (H1),
ou (H1’),. Méme pour ces torseurs, ces hypothéses ne valent pas en général (voir
2.8.18 ci-aprés) mais on ne connait pas de contre-exemple lorsque X est une
k-surface rationnelle projective et lisse.

L’hypothése (H1) a été vérifiée lorsque X est une surface de Chételet généralisée
[27] ou une surface fibrée en coniques avec 4 fibres géométriques dégénérées [28],
c’est-a-dire que (H1) vaut pour les surfaces rationnelles non-triviales les plus
simples (du point de vue de la classification d’Enriques-Manin-Iskovskih, cf. [43]
§3). Cette hypothése vaut aussi pour X une k-compactification lisse d’un k-tore
([20]; [22], SIII). I1 n’est donc pas déraisonnable de décrire des conséquences
concreétes de (H1) et (H1).

ProrosiTION 2.8.1. Si X vérifie (HY'),, et si X(k) est non vide, X est
k-unirationnelle et X(k) est Zariski-dense dans X.
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Démonstration. 1l existe alors un torseur J de type A sur X, de fibre triviale
en un k-point M de X, donc tel que (k) soit non vide (lemme 2.7.1).

Remarque 2.8.2. La premiére de ces conséquences impliquerait que toute
variété algébrique complexe de dimension trois fibrée en coniques sur le plan
projectif complexe est unirationnelle, ce qui est un probléme ouvert bien connu.
La seconde de ces conséquences, plus faible, est inconnue déja pour des surfaces
rationnelles trés simples sur Q (voir [24], ou dans certains cas 'on déduit cette
conséquence d’une hypothése bien connue en théorie des nombres). La k-
unirationalité a récemment été établie par Yandevskii [56] dans le cas ou X est
une surface fibrée en coniques sur la droite projective sur un corps k p-adique (le
cas k = R avait été obtenu par Iskovskikh).

PROPOSITION 2.8.3. Si X vérifie (H1’) et X(k) # 9, et si le g-module Pic X
est stablement de permutation, resp. est facteur direct d’un module de permutation,
la k-variété X est stablement k-rationnelle, resp. est facteur direct k-birationnel
d’une k-variété k-rationnelle.

Démonstration. 1l existe un k-tore quasi-trivial S, resp. un k-tore S;, tel que
le k-tore S, = S, X, S, soit quasi-trivial. Le théoréme 90 de Hilbert sous la
forme de Grothendieck implique qu’alors tout torseur sous S, est localement
trivial pour la topologie de Zariski. Si donc J est un torseur universel sur X, la
k-variété 7 est k-birationnelle au produit X X, S,. Sous (H1’), ceci suffit a
conclure que X est facteur direct k-birationnel d’une variété k-rationnelle. Par
ailleurs J X, S, est k-birationnel & X X, S,. Si S, et S, sont quasi-triviaux, ce
qui implique que ce sont des variétés k-rationnelles, (H1’) implique que la
k-variété X est stablement k-rationnelle.

Remarque 2.8.4. La réciproque de cette proposition résulte de 'appendice 2.A
et de [20] lemme 11, p. 188.

PROPOSITION 2.8.5. Si X vérifie 1’hypothése (H1),, chaque classe pour la
R-équivalence sur X(k) est paramétrée par les k-points k-rationnels d’une k-variété
lisse k-rationnelle, qu’on peut supposer propre.

Démonstration. Soit M dans X(k), et soit J le torseur de type A sur X de
fibre triviale en M. D’aprés la proposition 2.7.2, la fibre de 7 en tout point N de
X(k) qui est R-équivalent 4 M est triviale. Ainsi I'image de la projection
naturelle 7 (k) — X(k) contient la classe pour la R-équivalence de M. Montrons
que cette image coincide avec la classe de M pour la R-équivalence. Tout
d’abord il existe une k-compactification lisse 7 “de 7 telle que la projection g:
J— X se prolonge en un k-morphisme propre ¢¢: ¢ - X; comme la
caractéristique de k est nulle, ceci résulte du théoréme d’Hironaka, mais cela
résulte déja, en toute caractéristique, de l’existence, due a Brylinski [5], de
k-compactifications toriques lisses S¢ d’un k-tore S, ce qui permet, par produit
contracté, de compactifier ¢ dans ses fibres. Si (H1), vaut, la k-variété 7 ¢ est
k-rationnelle. 11 résulte alors de ’hypothése car(k) = 0 et du théoréme d’Hironaka
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(voir [20], prop. 10 p. 195) que deux points quelconques de (k) sont
R-équivalents, et donc que leurs projections par g€ sur X sont deux points
R-équivalents de X(k). Ceci établit que la R-classe de M sur X(k) coincide avec
q(7 (k)) d’une part, avec ¢°(7 ‘(k)) d’autre part.

Remarque 2.8.6. Dans la proposition 2.8.5 ci-dessus, I’hypothése car(k) = 0
sert uniquement pour assurer que les points d’une R-classe sont exactement
paramétrés par les k-points d’une k-variété k-rationnelle (que sous (H1), les
k-points d’une R-classe proviennent tous des k-points d’une k-variété k-ration-
nelle est clair; ce qui ne lest pas, cC’est que si Y est une k-variété lisse
k-rationnelle ouverte, et si f: Y — X est un k-morphisme vers une k-variété
propre, alors f(Y(k)) est constitué de points R-équivalents).

PROPOSITION 2.8.7. Le méme énoncé vaut sous I’hypothése (H1’),.

Démonstration. Soit n un entier tel que la k-variété propre et lisse Y = 7 ¢ X,
P/ soit k-rationnelle. On considére alors la projection composée r: ¥ — 7 ¢ — X.
Il est clair que la R-classe de M, qui est contenue dans I'image de 7 (k) (voir
ci-dessus), est contenue dans I'image de Y(k). Par ailleurs tous les points de Y(k)
sont R-équivalents sur Y (méme argument que dans la proposition 2.8.5), et donc
I'image de Y(k) par r est formée de points R-équivalents sur X.

Remarque 2.8.8. Cette démonstration montre que sous (H1’), il est encore
vrai que chaque classe pour la R-équivalence coincide avec 'image ¢(.7 (k)) des
k-points d’un k-torseur convenable J de type A par la projection structurale g:
I - X.

Remarque 2.8.9. Cette démonstration permet de renforcer la proposition
2.8.1: sous (H1"),, toute R-classe sur X(k) est Zariski-dense dans X.

PrOPOSITION 2.8.10. Si X vérifie (H1’), et I est un torseur de type A\ sur X,
I’ application de X(k) dans H(k, S) qui & un k-point M associe la fibre de T en
M induit une injection

i: X(k)/R - H'(k, S).

Démonstration. Nous avons déja vu (proposition 2.7.2) que I’application fibre
induit une application i: X(k)/R — H(k, S). Si deux k-points de X ont méme
image par cette application, il existe un torseur de type A sur X de fibre triviale
en chacun de ces k-points. On conclut alors comme dans la proposition précé-
dente.

PROPOSITION 2.8.11. Sous chacune des conditions suivantes, la R-équivalence
sur X(k) est triviale: _

(i) X vérifie (H1’) et Pic X est un facteur direct d’un g-module de permutation;

(ii) X vérifie (H1’), et la dimension cohomologique cd k de k est au plus 1.

Démonstration. Dans le premier cas, il existe un k-tore S, tel que le produit
So X, S soit un tore quasi-trivial. Il résulte donc du théoréme 90 de Hilbert et
du lemme de Shapiro que le groupe H'(k, S,) est nul, ce qui implique (i) d’aprés
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la proposition 2.8.10. Dans le cas (ii), pour tout k-tore S, le groupe H'(k, S) est
nul, ce qui permet encore de conclure.

PROPOSITION 2.8.12. Si X vérifie (H1"),, I’ application naturelle
X(k)/R - CHy(X)

des classes de points rationnels sur X modulo la R-équivalence dans le groupe de
Chow de dimension zéro est injective: deux k-points qui sont rationnellement
équivalents sont R-équivalents.

Démonstration. Supposons les k-points M et N rationnellement équivalents
sur X. Si J est un torseur sur X sous un k-tore, les fibres de 7 en M et N sont
égales ([20], prop. 12, p. 198). Si 7 est le torseur sur X de type A trivial en M, sa
fibre est aussi triviale en N, et M et N appartiennent tous deux a I'image de
J (k) par la projection naturelle. En raisonnant comme dans les propositions
2.8.5 et 2.8.7, on voit qu’alors M et N sont R-équivalents sur X.

PROPOSITION 2.8.13. Si k est un corps de type fini sur Q, et si X vérifie
I’hypothése (H1"),, alors la R-équivalence sur X(k) est finie (X(k)/R est fini), et
il existe un nombre fini de k-morphismes

q:: X, — X,

ou chaque X; est une k-variété lisse k-rationnelle, tels que X(k) soit la réunion des
q:(X;(k)).

Démonstration. Soit J un torseur de type A sur X. L’image de I’application
X(k) > HYk, S;) qui & un k-point M associe la fibre de 7 en M est finie
(proposition 2.7.3). L’énoncé résulte alors des propositions 2.8.7 et 2.8.10.

Remarque 2.8.14. En termes vagues mais plus imagés, cette proposition dit
que les points k-rationnels de X peuvent étre décrits au moyen d’un nombre fini
de paramétrisations, chacune d’entre elles utilisant en général plus de paramétres
que la dimension de X. On notera que la partie de la proposition qui ne porte pas
sur la R-équivalence vaut plus généralement pour k& de type fini sur le corps
premier (cf. remarque 2.8.6).

PROPOSITION 2.8.15. Si k est un corps local (p-adique ou réel) et si X vérifie
(HY"),, la R-équivalence sur X(k) est finie, chaque R-classe est ouverte et fermée
dans X(k) pour la topologie induite par celle de k. Si k = R, les classes pour la

R-équivalence coincident avec les composantes connexes de 1’espace topologique
X(R).

Démonstration. Que la R-équivalence soit finie résulte de la proposition
2.8.10 et de la finitude du groupe H(k, S) pour k local et S un k-tore
quelconque. D’apreés la remarque 2.8.8, chaque R-classe peut s’écrire q(7 (k)), et
le théoréme des fonctions implicites implique que cet ensemble est ouvert dans
X(k). Chaque R-classe est donc ouverte dans X(k), et par suite fermée. Pour
k = R, ceci implique que chaque R-classe est union de composantes connexes
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réelles de X(R). Mais deux R-points qui sont R-équivalents sur la R-variété
propre X appartiennent a la méme composante connexe de X(R) (puisque P}(R)
est connexe), ce qui suffit & conclure.

Remarque 2.8.16. Les R-surfaces fibrées en coniques sur PL admettent des
modeéles explicites trés simples (modéle affine y2 + 22 = [1,(x — e¢;)) sur lesquels
on vérifie aisément la coincidence des classes pour la R-équivalence avec les
composantes connexes.

Remarque 2.8.17. Toujours sous (H1’),, on peut voir que, si k est un corps
local, la R-équivalence coincide avec 1'équivalence de Brauer sur X(k): il suffit
d’utiliser les propositions 2.7.10, 2.8.10 et le fait que, pour k local, le cup-produit

H'(k, S,) X H'(k,Pic X) —— Brk — Q/Z

est une dualité parfaite de groupes abéliens finis ([52] 11.40).

Remarque 2.8.18. Pour k = R, il résulte alors de la proposition 2.8.10 que le
nombre de composantes connexes réelles de X(R) est borné par I'ordre de
H(R, S,), et en particulier au plus égal 4 1 si Pic X est un facteur direct d’un
module de permutation, ce qui permet de construire des contre-exemples a (H1”)
lorsque la dimension de X est au moins 3: on peut facilement écrire les équations
d’une intersection lisse X de deux quadriques dans P3 (alors Pic X = Z avec
action triviale de g = Gal(C/R)) telle que X(R) posséde deux composantes
connexes réelles ([22], p. 228). De tels exemples n’existent pas en dimension deux.
Soit en effet X une R-surface rationnelle propre et lisse, soit O € X(R) et soit I
le torseur universel sur X de fibre triviale en O. De fagon générale (cf. [23]), la
fléche

i X(k)/R - H'(k, S,)

définie par J peut s’écrire comme la composée de I'application naturelle de
X(k)/R dans Ay(X), induite par I'application qui & un point M associe la classe
de (M — O) dans le groupe 4,(X) des O-cycles de degré zéro sur X, et d’'une
application

®: 4o(X) > H'(k, S,),

qui est injective si X(k) est non vide [10]. Si donc deux R-points de X ont méme
image par i, ils sont rationnellement équivalents sur X. Mais ceci implique [14]
qu’ils appartiennent 4 la méme composante connexe de la R-variété X. En
utilisant les mémes arguments, on peut montrer que pour toute compactification
lisse J ¢ d’un torseur universel J sur X, J (R) est soit vide, soit connexe, et
Pon peut aussi voir que la décomposition en composantes connexes est donnée
par I’équivalence de Brauer sur X(R).

PROPOSITION 2.8.19. Si k est un corps de nombres et si X vérifie (H1"), et
posséde un point k-rationnel, il existe un ensemble fini 3 de places de k tel que pour
toute place v non dans 2, tous les points de X(k,) soient R-équivalents sur la
k variété X X, k,.
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Démonstration. Soit M dans X(k), et soit I le torseur sur X de type A et de
fibre triviale en M. Il existe un ouvert affine Spec 4 du spectre de I'anneau des
entiers de k tel que (X, S, 7)) posséde un modéle (X S, J") sur Spec A, avec
X /A propre et lisse, S un A-tore et J un torseur sur X sous S. Pour toute place
finie v de I’anneau des entiers de k correspondant a un idéal premier de 'anneau
A, notons A4, le complété de 4 en ce premier, k, le corps des fractions de 4, et
k, le corps résiduel de 4 ou 4, en v. On a le diagramme commutatif:

X(k,) - H'(k,, S)

I

X(4,) »HY4,,S),

ou les fléches horizontales sont obtenues par accouplement avec J et J. La
fléche verticale de gauche est une bijection car X est propre sur 'anneau 4. Par
ailleurs, le lemme de Hensel dit que le groupe HY4,, S) s’identifie au groupe
H'(x,, § X, k), et ce groupe est nul car S X, Kk, est un tore sur le corps fini «,

(théoréme de Lang). Ainsi I'image de X(k,) par lc fléche horizontale supéneure
est réduite & I’élément 0, c’est-a-dire que l'application J (k,) — X(k,) induite
par la projection structurale est surjective. Sous (H1’),, on conclut X(k,)/R =
{ M}, en utilisant les mémes arguments que dans les propositions 2.8.5 et 2.8.7.

ProOPOSITION 2.8.20. Soit k un corps local. Soit X une k-surface rationnelle qui
vérifie (H1"),. Si k est un corps p-adique et X a bonne réduction, ou si k = R et
X(R) est connexe, tous les points de X(k) sont R-équivalents.

Démonstration. Soit O un k-point de X, et soit J le torseur sur X de type A
et de fibre triviale en O. D’aprés la proposition 2.8.12 et la remarque 2.8.18,
Papplication X(k)/R — H'(k,S) définie par J se factorise par le groupe
Ay(X) des zéro-cycles de degré zéro modulo I’équivalence rationnelle, I'applica-
tion i: X(k)/R — Ay (X) associant & un k-point P la classe de (P — O), et,
sous (H1’),, cette application i est injective. Sous chacune des hypothéses de
I’énoncé, le groupe A,(X) est nul (pour le cas p-adique, voir [4] et [10], pour
k = R, voir [14]).

2.9. Comportement des torseurs universels par transformations k-birationnelles.
La proposition suivante permet d’établir la k-rationalité stable des torseurs
universels sur une k-variété rationnelle X qui posséde un k-point rationnel,
lorsqu’on la connait pour un torseur universel particulier et que la k-variété X
posséde suffisamment d’automorphismes k-birationnels pour passer d’un k-point
3 un autre. Cette derniére propriété est par exemple satisfaite par les surfaces de
Del Pezzo de degré 4 (intersections lisses de deux quadriques dans P*) et les
surfaces cubiques lisses dans P3 (voir [42] II 6.1 (= II 16.1)).

PROPOSITION 2.9.1.  Soit k un corps de caractéristique zéro. Soient X et Y deux
k-variétés rationnelles, propres et lisses. Si f: X — Y est une application k-biration-
nelle qui induit un k-isomorphisme d’un voisinage ouvert de P € X(k) avec un
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voisinage ouvert de Q € Y(k), le torseur universel sur X de fibre triviale en P est
stablement k-birationnellement équivalent au torseur universel sur Y de fibre triviale

en Q.

Démonstration. Considérons d’abord le cas oi f est un k-morphisme bi-
rationnel. Puisque X est rationnelle, et donc Pic X de type fini sur Z (appendice
2.A), il existe des voisinages ouverts U de P dans X et V' de Q dans Y tels que f
induise un isomorphisme de U sur V et que de plus Pic U = PicV = 0. Puisque X
est propre et Y est lisse, il y a un ouvert Y; de Y qui contient tous les points de
codimension 1 et tel que I'inverse f~! de f définisse un k-morphisme de Y, vers
X. On a alors le diagramme commutatif de g-modules:

1 »k[U]*/k* > Divg_gX—>Pic X— 0

L

1 - k[V]*/k* - Divy_5Y > PicY - 0,

ou les fléches verticales sont définies au moyen de (f~!)* (puisque Y est lisse, les
groupes des diviseurs de Cartier sur Y et Y; coincident ainsi que les groupes de
Picard). Dans ce diagramme tous les g-modules sont Z-libres de type fini. Nous
pouvons donc le réécrire comme un diagramme de groupes de caractéres de
k-tores:

(29.1) al
T,

Remarquons que le torseur M, sur T} = T, se déduit du torseur M, sur 7, par le
changement de groupe structural p: S, — §;, lui-méme dual de I'application
(f~H*: Pic X — PicY. On a aussi le diagramme commutatif de g-modules:

]) 0
1 >k[V]*/k* > Divy_yY > PicY -0
f* /'l r*
1 »>k[U]*/k* > Divz_gX—>PicX - 0
l l°
1[ P
0

0,
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que P'on peut réécrire:

| T
0—->7A"2—>M2——*SA2——>0
| oelor
T:ﬁ
0 0.

L’application (f~!)* définit une rétraction de chaque application f* dans les
suites exactes verticales (il s’agit 1a d’un fait simple mais essentiel). En particulier,
le g-module P est Z-libre de type fini, c’est le module des caractéres d’un k-tore
P qui vérifie:

(29.2) M, =M, x, P
(2.9.3) S, =S, %, P,

ce dernier isomorphisme étant donné sur les modules des caractéres par 'applica-
tion:

S-S, 0P
x = (£ (%), a(x)).

On vérifie alors que le composé de I'application p: S, — S, avec lisomor-
phisme (2.9.3) est 'application évidente x — (x,1).

Soit alors  le torseur universel sur X de fibre triviale en P, et soit J’ le
torseur universel sur Y de fibre triviale en Q. Il résulte de la description locale des
torseurs universels (proposition 2.3.1) que la restriction de 7 4 U et celle de I’
a V sont données par les produits fibrés respectifs:

Miad Iy - M,

L] ]

U-T, V > T,
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ou les applications U — T; et ¥V — T, correspondent aux g-sections des projec-
tions

k[U)* - k[U]*/k* et k[V]* > k[V]*/k*

définies respectivement par les points k-rationnels P et Q. Maintenant les
remarques suivant le diagramme (2.9.1) impliquent qu’il y a un isomorphisme de
torseurs sur U sous S;:

Ty=f*(I7) x* 8y,

ou le changement de groupe structural est donné par p. Cet isomorphisme et
Pisomorphisme (2.9.3) donnent naissance & un isomorphisme de k-variétés

Ty =f*(I}) X P,
et donc, puisque f est un isomorphisme de U avec V, a un k-isomorphisme
Tu=T) %X, P.
On peut maintenant utiliser (2.9.2) et obtenir le k-isomorphisme
Ty X My=T) X, M,.

Puisque M, et 1\22 sont des modules de permutation, les k-tores M, et M, sont
quasi-triviaux, donc sont des k-variétés k-rationnelles, et ceci achéve la démons-
tration de la proposition 2.9.1 quand f est un k-morphisme.

Pour établir le résultat dans le cas général, on utilise ’hypothése car(k) = 0
et le théoréme de désingularisation d’Hironaka pour insérer I'application k-
birationnelle f dans un diagramme commutatif de k-applications rationnelles

V4
N
f
X —Y,

ou Z est propre et lisse, et ou il existe un point M € Z(k) et des voisinages
ouverts U, V, W de P, Q, M, tels que p, resp. ¢, induise un k-isomorphisme de W
avec U, resp. V. L’argument donné ci-dessus montre que le torseur universel sur
X de fibre triviale en P est stablement k-birationnellement équivalent au torseur
universel sur Z de fibre triviale en M, lui-méme stablement k-birationnellement
équivalent au torseur universel sur Y de fibre triviale en Q, ce qui achéve d’établir
la proposition 2.9.1.
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De fait, on peut établir, essentiellement par les mémes arguments, ’énoncé
suivant:

PROPOSITION 2.9.2. Soit k un corps de caractéristique zéro, et soient X et Y
deux k-variétés rationnelles propres et lisses k-birationnellement équivalentes, et soit
I un torseur universel sur X. Il existe alors un torseur universel I ' sur Y qui est
k-stablement birationnellement équivalent a .

Démonstration. Voici simplement I'idée de la démonstration. Soient U, resp.
V, des ouverts de X, resp. Y, qui sont k-isomorphes et tels que PicU = PicV = 0.
L’existence de J assure (corollaire 2.3.4) que le g-homomorphisme naturel
k* - k[U]* admet une g-section, qui définit ainsi une g-section de ’homomor-
phisme k* — k[V']*. Comme Pic¥ = 0, 'obstruction élémentaire 4 I’existence
d’un k-point sur Y est vide et plus précisément on peut considérer le torseur
universel 7’ sur Y associé a la g-section ci-dessus par le corollaire 2.3.4. On
raisonne alors exactement comme dans la proposition 2.9.1 précédente.

2.A. Appendice: Invariance k-birationnelle stable du g-module Pic X. La pro-
position suivante a été obtenue pour les surfaces par Manin [42] et en dimension
quelconque, mais en caractéristique 0, par Voskresenskii ([55] théoréme 4.35).

PROPOSITION 2.A.1. Soient X et Y deux k-variétés propres, lisses et géométri-
quement intégres, k-birationnellement équivalentes. Soit K/k une extension
galoisienne, finie ou non, de groupe G. Il existe deux G-modules de permutation P,
et P, et un isomorphisme de G-modules:

Pic Xy ® P, = PicY,y ® P,.

Avant d’indiquer la démonstration, dégageons deux conséquences, dont la
premiére est immédiate.

COROLLAIRE 2.A.2. Si X est une k-variété propre, lisse, géométriquement
intégre et k-rationnelle, alors le g-module Pic X est un groupe abélien libre, de type
fini, et le groupe H'(g, Pic X) est fini.

COROLLAIRE 2.A3. Si X est une k-variété propre, lisse, géométriquement
intégre et K/k est une extension galoisienne finie, ou non, de groupe G, si Xy est
K-rationnelle et si H'(G, Pic Xi) = 0, alors

H'(g,PicX) =0.

Démonstration. 11 suffit d’écrire la suite exacte d’inflation-restriction, d’utiliser
la proposition 2.A.1 et d’observer que Pic X = (Pic X)?, o h = Gal(k/K), ce
qui résulte du fait que Xy est propre, géométriquement intégre et possede un
K-point.

Démonstration de la proposition (suggérée par L. Moret-Bailly). 1l existe une
k-variété propre, géométriquement intégre et normale Z et des k-morphismes
propres k-birationnels p: Z —» X et g: Z — Y: il suffit pour cela de définir Z
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comme la normalisation du graphe d’une k-application k-birationnelle de X vers
Y. Considérons le k-morphisme p. Comme Z est normal et que p est k-biration-
nel et propre, il existe un ouvert U de X qui contienne I’ensemble X® des points
de codimension 1 de X et qui soit tel que p induise un k-isomorphisme entre
V = p~}(U) et U. Considérons alors le diagramme:

Res
0—> @ Zx >CHY(Zy)——CH'(V;) — 0
xezQ W

X€& Vg

n

Pic Z, ———PicVy

p* p*| =

Pic X, Pic Uy.

Dans ce diagramme, les groupes CH! sont les groupes de Chow de codimension
1, i.e. les quotients par ’équivalence rationnelle des groupes abéliens libres ayant
pour base I’ensemble des points de codimension 1. La ligne horizontale supérieure
est une suite exacte. L’injectivité a gauche est le seul point & vérifier. Soit X n x
un cycle de codimension 1 dans ce noyau. Il existe alors une fonction f dans le
corps des fonctions rationnelles K(Z) de Z; dont le diviseur div(f) est égal a
Y n.x. Comme Vy est isomorphe a Uy et que Uy contient tous les points de
codimension 1 de la K-variété propre et géométriquement intégre X, ceci
implique que f, vue comme fonction sur X, est une constante dans K *. Il en est
donc aussi ainsi sur Zg, et £, n,x = 0. Les fléches verticales Pic —» CH! sont les
fléches naturelles. Sur V., qui est lisse, cette fléche est un isomorphisme. Que la
restriction en bas soit un isomorphisme résulte du fait que X, est lisse et que
Pouvert Uy contient tous les points de codimension 1. Il résulte alors immédiate-
ment du diagramme que la suite exacte de G-modules apparaissant a la premiére
ligne est G-scindée, et qu’on a un isomorphisme de G-modules:

Pic X, ® P, = CH}(Zy),
ou P, est le G-module de permutation défini par le terme de gauche de la suite
exacte horizontale. Comme on obtient un isomorphisme similaire

Pic Yy ® P, = CHY(Zy)
en analysant le morphisme ¢g: Z — Y, ceci établit la proposition.

2.B. Appendice: Calcul du g-module Pic X en I’absence de point rationnel. On
observe souvent que lorsqu’une classe de k-variétés rationnelles propres et lisses
satisfait la propriété:

(P) si une variété de cette famille posséde un point k-rationnel, alors elle est
k-rationnelle,
la méme classe satisfait le principe de Hasse.
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Compte tenu de 'appendice 2.A, I’énonce suivant, qui a été annoncé dans ([27],
proposition 3.5) et utilisé dans ce méme article, indique au moins que lorsque la
propriété (P) est satisfaite, 'obstruction de Brauer-Manin au principe de Hasse
(voir §3) s’annule.

THEOREME 2.B.1. Soit k un corps de caractéristique zéro. Soit € une classe,
stable par extension arbitraire du corps de base, de variétés X/K pour K extension
de k, propres, lisses, géométriquement intégres, et satisfaisant H'(X, 0,) = 0. Si,
pour X/K dans € avec X(K) + O, le Gal(K/K )-module Pic Xz est de permuta-
tion, resp. stablement de permutation, resp. facteur direct d’un module de permuta-
tion, resp. satisfait H'(Gal(K/K),Pic Xg) = 0, alors il en est de méme pour tout
X/K dans €.

Démonstration. Donnons d’abord la démonstration sous la premiére
hypothése. Soit X/K dans €. Quitte a changer les notations, on peut supposer
K = k. Soient E = k(X) le corps des fonctions de X, puis F = k(X) le corps
des fonctions de X = X X, k, et enfin F une cloture algébrique de F. Soient

G = Gal(k/k) = Gal(F/E), puis G, = Gal(F/E) et H, = Gal(F/F).

Le groupe H, est distingué dans G,, et G = G,/H,. La E-variété X posséde un
E-point rationnel, a savoir celui donné par le point générique de X. Par
hypothése, le G,-module Pic X7 est un G,-module de permutation. Comme H, est
distingué dans G, on en déduit que le G-module (Pic Xz)™ est un G-module de
permutation. De X(F) # @ (de fait X(k) # &), on déduit Pic X, = (Pic X7)™.
Ainsi le G-module Pic X;. est de permutation. L’hypothése H'( X, 0) = 0 assure
que l'injection naturelle

Pic X - Pic X,

est un isomorphisme de G-modules. Ainsi, Pic X est-il un G-module de permuta-
tion. La démonstration sous les deuxiéme et troisiéme hypothéses est essentielle-
ment la méme. Sous la quatriéme hypothése, il convient d’utiliser la suite exacte
d’inflation-restriction, qui, en utilisant les arguments ci-dessus, donne une injec-
tion

HY(G,Pic X) - HY(G,,Pic X5),
et donc la nullité annoncée.

§3. Arithmétique des torseurs. Pour une variété algébrique X définie sur un
corps de nombres k, le groupe de Brauer-Grothendieck de X permet de définir
des obstructions au principe de Hasse (Manin [41},[42]) et & 'approximation
faible. L’objet de ce paragraphe est de montrer que la théorie de la descente
fournit, pour les variétés rationnelles, une interprétation géométrique de ces
obstructions. On peut ainsi montrer, pour certaines classes de variétés, que les
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obstructions définies au moyen du groupe de Brauer sont les seules. Ceci donne
alors des critéres effectifs pour décider si une variété X de la classe considérée a
un point rationnel ou non, ou pour décrire ’'adhérence de X(k) dans le produit
des X(k,).

3.0. Notations et rappels. Dans toute la suite, sauf mention contraire, k
désigne un corps de nombres, £, ’ensemble des places de k et k, le complété de
k en la place v. On note 0, 'anneau des entiers de k, et 0,, son localisé en v et
0, Panneau des entiers de k,, complété du précédent, enfin k(v) le corps résiduel
en v. On note k une cldture algébrique de k, puis g = Gal(k/k) le groupe de
Galois de k/k et g le groupe de décomposition d’une place de k prolongeant v,
groupe qui s’identifie & Gal(k,/k,). On note enfin

inv,: Brk, - Q/Z

Pinvariant local en v.
On dit d’'une k-variété algébrique X qu’elle ne vérifie pas le principe de Hasse si
elle a un point dans chaque complété k, de k sans en avoir dans k:

(3.0.1) X(k) =@ etpourtant [] X(k,) + &.

veQ,

On connait de multiples exemples de telles variétés: il y en a parmi les courbes
elliptiques (Reichardt-Lind, cf. [7]), les tores algébriques (Hasse), les surfaces
rationnelles (Swinnerton-Dyer [53], Iskovskih [39], Cassels et Guy [8], Birch et
Swinnerton-Dyer [3]). Au congrés international de Nice en 1970, Manin [41] a
introduit une obstruction au principe de Hasse définie au moyen du groupe de
Brauer-Grothendieck de X et censée englober les diverses obstructions
particuliéres utilisées dans les contre-exemples considérés auparavant.

On dit d’'une k-variété algébrique X qui a un point rationnel qu’elle vérifie
I’ approximation faible si

(3.0.2)

X(k) est dense, par Iapplication diagonale, dans le produit ] X(k,).

veQ,

La aussi on connait de multiples exemples de variétés qui ne vérifient pas
Papproximation faible.

On dit d’une classe € de k-variétés algébriques qu’elle vérifie le principe de
Hasse, s’il n’y a pas dans € de variété qui vérifie (3.0.1), autrement dit, si pour X
dans €,

(3.0.3) IT x(k,)+ 2 = X(k) + @.

veQ,
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On dit que € vérifie /’approximation faible si, pour X dans ¥,

(3.0.4) X(k) # @ = X(k) dense dans le produit [ X(k,).

vel,

On peut évidemment associer les deux propriétés: € vérifie le principe de Hasse
et |’ approximation faible, si pour tout X dans &,

(3.0.5) X(k) est dense dans le produit [] X(k,).

veQ,
Il s’agit 14 d’une condition trés simple et naturelle. Néanmoins, on préfére
souvent en pratique dissocier les deux conditions (3.0.3) et (3.0.4).
Voici enfin quelques rappels sur la dualité de Tate-Nakayama (cf. [54], [55]), et

quelques notations supplémentaires. Tout d’abord, si A est un groupe abélien
fini, on note

A = Hom,(A4,Q/2)

son dual. Si M est un g-module continu et = une partie de 2,, on note
ML (k, M) = ker(Hi(k, M) > ] H(k,, M))
veES

le noyau de l'application naturelle de restriction: on écrit H'(k, M) pour
H(g, M), et H(k,, M) pour H'(g%, M). On pose

Mi(k, M) =Mi(k, M) = ker(H"(k, M) - ] H(k,, M)).

vel,

Etant donné un k-tore S, on note

ql(k, S) = coker(Hl(k, s) - @ HY(k,, s)).

veQ,

Pour un tel S, on désigne de plus par 7, 'application duale de la restriction de
groupes abéliens finis

(3.0.6) HYk,,S) » H'(k,S)™,
obtenue en composant la dualité de Tate-Nakayama locale

H'(k,,S) = H'(k,, S)"
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avec l'application duale de la restriction
H'(k,S) > H'(k,, §).

Les dualités de Tate-Nakayama, locales et globale, définissent alors la suite
exacte de groupes abéliens finis (cf. [20] §8):

(3.0.7) HY(k,S) - @ H'(k,, S) —— H(k,S)” — H*(k, S)

- @ H*(k,,S),

qui donne en particulier la suite exacte de groupes abéliens finis
Z"'v AL ~
(3.0.8) 0—Y'(k,S) —— H'(k,S) —II?*(k,S)—0.

3.1. L’obstruction de Manin au principe de Hasse. Voici d’abord quelques
rappels sur le groupe de Brauer-Grothendieck (cf. [34],[35],[41],[42], chap. VI,
voir aussi [20], §7, et [48]). Soient k un corps quelconque, k une clbture séparable
et g le groupe de Galois de k/k Soient X une k-variété algébrique géométrique-
ment intégre et X = X X, k. Le groupe de Brauer Br X formé des classes
d’algébres d’Azumaya sur X est un sous-groupe du groupe de Brauer cohomolo-
gique Br’X == H2(X,G,,). On note Br, X le noyau de la restriction Br X - Br X,
et de méme Br{X pour le groupe de Brauer-Grothendieck Br’. On démontre (cf.
[20] lemme 14 et [42], VI 41.7 (= VI 1.7)) que

(3.1.1)  Br,X =Br{X = ker(H*(g, k(X)*) » H*(g,DivX)).

On en déduit que, pour k de caractéristique O et X rationnelle, compléte et lisse,
auquel cas Br’X = 0,

(3.12) Br X = Br'X = ker( H*(g, k(X)*) - H*(g,DivX)).

Si k est un corps de nombres ou un corps local complété d’un tel corps de
nombres,

H3(k,G,) = H*(g,k*) =0

Si X est une variété algébrique compléte et géométriquement intégre sur un tel
corps k, la suite exacte (1.5.0) s’écrit:

3.1.3) 0 - Pic X - (PicX)® - Brk - Br,X —— H(g,Pic X) — 0.
1
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Rappelons qu’au signe prés 'application x est définie comme suit: soit =7 € Br; X;
on peut la représenter par un 2-cocycle f = (f, ;) € Z 2(g, k(X)*), de telle sorte
que div(f) = D ou D = (D,) € C'(g,Div X); au signe prés, x(&) est la
classe de D dans Z'(g, Pic X).

Soit X une variété algébrique définie sur le corps de nombres k, et telle que

IT x(k,) + 2.

ve,

On appelle point adélique x = {x,}, g, de X un élément du produitI1, o X(k,)
pour lequel il existe un ouvert non vide U de Spec @, au-dessus duquel X se
prolonge en un U-schéma X et, pour toute place v définie par un point fermé de
U, le point x, se prolonge en un point X, € X(0,). On note X(A,) I'ensemble
des points adéliques de X. Si X est compléte,

XA = T] X(k,).

vel,
On a un accouplement naturel, introduit par Manin:
X(A,) X Br'Xx—Q/Z
défini par

(3.1.4) ({x.}, o) = Linv,(#(x,)),

et noté également
i ({x,}) = ({x,}, #).

Cette définition a un sens car, pour presque tout v, toute la situation se prolonge
au-dessus de 0,, et &/(x,) vient donc de Br’@,, qui vaut 0.

Définition 3.1.1. Soit B un sous-groupe de Br’X. On appelle obstruction de
Manin associée a B la condition suivante:

(3.1.5)

pour tout {x,} € X(A,), il existe & € B telle que Y. inv,(s/(x,)) # 0,
v

et on appelle obstruction de Manin au principe de Hasse celle associée 4 Br’X tout
entier. Chacune de ces conditions est une obstruction a l'existence d’un point
k-rationnel pour X. Le fondement méme de cette obstruction est la loi de
réciprocité:

&€ Brk = Y inv,(H(x,)) =0.
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Toute classe d’algébres d’Azumaya 7 € Br X définit un diagramme commutatif
X(k)— X(Ay)
(3.1.6) ﬂl .«l i
L, inv,
Brk— @ Brk, ——Q/Z,

veQ,

dont la suite du bas est un complexe—en fait exact—de sorte que i, vaut 0 sur
X(k). Ainsi:

(3.1.7) X(k) c Nkeri, ou < parcourt Br’X.
o

Avec ces notations, comme i, ne dépend que de la classe de &/ modulo Br k, i.e.
modulo I'image Bry X de Br k dans Br’X, I’ obstruction de Manin—ou de Brauer-
Manin—au principe de Hasse est la condition suivante:

(3.1.8) Nkeri,= @ ou & parcourt Br’X/Br,X.
of

On peut aussi bien I'écrire

(3.1.9) kerip = &,

S

ou
ip: X(A,;) » Hom(Br'X/Br,X,Q/Z)

est définie par la collection des i . Pour une variété rationnelle X propre et lisse
sur le corps de nombres k,

Br’'X/Bry X = H'(g,Pic X),

et c’est ainsi un groupe abélien fini. Si {%/,,..., &, } engendre Br’X/Bry X, on
peut se limiter dans (3.1.8) & &/=#7,,..., &,. On voit qu’alors cette obstruction
de Manin est théoriquement calculable de fagon effective (cf. [42], chap. VI, voir
aussi corollaire 3.4.5 ci-aprés). Elle est, de fait, trés simple a calculer dans certains
cas, comme celui des surfaces de Chatelet généralisées [13], mais son calcul est
déja délicat pour les surfaces cubiques diagonales (cf. [15]).

On dira que I'obstruction de Manin est “ vide”, si la condition (3.1.8) n’est pas
vérifiée, i.e. si

Nkeri, + 2,
o
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autrement dit s’il existe {x,} € X(A,) telque i, ({x,}) = O pour tout &/ € Br'X,
i.e. si 'application

ip: = (i) yenry atteint la valeur 0.

3.2. Obstructions au principe de Hasse définies par des torseurs sous des tores.
On commence par quelques préliminaires.

3.2.0. Si [J] est la classe dans H'(X, S) d’un torseur J sur X sous un
k-tore S, et si K/k est une extension quelconque, 'expression [ |(K) # & aun
sens: elle signifie 7 (K) # J, cette condition étant indépendante du représentant
T choisi. Si a € H'(k, S), on note 7 ¢ un torseur sur X sous S dont la classe
vérifie (pour i, comme en (2.0.2)):

(3.2.1) [72] = [7] - iy(«) dans H'(X, S).

Supposons que X vérifie (2.0.1). La définition méme, en 2.0, d’un torseur J
sur X de type A et la suite exacte (2.0.2) montrent le résultat suivant, sur lequel
repose essentiellement ce paragraphe:

PROPOSITION 3.2.1. Soit X une k-variété algébrique vérifiant (2.0.1). Soit X un
type donné de torseur sur X sous S.

(i) Tors(X, S, A) est soit vide, soit affine (= principal homogéne) sous le groupe
H(k, S).

(i) {g4 (T (k))} pour [T] € Tors(X, S, N) est une partition de X(k).

(iii) Si T est un torseur de type N, {q, (T *(k))} pour a € H'(k, S) est une
partition de X(k).

Démonstration. Précisons d’abord que g,: J— X est le morphisme struc-
tural, qu’on note simplement g, pour J=J ® L’assertion (i) résulte aussitot de
(2.0.2). Si P € X(k), il existe une classe et une seule [7 7] € Tors(X, S, A) telle
que I P(P) =0 € H'(k, S), ce qui prouve (ii), et (iii) résulte de (i) et (ii).

3.2.2. Etant donné une variété algébrique X définie sur le corps de nombres
k, et supposée compléte, un k-tore S et un torseur .J sur X sous S, on appelle
place de bonne réduction de J toute place finie v de k telle que (X,8,7)
admette, au-dessus de Spec 0, un prolongement (X, S, .?' ) ou X est un
0,,y-schéma propre, S un 0,y-tore et J un torseur sur X sous S. D’aprés
([33], §8) I’ensemble des places finies de k ou J n’a pas bonne réduction est fini.
On note =(7) lensemble des places finies de mauvaise réduction de J et des
places a Pinfini.

LEMME 3.2.3. Sous les hypothéses ci-dessus, si I a bonne réduction en v, et si
P, € X(k,), alors

J(P,)=0 dans H (k,,S).
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Démonstration. Soit en effet ( XS I ) un prolongement de (X, S, .7) au-
dessus de 0,,,. Soit

(X',8,7")=(X,8,9) Xspeca,, SPECO,.

Comme X" est propre sur 0,, qui est un anneau de valuation discréte, le point
P, € X(k,) se prolonge en P; € X'(0,). Ainsi J(P,) vient de J’'(P)) €

HY(0,, S") qui est égal 3 H' (n(v), ,‘(U)) par bonne réduction et par le lemme de
Hensel et vaut donc 0 par le théoréme de Lang.

COROLLAIRE 3.2.4. Pour (X, S, ) comme ci-dessus, il existe un ensemble fini
2 de places tel que, pour toute place v & 2, et tout P, € X(k,), on ait:

J(P,)=0 dans H(k,, S).
3.2.5. Pour simplifier, on suppose désormais

(3.2.2) X est une variété algébrique lisse sur le corps de nombres k, compléte
et rationnelle.

On note alors S; le k-tore dual du g-module P1c X et A, 'identité du g-module
S0 = Pic X. Soient S un k-tore, A € Hom (S So) et D(A): S, = S le k-mor-
phisme dual.

PROPOSITION-DEFINITION 3.2.6. Soit X une k-variété vérifiant les hypothéses
(3.2.2) et soit N comme ci-dessus. On suppose X(A,) # . Chacune des conditions
suivantes est une obstruction a I’ existence d’un point k-rationnel de X:

O,: pour tout torseur I de type A, il existe une place v telle que I (k,) = @

Of: il n’existe pas de torseur de type \;

04’ il existe un torseur I de type \, et, pour tout a € H'(k, S), il existe une
place v telle que

T*(k,) = 2.
De plus:

0\ = 04 ou 0y
L’obstruction OF  est la plus fine des obstructions 03; elle est a valeurs dans
I 2%(k, S,), et on I’appelle 1a premiére obstruction au principe de Hasse. L’ob-

struction O, est la plus fine des obstructions O,; on I’appelle Tobstruction de
Picard au principe de Hasse.

Démonstration. Si P € X(k), le torseur 7 ¥ de type A et fibre nulle en P a,
par définition méme, un point dans k, au-dessus de P: 7 F(k) # @ (proposition
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3.2.1). A fortiori J F(k,) # @ quelle que soit v. La condition @, est donc une
obstruction & X(k) # J.

L’équivalence 0, < 04 ou 0Oy est immédiate, car I'ensemble des torseurs de
type A est soit vide, soit un espace affine sous H'(k, S): si 7 est un torseur de
type A, tout autre torseur de type A est de la forme I pour a € H(k, S) et
inversement.

D’aprés la proposition 2.2.8, 'obstruction @} se traduit par d(A) # 0. De
I’hypothése X(A,) + @ résulte que cette obstruction est & valeurs dans II%(k, S).
Toujours d’apreés cette proposition, 'obstruction @f  est la plus fine des obstruc-
tions 0} et elle coincide avec I'obstruction élémentaire étudiée au §2.2.

Que l'obstruction @,  soit la plus fine des obstructions @, est une conséquence
de la remarque suivante:

ScHOLIE 3.2.7. Si [’obstruction de Picard est vide, il existe un torseur universel
T, qui a des points dans tous les complétés de k:
[1 (k) * 2,
veQ,

et, de méme, pour tout type N, il existe un torseur de ce type qui a des points dans
tous les complétés de k.

Démonstration. Cest immédiat sur la définition de @,: la négation de 0,
signifie qu’il existe un torseur J de type A qui a des points dans chaque complété
de k. Si J, est un torseur universel ayant cette propriété, et si A est un type
quelconque, on peut alors prendre pour . le produit contracté de 7, et S sous
Paction de S, agissant sur J, comme groupe du torseur et sur S via D(A):
So = S.

3.3. La premiére obstruction et 1’obstruction de Manin associée @ B. On
suppose toujours que X est une variété rationnelle propre et lisse sur un corps de
nombres k et que I'on a X(A,) # 2.

PrROPOSITION 3.3.1. La premiére obstruction est nulle dans chacun des cas
suivants:
(@) W2(k, S,) = 0;
(i) I'(k, Sp) = 0;
(iii) H'(k,Pic X) = 0.

Démonstration. Le cas (i) résulte immédiatement de la proposition 3.2.6. La
condition (i) équivaut & (ii) d’aprés la dualité de Poitou-Tate [52], qui affirme que
les deux groupes abéliens finis (&, S,) et I*(k, S},) sont en dualité. Quant a
(iii), elle implique évidemment (ii).

PROPOSITION 3.3.2. La premiére obstruction au principe de Hasse coincide avec
1’ obstruction de Manin associée au sous-groupe

B(X) = II(Br,X),

formé des classes d’algébres localement constantes.
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Autrement dit, la trivialité de I'obstruction de Manin associée & B(X') équivaut
a Pexistence d’un torseur universel sur X.

Dans I’énoncé ci-dessus, Br, X désigne Br, X/Bry X et B(X) est 'image dans
Br, X du noyau B de la restriction

Br,X — [1] (Brlev/Br k,),

ve,

noyau formé des classes d’algébres localement constantes.

Démonstration. Comme indiqué au lemme 6.2 de [48], ’accouplement de
Manin (3.1.4) définit un homomorphisme

(3.3.1) y: B(X) » Q/Z

par

1(##) = Linv,(#(P,))

ou { P,} désigne un point quelconque de X(A,), I'expression inv,(2/(P,)) étant
indépendante de P, puisque, par hypothése, 'image ., de &/ dans Br X, vient
de Br k,. Autrement dit, si &/ € B(X), l'application i_, est constante. L’obstruc-
tion de Manin associée & B(X) est la condition suivante:

(3.3.2) il existe &7 € B( X) telle que y(7) # 0.

La dualité de Poitou-Tate est donnée par 'accouplement
W(k, S,) x W(k, §,) — Q/Z

défini par
(3.3.3) (B, @) = Yinv,(e,),

ou ¢, € Brk, est défini de la fagon suivante (cf. [48] p. 58): on représente a et 8
par des cocycles a et b, puis, compte tenu de H3(k, G, ) = 0, on écrit

aUB=dn ouhe C¥g,k*);
pour chaque place v, on peut écrire
b=d§, dans Z%(k,,S,)ou ¢, € Cl(k,,S,);
on vérifie aussitdt que, pour chaque place v,

§,Ua—he Z¥g%k¥),
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ce qui permet de poser
e, =cl((¢(,Va) — h) €Brk,.
Comme H?*(k,G,, ,) = 0, 'application
x: Br,X - H'(k,Pic X)

induit des isomorphismes
X: Br,X — H'(k,S,) et X:B(X) — m(k, S;).

LEMME 3.3.3. Si &/ est une algébre dont la classe appartienne a B(X), on a
1’ égalité
v(#) = 7(3(Ao), x(£)).

Autrement dit, le triangle ci-dessous
B(X) — (K, §)
X
Y ko
Q/z

ou 7’ est définie par 7’(a) = 7(d(A,), @), est un triangle commutatif.
Ce lemme étant admis, la proposition résulte du fait que = est une dualité
parfaite de groupes finis; on a en effet les équivalences:

d(Ay) #0170y +0;

autrement dit, la premiére obstruction est non vide si, et seulement si, 'obstruc-
tion de Manin (3.3.2) est non vide. Pour achever la démonstration de la
proposition, il reste & démontrer le lemme.

Démonstration du lemme. Elle se fait en plusieurs étapes.
1. On représente &/ par un 2-cocyle f = (f, ) € Z%(g, k(X)*) tel que

div(f) =dD ou D = (D,) € C'(g,DivX).
On sait qu’alors
x () = classe dans H*(k, S;) de cl( D) € Z*(g, Pic X),

autrement dit, avec les notations ci-dessus, on peut représenter a = x (/) par le
1-cocycle a = cl(D).
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2. Soit P € X(k) tel que les fonctions [, soient toutes définies en P, ce qui
est possible, X étant lisse. On sait que d(A,) est la classe de la 2-extension de
g-modules

1-k* > k(X)* > DivX > PicX - 0.
Comme P est lisse, il existe un scindage de I’extension de groupes abéliens

1-k*->k(X)* > Div,X > 0

provenant de la rétraction

donnée par g — g(P). On a ainsi une section de groupes abéliens op: ino)—( -
k(X)* dont le bord dop est a valeurs dans k* et s’é¢tend a DivX en un
morphisme de groupes abéliens y:

Div, X— Div X

o /

k*.
L’obstruction élémentaire d(A ;) peut alors €tre représentée par
b= dy € Z*(g,Pic X).

3. On continue a appliquer la méthode indiquée en (3.3.3) pour calculer
7(3(A,), x(#)). Montrons qu’on peut prendre pour & € C?(g, k*) tel que

bUa=dyUD =dh

la 2-cochaine A =y U D + e, U f ol e, € Hom(k(X)*, k*) est définie par
ep(8) = 8/0p(8).

En effet: dep=dopet dh = (dy U D) — (¢ U dD) + (dop U f)
=(dyuUD)—(yUf)+(dopUf)=bUa.
4. Pour chaque place v, on peut fixer P, € X(k,) de telle sorte que le 2-cocycle
f soit défini en P, c’est possible d’aprés la lissité de X, par application du

théoréme des fonctions implicites local. Soit

6,=o0p/0p: Div, X - k*;
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C’est un morphisme de groupes abéliens tel que, si g € k(X)* est une fonction
définieen Peten P

0,(divg) = g(P,)/8(P).
On suppose, ce qui est possible, car Div, Pv))—( est un g’-module de permutation,
que op est un g°-morphisme. Dés lors
d, = do, € B'(g”, Hom(Div, X, k*)).
On peut prolonger 6, en un morphisme de groupes abéliens p:
Div, X — Div X

0') l"'v

k*,
et on peut alors prendre
gv = \P - d"'u € Cl(gva S0)9

car, d’'une part, (Y — dp,)|py, 5 = dop — d, = 0, d’autre part d§, =dy =>b
dans Z2(g", S,).
5. Ces divers choix étant faits, ¢, est la classe dans Br k,, du 2-cocycle
(,Ua—h=yUD—dp,UD—-yUD-epUf

= —-d(p,UD)+p,UdD—epUf.
Comme p, U D appartient 3 C'(g°, k*), ¢, est aussi la classe du 2-cocycle

poUf—epUf=(0,/ep) Uf=f(P,).

C’est donc &7 ( P,), ce qui montre que les termes locaux intervenant dans le calcul
de y(&) et dans celui de 7(d(A,), x(%7)) sont les mémes, ce qui achéve la
démonstration du lemme, et donc celle de la proposition.

A propos de cette premiére obstruction, voir aussi [41], ([42], chap. VI, 1.23 et
1.24) et [48].

3.4. La deuxiéme obstruction: la traduc;tion fonctionnelle. Soit X comme en
3.3, soit S un k-tore, et soit A € Hom (S, Pic X).

Définition 3.4.1. S’il existe un torseur de type A, on a également une applica-
tion

iv: X(A,) » H'(k,S)~
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définie par
KW{PR}) = XL n(7(R)),

ve,

et cette application ne dépend pas du choix du torseur . de type A, car deux tels
torseurs différent par un élément a € H'(k, S), et pour un tel élément on a
encore, d’apreés la suite exacte (3.0.7), une loi de réciprocité X ,7,(a) = 0.

PROPOSITION 3.4.2. On suppose Tors(X, S, \) # @. Chacune des conditions
suivantes équivaut a 03’

(i) pour tout torseur I de type \, il existe une place v telle que I (k,) = 9 ;

(ii) pour un torseur I de type N, pour tout a € I]Ilz( ok, S), il existe
vE2T) telle que T *k,) = D,

(iii) keri, = &, i.e. i) ne prend pas la valeur 0;

(iv) pour un torseur I de type A, et pour tout { P,} € X(A,),

L7(7(P,)) * 0.

Remarque 3.4.3. Dans (ii) et (iv), I’expression “pour un torseur J de type A”
signifie aussi bien “il existe un torseur 7 de type A” que “pour tout torseur J de
type A” ou encore “étant donné un torseur J de type A”, la validité des
conditions (ii) et (iv) ne dépendant pas du choix de . dans Tors( X, S, A).

Le fait que dans la somme figurant dans la condition (iv) presque tous les
termes soient nuls résulte de I’énoncé de bonne réduction 3.2.3 comme indiqué
ci-aprés au pas n° 3 de la démonstration du lemme 3.4.4.

La condition (i) constitue la version géométrique de @}, la condition (ii) en est
la version géométrique “effective”, les expressions (iii) et (iv) en sont les versions
algébriques qui permettent de faire le lien, dans les exemples, avec les versions
“calculatoires” fonctionnelles.

Démonstration. L’énoncé (i) est la définition méme de 0. Comme a la
proposition 3.2.1, il équivaut a

(i’) pour un torseur I de type \, et pour tout & € H'(k, S), il existe v telle que
ITk,)=@.
La définition méme de i, montre que I'énoncé (iii) équivaut & (iv). L’équivalence
de (i"), (ii), et (iv) résulte alors du lemme suivant:

LEMME 3.4.4. Soit I un torseur de type N. Les conditions suivantes sont
équivalentes:

(a) Pour tout a € H'(k, S), il existe une place v telle que T *(k,) = .

(b) Pour tout a € Illg( 7k, S), il existe une place v € Z(T) telle que T *(k,)
= (.

(¢) Pour tout {P,} € X(A,), on a: L7 (T (P,) # 0.
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Démonstration.

1. Notons d’abord que (a) équivaut de fagon immédiate a

(a’) Pour tout a € H'(k, S), il existe une place v telle que, pour tout P, €
X(k,), on ait

TP, #0.
2. Ensuite, compte tenu de la suite exacte

Z,% A\ ~
H(k,8)— @ H'(k,,8) — H'(k,S)

veQ,

rappelée en (3.0.7), on voit que la condition (c) équivaut a celle-ci: pour tout
(P} € X(A,), la famille {J(P,)} n’appartient pas a I'image de H(k,S),
autrement dit, pour tout « € H(k, S), il existe une place v telle que J(P,) +
res,(a), ou res, désigne la restriction de g & g"; ainsi, la condition (c) équivaut a

(c’) Pour tout {P,} € X(A,) et pour tout a € H'(k, S), il existe une place v
telle que T *(P,) + 0.

3. On va montrer le résultat auxiliaire suivant:

(br) Pour tout a € My 5 \(k, S) et tout w & 2(J), ona I *(k,) # 2.
Soit w & =(J). Par hypothése, il existe P, € X(k,, ). Comme w est une place de
bonne réduction pour 7, on a J(P,) = 0 d’aprés 3.2.3. De plus, les hypothéses
sur a et sur w impliquent res, (a) = 0 dans H!(k,, S). Finalement

J(p,)=7(P,) — res,(a) =0,

ce qui établit le résultat annoncé.

4. (a) = (b). Conséquence immédiate du résultat de bonne réduction (br)
ci-dessus: la place v de (a) appartient nécessairement 4 =(.7).

5. (b) = (a). Pour vérifier (a), il suffit de considérer a & I} (k. S). 1l
existe alors une place de bonne réduction w telle que res,,(«) + 0 dans H'(k,, S).
Quel que soit P, € X(k,,), on a donc, w étant de bonne réduction, J(P,) =0
d’apreés 3.2.3, et par suite:

TP,)=T(P,) —res,(a) = —res, (a) # 0.

Ceci implique I %(k,) = 2.

6. (a’) = (c¢’). Soient {P,} € X(A,) et a € H'(k, S). D’aprés (a’), il existe
une place v telle que, en tout point de X(k,), en particulier en P,, la valeur de
T * soit # 0.

On note (a”’) la négation de (a’) et (c”’) celle de (c’).

7. (a”) = (c”). Par hypothése, il existe a € H'(k, S) ayant la propriété
suivante: pour toute place v de k, il existe P, € X(k,) tel que I %(P,) =0.0n a
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ainsi trouvé {P,} € X(A,) et a € H'(k, S) tels que, pour toute place v,
J*(P,) =0.

Autrement dit, la conditioon (c”’) est vérifiée.
On a ainsi fini de prouver I'équivalence (a) < (c), ce qui achéve la démonstra-
tion du lemme, et donc celle de la proposition.

COROLLAIRE 3.4.5. Il suffit d’un nombre fini d’opérations élémentaires pour
déterminer si 1’ obstruction Of est vide ou non.

On a conservé les mémes hypothéses sur X et suppose Tors( X, S, A) # 2, i.e.
d(A) = 0. Pour déterminer si @f est vide ou non, on part d’un torseur J de type
A quelconque. On détermine un ensemble fini £ de places contenant =(J),
autrement dit tel que  ait bonne réduction en dehors de =. Comme le groupe
I (k, S) est fini, on doit considérer un nombre fini de torseurs J % & savoir
pour a € IIL(k, S), et vérifier pour chacune de ces variétés, si elle a un point
dans k, pour v € 2, ou non. Par application du lemme de Hensel, ceci conduit &
un nombre fini d’opérations “élémentaires”, qui peuvent étre évidemment
difficiles & mettre en oeuvre dans les exemples.

COROLLAIRE 3.4.6. Si Yl(k, S) =0, I’obstruction O est vide.

Démonstration. C’est une conséquence de la version 3.4.2(iii) de ’obstruction,
car d’aprés la suite exacte (3.0.7), lapplication i\({P,}) =X, (Z(P,)) se
factorise par 9(k, S) et vaut donc nécessairement 0.

COROLLAIRE 3.4.7. Soit X une k-variété rationnelle, compléte et lisse, telle que
I1,X(k,) # @. Si H'(g,Pic X) = 0, I’obstruction de Picard au principe de Hasse
est vide. Autrement dit, il existe un torseur universel I tel que 11,7 (k,) # @, et
de méme il existe un torseur de tout type N ayant la méme propriété.

Démonstration. Par hypothése, le terme médian de la suite exacte (3.0.8)
0 - Yl(k, Sy) = HY(k, Sy)~ » W?(k, Sp) > 0

est nul. On a donc I 2(k, S,) = 0, ce qui assure I'existence d’un torseur universel
T, et YY(k, S,) = 0, ce qui assure que la deuxiéme obstruction est également
vide.

3.5. Obstruction de Picard et obstruction de Manin au principe de Hasse. Le
résultat principal du §3 est le suivant:

THEOREME 3.5.1. Soient k un corps de nombres et X une k-variété rationnelle,
compléte et lisse, telle que 11,X(k,) # ©&. L’obstruction de Picard au principe de
Hasse coincide avec celle de Manin. En particulier, si I’obstruction de Manin est
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vide, il existe un torseur universel I sur X tel que
I (k,) # @ pour toute place v de k,

et de méme pour tout autre type N de torseur.

Démonstration. Elle utilise essentiellement la proposition 3.3.2 sur la premiére
obstruction et la proposition 2.7.10.

S’il n’existe pas de torseur universel, obstruction de Picard est “non vide” par
définition méme, et celle de Manin est “non vide” d’aprés la proposition 3.3.2.

On peut donc supposer qu’il existe un torseur universel. D’apres la proposition
2.2.8, obstruction élémentaire est nulle et le g-morphisme naturel £* — k(X)*
admet ainsi une rétraction o. Il est alors utile de dériver de la proposition 2.7.10
I’énoncé suivant:

LemMme 3.5.2. Soient k un corps quelconque et X une k-variété rationnelle,
compléte et lisse. Etant donnés un torseur universel J sur X et &/ € Br X, il existe
ay, € Brk tel que, pour toute extension K/k, on ait, pour tout P € X(K),
1’égalité

(3.5.1) T(P) U xx(#) =£(P) + Res,a, dans BrK.

Démonstration du lemme. Dans cet énoncé, J (P) € HY(K, Sk), et la nota-
tion Res, désigne la restriction Br k — Br K, tandis que

Xx: Br Xgx » H'(K,Pic Xg)

désigne ’application naturelle donnée par (1.5.0).

Comme deux torseurs universels 7 et Z’ différent par un élément a €
H'(k, S,), les expressions 7 (P) U x () et T'(P) U x (/) différent par
Resg(a) ot a = a U x(&) est un élément fixe de Br k. 11 suffit donc de montrer
le lemme pour un torseur universel particulier. Soit = J, le torseur uni-
versel trivial par . On peut appliquer la proposition 2.7.10 en prenant S = S, et
A = A,. Le diagramme de 2.7.10 s’écrit alors au niveau de K:

X(K) X BrXg

grol XK l§t>‘Br K.

HY(K, S,) X H\(K,Pic X)

D’aprés la proposition 2.7.10,
I,(P) U B=(t,(B))(P) pourtout 8 € H'(K,Pic X).

Comme
t,x() —=:a,€ Brk,
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on obtient, pour 8 = x():
To(P) U x () =L (P) + Resga,.
COROLLAIRE 3.5.3. Sous les mémes hypothéses,
(35.2) iy= <i,\0,x(.ﬂ)> pour tout s/ € Br X,

autrement dit

(3:53) i = (i -
De plus,
(3.5.9) ker ip, = ker i, .

La notation ( , ) désigne I'accouplement
H'(k, $)” X H'(k,Pic X) - Q/Z,

et ig, = {iy}: X(A,) = Hom(Br X,Q/Z). Autrement dit, le corollaire affirme
qu’on a un triangle commutatif

X(A,)

Hom(Br X,Q/Z)
(3.5.5) N %
H'(k,Pic X)~.
Démonstration du corollaire. 11 s’agit de voir que, pour tout { P,} € X(A,),
(ixg x())(P,) = i (P,),

autrement dit, si J, est un torseur universel:
(3.5.6) L (7,(Z5(P)))(x(#)) = Linv,(#(P,)).
Par définition de 7,,

(35.7) (1,(75(P,)))(x(#)) = inv,(F5(P,) U x()).

Or, d’aprés le lemme 3.5.2, étant donnés J, et <7, il existe a, € Brk telle que,
pour tout P, € X(k,):

(3.5.8) Io(P,) U x(&£) =2(P,) + Res,a, dansBrk,.
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Comme, par la loi de réciprocité, ¥ inv,(a,) = 0, les formules (3.5.8) et (3.5.7)
établissent (3.5.6), donc les assertions (3.5.2) et (3.5.3) du corollaire. Comme enfin
X est surjective, X est injective et I'égalité (3.5.4) résulte alors aussitdt du triangle
commutatif (3.5.5).

Fin de la démonstration du théoréme. Par définition, 'obstruction de Manin
équivaut a kerip, = @. Comme on a supposé la premiére obstruction “vide”,
Pobstruction de Picard équivaut a la seconde obstruction, autrement dit a
keriy = @. L’équivalence des obstructions de Manin et de Picard est alors une
conséquence immédiate de I'égalité (3.5.4) de ces deux noyaux dans X(A,).
Notons enfin que, par définition méme, I’obstruction de Picard signifie qu’il n’y a
pas de torseur universel ayant des points dans chaque complété de k. Si au
contraire il en existe un J, et si A est un type quelconque, le torseur J sur X
sous S obtenu par produit contracté de 7, et S sous S, agissant sur J, comme
groupe du torseur et sur S via D(A): S, — S a évidemment aussi des points dans
chaque complété de k.

Remarque 3.5.4. On vérifie facilement que si A € Hom g(§, §0) est un type
quasi-admissible, la fléche naturelle H'(k, SAO) ~ > H'(k, )" est injective, d’ou
il suit que, si la premiére obstruction au principe de Hasse est vide, ’obstruction
0, équivaut a obstruction @, . On peut aussi montrer en toute généralité que si
A est un type admissible, I'obstruction 0, équivaut & I'obstruction @, , et donc &
Pobstruction de Manin.

3.6. Exemples.

PROPOSITION 3.6.1. Les variétés suivantes vérifient le principe de Hasse:
(a) les variétés de Severi-Brauer;

(b) les k-formes de P! X P, en particulier les quadriques lisses dans P};
(c) les k-formes des surfaces F, (n > 2);

(d) les surfaces de del Pezzo de degré 6.

Démonstration. Pour chacune des ces variétés, la propriété X(k) # & entraine
que X est k-rationnelle. D’aprés I'appendice 2.B, le g-module Pic X est stable-
ment de permutation, d’ou IM?%(k, S,) = 0. Si I1,X(k,) # @, lobstruction
élémentaire est donc nulle pour X. Or, pour ces variétés-la, I'obstruction
élémentaire est, sur un corps quelconque, la seule obstruction a I’existence d’un
point rationnel (cf. 2.2.11).

Le principe de Hasse pour les espaces homogénes principaux des groupes
semi-simples simplement connexes sans facteur de type E; (Kneser-Harder)
permet de déduire aisément de [48] le résultat suivant:

THEOREME 3.6.2. Pour un k-compactifié lisse d’un espace homogéne principal
sous un groupe algébrique linéaire connexe sans facteur de type Eg, la premiére
obstruction au principe de Hasse est la seule.
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Exemples 3.6.3. 1l s’agit d’exemples d’obstructions @}’ associées A certains
tores. Ce sont souvent ces obstructions qui apparaissent dans les contre-exemples
au principe de Hasse qu’on trouve dans la littérature, sans relation a priori avec
les obstructions attachées aux torseurs universels.

Soit K/k une extension galoisienne finie, de groupe de Galois G et soit
S = Rg ,4G,,/G,, - De la suite exacte

1-G, s~ Rg,G, > S—1
on déduit une surjection
p: H'(X,S) - Br( X, K).

On laisse au lecteur le soin de démontrer la proposition suivante (voir aussi
2.7.8(c)), qui fournit une autre démonstration du fait que I'obstruction de Manin
équivaut a ’obstruction de Picard (théoréme 3.5.1).

PROPOSITION 3.6.4. Soient k un corps de nombres et X une k-variété rationnelle
propre et lisse satisfaisant X(A ) #+ @, et soient K et S comme ci-dessus.

(a) Soit T un torseur sur X sous S de type A € Hom (S SO) Soit o = p(T)
€ Br(X, K). L’obstruction 0} est équivalente a I’ obstructlon de Manin associée a
& (i.e. au sous-groupe de Br, X engendré par ).

(b) L’obstruction de Mamn pour Br(X K) équivaut a la condition: il existe un
entier m et A € Hom Q(S’" SO) tels qu’on ait 0.

(c) Soit (Aq,...,\,) un systéme générateur du groupe Hom (S SO) Soit

p=(A,...,\,) € Hom (S™, §,).

Si I’ obstruction élémentaire 3(7\0) est nulle, 1’obstruction de Manin associée au
groupe Br( X, K) est équivalente a 0.

(d) Supposons I’ obstruction elementazre nulle, ou H3(G, K*) =0, ce qui est
loisible quitte a agrandir K, et supposons que Xy est K-rationnelle. Alors, pour p
comme en (c), I’obstruction 0’ équivaut a I’ obstruction de Manin associée a Br X.

Soit toujours K/k une extension finie galoisienne de corps de nombres, de
groupe de Galois G, et considérons maintenant le k-tore S = R, /G,y On aici la
suite exacte de k-tores

18- Rg,G, > G, — 1,

ou N = N, désigne la norme de K & k. On en tire d’abord Mm%k, S)=0.La
suite exacte du corps de classes (3.0.7) donne alors 'isomorphisme

zUill
ql(k, S) = coker(k*/NK* ) k:/NK;)——»G/G',
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ou G’ désigne le groupe dérivé de G, et ou chaque i,: k}/NK}* — G/G’ vient
de Tisomorphisme du corps de classes local k}/NK* = G,/G/, isomorphisme
donné, lorsque v est non ramifiée dans K, par lapplication a = F’®, ou F,
désigne la classe de conjugaison des Frobenius en v.

PROPOSITION 3.6.5. Soit S comme ci-dessus, et soit X une k-variété rationnelle
propre et lisse telle que X(A,) # @. Soit A € Hom (S, ,S"\O). L’ obstruction 05 est
vide: il existe toujours des torseurs de type N. L’existence d’une obstruction O
équivaut a celle d’une fonction f € k(X)* dont le diviseur soit une norme d’un
diviseur de Xy, satisfaisant les conditions équivalentes suivantes, ou U désigne
I’ ouvert ou f est inversible:

(i) pour tout a € k*, il existe v telle que, pour tout P,€ U(k,), on ait
a - f(P,) & NK};

(ii) pour tout { P} € I1,U(k,), on a: I1,i,(f(P,)) # 1.

Démonstration. Que 0 soit vide résulte de Ill%(k, S) = 0. La seconde partie
de I’énoncé est une simple traduction de la proposition 3.4.2, compte tenu de
Pexemple 2.7.8 (b): un argument de continuité permet de se limiter aux points de
Pouvert U (cf. [13], §4).

Remarque 3.6.6. La proposition ci-dessus permet de rendre compte de
beaucoup des contre-exemples au principe de Hasse pour des variétés rationnelles
que l'on trouve dans la littérature. Ainsi les exemples de [39], [53], [3] §4, [13] §7
et [37] relévent-ils tous de cette proposition, dans le cas particuliérement simple
ou K/k est une extension cyclique. On notera que dans ce dernier cas, on
dispose d’isomorphismes

Rll(/ka = Ry G,/ Gy k>

ce qui permet de passer de 'obstruction étudiée en 3.6.5 a celle étudiée en 3.6.4,
et donc a P'obstruction de Manin. En pratique cependant, c’est plutot la version
calculatoire 3.6.5, en termes de fonctions (dont les diviseurs sont des normes), qui
apparait naturellement.

Il y a cependant un certain nombre d’exemples qui ne rentrent pas dans le
moule simple de la proposition 3.6.5. Nous laissons au lecteur le plaisir de
découvrir les tores S et les types A sous-jacents au §3 de [3] et & 'exemple de
Cassels et Guy [8] (pour ce dernier exemple, voir [15]).

Remarque 3.6.7. En principe, étant donné une k-variété X, lisse, compléte et
rationnelle, on peut en un nombre fini d’opérations “élémentaires” déterminer si
Iobstruction de Picard au principe de Hasse, ou celle de Manin, est “vide” ou
non. Néanmoins, en pratique, ces calculs peuvent devenir rapidement inextrica-
bles, et méme dans des cas apparemment élémentaires posent des problémes
délicats.

Le cas a priori le plus simple est celui ou X est rationnelle sur une extension
quadratique—ou plus généralement cyclique—K/k. Le cas des surfaces de
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Chatelet généralisées (cf. [42], chap. VI, [13]) est particuliérement simple & traiter.
Cependant, méme dans ce cadre, il convient parfois de passer & des extensions
non cycliques pour calculer effectivement 'obstruction de Manin. Pour des
exemples ol on utilise une extension biquadratique, voir [38] et [S0]. Dans le cas
des surfaces cubiques diagonales, on utilise une extension bicubique, voir [15].

3.7. Les obstructions a I’ approximation faible. Tout comme pour le principe
de Hasse, le groupe de Brauer et les torseurs permettent de définir des obstruc-
tions & 'approximation faible.

LeMME 3.7.1. Soit X une variété algébrique propre et lisse sur le corps de
nombres k. Soient S un k-tore, &/ € Br X et

A € Hom (S, Pic X).
Les applications
iy X(A) - Q/Z e iy X(A,) > Q/Z

sont continues et triviales sur I’image de X(k) par I’application diagonale. De
méme

ip: X(A,) > Hom(BrX,Q/Z) et iy: X(A,) - H'(g,PicX)™,
en supposant pour cette derniére que Pic X est Z-libre de type fini.

Démonstration. Voir [41], [42], [48] p. 36.

COROLLAIRE 3.7.2. Chacune des conditions
ld$0, ix#O, iBr¢Oeti)\0¢O
est une obstruction a I’ approximation faible pour X. Plus précisément:

(3.7.1) X(k) c kerig, = keriy € X(A,).

Démonstration. En effet, ces diverses applications sont continues et triviales
sur I'image diagonale de X(k), donc sur son adhérence.

Définition 3.7.3 [19]. On appelle obstruction de Manin—ou de Brauer—a
1’ approximation faible pour X la condition iy, # 0, autrement dit la condition:

(3.7.2) ilexiste /€ BrXet {P,} € X(A,) tels que ) inv,((P,)) # 0.
v

Définition 3.7.4. Etant donné un type A, on appelle obstruction 0§ a I’ap-
proximation faible pour X la condition i, # 0, définie par les torseurs de type A,
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autrement dit la condition:
(3.7.3)

étant donné un torseur J de type A, il existe { P,} € X(A,)

tel que Y. 7, (J(P,)) # 0.

Définition 3.7.5. Supposons que Pic X est Z-libre de type fini. On appelle
obstruction de Picard a I’ approximation faible pour X la condition 05, autrement
dit la condition:

(3.7.4)

étant donné un torseur universel 7, il existe { P,} € X(A,)
tel que ) 7,(7,(P,)) # 0.
v

On notera que cette obstruction est a valeurs dans 4*(k, Sy) C H !(g, Pic X ).

THEOREME 3.7.6. L’obstruction de Picard a [’ approximation faible a les
propriétés suivantes:

(1) c’est la plus fine des obstructions 03,

(i1) elle coincide avec celle de Brauer-Manin; _

(iii) elle est nulle si 9'(k, Sy) = 0, en particulier si H(g, Pic X) = 0.

Démonstration. Les assertions (i) et (iii) sont immédiates; quant a (ii), c’est
une conséquence de (3.7.1), en fait du diagramme (3.5.5).

De fagon générale, si . est un torseur de type A, et si 2 est un ensemble fini
de places en dehors duquel 7 a bonne réduction, on a la factorisation suivante
de i =i,:

T(k) — X(k) —— I (k, §) —— H(k, )

NN

(3.7.5) TA,) LN X(A,) L2 @ H'(k,,$)— D H'(k,,S)

vEZ, veQ,

9 (k, §) — 9l(k, S)

|
HY(k, S~ .

En particulier, 'obstruction 0§ disparait dés que 9'(k, S) = 0.
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Remarque 3.7.7. On vérifie aisément que si A est un type quasi-admissible,
Iobstruction 0f coincide avec I'obstruction de Picard 05 .

Exemples 3.7.8. Comme pour les contre-exemples au principe de Hasse, la
plupart des contre-exemples & I'approximation faible pour des variétés ration-
nelles que I’on trouve dans la littérature peuvent étre analysés du point de vue
ci-dessus en utilisant des tores S du type Rk /G- 11 en est ainsi des contre-
exemples de [53], [19] et [13] §7.

3.8. Deux hypothéses arithmétiques sur les torseurs universels. Dans ce para-
graphe, k est toujours un corps de nombres, et X une k-variété rationnelle,
propre et lisse.

Nous indiquons les conséquences des deux hypothéses suivantes sur les torseurs
universels sur X. On notera que (H3) est un affaiblissement de ’hypothése (H1’)
introduite au §2.8:

(H2) Les torseurs universels sur X satisfont le principe de Hasse: si un tel
torseur J a des points dans chaque complété k, de k, il a aussi un point dans k.

(H3) Les torseurs universels sur X satisfont 1’ approximation faible dés qu’ils
possédent un point dans k: si 2 est un ensemble (fini ou non) de places de k, et I
un torseur universel sur X avec J (k) # @, alors 7 (k) est dense dans le produit
topologique des 7 (k,) pour v dans 2.

De fait, il est également utile de considérer les hypothéses analogues pour les
torseurs d’autres types A € Hom (S, Pic X):

(H2), Les torseurs sur X de type A satisfont le principe de Hasse.

(H3), Les torseurs sur X de type N satisfont 1’ approximation faible dés qu’ils
possédent un point dans k.

Les meilleurs candidats pour vérifier le principe de Hasse ou I'approximation
faible sont a priori les torseurs universels, et plus généralement les torseurs
quasi-admissibles relativement i une extension galoisienne K/k sur laquelle X
devient K-rationnelle. En effet, sur les compactifiés lisses de tous ces torseurs, les
obstructions de Brauer-Manin au principe de Hasse et 4 ’approximation faible
disparaissent d’aprés le théoréme 2.1.2.

Les hypothéses (H2) et (H2), pour certains types A on été établies pour les
surfaces de Chitelet généralisées ([27], voir aussi [13] ou on étudie des torseurs
quasi-admissibles), et par voie de conséquence pour les modeéles de certaines
surfaces de Del Pezzo singuliéres [30]. Elles ont été aussi établies pour de
nombreuses autres surfaces fibrées en coniques d’invariant 4 [47]. Elles sont
également établies pour certaines hypersurfaces cubiques singuliéres dans [16].
Quant 3 (H3), elle a été établie dans certains cas comme conséquence de (H1)
(voir §2.8). Pour k = Q, ’hypothése H de Schinzel implique (H2), et (H3), pour
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certains types A quasi-admissibles pour une assez large classe de surfaces fibrées
en coniques (voir [24]).
On notera que, pour A quasi-admissible et X(A,) # @, 'application

Ay~ A oy~
HY(k, S,)” —H'(k, S)
induite par A est injective, ce qui entraine

ker iy = ker i, .

THEOREME 3.8.1.  Supposons que X vérifie (H2),. Alors I’obstruction de Manin
au principe de Hasse pour X est la seule. Sous la méme hypothése, si H'(g, Pic X)
= 0, le principe de Hasse vaut pour X.

Démonstration.  Si P'obstruction de Manin disparait sur X, par exemple si
H(g,Pic X) = 0, il existe d’aprés le théoréme 3.5.1 un torseur 7 de type A qui a
des points dans chaque complété de k, donc dans k d’aprés ’hypothése, ce qui,
par projection sur X, implique X(k) # &.

ProPOSITION 3.8.2. Si X vérifie (H2), et posséde un k-point,
#X(k)/R > #1'(k, S) = #I*(k, S).

Démonstration. Soient O € X(k) et J le torseur de type A sur X et de fibre
triviale en O. Considérons, pour tout a € Ill}(k, S), un torseur J * sur X sous
S obtenu par torsion de J par un 1-cocycle de Z!(k, S) de classe —a. La fibre
de I en O est un torseur sur Spec k qui est trivial sur chaque Spec k. Ainsi
I * posséde un k,-point pour chaque v et donc, d’aprés (H2),, 7 * posséde un
k-point. D’ou1 'énoncé de la proposition, puisque les projections de chacun des
F (k) sur X(k) correspondent i des classes différentes pour la R-équivalence.

Remarque 3.8.3. Dans [23] nous avons donné une conjecture (Conjecture A,
op cit. p. 443) sur 'ordre du groupe fini 44(X) pour X une surface rationnelle
définie sur un corps de nombres. Il vaut la peine de noter que les arguments
développés aux pages 444 et 445 du méme article montrent plus généralement le
résultat suivant:

PROPOSITION 3.8.4. Si X est une surface fibrée en coniques sur la droite
projective P}, avec au plus 5 fibres géométriques dégénérées, si X(k) est non vide et
si (H2) vaut pour X, alors la conjecture A vaut pour X.

PROPOSITION 3.8.5. Si X vérifie les hypothéses (H1’), et (H2),, [’ordre de
X(k)/R est fini et divisible par I’ordre de I'(k, S).

Démonstration. Soit i application X(k)/R — H'(k, S), d’image finie (pro-
position 2.7.3) définie par un torseur . de type A sur X. La démonstration de la
proposition 3.8.2 montre que si y est dans 'image de i, et si X vérifie (H2),, pour
tout élément « dans II*(k, S), I’élément y — a appartient & 'image de i. Comme
X vérifie (H1"),, l'application i est injective (proposition 2.8.10), d’ou I’énoncé.
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Remarque 3.8.6. Sous les hypothéses de la proposition, 'ordre de X(k)/R est
en principe déterminable de fagon effective. On part de ’application i définie par
un torseur 7 de type A et de fibre triviale en un point O € X(k). On commence
par déterminer un ensemble fini 3 de places de k tel que I'image de i soit
contenue dans le groupe fini Il§(k, S) (noyau de la restriction de H'(k, S) 4 la
somme directe, pour v & 2, des H'(k,, S)). Pour chaque « € MIL(k, S), on
considére un torseur J “ comme plus haut. Chacun de ces torseurs a des
k ~points pour v & . On élimine les a pour lesquels il existe une place v € =
avec J *(k,) = @. L’ordre de X(k)/R est égal au nombre des a qui subsistent.

PROPOSITION 3.8.7. Supposons X(k) + @. Si X vérifie (H2), et (H3),,
I’adhérence de X(k) dans X(A,) est ouverte et elle coincide avec le noyau de
I’ application i,.

Démonstration. C’est une conséquence du diagramme (3.7.5). D’aprés (3.7.1),
on sait déja que l'adhérence de X(k) est contenue dans le noyau de i,.
Inversement, soit { P,} € X(A,) tel que iy(P,) = 0. Il existe « € I} (k, S) tel
que t(a) = {d,(P,)}. Considérons alors le torseur .7’ := 7 *. 1l a encore bonne
réduction en dehors de 2, et on peut considérer le diagramme (3.7.5) pour I’
au lieu de 7. On trouve alors, pour toute place v:

9;(P,) = 3,(P,) = 1,(a) = 0.

Ainsi, J’(P,) = 0, autrement dit il existe Q, € I ’(k,) tel que ¢,(Q,) = P,. En
particulier, I1,7"(k,) #+ @ et, puisque, par hypothése, les torseurs de type A
vérifient le principe de Hasse et I'approximation faible, 7 ’(k) est dense dans
J'(A,). Etant donné un voisinage ouvert de { P, }, il existe donc Q € I (k) tel
que {¢,0-(Q)} appartienne a ce voisinage ouvert, i.e. ,q(Q) appartient a ce
voisinage ouvert, et { P,} appartient & "adhérence de &,( X(k)).

COROLLAIRE 3.8.8. Supposons X(k) # @ et que les torseurs d’un certain type
A vérifient le principe de Hasse et 1’ approximation faible. Alors, X vérifie I’ ap-
proximation faible sous I’une quelconque des hypothéses suivantes:

(1) L’obstruction a I’ approximation faible définie par les torseurs de type A est
vide.

(i) L’obstruction de Brauer-Manin a I’ approximation faible est vide.

(iii)) H'(k,S)=0.

Démonstration. L’assertion dans le cas (i) dérive de la proposition précédente
3.8.7, et elle implique l'assertion dans le cas (iii); d’aprés le théoréme 3.7.6,
I’hypothése (ii) implique I’hypothése (i).

PrROPOSITION 3.8.9. Si k est un corps de nombres et si X vérifie (H3), et
posséde un k-point, il existe un ensemble fini X, de places de k tel que pour tout
ensemble fini 2 de places de k ne rencontrant pas 2, I’image de X(k) par

I’ application diagonale est dense dans le produit topologique, pour v dans Z, des
X(k,).
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Démonstration. Le méme argument de bonne réduction qu’a la proposition
2.8.19 montre qu’il existe un torseur 7 de type A sur X avec J (k) # & et un
ensemble fini 2, de places de k (contenant les places réelles), tel que, pour tout
ensemble = de places de k ne rencontrant pas 2, I'application naturelle

[17(k,) -~ I1x(k,)
vel vel

est surjective. Mais, si X vérifie (H3),, 'approximation faible vaut pour la
k-variété lisse 7, c’est-a-dire que (k) est dense dans tout produit topologique
fini de J (k,), ce qui permet de conclure.

PROPOSITION 3.8.10. Si k est un corps de nombres, si X vérifie (H3),, et si 2
est un ensemble fini de places de k, 1’ adhérence de X(k) plongé par I’ application
diagonale dans le produit topologique, pour v dans Z, des X(k,) (ou k, désigne la
complétion de k en la place v) est ouverte et fermée dans ce produit. En particulier,
si 3 est composé de places réelles, cette adhérence est une union de composantes
connexes du produit.

Démonstration. On peut supposer X(k) # &. Soit alors J un torseur sur X
de type A, et considérons le diagramme commutatif

X(k) ——— HY(k, S)

IT x(k,) —— [T H'k,. 5)

vel

ou i et j associent a un point la fibre de 7 en ce point, et ou les fléches verticales
sont les fléches diagonales. Le théoréme des fonctions implicites implique que j
est une application continue de I’espace topologique produit de gauche dans le
groupe abélien fini discret de droite. Ainsi chaque fibre de j est ouverte et fermée.
Soit {a;, ..., a,} 'image finie (proposition 2.7.3) de i. Nous allons montrer que
Padhérence de p( X(k)), qui est clairement contenue dans le fermé réunion des
J~Y(o(a;)), coincide avec cette réunion, ce qui suffira a établir la proposition. Soit
J; un torseur universel sur X dont la classe dans H'(X, S,) se déduise de celle
de J par soustraction de a;. Comme «; est dans I'image de X(k) par i, J;(k)
est non vide. L’image par la projection structurale ¢; du produit des 7;(k,) dans
le produit des X(k,) n’est autre que j~!(o(e;)). Sous I’hypothése (H3),, Z;(k)
est dense dans le produit des J;(k,), donc g,(7;(k)) est dense dans j'(o(a,)).

Remarque 3.8.11. On peut établir directement le résultat de cette proposition
pour une surface cubique lisse ou une intersection lisse de deux quadriques dans
P4 en utilisant la k-unirationalité de telles k-variétés X lorsque X(k) + &, et
Pexistence dans ce cas de beaucoup de k-automorphismes birationnels, en
utilisant la méme idée que dans ([42], II. 16.1).



490 COLLIOT-THELENE ET SANSUC

PrOPOSITION 3.8.12. Soit k un corps de nombres. Soit X une k-surface ration-
nelle qui posséde un k-point et vérifie (H3),. Si Z est un ensemble fini de places de
k tel que, pour v dans Z, X a bonne réduction en v si v est non archimédienne et

X(k,) est connexe si v est archimédienne, alors X(k) est dense dans le produit des
X(k,) pour v dans X.

Démonstration. Soit O € X(k) et soit J le torseur de type A de fibre triviale
en O. Les mémes arguments que dans la proposition 2.8.20 montrent que la
projection structurale ¢: . — X induit une surjection

[17(k,) - [1X(k,).
veEX veX

Sous (H3),, J (k) est dense dans le produit de gauche, et donc X(k) est dense
dans le produit de droite.
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