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Séminaire Variétés Rationnelles, Paris
5 Juin 2020

Jean-Louis Colliot-Thélène
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Nous connaissons tous le théorème de T. A. Springer :
Si une forme quadratique q(x0, . . . , xn) sur un corps k a un zéro
non trivial sur une extension finie de corps K/k de degré impair,
alors elle a un zéro non trivial.
Et nous savons le démontrer : on peut supposer la forme
anisotrope. On se ramène à K = k[t]/P(t). Une solution dans K
donne une équation

q(R0(t), . . . ,Rn(t)) = P(t)Q(t)

avec Ri (t) et Q(t) dans k[t] et deg(Ri ) < deg(P). Alors
deg(Q) < deg(P), et on considère un facteur irréductible de Q de
degré impair.



Un argument élémentaire du même acabit montre :

Soient n ≥ 1 et Q(x0, . . . , xn) une forme quadratique non
dégénérée sur le corps k . Soit P(t) ∈ k[t] un polynôme pair non
nul de degré 2r .
Supposons que l’équation

P(t)− Q(x0, . . . , xn) = 0 (∗)

a une solution dans une extension de degré impair de k.
Alors :
– soit le coefficient dominant de P est représenté par la forme
quadratique Q (ce qui correspond à un point rationnel à l’infini),
– soit l’équation (*) admet une solution dans une extension de
degré impair d ≤ r .



Rappelons aussi l’énoncé suivant
(Amer 1976, Brumer 1978 ; Leep)
Soient Φ(x0, . . . , xn) et Ψ(x0, . . . , xn) deux formes quadratiques à
coefficients dans le corps k .
Si le système

Φ(x0, . . . , xn) = 0 = Ψ(x0, . . . , xn)

a une solution non triviale dans une extension de degré impair de
k , alors il a une solution dans k .



De façon générale, on aimerait donner des classes de variétés
algébriques pour lesquelles l’existence d’un zéro-cycle de degré 1
entrâıne celle d’un point rationnel.

C’est une question ouverte pour les espaces homogènes principaux
de groupes algébriques réductifs connexes.

C’est une question ouverte pour les hypersurfaces cubiques
(question de Cassels et Swinnerton-Dyer).





Théorème A (Coray, thèse Cambridge UK 1974)
Soit X ⊂ P3

k une surface cubique lisse. Si X possède un point
fermé de degré premier à 3, alors X possède un point fermé de
degré 1, 4 ou 10.

La démonstration de Coray (décrite ci-après) utilise la construction
de courbes de petit genre sur la surface. On ne sait pas a priori si
les courbes trouvées sont lisses et connexes, ce qui amène à la
considération un peu ennuyeuse de cas dégénérés. Je vais expliquer
plus loin comment on peut shunter le problème, et utiliser la
méthode pour donner d’autres résultats.



Zéro-cycle sur une k-variété : combinaison linéaire finie à
coefficients entiers de points fermés

∑
P nPP

Degré du zéro-cycle :
∑

P nP [k(P) : k] ∈ Z

Équivalence rationnelle sur le groupe Z0(X ) des zéro-cycles : on
quotiente par les zéro-cycles de la forme p∗(divC (f )) pour
p : C → X morphisme propre depuis une k-courbe normale intègre
C et f ∈ k(C )∗ fonction rationnelle.



Courbes
Riemann-Roch sur une courbe Γ projective, lisse, géom. connexe de
genre g : tout zéro-cycle de degré au moins égal à g sur Γ est
rationnellement équivalent à un zéro-cycle effectif.



Courbes sur les surfaces
Soit X une k-surface projective, lisse, géométriquement connexe.
Soit K la classe du diviseur canonique. On dispose de la théorie de
l’intersection sur X . Soit D ⊂ X un diviseur effectif. On définit

pa(D) := (D.(D + K ))/2 + 1.

Si D ⊂ X est une courbe projective, lisse, géom. connexe de
genre g , alors pa(D) = g .



Surfaces

Soit X une k-surface projective, lisse, géométriquement connexe.
Soit L (la classe d’) un faisceau inversible dans Pic(X ).
χ(X , L) := h0(X , L)− h1(X , L) + h2(X , L)
Riemann-Roch :

χ(X , L) = (L.(L− K ))/2 + χ(X ,OX ).

hi (X , L) = h2−i (X ,K − L) (Serre)
Si car(k) = 0 et L est ample h1(X ,−L) = 0 (Kodaira)
Si X est géométriquement birationnelle à P2, alors χ(X ,OX ) = 1.



Dans la suite de cet exposé, je suppose systématiquement
car(k) = 0.



La méthode de Coray pour une surface cubique lisse X ⊂ P3
k .

Si X a un point k-rationnel, on est content. Si X a un point
quadratique, alors elle a un point k-rationnel. On suppose
dorénavant que ce n’est pas le cas. La surface X possède un point
fermé Q de degré 3, découpé par une droite de P3

k .



On suppose que X possède un point fermé P de degré d premier à
3. On détermine le plus petit entier n tel qu’il existe une surface
Σ ⊂ P3

k de degré n découpant sur X une courbe passant par P (de
degré d premier à 3) et par Q (de degré 3).
On utilise ici Riemann-Roch pour la surface,
h2(X ,OX (n)) = h0(X ,OX (−1− n)) = 0, et h1(X ,OX (n)) = 0, ce
qui donne

h0(X ,OX (n) = 3n(n + 1)/2 + 1.

On suppose que la surface Σ découpe une courbe Γ = D ⊂ X lisse
géométriquement connexe. Cette courbe possède un zéro-cycle de
degré 1. On calcule le genre g = pa(D) = 3n(n − 1)/2 + 1.



Si l’on a
3n(n + 1)/2 + 1 ≥ d + 3 + 1

soit
3n(n + 1)/2− 3 ≥ d

on trouve une surface de degré n découpant une courbe Γ passant
par le point de degré d et le point de degré 3.
Si l’on a

d − 3 ≥ 3n(n − 1)/2 + 1 = g

soit
d ≥ 3n(n − 1)/2 + 4,

alors sur la courbe lisse Γ on trouve un zéro-cycle effectif de degré
d − 3 < d premier à 3 sur la courbe, donc sur X .



Cet argument vaut pour tout entier d premier à 3 que l’on peut
placer dans un intervalle

3n(n + 1)/2− 3 ≥ d ≥ 3n(n − 1)/2 + 4.

Pour certaines valeurs de d , on doit discuter de façon plus fine.
En particulier, pour les entiers de la forme d = 3n(n− 1)/2 + 1, on
est amené à utiliser un argument plus élaboré : on utilise une
courbe Γ qui est la désingularisée d’une courbe Γ0 ⊂ X découpée
par une surface de degré n passant par le point fermé P et
possédant un point double en le point fermé Q de degré 3, ce qui
fait baisser le genre de la courbe de 3, et aussi la dimension du
système linéaire considéré de 9.



Pour d = 3n(n − 1)/2 + 1 avec n ≥ 4, il y a assez de place, mais
pas pour n = 2, d = 4 ni pour n = 3, d = 10.

On montre ainsi que si une surface cubique lisse X possède un
point fermé de degré d premier à 3, alors elle possède un tel point
avec

d = 1 ou d = 4 ou d = 10.

Question (vieille de 45 ans) Peut-on faire mieux ?



Note : La possibilité d’une descente sur d tient au fait que le degré
de la surface dans P3 est 3, si bien que l’on a
3n(n + 1)/2 >> 3n(n − 1)/2 pour n grand.
Si l’on avait essayé avec les surfaces de degré 4, on serait tombé
sur la condition 2n2 >> 2n2.



L’argument ci-dessus suppose que les courbes Γ obtenues sont
lisses et géométriquement connexes. Dans son article, Coray
considère ensuite toutes les dégénérescences possibles pour Γ, et
arrive à faire encore la descente sur le degré jusqu’à 1, 4, 10.

Je décris maintenant une méthode évitant la considération de ces
cas dégénérés.



Comment éviter la considération des cas dégénérés.

Idées :
• utiliser le théorème de Bertini (pas très original !)
• se donner du mou sur les points fermés par lesquels on veut faire
passer des courbes
– c’est possible pour les variétés pour lesquelles on sait que
l’existence d’un point rationnel implique que ces points sont Zariski
denses (exemple : hypersurfaces cubiques lisses)
– une façon plus générale de se donner du mou est de passer de k
au corps fertile F = k((t)) pour avoir beaucoup de L-points sur
toute L-variété lisse connexe avec un L-point, où L est une
extension finie de F .
• Remarquer que pour les problèmes considérés ici on peut passer
de k à k((t)), puis spécialiser à k.



Théorème (variation de Bertini)
Soit X une k-variété projective, lisse, géométriquement connexe.
Soit f : X → Pn

k un k-morphisme d’image de dimension au moins
2, engendrant l’espace projectif Pn

k . Soit r ≤ n un entier. Il existe
un ouvert non vide U ⊂ X r tel que, pour tout corps L contenant k
et pour tout L-point (P1, . . . ,Pr ) ∈ U(L), il existe un hyperplan
h ⊂ Pn

L tel que l’image réciproque f −1(h) ⊂ XL soit une L-variété
lisse et géométriquement intègre contenant les points {P1, . . . ,Pr}.



Pour X une k-variété et m > 0 un entier, on considère l’ouvert de
Xm complément des diagonales partielles. Le groupe symétrique
Sm agit sur cet ouvert, le quotient est noté Symm

sepX . Il
paramétrise les cycles effectifs de degré m “séparables”.



Théorème (version zéro-cycles du théorème précédent)

Soit X une k-variété projective, lisse, géométriquement connexe.
Soit f : X → Pn

k un k-morphisme d’image de dimension au moins
2, engendrant l’espace projectif Pn

k . Soient s1, . . . , st des entiers
naturels tels que

∑
i si ≤ n. Il existe un ouvert lisse non vide U du

produit Syms1
sepX × · · · × Symst

sepX tel que, pour tout corps L
contenant k et tout L-point de U, correspondant à une famille de
zéro-cycles effectifs séparables zi sur XL, avec zi de degré si , il
existe un hyperplan h ⊂ Pn

L tel que l’image réciproque
Xh = f −1(h) ⊂ XL soit une L-variété lisse et géométriquement
intègre contenant les points du support du zéro-cycle

∑
i zi .



Un corps F est fertile si, pour toute F -variété lisse connexe X avec
X (F ) 6= ∅, les points F -rationnels sont Zariski denses. Exemple :
F = k((t)).



Théorème (Bertini sur un corps fertile)

Soit F un corps fertile de caractéristique zéro et X une F -variété
projective, lisse, géométriquement connexe. Soit f : X → Pn

F un
k-morphisme d’image de dimension au moins 2, engendrant
l’espace projectif Pn

F . Soient P1, . . . ,Pt des points fermés de X de
degrés respectifs si sur k , tels que la somme des si soit au plus
égale à n.

(a) Il existe un hyperplan h ⊂ Pn
F défini sur F tel que

Xh = f −1(h) ⊂ X soit lisse, géométriquement intègre, et contienne
des zéro-cycles effectifs z1, . . . , zt de degrés respectifs s1, . . . , st .

(b) Si X est géométriquement rationnellement connexe, on peut en
outre assurer que les zéro-cycles zi et Pi sont rationnellement
équivalents sur X .
(b) utilise Kollár, Variétés RC sur corps locaux, 1999, méthode de
déformation.



Proposition (facile)
Soient k un corps et F = k((t)) le corps des séries formelles sur k .
Soit X une k-variété propre.
(a) Le pgcd des degrés des points fermés a la même valeur sur X
et sur XF .
(b) Pour tout entier r ≥ 1, le plus petit degré d’un point fermé de
degré premier à r , qui est aussi le plus petit degré d’un zéro-cycle
effectif de degré premier à r , a la même valeur sur X et sur XF .
(c) Soit I un ensemble d’entiers naturels. Si le groupe de Chow des
zéro-cycles sur XF est engendré par les classes de cycles de degré
d ∈ I , alors il en est de même sur X .
(d) Soit d ≥ 0 un entier. Si tout zéro-cycle sur XF de degré au
moins d est rationnellement équivalent à un zéro-cycle effectif,
alors il en de même sur X .



Cette proposition permet de réduire la démonstration du théorème
de Coray au cas où le corps k est fertile. Le théorème “Bertini sur
un corps fertile” (a) permet alors, dans la démonstration de Coray,
de supposer partout que les courbes Γ trouvées sont lisses et
géométriquement connexes et contiennent des zéro-cycles effectifs
des degrés voulus.

Avec la flexibilité obtenue, on démontre sans trop de difficulté les
deux théorèmes suivants.



Le théorème “Bertini sur un corps fertile (a)” suffit pour montrer :

Théorème B
Soit X une surface de del Pezzo de degré 2 sur un corps k de
caractéristique zéro. C’est donc un revêment double du plan
(ramifié le long d’une quartique lisse). Si X possède un point fermé
de degré impair, alors X possède un point fermé de degré 1, 3 ou 7.

Dans la démonstration, comme dans le cas des surfaces cubiques,
on est amené à considérer des éclatés de X . Pour appliquer
l’énoncé dérivé de Bertini, il est utile de savoir que certains
faisceaux inversibles sur ces éclatés sont très amples. Un critère
dû à Reider (1988) est ici utile.



Remarque (Kollár-Mella 2017). Il existe des exemples de surfaces
de del Pezzo de degré 2 avec un point de degré 3 et pas de point
rationnel.

Soit k un corps possédant une extension quadratique de corps
k(
√
a) et des extensions de corps de degré 3 et 5.

Soit C ⊂ P2
k une conique possédant un point fermé A de degré 3

et un point fermé B de degré 5, puis Q ⊂ P2
k une quartique lisse

contenant les points A et B. Ainsi Q ∩ C = {A,B}.
La surface de del Pezzo de degré 2 sur le corps F = k(t) définie par

z2 − aC (u, v ,w)2 + tQ(u, v ,w) = 0

possède un point de degré 3 et un point de degré 5, mais pas de
point rationnel. Ce dernier point résulte de congruences modulo t.



Le théorème “Bertini sur un corps fertile (b)” permet de montrer :

Théorème C
Soient k un corps de caractéristique zéro et X ⊂ P3

k une surface
cubique lisse avec un point rationnel.

(a) Soit Q ∈ X (k). Tout zéro-cycle effectif de degré au moins 4
sur X est rationnellement équivalent à un zéro-cycle effectif
z1 + rQ avec r ≥ 0 et z1 effectif de degré ≤ 3.

(b) Tout zéro-cycle de degré zéro est rationnellement équivalent à
la différence de deux cycles effectifs de degré 3.

(c) Le groupe de Chow des zéro-cycles sur X est engendré par les
classes des points rationnels et des points fermés de degré 3.

(d) Tout zéro-cycle sur X de degré au moins égal à 10 est
rationnellement équivalent à un zéro-cycle effectif.



Conclusion

Les théorèmes A,B,C suggèrent les questions générales suivantes.

Soient k un corps de car. zéro, k une clôture algébrique et X une
k-variété projective, lisse, géom. connexe, géométriquement
rationnellement connexe. Notons X = X ×k k .

1. Existe-t-il un entier n(X ) tel que, si X possède un zéro-cycle de
degré 1, alors X possède des points fermés de degrés premiers
entre eux et au plus égaux à n(X ) ?
[Kollár (2004) a des exemples montrant que pour les hypersurfaces
quartiques projectives lisses dans PN , N ≥ 4, il n’existe pas une
borne indépendante de N.]

2. Existe-t-il un entier m(X ) tel que le groupe de Chow CH0(X )
soit engendré par les points fermés de degré au plus m(X ) ?



Appendice
La démonstration du théorème suivant est indépendante de ce qui
précède.
Théorème D
Soient k un corps de caractéristique zéro et X ⊂ P3

k une surface
cubique lisse sans point rationnel. Si tout point fermé de degré 3
sur X est découpé par une droite de P3

k , alors il existe une surface
de del Pezzo de degré 1 sur k dont les points rationnels ne sont
pas denses pour la topologie de Zariski.

La question de l’existence de telles surfaces cubiques a été posée
récemment par Qixiao Ma.
La question de la densité des points rationnels sur toute surface de
del Pezzo de degré 1 est une question ouverte bien connue.



Idée de la démonstration

On part d’un point P de degré 3 découpé sur X par une droite L
générale. On éclate le point P, ce qui donne Y → P1

k . Les fibres
lisses sont les sections planes de X par les plans contenant L.
Si X ne contient pas de point fermé de degré 3 non aligné, alors le
groupe de Picard de toute Yt lisse, t ∈ P1(k), satisfait
Pic(Xt) = ZP et donc Pic0(Xt) = 0.
Le modèle propre régulier relativement minimal W → P1

k associé à
la jacobienne de la fibre générique de Y → P1

k est la surface de del
Pezzo de degré 1 annoncée. Pour t ∈ P1(k) avec Yt lisse, tout
k-point de la courbe elliptique Yt est de 3-torsion.

FIN


