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1. Introduction

Le présent rapport de synthèse est une version révisée des notes produites
à l’occasion de l’École de printemps “Birational geometry of hypersurfaces”,
Palazzo Feltrinelli, Gargnano del Garda, 19–23 mars 2018.

Après les articles initiaux de C. Voisin [50] et de Colliot-Thélène et Pi-
rutka [20], les divers articles qui ont établi la non rationalité stable de divers
types de variétés classiques ont utilisé la spécialisation de Fulton du groupe
de Chow des zéro-cycles. Je développe dans ce texte une remarque de [20] :
on peut remplacer la spécialisation du groupe de Chow des zéro-cycles par la
spécialisation de la R-équivalence.

Il y a quelques résultats nouveaux. On comparera les propositions 3.30 et
3.31 et le théorème 6.8 (ii) du présent texte avec les résultats de Totaro [49].
Signalons aussi les propositions 3.21 (c) et 7.2. La proposition 5.1 améliore un
énoncé publié dans [12].

Un schéma séparé de type fini sur un corps k est appelé une k-variété. Soit
k une clôture algébrique de k. Étant donné un k-schéma X et F un corps
contenant k, on note XF = X ×k F .

Une k-variété X est dite géométriquement intègre si le schéma Xk est
intègre. Une k-variété X est dite géométriquement rationnelle si elle est
géométriquement intègre et la k-variété Xk est rationnelle, i.e. de corps des

fonctions transcendant pur sur k.
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2. Entre rationalité et unirationalité

Lemme 2.1. — Soit k un corps. Soit X une k-variété géométriquement
intègre de dimension d. Considérons les propriétés suivantes.

(i) La k-variété X est k-rationnelle, i.e. k-birationnelle à Pd
k.

(ii) La k-variété X est stablement k-rationnelle, i.e. il existe un entier n ≥ 0

tel que X ×k Pn
k est k-birationnelle à Pn+d

k .
(iii) La k-variété X est facteur direct d’une variété k-rationnelle, c’est-à-

dire qu’il existe une k-variété Y géométriquement intègre telle que X×k Y est
k-birationnelle à un espace projectif Pm

k .
(iv) La k-variété X est rétractilement k-rationnelle, c’est-à-dire qu’il existe

un ouvert de Zariski non vide U ⊂ X, un ouvert de Zariski V ⊂ Pn
k , et des

k-morphismes f : U → V et g : V → U dont le composé g ◦ f est l’identité de
U .

(v) La k-variété X est k-unirationnelle, c’est-à-dire qu’il existe m ≥ d et
une k-application rationnelle dominante de Pm

k vers X.
On a : (i) implique (ii) qui implique (iii), et (iv) implique (v). Si k est

infini, (iii) implique (iv).

Démonstration. — Expliquons ce dernier point, purement ensembliste. Par
hypothèse, il existe un entier n ≥ 1 et un ouvert non vide U0 ⊂ X ×k Y
qui est k-isomorphe à un ouvert U1 de Pn

k . Comme k est infini, il existe un
k-point dans U1(k) et donc un point (A,B) ∈ U0(k) ⊂ X(k) × Y (k). Soit
X0 ⊂ X l’intersection de X ×k B ' X et de U0 dans X ×k Y . La composition
X0 = X0 × B ⊂ U0 ⊂ X × Y → X, où la dernière flèche est la projection sur
X, est l’inclusion naturelle X0 ⊂ X. Soit U l’image réciproque de X0 ⊂ X
dans U0. On a alors la factorisation X0 → U → X0, et U est isomorphe à un
ouvert non vide de Pn

k . �

L’hypothèse de (v) implique la même hypothèse avec m = d. C’est facile à
établir pour k infini. Pour k quelconque, voir [41, Prop. 1.1].

On sait que (ii) n’implique pas (i), même sur k = C (Beauville, CT, Sansuc,
Swinnerton-Dyer [4]). Sur un corps k non algébriquement clos convenable, on
sait montrer que (iii) n’implique pas (ii). On ne sait pas ce qu’il en est sur
k = C. On ne sait pas si une variété rétractilement k-rationnelle est facteur
direct d’une variété k-rationnelle, même si k est le corps des complexes. Pour
p un nombre premier, et PGLp ⊂ GLN un plongement de groupes, Saltman
a montré que le quotient GLN/PGLp est rétractilement rationnel. On ne sait
pas si cette variété est facteur direct d’une variété k-rationnelle. Pour H ⊂ G
des groupes réductifs connexes sur C, on ne sait pas si G/H est rétractilement
rationnel.
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Remarque 2.2. — Supposons le corps k algébriquement clos de ca-
ractéristique quelconque. Une k-variété projective et lisse X rétractilement
rationnelle est rationnellement connexe par châınes, comme est d’ailleurs toute
k-variété unirationnelle. En caractéristique zéro, elle est donc séparablement
rationnellement connexe, i.e. il existe un k-morphisme f : P1 → X tel que
f∗TX soit un fibré vectoriel ample. Pour ces notions, voir [34].

3. Invariants birationnels stables

3.1. R-équivalence. —

Définition 3.1. — (Manin [37]) Soient k un corps et X une k-variété. On
dit que deux k-points A,B ∈ X(k) sont élémentairement R-liés s’il existe
un ouvert U ⊂ P1

k et un k-morphisme h : U → X tels que A,B soient dans
h(U(k)). On dit que deux points A,B ∈ X(k) sont R-équivalents s’il existe une
châıne A = A1, A2, . . . , An = B de k-points avec Ai et Ai+1 élémentairement
R-liés. On note X(k)/R le quotient de X(k) par cette relation d’équivalence.

Si X est propre sur k, dans la définition ci-dessus, on peut prendre simple-
ment U = P1

k.
Si f : X → Y est un k-morphisme, on a une application induite X(k)/R→

Y (k)/R.
Si X est un ouvert d’un espace projectif Pn

k , comme par deux k-points il
passe une droite P1

k, deux k-points quelconques de X sont élémentairement
R-liés, et X(k)/R a au plus un élément et a exactement un élément si k est
infini.

Définition 3.2. — Soient k un corps et X une k-variété intègre.
(i) On dit que X est R-triviale si, pour tout corps F contenant k, le quotient

X(F )/R est d’ordre 1.
(ii) On dit que X est presque R-triviale s’il existe un ouvert de Zariski dense

U ⊂ X tel que, pour tout corps F contenant k, l’image de U(F ) dans X(F )/R
est d’ordre 1.

Remarque 3.3. — (a) Chacune de ces définitions implique que X possède
un point k-rationnel.

(b) La condition (ii) n’implique pas la condition (i). Soit X ⊂ P2
R la cubique

plane singulière d’équation homogène

y2t− x2(x− t) = 0.

Soit U ⊂ X le complémentaire du point singulier réel isolé M donné par
(x, y, t) = (0, 0, 1). On a une désingularisation évidente f : P1

R → X qui est
un isomorphisme au-dessus de U , et M n’est pas dans f(P1(R)). On voit ainsi
que U(F )/R a un élément pour tout corps F contenant R, et donc que X est
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presque R-triviale, mais X(R)/R a deux éléments, donc X n’est pas R-triviale.
Dans cet exemple, X et U sont des variétés R-rationnelles.

(c) Dans la suite de ce texte on sera intéressé à la notion de presque R-
trivialité dans une situation où U est lisse connexe mais où X n’est pas
nécessairement lisse. On prendra garde qu’en l’absence de lissité de X la
condition de presque R-trivialité n’est a priori pas très forte. Soit Y ⊂ Pn

k

une k-variété quelconque et X ⊂ Pn+1
k le cône sur Y . Alors X(k)/R = 1

car tout k-point de X est élémentairement R-lié au sommet O ∈ X(k) du
cône. Soit U ⊂ X le complémentaire du sommet du cône. Si par exemple
k = C, Y ⊂ P2

C est une courbe elliptique E, alors U(C)/R est en bijection
avec E(C)/R = E(C), mais l’application U(C) → X(C)/R a pour image un
point. Les C-variétés U et X ne sont pas rétractilement rationnelles.

(d) Si l’on suppose la k-variété X projective, lisse, géométriquement connexe
et presque R-triviale, je ne sais pas si X est R-triviale.

Proposition 3.4. — Soient k un corps et X une k-variété intègre, de corps
des fonctions F = k(X) et de point générique η. Si X est presque R-triviale,
alors il existe un k-point m ∈ X(k) tel que, sur XF , le point générique η ∈
X(F ) et le point mF ∈ X(F ) soient R-équivalents. �

Définition 3.5. — Soient k un corps et f : X → Y un k-morphisme. On dit
que le morphisme f est R-trivial si, pour tout corps F contenant k, l’applica-
tion induite XF (F )/R→ YF (F )/R est une bijection.

Un exemple est fourni par l’éclatement X → Y d’une sous-k-variété fermée
lisse dans une k-variété lisse Y .

On a l’énoncé simple mais efficace suivant.

Proposition 3.6. — Soient k un corps et X une k-variété intègre. Si X est
rétractilement k-rationnelle, alors il existe un ouvert non vide U ⊂ X tel
que, pour tout corps F contenant k, tout couple de points A,B ∈ U(F ) est
élémentairement R-lié dans U(F ), et a fortiori dans X(F ). Si de plus k est
infini, alors X est presque R-triviale. �

Démonstration. — Pour établir le premier énoncé, il suffit de prendre un ou-
vert non vide U comme dans la définition de la k-rétractibilité rationnelle
(Lemme 2.1). Pour établir le second énoncé, selon la définition 3.2, on veut
U(k) 6= ∅. Pour V ⊂ Pn

k comme au (iv) du lemme 2.1, ceci résulte de V (k) 6= ∅,
ce qui vaut dès que le corps k est infini. �

Théorème 3.7. — Soit k un corps de caractéristique zéro. Soient Y et X
deux k-variétés projectives et lisses géométriquement intègres. S’il existe un
ouvert Y ′ ⊂ Y , un k-morphisme dominant Y ′ → X et une k-section ration-
nelle de Y ′ → X, alors il existe une application surjective Y (k)/R→ X(k)/R.
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En particulier, si X est rétractilement k-rationnelle, par exemple si X est sta-
blement k-rationnelle, alors X est R-triviale.

Démonstration. — On commence par établir que, si Y → X est l’éclaté d’une
sous-k-variété lisse Z fermée dans une k-variété projective et lisse X, alors
l’application induite Y (k)/R→ X(k)/R est une bijection.

Soit Y 99K X une k-application rationnelle dominante possédant une sec-
tion rationnelle. D’après Hironaka, par éclatements successifs au-dessus de
Y le long de sous-k-variétés fermées lisses, on peut obtenir un k-morphisme
W → X qui couvre l’application rationnelle Y 99K X. L’application induite
W (k)/R → Y (k)/R est une bijection. Le k-morphisme W → X admet une
section k-rationnelle. Appliquant le théorème de Hironaka à cette section, par
éclatements successifs au-dessus de X le long de sous-k-variétés fermées lisses,
on obtient une k-variété Z muni d’une application k-birationnelle f : Z → X
et d’un k-morphisme Z →W tel que le composé Z →W → X soit f . L’appli-
cation composée induite Z(k)/R → W (k)/R → X(k)/R est surjective, donc
aussi W (k)/R → X(k)/R, et l’application W (k)/R → Y (k)/R est une bijec-
tion. �

Le résultat ci-dessus est une variante de [22, Prop. 10]. Voir aussi [33,
Cor. 8.6.3]. Kahn et Sujatha [33, Cor. 6.6.6, Thm. 7.3.1] obtiennent aussi
des résultats au-dessus d’un corps k de caractéristique quelconque [33, Cor.
6.6.6, Thm. 7.3.1]. Voir aussi [33, §8.5, §8.6] pour une discussion du lien entre
rationalité rétractile et R-trivialité.

Remarque 3.8. — C’est une question ouverte si une k-variété projective,
lisse, connexe, qui est R-triviale est rétractilement k-rationnelle, et même si
elle est facteur direct d’une k-variété k-rationnelle.

Le cas particulier suivant est déjà très intéressant. Soit G un k-groupe
algébrique (linéaire) réductif connexe. L’ensemble G(k)/R est alors naturelle-
ment muni d’une structure de groupe. Si k est algébriquement clos, G est une
variété rationnelle. Sur un corps k quelconque, un k-groupe algébrique réductif
connexe G est k-unirationnel.

Pour un tel k-groupe G, les questions suivantes sont ouvertes. Sous des
hypothèses particulières sur k ou sur G, elles ont fait l’objet de nombreux
travaux [27].

(a) Le groupe G(k)/R est-il commutatif ?
(b) Si G est R-trivial, G est-il rétractilement k-rationnel ?
(c) Si k est un corps de type fini sur le corps premier, le groupe G(k)/R

est-il fini ?

Remarque 3.9. — Une k-variété X propre, lisse, connexe, presque R-
triviale est géométriquement rationnellement connexe par châınes (au sens
de Kollár, Miyaoka, Mori [34]). Si k est de caractéristique zéro, elle est donc
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géométriquement séparablement rationnellement connexe : après extension
du corps de base, il existe un morphisme f : P1 → X tel que f∗TX soit un
fibré vectoriel ample.

3.2. Groupe de Chow des zéro-cycles. — Soit X une k-variété
algébrique. On note Z0(X) le groupe abélien libre sur les points fermés
de X. Pour P un tel point, de corps résiduel k(P ), on note [k(P ) : k]
le degré de l’exension finie k(P )/k. Par linéarité, on obtient l’application
degré degk : Z0(X) → Z envoyant

∑
i niPi sur

∑
i ni[k(Pi) : k]. Pour tout

k-morphisme f : Y → X de k-variétés, on dispose d’une application induite
f∗ : Z0(X) → Z0(Y ) qui est additive et envoie le point fermé P ∈ X d’image
le point fermé Q de Y sur [k(P ) : k(Q)]Q. Cette application préserve le degré.

Si f : C → X est un k-morphisme propre de source une k-courbe normale
intègre C, et si g ∈ k(C)∗ est une fonction rationnelle sur C, on dispose du
zéro-cycle f∗(divC(g)). On définit CH0(X) comme le quotient de Z0(X) par
le sous-groupe engendré par tous les f∗(divC(g)) pour tous les C, g, f comme
ci-dessus.

Si la k-variété X est propre, le degré degk : Z0(X) → Z, induit un ho-
momorphisme degk : CH0(X) → Z, car le degré du diviseur des zéros d’une
fonction rationnelle sur une courbe propre est zéro. Plus généralement, pour
f : Y → X un k-morphisme propre, l’application f∗ : Z0(Y ) → Z0(X) induit
une application f∗ : CH0(Y )→ CH0(X). Pour X/k propre, on note

A0(X) := Ker [degk : CH0(X)→ Z].

Définition 3.10. — Soit X une k-variété propre. On dit que X est (univer-
sellement) CH0-triviale si pour tout corps F contenant k, le degré

degF : CH0(XF )→ Z

est un isomorphisme.

Proposition 3.11. — (Merkurjev) [39, Thm. 2.11] Soit X une k-variété
propre, lisse, géométriquement intègre. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) La k-variété X est CH0-triviale.
(ii) X possède un zéro-cycle de degré 1 et, pour F = k(X) le corps des

fonctions de X, l’application degF : CH0(XF )→ Z est un isomorphisme.
(iii) La classe du point générique de X dans CH0(Xk(X)) est dans l’image

de l’application image réciproque CH0(X)→ CH0(Xk(X)). �

Voir aussi [3, Lemma 1.3].

Définition 3.12. — Soit f : Y → X un k-morphisme propre de k-variétés.
On dit que f est un CH0-isomorphisme (universel) si, pour tout corps F
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contenant k, l’application induite

fF∗ : CH0(YF )→ CH0(XF )

est un isomorphisme.

Lemme 3.13. — [10, p. 599] [26, Cor. 6.7] Soit X une variété quasi-

projective régulière connexe sur un corps k. Étant donné un zéro-cycle z sur
X et un ouvert de Zariski non vide U ⊂ X, il existe un zéro-cycle z′ sur X
dont le support est dans U et qui est rationnellement équivalent à z sur X. �

Lemme 3.14. — Soient k un corps et X une k-variété projective, lisse,
géométriquement intègre. Si X est presque R-triviale, alors X est CH0-
triviale.

Démonstration. — Ceci résulte du lemme 3.13 (voir la démonstration de [20,
Lemme 1.5]). �

Proposition 3.15. — [20, Lemme 1.5] Soit k un corps. Soit X une k-
variété projective et lisse géométriquement intègre. Si X est rétractilement
k-rationnelle, alors X est CH0-triviale.

Démonstration. — Pour k un corps infini, ceci résulte immédiatement de la
proposition 3.6 et du lemme 3.14.

Le cas d’un corps fini k = F s’établit par l’argument de normes bien connu
suivant. Le groupe de Galois absolu de F est Ẑ =

∏
` Z` où ` parcourt tous

les nombres premiers et Z` est le groupe des entiers `-adiques. Fixons deux
nombres premiers distincts p et q. Il existe des extensions infinies Fp et Fq de
F telles que Gal(Fp/F) = Zp et Gal(Fq/F) = Zq. Soit z un zéro-cycle sur X,
de degré zéro. Le résultat sur un corps infini donne zFp = 0 ∈ CH0(XFp) et
zFq = 0 ∈ CH0(XFq). Il existe donc une extension finie F1/F de degré une
puissance de p et une extension finie F2/F de degré une puissance de q telles
que zF1 = 0 ∈ CH0(XF1) et zF2 = 0 ∈ CH0(XF2). Pour un morphisme fini,
on dispose d’une application norme sur les groupes de Chow, qui satisfait une
propriété évidente par rapport à la restriction. Il existe donc des entiers r et
s tels que pr.z = 0 ∈ CH0(X) et qs.z = 0 ∈ CH0(X). Par Bezout, on conclut
z = 0 ∈ CH0(X). Pour conclure, il convient de rappeler que les estimations
de Lang-Weil montrent que sur toute F-variété géométriquement intègre, il
existe un zéro-cycle de degré 1. Le degré degF : CH0(X) → Z est donc un
isomorphisme. �

Remarque 3.16. — On prendra garde qu’il existe des surfaces connexes pro-
jectives et lisses sur C qui sont CH0-triviales mais sont de type général, et
donc ne sont pas rationnellement connexes, et donc pas R-triviales (Voisin,
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[51, Cor. 2.2] ; [3, Prop. 1.9] ; voir déjà [5, p. 1252]). De telles surfaces satis-
font H0(X,Ωi) = 0 pour i = 1, 2 (Prop. 3.29 ci-dessous) mais ne satisfont pas
H0(X, (Ω2)⊗2) = 0.

3.3. Action du groupe de Galois sur le groupe de Picard. — Soit
X une variété projective lisse, connexe, géométriquement rationnellement
connexe sur un corps k. Si k est algébriquement clos de caractéristique zéro,
tout revêtement fini galoisien étale connexe est trivial (Kollár, Miyaoka, Mori ;
Campana). Le groupe Pic(X) = H1

Zar(X,Gm) = H1
ét(X,Gm) est donc un

groupe abélien libre de type fini. Il n’y a pas là d’invariant qui détecterait la
non rationalité. Si k n’est pas algébriquement clos, la situation change. On
note ks une clôture séparable de k, et g = Gal(ks/k) le groupe de Galois de

k. Étant donné un module galoisien (i.e. un g-module continu discret) M ,
on note indifféremment H i(k,M) ou H i(g,M) (avec i ∈ N) ses groupes de
cohomologie.

Les invariants suivants ont tout d’abord été étudiés par Shafarevich, Manin
[37], Iskovskikh, Voskresenskĭı.

Théorème 3.17. — Soient k un corps, ks une clôture séparable, et g =
Gal(ks/k). On note Xs = X ×k ks. Soient X et Y deux k-variétés propres,
lisses, géométriquement intègres.

(a) Si X est k-birationnelle à Y , alors il existe des g-modules de permutation
de type fini P1 et P2 et un isomorphisme de modules galoisiens

Pic(Xs)⊕ P1 ' Pic(Y s)⊕ P2,

et l’on a H1(k,Pic(Xs)) ' H1(k,Pic(Y s)).
(b) Supposons car.(k) = 0. Si X est CH0-triviale, alors le module galoisien

Pic(Xs) est un facteur direct d’un g-module de permutation de type fini, et,
pour tout corps F contenant k, on a H1(F,Pic(X ×F F s)) = 0.

(c) Supposons car.(k) = 0. Si X est rétractilement k-rationnelle, alors le
module galoisien Pic(Xs) est un facteur direct d’un g-module de permutation
de type fini, et, pour tout corps F contenant k, on a H1(F,Pic(X×F F s)) = 0.

Démonstration. — Un g-module de permutation de type fini est un g-module
qui est libre sur Z et admet une Z-base globalement respectée par g. Pour
l’élégante démonstration de (a) due à L. Moret-Bailly, voir [23, Prop. 2A1, p.
461]. Pour (b), voir l’appendice de [29]. La proposition 3.15 et (b) donnent
(c). �

Voici un exemple d’application.

Proposition 3.18. — Soit k un corps de caractéristique différente de 3.
Soient a, b, c, d ∈ k∗. Si aucun des quotients ab/cd, ac/bd, ad/bc n’est un cube
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dans k∗, alors la k-surface cubique lisse X ⊂ P3
k d’équation

ax3 + by3 + cz3 + dt3 = 0

n’est pas stablement k-rationnelle, et si de plus k est de caractéristique zéro,
elle n’est pas rétractilement k-rationnelle.

Le cas a = b = c = 1 est traité dans le livre de Manin [37] et dans [23]. Le cas
général est fait dans un article de CT-Kanevsky-Sansuc. On a une réciproque :
si ab/cd est un cube, et X possède un k-point, alors X est k-birationnelle à
P2
k.
Ceci est un cas particulier du théorème suivant de Swinnerton-Dyer,

complétant un travail de B. Segre.

Théorème 3.19. — [48] Soient k un corps et X ⊂ P3
k une surface cubique

lisse. Les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) La k-surface X est k-rationnelle.
(ii) La k-surface X contient un k-point et contient un S2, ou un S3 ou un

S6.

Un Sn dans une telle surface est un ensemble de n droites contenues dans
Xs = X×k ks ⊂ P3

ks gauches deux à deux, globalement invariant sous l’action
du groupe de Galois Gal(ks/k). La démonstration de ce théorème utilise la
théorie des systèmes linéaires à points bases, un ancêtre des méthodes de
rigidité en géométrie complexe.

L’invariant Pic(Xs) est très intéressant pour les surfaces géométriquement
rationnelles. Mais si X est une hypersurface lisse de degré d ≤ n dans Pn

k avec

n ≥ 4, alors Z = Pic(Pn
ks)

'→ Pic(Xs) et ceci ne donne aucune information
sur l’éventuelle non k-rationalité de X.

3.4. Groupe de Brauer. — Soit F un corps, F s une clôture séparable,
gF = Gal(F s/F ). On note Br(F ) = H2(gF , F

∗
s ) le groupe de Brauer de F .

Soit k un corps et X une k-variété. On note Br(X) = H2
ét(X,Gm) le groupe

de Brauer de X [32]. Si X est lisse et intègre, de corps des fonctions k(X), on
a une injection Br(X) ↪→ Br(k(X)) (Auslander-Goldman, Grothendieck).

Le groupe Br(X) est un invariant k-birationnel des k-variétés propres et
lisses, réduit à Br(k) pour X = Pn

k (Grothendieck [32] pour la torsion première

à la caractéristique ; Hoobler, Gabber, Česnavičius en général).

Rappelons l’énoncé bien connu [23, (1.5.0)] :

Proposition 3.20. — Soient k un corps, ks une clôture séparable, et g =
Gal(ks/k). Pour toute k-variété projective, lisse, géométriquement connexe X
on a une suite exacte

0→ Pic(X)→ Pic(Xs)g → Br(k)→ Ker[Br(X)→ Br(Xs)]→ H1(k,Pic(Xs))→ H3(k, k∗s).
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Si X(k) 6= ∅, on a un isomorphisme Pic(X)
'→ Pic(Xs)g et on a la suite exacte

0→ Br(k)→ Ker[Br(X)→ Br(Xs)]→ H1(k,Pic(Xs))→ 0.

On voit donc que l’invariant “module galoisien Pic(Xs) à addition près de
module de permutation” du théorème 3.17 raffine le sous-groupe “algébrique”
Ker[Br(X)→ Br(Xs)] du groupe de Brauer de X.

La question du calcul de l’image de Br(X)→ Br(Xs), qui est dans le groupe
des invariants Br(Xs)g, et déjà de ce groupe des invariants, est délicate, c’est
un problème “arithmétique”, nous n’en parlerons pas ici.

Soit k un corps algébriquement clos de caractéristique zéro. Soit X une
k-variété projective, lisse, connexe, de dimension d. Si X est rationnellement
connexe, on a H1

ét(X,µ`n) = Pic(X)[`n] = 0 pour tout entier n > 0. On a donc
H1

ét(X,Z`(1)) = 0. Comme le groupe Pic(X) est sans torsion, il est égal au
groupe de Néron-Severi NS(X), qui est donc lui-même sans torsion. La suite
de Kummer en cohomologie étale (où Gm → Gm est donné par x 7→ x`

n
) :

1→ µ`n → Gm → Gm → 1

donne des suites exactes courtes compatibles (en n) :

0→ Pic(X)/`n → H2
ét(X,µ`n)→ Br(X)[`n]→ 0.

En passant à la limite projective, on obtient une suite exacte

0→ NS(X)⊗ Z` → H2
ét(X,Z`(1))→ T`(Br(X))→ 0.

Un module de Tate T`(A) = limprojnA[`n] est toujours sans torsion. Ainsi,
pour X comme ci-dessus, le groupe H2

ét(X,Z`(1)) est sans torsion. Si k = C,
les théorèmes de comparaison entre cohomologie étale et cohomologie de Betti
donnent alors H1

Betti(X,Z) = 0 et H2
Betti(X,Z)tors = 0.

Proposition 3.21. — Soit k un corps algébriquement clos de caractéristique
zéro, et soit X une k-variété projective et lisse rationnellement connexe.

(a) Si k = C, alors Br(X)
'→ H3

Betti(X(C),Z)tors.
(b) En général, Br(X) est un groupe fini isomorphe à

⊕
`H

3
ét(X,Z`(1))tors.

(c) Si F est un corps qui contient k, l’application naturelle Br(X) →
Br(XF )/Br(F ) est un isomorphisme.

Démonstration. — Par passage à la limite inductive dans les suites exactes

0→ Pic(X)/`n → H2
ét(X,µ`n)→ Br(X)[`n]→ 0,

on obtient les suites exactes

0→ Pic(X)⊗Q`/Z` → H2
ét(X,Q`/Z`(1))→ Br(X){`} → 0.

Le groupe H2
ét(X,Q`/Z`(1)) est extension du groupe fini H3

ét(X,Z`(1))tors par
un quotient du groupe divisible H2

ét(X,Q`(1)). Pour presque tout premier `,
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on a H3
ét(X,Z`(1))tors = 0. Ainsi le groupe de Brauer de X est une extension

du groupe fini
⊕

`H
3
ét(X,Z`(1))tors par un groupe divisible. Si X est ration-

nellement connexe, d’après [10, Prop. 11] il existe un entier N > 0 qui annule
A0(XF ) pour tout corps F contenant k. Ceci implique que le groupe divisible
est annulé par N , donc est nul. Ceci établit (a) et (b). Pour (c), considérons
les inclusions k ⊂ F ⊂ F . On a les applications naturelles

Br(X)→ Br(XF )→ Br(XF ).

Fixons un k-point P de X(k), et considérons les sous-groupes de ces divers
groupes formés des éléments nuls en P . On a alors les applications

Br(X) = BrP (X)→ BrP (XF )→ BrP (XF ) = Br(XF ).

D’après (b), la composée est un isomorphisme.
Sur un corps algébriquement clos k de caractéristique zéro, le k-schéma

de Picard d’une k-variété projective, lisse, connexe X est extension du
k-groupe constant de type fini NSX/k (groupe de Néron-Severi) par la k-

variété abélienne Pic0
X/k (variété de Picard). Pour X/k projective, lisse,

rationnellement connexe, on a Pic0
X/k = 0 car l’espace tangent à l’origine est

H1(X,OX) = 0. Comme en outre on a X(k) 6= ∅, pour tout corps L contenant
k, on a Pic(XL) = PicX/k(L). On a donc Pic(X) = Pic(XF ) = Pic(XF ), et la
proposition 3.20 donne

Br(F ) = Ker[Br(XF )→ Br(XF )]

et donc BrP (XF ) ↪→ BrP (XF ). On a donc

Br(X) = BrP (X) = BrP (XF ) ' Br(XF )/Br(F ).

�

Remarque 3.22. — Soit X/C une variété projective et lisse de dimension d.
Si X est rétractilement rationnelle ou R-triviale, on a Br(X) = 0. Comme
on va voir au paragraphe 3.5, ceci vaut sous l’hypothèse plus générale que
X est CH0-triviale. Pour une telle variété, on a donc H1

Betti(X,Z) = 0,
H2
Betti(X,Z)tors = 0 et H3

Betti(X,Z)tors = 0. Par diverses dualités, ceci im-

plique H2d−1
Betti(X,Z) = 0. En utilisant la décomposition de la diagonale, un

argument de correspondance et des désingularisations, C. Voisin établit ces
résultats. Elle établit aussi H2d−2

Betti(X,Z)tors = 0.

3.5. Cohomologie non ramifiée. — Références : [18], [9], [28], [44].
Soit A un anneau de valuation discrète, K son corps des fractions, κA son

corps résiduel. Soit n > 1 un entier inversible dans κA. Pour tous entiers j ∈ Z
et i ≥ 1, on dispose d’une application résidu entre groupes de cohomologie
galoisienne

∂A : H i(K,µ⊗jn )→ H i−1(κA, µ
⊗j−1
n ).
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Pour k un corps, X une k-variété lisse connexe de corps des fonctions k(X) et
n > 0 entier premier à la caractéristique de k, on définit

H i
nr(X/k, µ

⊗j
n ) :=

⋂
x∈X(1)

Ker[∂x : H i(k(X), µ⊗jn )→ H i−1(k(x), µ⊗j−1
n )].

Ici x parcourt les points de codimension 1 de X et k(x) est le corps résiduel
de l’anneau de valuation discrète OX,x, anneau local de X au point x.

Soit HiX(µ⊗jn ) le faisceau Zariski sur X associé au préfaisceau U 7→
H i

ét(U, µ
⊗j
n ).

La conjecture de Gersten pour la cohomologie étale (théorème de Bloch-
Ogus–Gabber, voir [17]) implique :

• Le faisceau Zariski HiX(µ⊗jn ) est un sous-faisceau du faisceau constant

défini par H i(k(X), µ⊗jn ).

• Pour X/k lisse connexe, on a H0(X,HiX(µ⊗jn )) = H i
nr(X/k, µ

⊗j
n ).

• Si X est propre, lisse, connexe, ce groupe cöıncide avec

H i
nr(k(X)/k, µ⊗jn ) :=

⋂
A

Ker[∂A : H i(k(X), µ⊗jn )→ H i−1(κA, µ
⊗j−1
n )],

où A parcourt tous les anneaux de valuation discrète contenant k et de corps
des fractions k(X). Ceci peut aussi s’écrire :

H i
nr(k(X)/k, µ⊗jn ) :=

⋂
A

H i
ét(A,µ

⊗j
n ) ⊂ H i(k(X), µ⊗jn ).

Sans restriction sur la caractéristique de k, on définit aussi

Brnr(k(X)/k) :=
⋂
A

Br(A) ⊂ Br(k(X))

où A parcourt tous les anneaux de valuation discrète contenant k et de corps
des fractions k(X). Pour X/k connexe, propre et lisse, un résultat de pureté
assure Br(X) = Brnr(k(X)/k) ⊂ Br(k(X)).

• Pour tout entier m ≥ 1, on montre :

H i(k, µ⊗jn )
'→ H i

nr(k(Pm
k )/k, µ⊗jn ).

Pour X/k connexe, propre et lisse, on a les propriétés suivantes :

H1
nr(k(X)/k,Z/n) = H1

ét(X,Z/n) ⊂ H1(k(X),Z/n)

H2
nr(k(X)/k, µn) = Br(X][n] ⊂ Br(k(X))[n],

où Br(X)[n] est le sous-groupe de n-torsion du groupe de Brauer de X.
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Les groupes H i
nr(X/k, µ

⊗j
n ) sont fonctoriels contravariants pour les k-

morphismes quelconques de k-variétés lisses, connexes. Ceci résulte de la
formule

H i
nr(X/k, µ

⊗j
n ) = H0(X,HiX(µ⊗jn )).

En particulier pour toute k-variété X propre, lisse, géométriquement
connexe, pour tout corps F contenant k on dispose d’accouplements

X(F )×H i
nr(XF /F, µ

⊗j
n )→ H i(F, µ⊗jn )

qui, par fonctorialité et utilisation de H i(F, µ⊗jn )
'→ H i

nr(F (P1
F )/F, µ⊗jn ),

passent au quotient par la R-équivalence :

XF (F )/R×H i
nr(XF /F, µ

⊗j
n )→ H i(F, µ⊗jn ).

Pour toute F -variété propre, lisse, connexe X, on dispose d’accouplements

CH0(XF )×H i
nr(XF /F, µ

⊗j
n )→ H i(F, µ⊗jn ).

Ceci vaut plus généralement dans le cadre des modules de cycles de Rost
[39, Cor. 2.9]. Pour l’énoncé analogue pour l’accouplement avec le groupe de
Brauer, y compris sa p-torsion en caractéristique p, voir [2].

La proposition 3.6 donne alors :

Proposition 3.23. — Soit X une k-variété propre, lisse, géométriquement
connexe. Si X est presque R-triviale, pour tous i, j, n > 1 premier à la ca-
ractéristique de k et tout corps F contenant k, on a

H i(F, µ⊗jn )
'→ H i

nr(XF /F, µ
⊗j
n )

et Br(F ) = Br(XF ).

Démonstration. — Il suffit de considérer le cas F = k. Pour le voir, il suffit
de monter sur le corps K = k(X) est d’utiliser le fait (Prop. 3.4) que le point
générique est R-équivalent à un point de X(k) ⊂ X(k(X)). �

Corollaire 3.24. — Soit X une k-variété propre, lisse, géométriquement
connexe. Si X est rétractilement k-rationnelle, alors, pour tous i, j, et tout
corps F contenant k, on a

H i(F, µ⊗jn )
'→ H i

nr(XF /F, µ
⊗j
n )

'→ H i
nr(F (X)/F, µ⊗jn )

et Br(F ) = Br(XF ) = Brnr(F (X)/F ).

Démonstration. — Via la proposition 3.6, ceci résulte de l’énoncé précédent,
sauf dans le cas d’un corps k fini. Dans ce cas on monte sur des extensions
finies de k suffisamment grosses et on utilise un argument de norme. �
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Proposition 3.25. — Si une k-variété propre, lisse et géométriquement
connexe X est CH0-triviale, alors, pour tous i, j, et tout corps F contenant
k, on a

H i(F, µ⊗jn )
'→ H i

nr(XF /F, µ
⊗j
n )

'→ H i
nr(F (X)/F, µ⊗jn )

et Br(F ) = Br(XF ) = Brnr(F (X)/F ).

Via la proposition 3.15, cet énoncé implique le précédent, mais sa
démonstration est un peu plus élaborée, car elle passe par l’accouplement
avec le groupe de Chow.

On a des énoncés analogues aux précédents en remplaçant les groupes de
cohomologie galoisienne H•(F, µ⊗•n ) des corps F par les modules de cycles
de Rost des corps F , par exemples par les groupes KM

i (F ) (i ∈ N) de K-
théorie de Milnor des corps. Voir à ce sujet l’article de Merkurjev [39], qui
montre que la trivialité universelle de tous les invariants non ramifiés de tous
les modules de cycles de Rost pour une k-variété propre, lisse, connexe donnée
X est équivalente au fait que cette variété est CH0-triviale [39, Thm. 2.11].

3.6. Calcul du groupe de Brauer non ramifié. — Pour X une C-variété
propre, lisse, rationnellement connexe, la formule

Br(X)
'→ H3

Betti(X(C),Z)tors

donnée ci-dessus est théoriquement satisfaisante. Mais en pratique, quand on
se donne une variété concrète, elle a tendance à être singulière. ll faudrait la
désingulariser, ce qui en grande dimension est difficile, en outre il faut ensuite
calculer sur un modèle projectif et lisse le groupe H3

Betti(X(C),Z)tors. C’est
ce qu’avaient fait Artin et Mumford [1] pour une variété de dimension 3 fibrée
en coniques sur le plan projectif complexe.

Dans [18], avec M. Ojanguren, on a donné une autre façon d’établir
Brnr(C(X)/C) 6= 0 pour des fibrations en coniques X sur le plan complexe.

Si X est une conique lisse C sur un corps k, sans k-point rationnel, de corps
des fonctions k(C), la suite exacte de la Proposition 3.20 se spécialise en une
suite exacte

0→ Z/2→ Br(k)→ Br(C)→ 0.

Si car.(k) 6= 2 et C est donnée par l’équation homogène x2 − ay2 − bz2 = 0,
le noyau de Br(k)→ Br(C) – qui est aussi le noyau de Br(k)→ Br(k(C)) car
Br(C) s’injecte dans Br(k(C)) puisque C est lisse – est engendré par la classe
de l’algèbre de quaternions (a, b). Ce résultat remonte à Witt, et fut étendu
aux variétés de Severi-Brauer par F. Châtelet.

Le point de vue “birationnel” adopté par Ojanguren et moi dans [18] est
dans ses grandes lignes le suivant. On a une variété projective et lisse (non
explicite) X sur C munie d’une fibration p : X → S = P2

C dont la fibre
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générique est une conique C/C(S) sans point rationnel (i.e. la fibration n’a
pas de section rationnelle). La fibration dégénère le long d’une union finie de
courbes intègres Di ⊂ S. On dispose de la classe α ∈ Br(C(S)) de la conique
générique, d’ordre 2, non nulle, qui engendre le noyau de l’application

Br(C(S))→ Br(C(X)).

Comme S = P2
C, on a Br(S) = 0, et l’application résidu en tous les points de

codimension 1 de S et le théorème de purété pour le groupe de Brauer d’une
variété lisse donnent une injection

δ : Br(C(S)) ↪→ ⊕x∈S(1)H1(C(x),Q/Z).

La classe α a un nombre fini de résidus non triviaux, correspondant aux
points où la fibration dégénère. Sous des hypothèses sur la dégénérescence,
on exhibe une autre classe β ∈ Br(C(S)) dont le résidu total δ(β) est non
nul et formé d’un sous-ensemble propre des δx(α). Par comparaison avec les
résidus aux points de codimension 1 de X, qui implique une discussion précise
de la situation aux points de codimension 2 de S, mais ne requiert pas la
connaissance d’un modèle projectif et lisse explicite de X, ceci assure que β
devient non ramifié dans Br(C(X)), et assure par ailleurs que β n’est pas dans
Z/2 = Ker[Br(C(S)→ Br(C(X))]. Ainsi Brnr(C(X)) 6= 0, et la variété X n’est
pas rétractilement rationnelle, ni même CH0-triviale.

3.7. Calcul de la cohomologie non ramifiée de degré supérieur. —
Pour X une variété propre, lisse, rationnellement connexe sur C, on ne dispose
pas pour les invariants cohomologiques supérieurs H i

nr(C(X)/C,Q/Z), i ≥ 3,
d’un analogue des différents énoncés de la proposition 3.21. De fait il est peu
probable que ces invariants soient constants dans une famille projective et lisse
de telles variétés (voir [24] pour une discussion).

Pour X comme ci-dessus, on a un certain nombre de résultats intéressants
en degré i = 3, et quelques résultats en degré i > 3. Je renvoie ici le lecteur
aux travaux [24], [50] et [11]. Dans [24], avec C. Voisin, on établit un lien
entre H3

nr(C(X)/C,Q/Z) et la conjecture de Hodge entière pour les cycles de
codimension 2.

Le cas des hypersurfaces cubiques dans Pn
C, n ≥ 4, a été particulièrement

étudié, en particulier par C. Voisin [50], voir aussi [11]. Pour de telles hyper-
surfaces, on a H3

nr(C(X)/C,Q/Z) = 0. Pour F un corps contenant C, on sait
que l’application

H3(F,Q/Z)→ H3
nr(F (X)/F,Q/Z)

est un isomorphisme pour n ≥ 5. Pour n = 4, la question est ouverte et
importante (voir le corollaire 3.24 et la proposition 3.25).
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Comme on a vu ci-dessus, le point de vue birationnel adopté dans [18] pour
revisiter l’exemple d’Artin et Mumford repose sur le fait que sur un corps k
de caractéristique différente de 2, et pour une conique C sur k d’équation
homogène x2 − ay2 − bz2 = 0, avec a, b ∈ k∗, le noyau de l’application
H2(k,Z/2) → H2(k(C),Z/2) est d’ordre au plus 2, engendré par la classe
de l’algèbre de quaternions (a, b), qui est aussi la classe du cup-produit de la
classe a ∈ k∗/k∗2 = H1(k,Z/2) et de la classe b ∈ k∗/k∗2 = H1(k,Z/2). Sur
un corps k de caractéristique différente de 2, pour tout entier n ≥ 1, et pour
a1, . . . , an ∈ k∗, la n-forme de Pfister << a1, . . . , an >> est la forme quadra-
tique en 2n variables définie par < 1,−a1 > ⊗ · · ·⊗ < 1,−an >. De telles
formes ont la propriété qu’elles sont hyperboliques dès qu’elles sont isotropes.
On appelle voisine de Pfister d’une n-forme de Pfister ψ une sous-forme φ de ψ
de rang strictement plus grand que 2n−1. Les quadriques définies par une forme
de Pfister et par une voisine de cette forme sont stablement k-birationnellement
équivalentes. C’est ainsi le cas de la conique d’équation x2 − ay2 − bz2 = 0 et
de la quadrique de P3

k d’équation x2 − ay2 − bz2 + abt2 = 0.
Une généralisation de la propriété remarquable des coniques décrites ci-

dessus est le théorème suivant.

Théorème 3.26. — Soit k un corps de caractéristique différente de 2. Soit
<< a1, . . . , an >> une n-forme de Pfister. Soit Q ⊂ P2n−1 la quadrique lisse
qu’elle définit. Le noyau de l’application naturelle de groupes de cohomologie
galoisienne

Hn(k,Z/2)→ Hn(k(Q),Z/2)

est engendré par le cup-produit (a1)∪· · ·∪(an), et il est non nul si et seulement
si la forme de Pfister est anisotrope, i.e. si la quadrique Q n’a pas de k-point.

Ce théorème fut établi pour n = 3 en 1974 par Arason, avant les résultats
spectaculaires de Merkurjev et Suslin en 1982. Il fut établi pour n = 4 par
Jacob et Rost en 1989, et obtenu pour tout n par Orlov, Vishik et Voevodsky
[42] en 2007 comme conséquence des travaux de Voevodsky sur la conjecture
de Milnor.

Remarque 3.27. — Le résultat d’Arason avait été précédé par un résultat
analogue d’Arason et Pfister (voir [18, Thm. 1.7]) pour les groupes de Witt
du corps des fonctions d’une quadrique (voisine) de Pfister, résultat fin mais
nettement plus élémentaire qu’on peut aussi utiliser pour établir beaucoup des
énoncés de non rationalité (voir l’appendice de [18] et le livre [41]).

Une fois le point de vue birationnel adopté dans [18], il est devenu clair
comment étendre les résultats de non rationalité en dimension supérieure.
Dans [18], avec Ojanguren, nous construisons des variétés a priori singulières Y
munies d’une fibration sur P3

C dont la fibre générique est définie par une voisine
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d’une 3-forme de Pfister anisotrope<< a1, a2, b3c3 >> sur le corps C(P3), telle
que la classe β = (a1, a2, b3) ∈ H3(C(P3),Z/2) soit non nulle, car ramifiée sur
P3

C, différente de α = (a1, a2, b3c3) ∈ H3(C(P3),Z/2), car les ramifications
sur P3

C diffèrent, et dont l’image βC(X) est dans H3
nr(C(X)/C,Z/2) car la

ramification de β est “mangée” par celle de α. Comme on a

β /∈ {0, α} ⊂ H3(C(P3),Z/2),

le théorème 3.26, dans le cas n = 3 (Arason) assure alors βC(X) 6= 0.
Pour accomplir le programme, il faut trouver les éléments a1, a2, b3, c3 ∈

C(P3). On les obtient dans [18] comme des produits d’un nombre assez grand
de formes linéaires.

Dans [46], Schreieder a réussi à faire des constructions analogues sur Pn
C

pour tout n (les ai, bj , cj faisant ici intervenir des formes homogènes de degré
2 sur Pn). Le théorème 3.26 donne alors des variétés X munies d’une fibration
sur Pn

C dont la fibre générique est une (voisine d’une) n-quadrique de Pfister
et qui satisfont Hn

nr(C(X),Z/2) 6= 0, et qui donc ne sont pas rétractilement
rationnelles.

On trouve d’autres utilisations de ces idées dans des travaux d’E. Peyre et
de A. Asok.

Remarque 3.28. — Soit k un corps. Soit Q ⊂ Pn
k , n ≥ 2 une quadrique

lisse. L’application Br(k)→ Br(Q) = Brnr(k(Q)/k) est surjective. Pour i ≥ 3,
et car.(k) 6= 2, le conoyau de

H i(k,Q2/Z2(i− 1))→ H i
nr(k(Q)/k,Q2/Z2(i− 1))

a été étudié par Kahn, Rost, Sujatha. Pour i = 3, ils ont montré que l’appli-
cation est surjective, sauf peut-être si Q est définie par une forme d’Albert
< −a,−b, ab, c, d,−cd >.

3.8. Différentielles. — L’énoncé suivant est établi par Totaro dans [49].

Proposition 3.29. — Soit X une k-variété projective et lisse connexe sur un
corps k. Si X est CH0-triviale, alors H0(X,Ωi) = 0 pour tout entier i > 0.

La démonstration utilise des applications cycles à valeurs dans diverses
théories cohomologiques, et des arguments de correspondances. �

Proposition 3.30. — Soit k un corps. Soit Φ un foncteur contravariant de
la catégorie des k-schémas vers la catégorie des ensembles. Supposons que,
pour toute k-variété lisse intègre U , la flèche Φ(U) → Φ(P1

U ) induite par la
projection P1

U → U soit une bijection. Soit X une k-variété propre, intègre,
génériquement lisse. Si X est presque R-triviale, alors il existe un ouvert lisse
non vide U ⊂ X tel que

Im(Φ(X)→ Φ(U)) = Im(Φ(k)→ Φ(U)),
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la flèche Φ(k)→ Φ(U) étant donnée par la projection U → Spec(k).

Démonstration. — Soit U ⊂ X un ouvert lisse, et soit g : P1 ×k U → X un
k-morphisme. Soient f1, f2 deux sections de la projection p : P1 ×k U → U .
Alors les applications Φ(X)→ Φ(U) définies par (g◦f1)∗ et (g◦f2)∗ cöıncident.
En effet, pour tout α ∈ Φ(X), il existe β ∈ Φ(U) avec g∗(α) = p∗(β), et donc
f∗i ◦ g∗(α) = f∗i ◦ p∗(β) = β pour i = 1, 2.

Soit F = k(X) le corps des fonctions de X et soit η ∈ X le point générique.
Comme X est presque R-triviale, il existe n ∈ X(k) tel que, sur XF , les points
η ∈ XF (F ) et nF ∈ XF (F ) sont R-équivalents. Comme X est propre sur k,
ceci implique qu’il existe un ouvert lisse non vide U ⊂ X et une famille finie
de k-morphismes fi : P1 × U → X, i = 0, . . . , s, tels que f0(0, u) = u, que
fs(1, u) = n, et que fi(1, u) = fi+1(0, u) pour 0 ≤ i < s. L’énoncé résulte alors
de ce qui précède. �

Proposition 3.31. — Soient k un corps infini et X une k-variété propre
et lisse, géométriquement connexe. Si X est presque R-triviale, alors
H0(X, (Ωi)⊗m) = 0 pour tout i > 0 et tout m > 0.

Démonstration. — Pour toute k-variété lisse intègre U , tout entier i > 0, tout
entier m > 0, la flèche de restriction

H0(U, (Ωi)⊗m)→ H0(P1
U , (Ω

i)⊗m)

est un isomorphisme, comme on voit en utilisant la formule donnant le faisceau
des différentielles sur un produit de k-variétés, et en utilisant le fait que sur
la droite projective, on a Ω1

P1 = OP1(−2), et donc, pour tout m > 0, toute

section de (Ω1
P1)⊗m est nulle. On applique alors la proposition précédente au

foncteur U 7→ H0(U, (Ωi)⊗m), et on utilise le fait que, pour la k-variété lisse
X, l’application de restriction H0(X, (Ωi)⊗m)→ H0(U, (Ωi)⊗m) est injective.
�

3.9. Composantes connexes réelles. —

Théorème 3.32. — Soit R le corps des réels. Soit X une R-variété projec-
tive, lisse, géométriquement connexe, de dimension d. Soit s ≥ 0 le nombre de
composantes connexes de X(R).

(a) L’entier s est un invariant birationnel stable.
(b) Si X est rétractilement R-rationnelle, alors s = 1.
(c1) Pour s ≥ 1, on a CH0(X)/2 = (Z/2)s.
(c2) Si deux points de X(R) sont rationnellement équivalents sur X, alors

ils appartiennent à la même composante connexe de X(R).
(d1) Si s = 0, pour tout entier m ≥ d+ 1, on a Hm

nr(R(X)/R,Z/2) = 0.
(d2) Si s ≥ 1, pour tout entier m ≥ d+1, on a Hm

nr(R(X)/R,Z/2) = (Z/2)s.
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(e) Si X est géométriquement rationnellement connexe, deux points de
X(R) sont R-équivalents si et seulement si ils sont dans la même composante
connexe.

Démonstration. — Pour (a), il suffit de voir que si U ⊂ X est un ouvert de
Zariski dont le complémentaire est de codimension au moins 2 dans X, alors
U(R) ⊂ X(R) induit une bijection sur les composantes connexes. On utilise
alors le fait qu’une k-application rationnelle d’une k-variété lisse dans une k-
variété propre est définie en dehors d’un fermé de codimension au moins 2.
Sous l’hypothèse de (b), il existe un ouvert de Zariski U ⊂ X tel que l’image
de U(R) dans X(R) soit formée de points directement R-liés sur X, donc dans
la même composante connexe de X(R). Comme pour la R-variété lisse X tout
point de X(R) est limite de points de U(R), ceci suffit à conclure que X(R) est
connexe. Pour (c), voir CT-Ischebeck [16]. Pour (d), voir CT-Parimala [19].
L’énoncé (e) fut établi par Kollár [35]. �

En dimension d = 1, tous ces énoncés remontent à Witt. C’est B. Segre
[47] qui le premier remarqua que les surfaces cubiques lisses X sur R, qui sont
toutes R-unirationnelles, ne sont pas R-rationnelles si X(R) n’est pas connexe.

4. Surfaces géométriquement rationnelles

Théorème 4.1. — (Enriques, Manin, Iskovskikh, Mori) Soient k un corps
et X une k-surface projective, lisse, géométriquement rationnelle. Alors X est
k-birationnelle à une telle k-surface de l’un des deux types suivants :

(i) Surface de del Pezzo de degré d, avec 1 ≤ d ≤ 9.
(ii) Surface X munie d’une fibration relativement minimale X → D, où

D est une conique lisse, la fibre générique est une conique lisse, et toutes les
fibres sont des coniques avec au plus un point singulier.

Rappelons que les surfaces de del Pezzo de degré 3 sont les surfaces cubiques
lisses.

C’est une question ouverte depuis longtemps si une k-surface comme dans
le théorème, dès qu’elle possède un k-point, est k-unirationnelle. C’est connu
pour les surfaces cubiques. Une réponse affirmative impliquerait que les
variétés complexes de dimension 3 fibrées en coniques sur le plan P2

C sont
unirationnelles, ce qui est une question ouverte encore plus connue.

Une question générale (Sansuc et l’auteur) sur les surfaces du type ci-dessus
est : dans quelle mesure le module galoisien Pic(Xs) (qui est un groupe abélien
de type fini) et les objets qui lui sont attachés contrôlent-ils la géométrie et
l’arithmétique deX ? En particulier, a-t-on la réciproque du théorème 3.17 (c) :
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Question 1 (CT-Sansuc 1977) : Si X(k) 6= ∅ et le module galoisien Pic(Xs)
est un facteur direct d’un module de permutation, la k-surface X est-elle fac-
teur direct birationnel d’un espace projectif Pn

k ?

La K-théorie algébrique (idées de S. Bloch, théorème de Merkurjev-Suslin)
a permis d’établir pour ces surfaces, sans analyse cas par cas, la réciproque du
Théorème 3.17 (b).

Théorème 4.2. — [8] Soit X une k-surface projective, lisse, géométriquement
rationnelle, possédant un zéro-cycle de degré 1. Si le module galoisien Pic(Xs)
est un facteur direct d’un module de permutation, alors X est CH0-triviale.

Voici quelques rappels de CT-Sansuc [23]. Soit X une k-surface projective,
lisse, géométriquement rationnelle. Soit Pic(Xs) le module galoisien défini par

le groupe de Picard. C’est le groupe des caractères Ŝ d’un k-tore S. Pour tout
k-tore T , on a une suite exacte de groupes abéliens

0→ H1(k, T )→ H1
ét(X,T )→ Homg(T̂ , Ŝ)→ H2(k, T )→ H2

ét(X,T ),

où la cohomologie est la cohomologie étale. Si X possède un k-point, la flèche
H2(k, T )→ H2

ét(X,T ) a une rétraction, donc on a une suite exacte

0→ H1(k, T )→ H1
ét(X,T )→ Homg(T̂ , Ŝ)→ 0.

On appelle torseur universel sur X un torseur T → X sous le k-tore S dont la
classe dans H1

ét(X,S) a pour image l’identité dans Homg(Ŝ, Ŝ). Si X possède
un k-point P ∈ X(k), il existe un torseur universel, et on peut le fixer (à
automorphisme de S-torseur près) en demandant que sa fibre en P soit triviale,
ce qui équivaut au fait qu’il existe un k-point de T d’image P dans X.

Un torseur universel T sur une k-surface projective, lisse, géométriquement
rationnelle est une k-variété géométriquement rationnelle (ouverte) de dimen-
sion 2 + rang(Pic(Xs)).

La question 1 aurait une réponse affirmative s’il en était ainsi de la question
suivante :

Question 2 (CT-Sansuc 1977). Sur une k-surface projective et lisse géométri-
quement rationnelle X, les torseurs universels T avec un k-point sont-ils k-
rationnels ?

Ceci a été établi pour les surfaces fibrées en coniques au-dessus de P1
k avec

au plus 4 fibres géométriques non lisses. C’est d’ailleurs ce qui a mené aux
exemples de variétés stablement k-rationnelles non k-rationnelles ([4], voir ci-
dessous). La question est déjà ouverte pour les k-surfaces cubiques X ⊂ P3

k

d’équation x3 + y3 + z3 + at3 = 0 avec a /∈ k∗3.
En 1977, Sansuc et moi avons établi que si Y est une compactification lisse

d’un k-torseur universel T alors Pic(Y ) est un g-module de permutation, et
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Br(Y )/Br(k) = 0. Pour tester l’éventuelle non rationalité des torseurs univer-
sels sur les surfaces géométriquement rationnelles, on peut essayer de calcu-
ler les invariants cohomologiques supérieurs H i

nr(k(T )/k,Q/Z(i − 1)). Dans
sa thèse, Yang Cao a établi le théorème suivant, qui s’applique en particulier
aux k-surfaces cubiques lisses, et donne H3(k,Q/Z(2) = H3

nr(k(T )/k,Q/Z(2))
pour T torseur universel avec un k-point au-dessus de X ⊂ P3

k surface cubique
d’équation x3 + y3 + z3 + at3 = 0.

Théorème 4.3. — [6] Soit X une surface projective, lisse connexe, géomé-
triquement rationnelle sur un corps k. Si X n’est pas k-birationnelle à une
surface de del Pezzo k-minimale de degré 1, et si T est un torseur universel
sur X avec un k-point, H3

nr(k(T )/k,Q/Z(2))/H3(k,Q/Z(2)) est un groupe de
torsion 2-primaire.

Soit k un corps de caractéristique différente de 2 possédant une extension
finie L = k[t]/P (t) de degré 3, de clôture galoisienne K/k de groupe S3,
et soit k(

√
a) l’extension discriminant. Dans [4], on a montré que la surface

géométriquement rationnelle d’équation affine y2−az2 = P (x) est stablement
k-rationnelle mais non k-rationnelle. Ceci fut utilisé dans [4] pour donner des
exemples de variétés de dimension 3 sur C qui sont stablement rationnelles
mais non rationnelles.

Hassett avait soulevé la question si de tels exemples de k-surfaces stablement
k-rationnelles non k-rationnelles existent sur un corps k parfait dont la clôture
algébrique est procyclique, par exemple sur un corps fini.

Le théorème suivant, qu’on confrontera avec la question 1 ci-dessus, n’admet
pour l’instant qu’une démonstration extrêmement calculatoire, passant par
l’analyse (résultat du travail de plusieurs auteurs sur une grande période de
temps) de toutes les actions possibles du groupe de Galois absolu sur le groupe
de Picard géométrique des surfaces de del Pezzo de degré 3, 2, 1, ce qui implique
des groupes de Weyl de type E6, E7, E8.

Théorème 4.4. — [14] Soient k un corps et X une k-surface projective,
lisse, géométriquement rationnelle. Supposons que X possède un point k-
rationnel et que X soit déployée par une extension cyclique de k. Si X
n’est pas k-rationnelle, alors il existe une extension finie séparable k′/k telle
que Br(Xk′)/Br(k′) = H1(k′,Pic(Xs)) 6= 0, et alors X n’est pas stablement
k-rationnelle, ni même rétractilement k-rationnelle.

Soit X déployée par une extension cyclique de k. Si l’on suppose
Br(Xk′)/Br(k′) = H1(k′,Pic(Xs)) = 0 pour toute extension séparable k′

de k, on peut montrer (Endo-Miyata) que Pic(Xs) est un facteur direct d’un
module de permutation. Tout torseur universel T avec un k-point est alors
k-birationnel à X×k S. Si de tels torseurs universels étaient automatiquement
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k-rationnels (question 2 ci-dessus), l’hypothèse Br(Xk′)/Br(k′) = 0 pour tout
k′/k fini impliquerait que X est facteur direct d’une k-variété k-rationnelle.

5. Hypersurfaces cubiques

5.1. Rationalité, unirationalité, CH0-trivialité. — Soit X ⊂ Pn
k avec

n ≥ 3 une hypersurface cubique lisse avec X(k) 6= ∅. On sait que X est k-
unirationnelle (B. Segre, Manin, Kollár). Si X contient une k-droite, alors X
est k-unirationnelle de degré 2. Pour car.(k) 6= 3, il en est ainsi de l’hypersur-
face cubique de Fermat Xn ⊂ Pn

k définie par l’équation :

n∑
i=0

x3
i = 0.

Je renvoie à [3] pour plus de rappels et des références à la littérature.
Pour tout n = 2m+ 1 ≥ 3 impair, il existe des hypersurfaces cubiques lisses

X ⊂ Pn
k qui sont k-rationnelles. C’est le cas de celles qui contiennent une

paire globalement k-rationnelle d’espaces linéaires Π1, Π2, de dimension m,
chacun défini sur une extension au plus quadratique séparable de k, et sans
point commun. Il en est ainsi de l’hypersurface cubique de Fermat X2m+1.
Elle possède une paire globalement k-rationnelle de sous-espaces linéaires de
dimension m gauches l’un à l’autre, à savoir

x0 + jx1 = x2 + jx3 = · · · = x2m + jx2m+1 = 0

et son conjugué (j est une racine primitive cubique de 1).

Pour simplifier, supposons dans la suite de ce paragraphe k = C, et
considérons des hypersurfaces cubiques lisses X ⊂ Pn

C, n ≥ 3.
Toute hypersurface cubique X ⊂ Pn

C, n ≥ 3 contient une droite, et est donc
est unirationnelle de degré 2.

Si une hypersurface cubique est aussi unirationnelle de degré impair, alors
elle est CH0-triviale et tous les invariants de type cohomologie non ramifiée
sont universellement triviaux. On ne sait pas si X est alors rétractilement
rationnelle.

Un théorème fameux de Clemens et Griffiths dit qu’aucune X dans P4
C n’est

rationnelle. Pour n = 2m pair quelconque on ne connâıt aucune X dans P2m
C

qui soit rationnelle, ou même rétractilement rationnelle. Mais par ailleurs il
n’en existe à ce jour aucune dont on sache qu’elle n’est pas rétractilement
rationnelle.

C. Voisin a montré que sur une union dénombrable de fermés de codimension
3 de leur espace de modules, les hypersurfaces cubiques X ⊂ P4

C correspon-
dantes sont CH0-triviales.
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On connâıt des classes d’hypersurfaces cubiques de P5
C qui sont uniration-

nelles de degré impair (voir [30, Cor. 40]). Dans [12] on en donne dans Pn
C

pour tout n de la forme 6m−1, 6m+1, 6m+3. Elles sont “presque diagonales”
mais plus générales que l’hypersurface de Fermat.

Hassett, et d’autres, ont décrit des sous-variétés de l’espace de modules
des hypersurfaces cubiques de P5

C dont les hypersurfaces correspondantes sont
rationnelles (outre celles contenant deux plans gauches congugués). Ces sous-
variétés sont contenues dans une union dénombrable de diviseurs “spéciaux”
de l’espace de modules.

C. Voisin [51] a montré que sur beaucoup de ces diviseurs spéciaux, les
hypersurfaces cubiques correspondantes de P5

C sont CH0-triviales.
Soit X une k-variété projective, lisse, connexe. Suivant [51], on définit la

CH0-dimension essentielle δ(X) de X comme la plus petite dimension d’une
C-variété Y projective, lisse, connexe munie d’un morphisme Y → X tel que
pout tout corps F contenant C, l’application induite CH0(YF ) → CH0(XF )
soit surjective.

C. Voisin [51] a montré que pour les hypersurfaces cubiques lisses X ⊂ Pn
C

très générales avec n = 5 ou n ≥ 4 pair, si δ(X) < dim(X), alors δ(X) = 0,
i.e. X est CH0-triviale.

5.2. Hypersurfaces cubiques presque diagonales. — Dans [12] je
donne en toute dimension des classes explicites d’hypersurfaces cubiques lisses
complexes qui sont CH0-triviales. Certains des résultats valent sur un corps
non algébriquement clos, comme on va le voir. Voici une variation sur la
proposition 3.5 de l’article [12].

Proposition 5.1. — Soient k un corps et X une k-variété projective et lisse
telle que H1(X,OX) = 0, possédant un k-point. S’il existe une courbe Γ/k
projective, lisse, connexe, avec un k-point, et un k-morphisme Γ → X tels
que, pour tout corps F , l’application induite CH0(ΓF ) → CH0(XF ) soit sur-
jective, alors, pour tout corps F , l’application degF : CH0(XF ) → Z est un
isomorphisme, en d’autres termes la k-variété X est CH0-triviale.

Démonstration. — Soit J la jacobienne de Γ. Pour tout corps F , on a
A0(ΓF ) = J(F ). Notons K = k(X) le corps des fonctions de X. L’hypothèse
H1(X,OX) = 0 implique que la variété d’Albanese de X est triviale. Un
point de J(k(X)) définit une k-application rationnelle de X dans J , donc
un k-morphisme de X dans J car une application rationnelle d’une variété
lisse dans une variété abélienne est partout définie (A. Weil). Mais comme la
variété d’Albanese de X est triviale, tout tel morphisme est constant. On a
donc J(k) = J(k(X)). Ainsi l’image de A0(ΓK) dans A0(XK) est dans l’image
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de l’application composée

J(k) = A0(Γ)→ A0(X)→ A0(XK).

Par hypothèse, l’application A0(ΓK)→ A0(XK) est surjective. Ainsi la restric-
tion CH0(X) → CH0(XK) est surjective, et en particulier la classe du point
générique η de X, qui définit un point de X(K), a une classe dans CH0(XK)
qui est dans l’image de CH0(X). D’après la proposition 3.11 (Merkurjev), ceci
assure que la k-variété X est CH0-triviale. �

Remarque 5.2. — Soit k = C. L’énoncé ci-dessus implique que si CH0(X) =
Z, alors δ(X) ≤ 1 implique δ(X) = 0. R. Mboro [38] a établi l’énoncé suivant.
Supposons CH0(X) = Z, H2

Betti(X,Z)tors = 0 et H3
Betti(X,Z) = 0. Alors

δ(X) ≤ 2 implique δ(X) = 0.

Théorème 5.3. — Soit k un corps infini, de caractéristique différente de 3.
Soient f(x, y, z) ∈ k[x, y, z] et g(u, v) ∈ k[u, v] des formes cubiques non sin-
gulières. Soit X ⊂ P4

k l’hypersurface cubique lisse d’équation

f(x, y, z)− g(u, v) = 0.

Faisons les hypothèses suivantes, qui sont satisfaites si k est un corps
algébriquement clos :

(a) Il existe a ∈ k∗ tel que la surface cubique S de P3
k d’équation f(x, y, z)−

at3 = 0 soit une surface k-rationnelle et que la courbe Γ de P2
k d’équation

g(u, v)− at3 = 0 possède un k-point.
(b) L’hypersurface X contient une k-droite.

Alors l’hypersurface X est CH0-triviale.

Démonstration. — L’hypothèse (b) implique que X est k-unirationnelle de
degré 2, ce qui implique 2A0(XF ) = 0 pour tout corps F contenant k. On
a une application rationnelle dominante, de degré 3, de S × Γ vers X, qui
envoie le produit des variétés affines f(x, y, z)− a = 0 et g(u, v)− a = 0 vers
le point de coordonnées homogènes (x, y, z, u, v) ∈ X ⊂ P4

k. En utilisant le
fait que S est k-rationnelle, on montre que pour tout corps F contenant k,
il existe un k-morphisme f : Γ → X tel que pour tout corps F contenant k,
on ait 3CH0(XF ) ⊂ f∗(CH0(ΓF )). Comme on a 2A0(XF ) = 0, on en déduit
CH0(XF ) ⊂ f∗(CH0(ΓF )). La proposition 5.1 donne alors que X est CH0-
triviale. �

L’énoncé ci-dessus se généralise en dimension supérieure [12, Prop. 3.7]. Les
arguments de [12, Prop. 3.7 (i)] et la proposition ci-dessus permettent d’établir
que, sur tout corps k de caractéristique différente de 3, pour tout entier n ≥ 3,
impair ou non, l’hypersurface cubique de Fermat X ⊂ Pn

k , n ≥ 3, est CH0-
triviale. Pour tout n = 2m ≥ 4, et k = Q, c’est ainsi une question ouverte
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si cette hypersurface est rétractilement Q-rationnelle, ou même stablement
Q-rationnelle.

Sur le corps k = C, la méthode ci-dessus et des énoncés d’unirationalité
plus ou moins classiques permettent d’établir l’énoncé général suivant.

Théorème 5.4. — [12, Thm. 3.8] Toute hypersurface cubique lisse X ⊂ Pn
C

de dimension au moins 2 dont l’équation est donnée par une forme
∑

i Φi, où
les Φi sont à variables séparées et chacune a au plus 3 variables, est CH0-
triviale.

6. Spécialisation

6.1. Spécialisation de la R-équivalence et de l’équivalence ration-
nelle sur les zéro-cycles. — L’énoncé suivant est “bien connu”. Pour une
démonstration détaillée pour X/A projectif, on consultera la note de D. Ma-
dore [36]. Voir aussi [33, Cor. 6.7.2].

Théorème 6.1. — Soit A un anneau de valuation discrète, K son corps des
fractions, k son corps résiduel. Soit X un A-schéma propre, X = X ×A K
la fibre générique et Y = X ×A k la fibre spéciale. L’application de réduction
X(K) = X (A)→ Y (k) induit une application X(K)/R→ Y (k)/R.

Démonstration. — (Esquisse) Soit P1
K → X unK-morphisme. Par éclatements

successifs de points fermés sur P1
A, on obtient Z → P1

A et un A-morphisme
Z → X étendant l’application rationnelle. La fibre Zk est géométriquement
un arbre, dont les composantes sont des droites projectives. Comme on voit
par récurrence sur le nombre d’éclatements, la réunion T des composantes de
Zk obtenues par éclatement de k-points forme elle-même un arbre formé de
droites projectives P1

k, dont les intersections deux à deux sont égales à un
unique k-point, et tout k-point de Zk est contenu dans T . Les points 0 et ∞
de P1(K) = Z(K) s’étendent en des sections s0 et s∞ de Z → Spec(A). Les
spécialisations de ces sections au-dessus de Spec(k) sont des k-points de Zk,
qui sont dans le sous-arbre T . Les images de 0K et ∞K dans Y (k) sont donc
des points R-équivalents sur Y . �

Soient A un anneau de valuation discrète et π ∈ A une uniformisante. Soient
X un A-schéma projectif et plat, XK la fibre générique et Xk la fibre spéciale.

Étant donné un point fermé P ∈ XK , notons P̃ son adhérence dans X .
C’est un A-schéma fini. On a une immersion fermée P̃ ×A Spec(k) ↪→ Xk. On
associe à ce A-schéma fini une combinaison linéaire à coefficients entiers de
points fermés de Xk. Les coefficients sont définis par les longueurs évidentes.
Le zéro-cycle obtenu sur Xk peut aussi être vu comme le zéro-cycle associé au
k-schéma découpé par π = 0 sur P̃ .
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Ceci définit une application linéaire Z0(XK) → Z0(Xk). On vérifie que ce
processus est fonctoriel covariant en les morphismes (propres) de A-schémas
projectifs et plats.

Le théorème suivant est un cas particulier d’un théorème de Fulton pour
les groupes de Chow de cycles de dimension quelconque.

Théorème 6.2. — (Fulton) Soit A un anneau de valuation discrète, K son
corps des fractions, k son corps résiduel, π une uniformisante. Soit X un A-
schéma projectif et plat, X = X ×A K la fibre générique et Y = X ×A k la
fibre spéciale. Il existe un unique homomorphisme de spécialisation

CH0(X)→ CH0(Y )

qui associe à la classe d’un point fermé P de X d’adhérence P̃ ⊂ X la classe
du zéro-cycle associé au diviseur de Cartier découpé par π = 0 sur P̃ .

C’est énoncé au début du §20.3 de [25], avec référence au §6.2 et au théorème
6.3. On part d’une suite exacte facile

CH1(Y )→ CH1(X/A)→ CH0(X)→ 0

établie au §1.8.
On utilise ensuite un homomorphisme de Gysin i! : CH1(X/A)→ CH0(Y )

introduit au §6.2. Il est démontré au Théorème 6.3 que le composé CH1(Y )→
CH1(X/A) → CH0(Y ) est nul, en utilisant le fait que Y est un diviseur
de Cartier principal sur X . Ceci induit un homomorphisme de spécialisation
CH0(X)→ CH0(Y ).

Autant que je puisse voir, le §2, et la Proposition 2.6 de [25], qui utilisent un
homomorphisme de Gysin i∗ : CH1(X/A) → CH0(Y ), suffisent pour établir
ces résultats. Ceci utilise un théorème fondamental, le Théorème 2.4 de [25].
La Définition 2.3 de [25] donne précisément la description de l’homomorphisme
de spécialisation donnée dans l’énoncé ci-dessus.

Remarque 6.3. — On peut facilement ramener la démonstration de l’énoncé
ci-desssus au cas où X est une A-courbe plate, projective, connexe, régulière.
Mais ce cas-là ne semble pas plus facile que le cas général, si la A-courbe
n’est pas lisse. Or c’est tout le point : si la fibre spéciale Y = Xk est une
union de diviseurs lisses Yi/k (non principaux), on n’a pas en général de
flèches CH0(X)→ CH0(Yi) qui par somme donneraient la flèche CH0(X)→
CH0(Y ). Par ailleurs, si Y/k n’est pas lisse, la flèche naturelle Pic(Y ) →
CH0(Y ) n’est a priori ni injective ni surjective.
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6.2. Non rationalité stable par spécialisation singulière. — Les deux
théorèmes suivants, qui généralisent un argument de C. Voisin [50], sont établis
dans [20] en utilisant la spécialisation de Fulton des groupes de Chow (des zéro-
cycles). Ils ont déjà été discutés dans divers textes, en particulier dans [43] et
[44]. On développe ici la remarque 1.19 de [20] : on donne une démonstration
qui utilise la spécialisation de la R-équivalence, plus simple à établir que celle
du groupe de Chow des zéro-cycles. On comparera l’énoncé suivant avec [20,
Thm. 1.12].

Théorème 6.4. — Soient A un anneau de valuation discrète, K son corps
des fractions, et k son corps résiduel. Soient X un A-schéma projectif et plat,
X = X×AK la fibre générique et Y = X×Ak la fibre spéciale. Supposons X/K
lisse et géométriquement intègre et Y/k géométriquement intègre. Supposons
que Y (k) est Zariski dense dans Y et qu’il existe une résolution des singularités
projective f : Z → Y qui est un CH0-isomorphisme. Sous l’une des hypothèses
suivantes :

(a) la K-variété X est R-triviale,
(b) la K-variété X est rétractilement K-rationnelle,

la k-variété Z est CH0-triviale.

Démonstration. — On procède au début comme dans [20, Thm. 1.12]. L’an-
neau local de X au point générique η de Y est un anneau de valuation discrète.
On note B son hensélisé (ou son complété). Soit F son corps des fractions.
La flèche A → B est un homomorphisme local, induisant k → k(Y ) sur
les corps résiduels et K → F sur les corps de fractions. On considère le B-
schéma X ×AB. Sa fibre spéciale est Y ×k k(Y ), qui admet la désingularisation
Z ×k k(Y ) → Y ×k k(Y ). Le k(Y )-morphisme Z ×k k(Y ) → Y ×k k(Y ) est
CH0-trivial. Soit U ⊂ Ylisse un ouvert tel que f−1(U) → U soit un isomor-
phisme. Soit P ∈ U(k). Soit M ∈ Z(k) son image réciproque sur f−1(U). Par
Hensel, le point générique η ∈ Y (k(Y )) et le point Pk(Y ) se relèvent en des F -
points de X×KF . Sous l’hypothèse (a), deux tels points sont R-équivalents sur
X×KF = X ×AF . Pour K de caractéristique zéro, le théorème 3.7 (qui utilise
le théorème de Hironaka) montre que l’hypothèse (b) implique l’hypothèse (a).
Sans restriction sur la caractéristique, sous l’hypothèse (b), d’après la Propo-
sition 3.6, il existe W ⊂ X un ouvert Zariski de X tel que l’image de W (F )
dans XK(F )/R est réduite à un élément. Soit T ⊂ X le complémentaire de W
dans X. L’adhérence de T dans X ne contient pas Y . Comme Y (k) est Zariski
dense dans Y on peut choisir P ∈ U(k) ⊂ Y (k) hors de cette adhérence. Le
point η ∈ Y (k(Y )) et le point Pk(Y ) se relèvent alors en des F -points de W , qui
donc sont R-équivalents sur X ×K F . Par spécialisation de la R-équivalence
(Théorème 6.1), les points η et Pk(Y ) sont R-équivalents sur Yk(Y ). Ils sont
donc rationnellement équivalents sur Yk(Y ). Soit ξ le point générique de Z
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d’image η ∈ Y . L’hypothèse que f est un CH0-isomorphisme implique que
ξk(Z) est rationnellement équivalent à Mk(Z) sur Zk(Z). D’après la proposition
3.11, ceci implique que la k-variété projective et lisse Z est CH0-triviale. �

On en déduit une démonstration alternative de [20, Thm. 1.14] :

Théorème 6.5. — Soit A un anneau de valuation discrète, K son corps
des fractions, k son corps résiduel supposé algébriquement clos. Soit K une
clôture algébrique de K. Soit X un A-schéma projectif et plat, X = X ×A K
la fibre générique et Y = X ×A k la fibre spéciale. Supposons X/K lisse
et géométriquement intègre et Y/k géométriquement intègre. Supposons qu’il
existe une résolution des singularités projective f : Z → Y qui est un CH0-
isomorphisme. Si la K-variété X×KK est rétractilement rationnelle, alors la
k-variété Z est CH0-triviale.

Démonstration. — On commence par remplacer A et K par leurs complétés.
Il existe une extension finie E/K sur laquelle X ×K E est rétractilement E-
rationnelle. On remplace K par E et A par la clôture intégrale de A dans
E, qui est un anneau de valuation discrète car A est complet. On applique
alors le théorème 6.4, dont la démonstration utilise la spécialisation de la R-
équivalence mais pas celle de l’équivalence rationnelle. �

Pour ce qui concerne l’hypothèse que la résolution des singularités est CH0-
triviale, rappelons le résultat facile suivant :

Proposition 6.6. — [20, Prop. 1.8] Soit f : Z → Y un morphisme propre de
k-variétés. Pour établir que, sur tout corps F contenant k, l’homomorphisme
f∗ : CH0(ZF )→ CH0(YF ) est un isomorphisme, il suffit de montrer que, pour
tout point M du schéma Y , le k(M)-schéma fibre ZM est CH0-trivial. �

Dans [44, §2.4], A. Pirutka développe une autre variante de la remarque
1.19 de [20].

Théorème 6.7. — Soit A un anneau de valuation discrète, de corps des
fractions K et de corps résiduel k. Soit X un A-schéma projectif et plat,
X = X ×A K la fibre générique et Y = X ×A k la fibre spéciale. Supposons
X/K et Y/k géométriquement intègres, et Y (k) Zariski dense dans Y . Suppo-
sons qu’il existe une résolution des singularités projective f : Z → Y qui soit
R-triviale (au sens de la définition 3.5). Si X est rétractilement K-rationnelle,
alors Z est presque R-triviale. En particulier, il existe un point M ∈ Z(k) tel
que le point générique de Z est, sur Zk(Z), R-équivalent à Mk(Z). �

Ceci nous permet d’établir un énoncé à comparer avec la méthode de Totaro
[49], qui ne donne que H0(Z,Ωi) = 0.
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Théorème 6.8. — Soit A un anneau de valuation discrète, de corps des frac-
tions K et de corps résiduel k algébriquement clos. Soit X un A-schéma pro-
jectif et plat, X = X ×A K la fibre générique et Y = X ×A k la fibre spéciale.
Supposons X/K et Y/k géométriquement intègres. Supposons qu’il existe une
résolution des singularités projective f : Z → Y qui soit R-triviale (au sens de
la définition 3.5). Supposons la K-variété X géométriquement rétractilement
rationnelle. Alors :

(i) La k-variété Z est presque R-triviale. En particulier il existe un point
M ∈ Z(k) tel que le point générique de Z est, sur Zk(Z), R-équivalent à Mk(Z).

(ii) Pour tous entiers i > 0 et m > 0, on a

H0(Z, (Ωi)⊗m) = 0.

Démonstration. — Pour établir le point (i) à partir du théorème 6.7, on
procède comme dans [20, Thm. 1.14], [44, Thm. 2.14] (où l’on s’est restreint
à car(k) = 0) et dans les théorèmes 6.4 et 6.5 ci-dessus. La proposition 3.31
ci-dessus (appliquée à Z) donne alors le point (ii). �

Pour établir dans des cas concrets qu’une résolution f : Z → Y est R-
triviale, on peut utiliser l’énoncé suivant.

Proposition 6.9. — Soit f : Z → Y un k-morphisme propre. Si pour tout
corps F contenant k et tout point M ∈ Y (F ), la F -variété fibre ZM est R-
triviale, alors le morphisme f est R-trivial. �

La démonstration de cet énoncé est facile, car les hypothèses impliquent que
tout F -morphisme d’un ouvert de P1

F vers YF se relève en un F -morphisme
de cet ouvert vers ZF . Mais, dans la pratique, établir que l’hypothèse sur les
fibres ZM vaut est l’une des principales difficultés.

6.3. Applications aux variétés algébriques complexes. — Elles sont
nombreuses. Certaines ont été décrites dans les rapports [43], [44].

Pour des familles projectives et lisses X → S de variétés algébriques d’un
“type donné”, paramétrées par une variété algébrique complexe, on établit des
théorèmes du type :

L’ensemble des points s ∈ S(C) tels que la fibre Xs ne soit pas rétractilement
rationnel est Zariski dense dans S.

On montre en fait que l’ensemble des points s où Xs est rétractilement
rationnel est contenu dans une union dénombrable de fermés propres de S.

On s’intéresse bien sûr à des variétés projectives et lisses X/C qui sont
“proches d’être rationnelles”, en particulier qui sont rationnellement connexes
(i.e. telles que X(C)/R soit réduit à un point). C’est le cas des variétés de
Fano.

On a étudié :
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• les hypersurfaces lisses dans Pn
C (de degré d ≤ n)

• les revêtements cycliques ramifiés de Pn
C (avec des conditions sur le degré

du revêtement et le degré de l’hypersurface de ramification)
• des familles de quadriques de dimension relative d au moins 1 au-dessus

de Pn
C

• des familles de surfaces de del Pezzo, et plus généralement de variétés de
Fano, au-dessus de Pn

C

On procède par dégénérescence de ces variétés sur des variétés singulières
Y/k, avec k éventuellement de caractéristique positive, pour lesquelles on
trouve une résolution des singularités Z → Y qui soit un morphisme CH0-
trivial, et l’on montre que Z n’est pas CH0-triviale, ou que Z n’est pas presque
R-triviale en utilisant le groupe de Brauer ou la cohomologie non ramifiée ou
bien, si le corps résiduel k est de caractéristique positive, l’invariant H0(Z,Ωi).

Il y a ici deux points qui demandent beaucoup de travail :
•Montrer que la résolution Z → Y est un morphisme CH0-trivial (c’est une

propriété indépendante de la résolution). En pratique, il faut faire la résolution
explicite, et voir si les fibres sont CH0-triviales, ce qui donne le résultat grâce
à la Proposition 6.6.
• Montrer qu’un invariant (groupe de Brauer, cohomologie non ramifiée ...)

n’est pas trivial sur Z.

La première méthode, avec H2
nr, alias le groupe de Brauer, est celle qui a

été utilisée par C. Voisin (doubles solides quartiques) puis dans [20] (quar-
tiques lisses dans P4), puis par Beauville (doubles solides sextiques), et dans
de nombreux articles subséquents de Hassett, Pirutka, Tschinkel, Kresch,
Böhning, von Bothmer, Auel. C’est celle qui a permis le résultat spectaculaire
de Hassett, Pirutka, Tschinkel [31] selon lequel la rationalité stable n’est pas
forcément constante dans une famille lisse de dimension relative au moins 4.

La seconde méthode, avec les différentielles en caractéristique positive, a
été initiée par B. Totaro [49]. Elle est inspirée d’un travail de Kollár de 1995,
qui utilisait déjà un argument de spécialisation sur une variété singulière en
caractéristique positive et H0(Z,Ωi). Totaro en a déduit des résultats très
généraux sur la non rationalité stable des hypersurfaces très générales dans Pn,
de degré d ≤ n satisfaisant approximativement d ≥ 2n/3. Elle a été poursuivie
dans [21]. De nombreux autres résultats ont été ensuite obtenus par cette
méthode par T. Okada, H. Ahmadinezhad, I. Krylov et par Chatzistamatiou
et Levine pour d’autres types de variétés rationnellement connexes. Peut-on
envisager des applications intéressantes du Théorème 6.8 (ii) qu’on ne puisse
obtenir à partir de la simple conclusion H0(Z,Ωi) = 0 ?

La première méthode, cette fois-ci avec les invariants cohomologiques
supérieurs H i

nr, vient d’être utilisée par S. Schreieder [45] pour des fibrations
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en quadriques de grande dimension au-dessus de l’espace projectif. À cette oc-
casion, il a introduit une variante importante de la méthode de spécialisation,
qui évite dans certains cas de vérifier si la résolution de la fibre spéciale est
CH0-triviale (ou presque R-triviale).

On trouvera ceci discuté dans le texte [15].
Par spécialisations successives à partir du cas des familles de quadriques

de Pfister au-dessus d’un espace projectif, Schreieder [46] a fait progresser de
façon spectaculaire le cas des hypersurfaces très générales de degré d dans Pn

C,
obtenant leur non rationalité stable avec une condition du type d ≥ log(n).

7. Hypersurfaces cubiques non stablement rationnelles sur un
corps non algébriquement clos

Soient k un corps et X ⊂ Pn
k , n ≥ 3, une hypersurface cubique lisse. On

s’intéresse ici au cas où k n’est pas algébriquement clos.
Le défi ici est, pour un corps k de complexité arithmétique donné (corps

fini, corps local, corps de nombres, corps de fonctions de d variables sur un
de ces corps ou sur les complexes, corps de séries formelles itérées sur l’un
de ces corps) de trouver des hypersurfaces cubiques lisses non rétractilement
k-rationnelles X ⊂ Pn

k avec X(k) 6= ∅ et n aussi grand que possible.

7.1. Hypersurfaces cubiques réelles. —

Proposition 7.1. — Pour tout entier n ≥ 2, il existe une hypersurface cu-
bique lisse X ⊂ Pn

R telle que le lieu des points réels X(R) ait deux compo-
santes connexes. En particulier, une telle hypersurface n’est pas rétractilement
R-rationnelle.

Démonstration. — Soit n ≥ 2 et soient x0, . . . , xn−2, u, v des variables. Soit

Φ(x0, . . . , xn−2, u, v) = (
∑
i

x2
i )v − u(u− v)(u+ v).

Soit Y ⊂ Pn
R l’hypersurface cubique définie par l’équation

Φ(x0, . . . , xn−2, u, v) = 0.

Son lieu singulier est donné par u = v =
∑

i x
2
i = 0, il n’a pas de point réel. On

a donc Ylisse(R) = Y (R). Les coordonnées (u, v) définissent une application
continue Ylisse(R) → P1(R), dont l’image est la réunion des deux invervalles
définis par u(u− v)(u+ v) ≥ 0. On vérifie ainsi que Y (R) est une variété C∞

avec deux composantes connexes. Soit Ψ(x0, . . . , xn−2, u, v) =
∑

i x
3
i +u3 +v3.

Pour ε ∈ R petit, l’hypersurface cubique définie par Φ + εΨ = 0 est lisse pour
ε 6= 0, pout tout ε ∈ R petit, son lieu réel est une variété C∞ lisse, et par le
théorème d’Ehresmann, ce lieu est difféomorphe à Y (R) = Ylisse(R). �
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Exercice : pour une hypersurface cubique X ⊂ Pn
R, n ≥ 2, l’espace X(R) a

au plus deux composantes connexes.

7.2. Spécialisations à fibres réductibles. — Dans le contexte de la
spécialisation du groupe de Chow, Totaro [49] a utilisé des spécialisations
à fibre réductible. On peut le faire aussi dans le cadre de la R-équivalence.
L’énoncé suivant est inspiré par [49] et [7], mais est plus simple.

Proposition 7.2. — Soit A un anneau de valuation discrète, K son corps
des fractions, k son corps résiduel. Soit X un A-schéma propre et plat. Sup-
posons la fibre générique X/K lisse et géométriquement intègre. Soit Y la
fibre spéciale. Supposons Y union de deux fermés Y = V ∪W , T = V ∩W ,
T (k) = ∅, Vlisse(k) 6= ∅ et Wlisse(k) 6= ∅. Alors la K-variété X n’est pas
R-triviale et n’est donc pas rétractilement K-rationnelle.

Démonstration. — On peut supposer que A est hensélien. Soient p ∈ Vlisse(k)
et q ∈ Wlisse(k). Par le lemme de Hensel, il existe des A-points P et Q de
X (R) = X(K) qui se spécialisent l’un en p, l’autre en q. Par le théorème 6.1,
l’application de spécialisation X(K) = X (A)→ Y (k) passe au quotient par la
R-équivalence. Si X est R-triviale, il existe donc une châıne de k-morphismes
P1
k → Y qui relie p et q. Il existe donc un k-morphisme f : P1

k → Y tel que
f(0) ∈ V (k) et f(∞) ∈ W (k). La courbe P1

k est alors couverte par les deux
fermés non vides v = f−1(V ) et w = f−1(W ), qui contiennent chacun un
k-point, et dont l’intersection n’a pas de k-point car T (k) = ∅. L’un des deux
fermés, soit v est égal à P1

k. Mais alors w ⊂ v, et tout k-point de w est dans
v. Contradiction. �

Exemples 7.3. — Soient n ≥ 2 et f0(x1, . . . , xn) ∈ k[x1, . . . , xn] une forme
homogène de degré d ≥ 2 sans zéro sur le corps k définissant une hypersurface
lisse sur k. Soit α ∈ k∗ une valeur (non nulle) de f sur kn. Soit f(x0, . . . , xn) :=
αxd0−f0(x1, . . . , xn) ∈ k[x0, x1, . . . , xn], puis g(x0, . . . , xn) = x0.f(x0, . . . , xn).
Soit Y ⊂ Pn

k l’hypersurface de degré d+1 définie par g = 0. C’est l’union de V
défini par x0 = 0 et W défini par f0(x1, . . . , xn) = 0. L’intersection T = V ∩W
satisfait T (k) = ∅. On a V (k) 6= ∅ et W (k) 6= ∅.

Soit g(x0, . . . , xn) ∈ k[x0, x1, . . . , xn] une forme homogène de degré d + 1
définissant une hypersurface lisse dans Pn

k . On considère alors A = k[[t]], K =
k((t)). L’hypersurface X ⊂ Pn

K définie par tg(x0, . . . , xn) + f(x0, . . . , xn) = 0
n’est pas R-triviale, et n’est pas pas rétractilement K-rationnelle.

On peut aussi donner des exemples similaires avec A un anneau de valuation
discrète complet d’inégale caractéristique.
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En utilisant cette méthode dans le cas d = 2, on obtient des hypersurfaces
cubiques lisses, avec un K-point, non rétractilement K-rationnelles dans PN

K

pour tout N ≤ 2r−1 sur K = C((u1)) . . . ((ur)) et dans Qp((u1)) . . . ((ur−2)).
Sur K = C((u1))((u2))((u3)) on trouve donc des hypersurfaces cubiques

dans P4
K . Ces bornes sont les mêmes que celles obtenues dans [7] et dans [13],

qui établissent le résultat plus fort que les hypersurfaces cubiques concernées
ne sont pas CH0-triviales. La démonstration de ce dernier résultat utilise une
variation due à Totaro de la technique de spécialisation de Voisin et CT-
Pirutka pour les groupes de Chow de zéro-cycles.

7.3. Hypersurfaces cubiques diagonales et cohomologie non ra-
mifiée. — Ce paragraphe est extrait directement de l’article [13]. On utilise
encore ici une technique de spécialisation, mais elle est différente de celles
employées ci-dessus.

Théorème 7.4. — Soit k un corps de caractéristique différente de 3,
possédant un élément a qui n’est pas un cube. Soient 0 ≤ n ≤ m des entiers.
Soit F un corps avec

k(λ1, . . . , λm) ⊂ F ⊂ Fm := k((λ1)) . . . ((λm)).

L’hypersurface cubique X := Xn,F de Pn+3
F définie par l’équation

x3 + y3 + z3 + aw3 +

n∑
i=1

λit
3
i = 0

possède un point rationnel et n’est pas universellement CH0-triviale, en par-
ticulier elle n’est pas rétractilement F -rationnelle.

Démonstration. — Pour établir le résultat, on peut supposer que k contient
une racine cubique primitive de l’unité, soit j, et que F = Fm. Le lemme 7.5
ci-dessous permet de supposer n = m. On fixe un isomorphisme Z/3 = µ3 et
on considère la cohomologie étale à coefficients Z/3. On ignore les torsions à la
Tate dans les notations. Etant donnés un corps L contenant k et des éléments
bi, i = 1, . . . , s, de L∗, on note (b1, . . . , bs) ∈ Hs(L,Z/3) le cup-produit, en
cohomologie galoisienne, des classes (bi) ∈ L∗/L∗3 = H1(L,Z/3).

On va démontrer par récurrence sur n 6= 0 l’assertion suivante, qui implique
la proposition.

(An) Soient k, a, Fn et Xn/Fn comme ci-dessus. Le cup-produit

αn := ((x+ jy)/(x+ y), a, λ1, . . . , λn) ∈ Hn+2(Fn(Xn),Z/3)

définit une classe de cohomologie non ramifiée (par rapport au corps de base
Fn) qui ne provient pas d’une classe dans Hn+2(Fn,Z/3).

Le cas n = 0 est connu ([37, Chap. VI, §5] [23, §2.5.1]). Supposons l’asser-
tion démontrée pour n.
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La classe αn+1 sur la Fn+1-hypersurface Xn+1 ⊂ Pn+4
Fn+1

a ses résidus triviaux

en dehors des diviseurs définis par x+ y = 0 et x+ jy = 0. Soit ∆ ⊂ Xn+1 le
diviseur x+ y = 0. Ce diviseur est défini par les équations

x+ y = 0, z3 + aw3 +

n+1∑
i=1

λit
3
i = 0.

Le résidu de αn+1 au point générique de ∆ est

∂∆(αn+1) = ±(a, λ1, . . . , λn+1) ∈ Hn+2(Fn+1(∆),Z/3).

Mais dans le corps des fonctions de ∆, on a

1 + a(w/z)3 +
n+1∑
i=1

λi(ti/z)
3 = 0

et cette égalité implique (cf. [40, Lemma 1.3]) :

(a, λ1, . . . , λn+1) = 0 ∈ Hn+2(Fn+1(∆),Z/3).

Le même argument s’applique pour le diviseur défini par x+jy = 0. Ainsi αn+1

est une classe de cohomologie non ramifiée sur la Fn+1-hypersurface Xn+1.
Soit Xn+1 le Fn[[λn+1]]-schéma défini par

x3 + y3 + z3 + aw3 +
n+1∑
i=1

λit
3
i = 0.

Le diviseur Z défini par λn+1 = 0 sur X est le cône d’équation

x3 + y3 + z3 + aw3 +
n∑
i=1

λit
3
i = 0

dans Pn+4
Fn

, cône qui est birationnel au produit de P1
Fn

et de l’hypersurface

cubique lisse Xn ⊂ Pn+3
Fn

définie par

x3 + y3 + z3 + aw3 +
n∑
i=1

λit
3
i = 0.

Le corps des fonctions rationnelles de Xn+1 est Fn+1(Xn+1).
On a

∂Z(αn+1) = ±((x+ jy)/(x+ y), a, λ1, . . . , λn) ∈ Hn+2(Fn(Z),Z/3).

Par l’hypothèse de récurrence

((x+ jy)/(x+ y), a, λ1, . . . , λn) ∈ Hn+2(Fn(Xn),Z/3)

n’est pas dans l’image de Hn+2(Fn,Z/3). Ceci implique que

((x+ jy)/(x+ y), a, λ1, . . . , λn) ∈ Hn+2(Fn(Z)),Z/3)
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n’est pas dans l’image de Hn+2(Fn,Z/3). Du diagramme commutatif

∂Z : Hn+3(Fn+1(X),Z/3) → Hn+2(Fn(Z),Z/3)
↑ ↑

∂λn+1=0 : Hn+3(Fn+1,Z/3) → Hn+2(Fn,Z/3)

on conclut que

αn+1 := ((x+ jy)/(x+ y), a, λ1, . . . , λn+1) ∈ Hn+3(Fn+1(X),Z/3)

n’est pas dans l’image de Hn+3(Fn+1,Z/3).
Ceci établit (An) pour tout entier n et implique (cf. [39]) que la Fn-variété

Xn n’est pas universellement CH0-triviale et n’est pas rétractilement Fn-
rationnelle. �

Lemme 7.5. — Soit F un corps. Si une F -variété X projective, lisse,
géométriquement connexe n’est pas universellement CH0-triviale, alors la
F ((t))-variété X ×F F ((t)) n’est pas universellement CH0-triviale, et donc
n’est pas rétractilement F ((t))-rationnelle.

Démonstration. — Sur tout corps L contenant F , on dispose de l’application
de spécialisation CH0(XL((t)))→ CH0(XL), et cette application est surjective
et respecte le degré. �

Remarque 7.6. — Il serait intéressant de comprendre la généralité de la
construction faite dans le théorème 7.4. On utilise une classe de cohomolo-
gie non ramifiée non constante sur un modèle birationnel de la fibre spéciale
d’une k[[t]]-schéma propre à fibres intègres, et on en tire une classe de coho-
mologie non ramifiée non constante de degré un de plus sur la fibre générique
sur k((t)), essentiellement par cup-produit avec la classe d’une uniformisante
de l’anneau k[[t]].

On laisse au lecteur le soin d’établir l’analogue suivant du théorème 7.4.

Théorème 7.7. — Soient p 6= 3 un nombre premier et k un corps p-adique
dont le corps résiduel contient les racines cubiques primitives de 1. Soit a ∈ k∗
une unité qui n’est pas un cube. Soit π une uniformisante de k. Soient 0 ≤
n ≤ m des entiers. Soit F un corps avec

Q(a)(λ1, . . . , λm) ⊂ F ⊂ k((λ1)) . . . ((λm)).

L’hypersurface cubique Xn de Pn+4
F définie par l’équation

x3 + y3 + z3 + aw3 + πt3 +

n∑
i=1

λit
3
i = 0,

qui possède un point rationnel, n’est pas universellement CH0-triviale et donc
n’est pas rétractilement F -rationnelle.
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Exemples
En appliquant le théorème 7.4, on trouve Xn ⊂ Pn+3

F non rétractilement
F -rationnelle avec

k(λ1, . . . , λn) ⊂ F ⊂ k((λ1)) . . . ((λn))

dans les situations suivantes.
(i) Le corps k = F est un corps fini de caractéristique différente de 3 conte-

nant les racines cubiques de 1.
(ii) Le corps k, de caractéristique différente de 3, possède une valuation

discrète, par exemple k est le corps des fonctions d’une variété complexe de
dimension au moins 1, ou est un corps p-adique, ou est un corps de nombres.

On trouve ainsi des hypersurfaces cubiques lisses non rétractilement
C(x1, . . . , xm)-rationnelles dans Pn

C(x1,...,xm), avec un point rationnel, pour

tout entier n avec 3 ≤ n ≤ m+ 2.
En appliquant le théorème 7.7, sur un corps k p-adique (p 6= 3) conte-

nant une racine cubique de 1, on trouve des hypersurfaces cubiques lisses non
rétractilement k(x1, . . . , xm)-rationnelles dans Pn

k(x1,...,xm), avec un point ra-

tionnel, pour tout entier n avec 4 ≤ n ≤ m+ 4.

Remerciements. Je remercie Andreas Hochenegger, Manfred Lehn et Paolo
Stellari de l’invitation à donner ce cours, et je remercie le rapporteur de ces
notes pour sa lecture attentive.

Références

[1] M. Artin et D. Mumford, Some elementary examples of unirational varieties which
are not rational, Proc. London Math. Soc. (3) 25 (1972) 75–95.
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[22] J.-L. Colliot-Thélène et J.-J. Sansuc, La R-équivalence sur les tores, Ann. Sc. Éc.
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