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VARIÉTÉS RÉELLES FIBRÉES EN QUADRIQUES PRESQUE DE
PFISTER

Jean-Louis Colliot-Thélène et Federico Scavia

Abstract. Let R be the field of real numbers, let p(u) ∈ R[u] be a non-
constant positive polynomial, and let n ≥ 2 be an integer. Let X/R be a
smooth projective model of the affine variety given by

∑2n−1
i=1 x2

i − up(u) = 0.
We show that X is universally CH0-trivial. In the case n = 2 and under
restrictive assumptions on the polynomial p(u), this result had been obtained
by Pirutka and the first author. Examples of Benoist and Pirutka show that
this result does not extend to an arbitrary real closed field. We extend their
examples to higher dimension. To obtain our results, we first generalize a
criterion of universal CH0-triviality over an arbitrary field obtained by Pirutka
and the first author.

Résumé. Soit R le corps des réels, soit p(u) ∈ R[u] un polynôme séparable,
non constant, strictement positif et soit n ≥ 2 un entier. Soit X/R un modèle
projectif et lisse de la variété affine d’équation

∑2n−1
i=1 x2

i − u.p(u) = 0. Nous
montrons que la variété X est universellement CH0-triviale. Dans le cas n = 2
et sous des hypothèses restrictives sur le polynôme p(u), ce résultat avait été
obtenu par Pirutka et le premier auteur. D’après des exemples de Benoist et
Pirutka, on sait que ce résultat ne s’étend pas à un corps réel clos arbitraire.
On étend leurs exemples en dimension supérieure. Pour obtenir nos résultats,
nous commençons par généraliser un critère de CH0-trivialité universelle sur
un corps quelconque obtenu par Pirutka et le premier auteur.
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1. Introduction

Soit X une variété projective, lisse, géométriquement rationnelle sur le corps des
réels R. Si X est rationnelle ou même simplement stablement rationnelle, l’espace
topologique X(R) est connexe (donc non vide). La connexité de X(R) implique la
rationalité de X en dimension 2, mais dès la dimension 3 elle ne l’implique pas, elle
n’implique même pas la rationalité stable, ni même la CH0-trivialité universelle
[CTP24, Prop. 11.1].

Soit maintenant X une fibration en quadriques réelle générique, c’est-à-dire que
X est une R-variété projective et lisse munie d’un morphisme plat X → P1

R dont
toute fibre géométrique est une quadrique de dimension ≥ 1 avec au plus un point
singulier. Supposons X(R) connexe. D’après Hassett-Tschinkel [HT21] (cf. [CTP24,
Section 1.2]), il existe des fibrations en surfaces quadriques réelles génériques X →
P1
R telles que X(R) est connexe mais X n’est pas rationnelle. On ne sait pas si la

connexité de X(R) entraîne la rationalité stable de X, ou même si elle entraîne la
CH0-trivialité universelle pour X.

Dans plusieurs articles antérieurs, le cas particulier des fibrations X données par
une équation affine

(1.1) x2 + y2 + z2 − u.p(u) = 0

avec p(u) ∈ R[u] séparable, non constant, de degré pair, strictement positif sur R
(ce qui assure la connexité de X(R)) a été étudié. La projection X → P1

R est induite
par la coordonnée u.

Pirutka et le premier auteur [CTP24] ont donné un critère algébrique général
équivalent à la CH0-trivialité universelle pour X et ils ont utilisé ce critère pour
montrer la CH0-trivialité universelle dans certains cas. Par exemple, supposons
p(u) = u2 + au+ b positif, c’est-à-dire b > a2/4. Dans [CTP24], on établit la CH0-
trivialité universelle si l’on a b ≥ a2/3, et pour un ensemble dénombrable dense
(pour la topologie euclidienne) de couples (a, b) ∈ R2 avec a2/4 < b < a2/3.

Sur un corps réel clos quelconque R, on dispose d’une notion de connexité semi-
algébrique de X(R) qui généralise la connexité topologique usuelle de X(R) si
R = R. Si R := ∪n≥1R((t1/n)) est le corps réel clos des séries de Puiseux réelles,
avec t infiniment petit positif, et

p(u) = (u+ 1)2 + t = u2 + 2u+ 1 + t ∈ R[u]

(donc X(R) semi-algébriquement connexe), Benoist et Pirutka [BP24] utilisent le
critère de [CTP24], qui vaut sur tout corps réel clos, pour établir que la R-variété
X donnée par (1.1) n’est pas universellement CH0-triviale.

Il est facile de voir [CTP24, Remarque 12.3] que toute R-variété d’équation
N∑
j=1

x2
j = u.p(u)

avec p(u) ∈ R[u] positif est R-rationnelle si l’entier N ≥ 2 est pair.
Notre théorème principal est le suivant. Il étend le résultat de [CTP24] dans

deux directions : dimension des fibres et condition optimale sur p(u).

Théorème 1.1 (Théorème 5.2). Soit n ≥ 2 un entier. Soit p(u) ∈ R[u] un poly-
nôme séparable, non constant, de degré pair, strictement positif sur R. Soit X un
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modèle projectif et lisse de la fibration en quadriques sur P1
R d’équation affine

(1.2)
2n−1∑
i=1

x2
i − u.p(u) = 0.

Alors X est universellement CH0-triviale.
Le théorème 1.1 est optimal : si le signe de p(u) n’est pas constant, alors X(R)

est non vide et n’est pas connexe, donc d’après [CTI81] CH0(X)/2 n’est pas Z/2Z.
Corollaire 1.2. Soit p(u) ∈ R[u] un polynôme séparable, non constant, de degré
pair, strictement positif sur R. Soit X un modèle projectif et lisse de la fibration en
quadriques sur P1

R d’équation affine (1.1) :
x2 + y2 + z2 − u.p(u) = 0.

Alors X est universellement CH0-triviale.
Le corollaire 1.2 s’applique par exemple à p(u) = u2 +au+ b pour tout b > a2/4.
Le théorème 1.1 et le corollaire 1.2 ne s’étendent pas aux corps réels clos non-

archimédiens, comme le montre l’exemple de Benoist et Pirutka mentionné ci-
dessus, où b− a2/4 = t est infiniment petit positif.

Les énoncés ci-dessus sur le corps R des réels se déduisent par une méthode
élémentaire (Lemme 5.1) du théorème suivant, lequel vaut sur tout corps réel clos
R.
Théorème 1.3 (Théorème 4.3). Soit R un corps réel clos, soit p(u) ∈ R[u] sépa-
rable, unitaire, non constant, de degré pair, tel que p(λ) > 0 pour tout λ ∈ R. Soit
π : X → P1

R une fibration en quadriques donnée au-dessus de A1
R = Spec(R[u]) par

l’équation affine
2n−1∑
i=1

x2
i − u.p(u) = 0.

Soit ∆ la R-courbe projective et lisse d’équation
w2 = vp(−v).

Soit W := X ×R ∆. Alors la classe
(u+ v,−1, . . . ,−1) ∈ Hn+1(R(W ),Z/2Z)

appartient au sous-groupe Hn+1
nr (R(W )/R,Z/2Z). De plus, les conditions suivantes

sont équivalentes :
(i) Cette classe est nulle.

(ii) La fonction u+ v est une somme de 2n carrés dans R(W ).
(iii) Pour tout corps F contenant R, on a A0(XF ) = 0.
Le théorème 1.3 est un cas particulier d’un énoncé plus général (voir le théorème

3.5). Il s’agit d’une extension d’un résultat du premier auteur et Pirutka [CTP24]
(où n = 2). Le nouvel ingrédient est la proposition 2.5, extension due à Parimala
aux formes presque de Pfister de dimension 2n (voir la définition 2.4) d’un résultat
du premier auteur et Skorobogatov [CTS93, Proposition 2.3] dans le cas n = 2.

Comme deuxième application du théorème 1.3, on étend en dimension supérieure
les exemples de variétés semi-algébriquement connexes non-stablement rationnelles
sur le corps des séries de Puiseux réelles dus à Benoist et Pirutka [BP24] ; voir le
théorème 6.1.
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Notations. Soit k un corps. Une k-variété est un k-schéma séparé de type fini.
Une k-variété intègre est dite k-rationnelle si elle est k-birationnelle à un espace
projectif Pnk , c’est-à-dire si son corps des fonctions k(X) est transcendant pur sur
k. Une k-variété intègre X est dite stablement k-rationnelle s’il existe des espaces
projectifs Pnk et Pmk tels que X ×k Pnk soit k-birationnel à Pmk .

Pour X une k-variété, on note CH0(X) le groupe de Chow des zéro-cycles mo-
dulo l’équivalence rationnelle. Si X est propre, on écrit deg : CH0(X) → Z pour
l’application degré et A0(X) pour le noyau de cet homomorphisme. On dit qu’une
k-variété propre géométriquement intègre X est universellement CH0-triviale si
pour tout corps F contenant k la flèche degF : CH0(XF ) → Z est un isomor-
phisme. Sous l’hypothèse que la k-variété X, de corps des fonctions k(X), est lisse
et possède un zéro-cycle de degré 1, ceci est équivalent à l’énoncé : A0(Xk(X)) = 0
[ACTP17, Lemma 1.3]. Ceci équivaut aussi à l’existence d’une décomposition de la
diagonale. Si une k-variété géométriquement intègre propre et lisse est stablement
k-rationnelle, alors elle est universellement CH0-triviale.

Soit M un module galoisien discret de torsion, première à la caractéristique
de k et soit K/k une extension de corps. On note Hi

nr(K/k,M) ⊂ Hi(K,M) le
sous-groupe du groupe de cohomologie galoisienne formé des éléments qui sont non
ramifiés par rapport à toute valuation discrète sur K triviale sur k.

Si car(k) ̸= 2, pour a ∈ k× on note (a) ∈ k×/k×2 = H1(k,Z/2) la classe
de a, et pour a1, . . . , an ∈ k× on note (a1, . . . , an) ∈ Hn(k,Z/2) le cup-produit
(a1) ∪ .. ∪ (an).

Remerciements. Les auteurs remercient l’Institut de Sciences Mathématiques Lodha
de Mumbai pour son hospitalité lors du programme thématique sur les points ration-
nels, les cycles algébriques et le principe local-global. Ils remercient particulièrement
R. Parimala pour leur avoir donné la démonstration de la proposition 2.5.

2. Formes de Pfister et cohomologie galoisienne

2.1. Rappels sur les formes de Pfister. Soit F un corps de caractéristique
différente de 2. Pour tout a ∈ F×, on note ⟨⟨a⟩⟩ := ⟨1,−a⟩ la forme quadratique
binaire x2 − ay2 sur le corps F . Pour tout entier n ≥ 1 et tous a1, . . . , an dans F×,
on a la forme de Pfister en 2n variables
(2.1) ⟨⟨a1, . . . , an⟩⟩ := ⟨⟨a1⟩⟩ ⊗ · · · ⊗ ⟨⟨an⟩⟩ =

∑
I⊂[n]

aIx
2
I ,

où [n] := {1, . . . , n} et pour tout I ⊂ [n], xI est une variable et aI := (−1)|I|∏
i∈I ai.

Rappelons que, par définition, un élément a ∈ F est représenté par une forme
quadratique q : V → F s’il existe v ∈ V tel que q(v) = a.
Proposition 2.1. Soit F un corps de caractéristique différente de 2, soit n ≥ 1 un
entier et soient a1, . . . , an ∈ F×. Les propriétés suivantes sont équivalentes.

(1) La forme quadratique ⟨⟨a1, . . . , an⟩⟩ est isotrope.
(2) La forme quadratique ⟨⟨a1, . . . , an⟩⟩ est hyperbolique.
(3) L’élément an est représenté par la forme ⟨⟨a1, . . . , an−1⟩⟩.
(4) Le symbole (a1, . . . , an) ∈ Hn(F,Z/2) est nul.

L’équivalence entre (1), (2) et (3) est due à Pfister. Le fait que (1)-(3) entraînent
(4) est classique. Le fait que (4) entraîne (1)-(3) utilise la démonstration par Voe-
vodsky et Rost de la conjecture de Milnor.
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Démonstration. (1) =⇒ (2). Voir [Lam05, Chapter X, Theorem 1.7].
(2) =⇒ (3). Si la forme φ := ⟨⟨a1, . . . , an⟩⟩ est hyperbolique, alors la sous-forme

⟨⟨a1, . . . , an−1⟩⟩ ⊥ ⟨−an⟩ de dimension 2n−1 + 1 > 2n−1 = dim(φ)/2 est isotrope.
On conclut par [Lam05, Chapter I, Corollary 3.5].

(3) =⇒ (1). Si an est représenté par la forme ⟨⟨a1, . . . , an−1⟩⟩, alors la forme
⟨⟨a1, . . . , an−1⟩⟩ ⊥ ⟨−an⟩ est isotrope. Comme ⟨⟨a1, . . . , an−1⟩⟩ ⊥ ⟨−an⟩ est une
sous-forme de ⟨⟨a1, . . . , an⟩⟩, cette dernière est aussi isotrope.

(2) ⇐⇒ (4). D’après un théorème de Voevodsky et Rost [Voe03, Corollary
7.5], l’application norme résidu KM

n (F )/2 → Hn(F,Z/2) qui envoie un symbole
de Milnor {u1, . . . , un} sur le symbole galoisien (u1, . . . , un) est un isomorphisme.
Pour tout r ≥ 0, soit Ir(F ) la puissance r-ième de l’idéal fondamental I(F ) dans
l’anneau de Witt de F . D’après la conjecture de Milnor sur les formes quadra-
tiques, démontrée par Orlov–Vishik–Voevodsky [OVV07, Theorem 4.1], l’homo-
morphisme KM

n (F )/2 → In(F )/In+1(F ) qui envoie {u1, . . . , un} sur la classe de la
forme de Pfister ⟨⟨u1, . . . , un⟩⟩ ∈ In(F ) est bijectif. On déduit alors que le symbole
(a1, . . . , an) ∈ Hn(F,Z/2) est nul si et seulement si la forme de Pfister ⟨⟨a1, . . . , an⟩⟩
appartient à In+1(F ). Par [Kah08, Corollaire 3.3.2] (conséquence du Hauptsatz de
Arason-Pfister [Kah08, Théorème 3.3.1]), cette dernière condition est équivalente
au fait que ⟨⟨a1, . . . , an⟩⟩ soit hyperbolique. □

2.2. Le groupe des normes. Soit F un corps. Étant donné une F -variété intègre
X, on note NX(F ) ⊂ F× le sous-groupe engendré par les normes NL/F (L×) pour
L/F variant parmi les extensions finies de corps telles que X(L) ̸= ∅ ; voir par
exemple [CTS93, Définition p. 479].

Si car(F ) ̸= 2 et q est une forme quadratique non dégénérée de rang r ≥ 3 sur F ,
la quadrique X d’équation q = 0 est une F -variété projective lisse géométriquement
intègre de dimension r − 2, et on pose Nq(F ) := NX(F ). Donc Nq(F ) est le sous-
groupe engendré par les normes NL/F (L×) pour L/F variant parmi les extensions
finies de corps telles que qL est isotrope sur L.
Proposition 2.2. Soit F un corps de caractéristique différente de 2, soit q : V → F
une forme quadratique non dégénérée de rang ≥ 3.

(1) Le groupe Nq(F ) est engendré par les produits non nuls q(v1).q(v2) ∈ F×

où v1, v2 ∈ V .
(2) Si q représente 1, alors Nq(F ) est engendré par les valeurs non nulles de

la forme q.
(3) Si q est de Pfister, alors Nq(F ) est le groupe des valeurs non nulles de q.

Démonstration. (1) Voir [CTS93, Lemme 2.2], dont la démonstration utilise le prin-
cipe de la norme de Knebusch [Lam05, Chapter VII, Theorem 5.1].

(2) Ceci est une conséquence directe de (1).
(3) Comme toute forme de Pfister représente 1, d’après (2) le groupe Nq(F ) est

engendré par les valeurs non nulles de la forme q. Par [Lam05, Chapter X, Theorem
1.8], le sous-ensemble de F× des valeurs non nulles d’une forme de Pfister sur F
est un sous-groupe de F× et donc coïncide avec Nq(F ). □

Compte tenu de la proposition 2.2, la proposition 2.1 a la conséquence suivante.
Corollaire 2.3. Soit F un corps de caractéristique différente de 2, soit n ≥ 1 un
entier, soient a1, . . . , an ∈ F× et soit φ := ⟨⟨a1, . . . , an⟩⟩. L’application

F× → Hn+1(F,Z/2), z 7→ (z, a1, . . . , an)
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a pour noyau le sous-groupe Nφ(F ).

Démonstration. Soit z ∈ F×. Le symbole (z, a1, . . . , an) ∈ Hn+1(F,Z/2) est nul si
et seulement si z est une valeur de φ (proposition 2.1), si et seulement si z appartient
à Nφ(F ) (proposition 2.2(3)). □

2.3. Groupe des normes des formes presque de Pfister. Soit F un corps de
caractéristique différente de 2. Par définition, la partie pure d’une forme de Pfister
φ := ⟨⟨a1, . . . , an⟩⟩ de rang au moins égal à 4 est, avec les notations de (2.1), la
sous-forme
(2.2) ψ :=

∑
I⊂[n], I ̸=∅

aIx
2
I .

On a φ = ⟨1⟩ ⊥ ψ.

Définition 2.4. Soit F un corps de caractéristique différente de 2. Une forme
quadratique q sur F de rang au moins égal à 4 est dite forme presque de Pfister
(« almost Pfister form » en anglais) si q est isométrique à une forme quadratique
⟨c⟩ ⊥ ψ, où c ∈ F× et ψ est la partie pure d’une forme de Pfister.

La proposition suivante étend aux formes de Pfister quelconques [CTS93, Pro-
position 2.3], qui porte sur les formes de Pfister de degré 2 (normes d’algèbres
de quaternions) et joue un rôle clé dans [CTP24]. Sa démonstration nous a été
communiquée par Parimala.

Proposition 2.5 (Parimala). Soit F un corps de caractéristique différente de 2,
soit φ une forme de Pfister anisotrope de dimension ≥ 4 sur F , soit ψ la partie pure
de φ, soit c ∈ F× \F×2, soit q = ⟨c⟩ ⊥ ψ la forme presque de Pfister correspondante
et soit L := F (

√
c). Alors Nq(L) = Nφ(L) et Nq(L) ∩ F× = Nq(F ).

Autrement dit, l’application
F×/Nq(F ) → L×/Nq(L) = L×/Nφ(L)

induite par l’inclusion F ↪→ L est injective.

Démonstration. Comme la forme φ est de Pfister, ils existe un entier n ≥ 2 et des
éléments a1, . . . , an ∈ F× tels que φ = ⟨⟨a1, . . . , an⟩⟩. Comme c est un carré dans
L = F (

√
c), la forme qL est isométrique à ⟨1⟩ ⊥ ψL et donc à φL. Ceci entraîne

Nq(L) = Nφ(L).
L’inclusion Nq(F ) ⊂ Nq(L) ∩ F× est évidente. Soit λ ∈ F× ∩ Nφ(L) : on doit

montrer que λ appartient à Nq(F ). Notons V le F -espace vectoriel sous-jacent à φ
et B : V ×V → F la forme bilinéaire associée à φ. Par hypothèse, il existe v1, v2 ∈ V
tels que λ = φL(v1 +

√
cv2) dans L, ce qui équivaut à

(2.3) λ = φ(v1) + cφ(v2), B(v1, v2) = 0
dans F . Si φ(v1) = 0, alors λ = cφ(v2) appartient à Nq(F ) d’après la proposition
2.2. Si φ(v2) = 0, alors λ = φ(v1) ∈ Nφ(F ) d’après la proposition 2.2(3). Comme,
pour toute extension M/F , la quadrique de Pfister φM (de rang au moins 4) est
isotrope si et seulement si sa partie pure ψM est isotrope (ceci car ψ est une voisine
de φ) et ψ est une sous-forme de q, on a Nφ(F ) = Nψ(F ) ⊂ Nq(F ). Donc λ ∈ Nq(F )
dans ce cas. On peut donc supposer que v1 et v2 vérifient
(2.4) λ = φ(v1) + cφ(v2), B(v1, v2) = 0, φ(v1).φ(v2) ̸= 0



7

dans F . On a
λ.φ(v2) = φ(v1).φ(v2) + c(φ(v2))2.

Pour établir l’énoncé voulu, il suffit de montrer :
(i) φ(v2) ∈ Nq(F ),
(ii) le produit φ(v1).φ(v2) est représenté par ψ sur F .

Pour (i), si sur un corps M/F la forme de Pfister φM est isotrope, alors la forme
φM est hyperbolique, ce qui implique que la forme ψM est isotrope, donc que la
forme qM est isotrope. Ainsi Nφ(F ) ⊂ Nq(F ). Comme par ailleurs pour la forme
de Pfister φ le groupe Nφ(F ) coïncide avec le groupe des valeurs non nulles de φ
sur le corps F , ceci établit (i).

Pour (ii), comme B(v1, v2) = 0 et φ(v1).φ(v2) ̸= 0, on peut écrire une décompo-
sition orthogonale

⟨φ(v1), φ(v2)⟩ ⊥ θ ≃ φ.

Multiplions par φ(v1). Comme φ est une forme de Pfister, par [Lam05, Chapter X,
Theorem 1.8] on a une isométrie φ(v1).φ ≃ φ et donc

⟨1, φ(v1).φ(v2)⟩ ⊥ φ(v1)θ ≃ φ(v1).φ ≃ φ = ⟨1⟩ ⊥ ψ.

Par le théorème de simplification de Witt [Lam05, Chapter I, Theorem 4.1], on
déduit

⟨φ(v1).φ(v2)⟩ ⊥ φ(v1)θ ≃ ψ.

Ainsi (φ(v1).φ(v2)) ∈ F× est représenté par ψ sur F . □

Corollaire 2.6. Avec les hypothèses et notations de la proposition 2.5, l’application

F× → Hn+1(L,Z/2), z 7→ (z, a1, . . . , an)

a pour noyau le sous-groupe Nq(F ).

Démonstration. D’après le corollaire 2.3 et l’égalité Nφ(L) = Nq(L), l’application
L× → Hn+1(L,Z/2) donnée par z 7→ (z, a1, . . . , an) a pour noyau Nq(L). Donc la
flèche F× → Hn+1(L,Z/2) donnée par z 7→ (z, a1, . . . , an) a pour noyau Nq(L) ∩
F×, qui coïncide avec Nq(F ) par la proposition 2.5. □

2.4. Fibrés en quadriques admissibles. La définition suivante est tirée de [CTS93,
Définition 3.1].

Définition 2.7. Soient k un corps parfait de caractéristique différente de 2 et
d ≥ 0 un entier. On appelle fibré en quadriques admissible de dimension relative d
un morphisme propre surjectif π : X → C, où C est une courbe projective, lisse et
géométriquement intègre sur k et X est une k-variété intègre de dimension d+1, tel
que la fibre générique de π est une quadrique lisse sur k(C), et tel que, pour tout
point fermé P ∈ C, il existe un isomorphisme au-dessus de l’anneau de valuation
discrète OC,P identifiant la restriction de X avec un OC,P -schéma projectif donné
par une équation homogène

∑n
i=1 aix

2
i = 0, où les coefficients ai ∈ OC,P satisfont

0 ≤ vP (ai) ≤ 1 pour tout i et vP (ai) = 0 pour i ≤ n+1
2 , où vP : k(C)× → Z désigne

la valuation discrète normalisée en P .

La définition qui suit vient de [CTS93, Définition 1.3].
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Définition 2.8. Soit k un corps, soit C une courbe projective, lisse, intègre sur k,
de point générique η, soit X une k-variété intègre et soit π : X → C un morphisme
propre dominant. Nous noterons k(C)×

dn le sous-groupe de k(C)× formé par les
fonctions f qui en tout point fermé P ∈ C s’écrivent comme produit d’une unité
en P par un élément de NXη

(k(C)).

Le théorème suivant est [CTS93, Théorème 4.2].

Théorème 2.9. Soit k un corps parfait de caractéristique différente de 2, soit
p : X → C un fibré en quadriques admissible, de dimension relative ≥ 1, soit η ∈ C
le point générique et soit f ∈ k(C)×. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(a) Il existe un zéro-cycle z sur X tel que divC(f) = π∗(z).
(b) La fonction f appartient au sous-groupe k(C)×

dn.
(c) Pour tout point fermé P de C tel que la fibre XP n’ait pas de point k(P )-

rationnel (en particulier, XP /k(P ) est lisse sur k(P )), la multiplicité de f
en P est paire.

De plus, on a un isomorphisme
(2.5) k(C)×

dn/(k
×.NXη

(k(C))) ∼−−→ Ker[π∗ : CH0(X) → CH0(C)]

qui à la classe d’une fonction f ∈ k(C)× telle que div(f) = π∗(z) associe la classe
du zéro-cycle z dans le groupe de Chow CH0(X).

3. Un critère de CH0-trivialité universelle

Situation 3.1. Soit k un corps parfait de caractéristique différente de 2, soit d ≥ 1
un entier, soit p(t) ∈ k[t] un polynôme séparable, unitaire, non constant de degré
2d tel que p(0) ̸= 0 et soit p′(t) := t2d.p(1/t) ∈ k[t].

Soit n ≥ 2 un entier et soit [n] := {1, . . . , n}. Soient a1, . . . , an ∈ k×, et pour
tout I ⊂ [n] posons aI := (−1)|I|∏

i∈I ai. Soit P1
k le recollement de Spec(k[u])

et Spec(k[u′]) via u′ = 1/u, et soit X le recollement de la k-variété définie par
l’équation

(3.1)

 ∑
I⊂[n], I ̸=∅

aIx
2
I − u.p(u)x2 = 0

 ⊂ P2n−1
k ×k Spec(k[u])

avec la k-variété définie par l’équation

(3.2)

 ∑
I⊂[n], I ̸=∅

aIy
2
I − u′.p′(u′)y2 = 0

 ⊂ P2n−1
k ×k Spec(k[u′])

via l’identification
u′ = 1/u, y = x, yI = (u′)d+1xI pour tout I ⊂ [n] non vide.

On dispose d’un morphisme π : X → P1
k qui sur l’ouvert (3.1) (resp. (3.2)) de

X est induit par la projection sur Spec(k[u]) (resp. Spec(k[u′])). Le morphisme
π : X → P1

k est une fibration en quadriques admissible sur P1
k, au sens de la

définition 2.7, de dimension relative 2n − 2.
Soit ρ : ∆ → P1

k la courbe hyperelliptique discriminant, donnée par l’équation
affine

w2 = −u.p(u).
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L’objectif de cette section est la démonstration du théorème 3.5, qui est un
critère de CH0-trivialité universelle dans la situation 3.1. Il s’agit d’une extension
de [CTP24, Théorème 3.5] en dimension supérieure.

La proposition qui suit est une variante de [CTS93, Théorèmes 4.2 et 4.3] (cf.
[CTP24, Théorème 2.4]).

Proposition 3.2. Dans la situation 3.1, on a une injection

Ψ: A0(X) ↪→ Hn+1
nr (k(∆)/k,Z/2Z)/ Im(H1(k,Z/2Z) ∪ (a1, . . . , an))

qui, pour tout zéro-cycle de degré zéro z sur X, envoie [z] ∈ A0(X) sur la classe du
symbole (ρ∗(f), a1, . . . , an), où f ∈ k(u)× satisfait div(f) = π∗(z).

Démonstration. Soient K := k(P1
k) = k(u) et L := k(∆) = K(

√
−u.p(u)). Consi-

dérons la forme de Pfister φ := ⟨⟨a1, . . . , an⟩⟩ sur k. Écrivons φ = ⟨1⟩ ⊥ ψ, où ψ
est la partie pure de φ (cf. (2.2)), et considérons la forme quadratique presque de
Pfister q = ⟨−u.p(u)⟩ ⊥ ψK sur K (cf. définition 2.4). La fibre générique Y/K de π
est isomorphe à la quadrique définie par q = 0. Son changement de base YL/L est
isomorphe à la quadrique définie par φ = 0.

L’application d’image directe π∗ : CH0(X) → CH0(P1
k) = Z coïncide avec l’ap-

plication degré, et donc son noyau est le sous-groupe A0(X). Pour tout zéro-cycle
de degré zéro z sur X, soit fz ∈ K×

dn (cf. définition 2.8) tel que div(fz) = π∗(z).
D’après le théorème 2.9, on a un isomorphisme

(3.3) A0(X) ∼−−→ K×
dn/(k

×.Nq(K))

qui, à tout zéro-cycle de degré zéro z sur X, envoie [z] ∈ A0(X) sur la classe de fz
modulo k×.Nq(K).

Si φK est isotrope, alors ψK est isotrope, donc q est isotrope. Par suite Nq(K) =
K×, et l’isomorphisme (3.3) donne A0(X) = 0. Il n’y a alors rien à démontrer.
De fait, dans ce cas, X est une variété k-rationnelle, car la fibre générique est une
quadrique lisse avec un point k(P1

k)-rationnel. On suppose donc φK anisotrope. De
plus, −up(u) /∈ K×2, car sa valuation en u = 0 est impaire.

Soit α := (a1, . . . , an) ∈ Hn(k,Z/2), et soit M ⊂ Hn+1(L,Z/2) l’image de l’ap-
plication k× → Hn+1(L,Z/2) donnée par e 7→ (e)L∪αL. Comme φK est anisotrope,
le corollaire 2.6, appliqué à F = K, à c = −u.p(u) et à L = K(

√
−u.p(u)) = k(∆),

montre que le noyau de l’application

K× −→ Hn+1(L,Z/2), f 7→ (ρ∗f) ∪ αL

est précisément Nq(K). Ainsi le cup-produit avec αL induit une injection

(3.4) K×
dn/(k

×Nq(K)) −→ Hn+1(L,Z/2)/M.

En composant (3.3) et (3.4), on obtient l’application injective

Ψ: A0(X) ↪−→ Hn+1(L,Z/2)/M.

Par construction, pour tout zéro-cycle de degré zéro z sur X, l’application Ψ envoie
[z] ∈ A0(X) sur la classe de (ρ∗(fz), a1, . . . , an) modulo M . Comme les éléments de
M sont des cup-produits de classes constantes, on a M ⊂ Hn+1

nr (L/k,Z/2). Il reste
à vérifier que l’image de Ψ est contenue dans Hn+1

nr (L/k,Z/2)/M .
Soit donc f ∈ K×

dn. Comme ∆ est une courbe projective lisse de corps des
fonctions L, il suffit de vérifier que, pour tout point fermé Q ∈ ∆, le résidu de
(ρ∗f) ∪ αL ∈ Hn+1(L,Z/2) en Q est nul. Posons P = ρ(Q). Comme la classe
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αL = (a1, . . . , an)L provient de k, elle est non ramifiée en Q, et la formule du résidu
donne

∂Q
(
(ρ∗f) ∪ αL

)
= vQ(ρ∗f) · αk(Q) = e(Q/P )vP (f) · αk(Q)

dans Hn(k(Q),Z/2), où e(Q/P ) est l’indice de ramification de ρ en Q.
Si Q est un point de ramification de ρ, alors e(Q/P ) = 2 et le résidu ci-dessus

est nul. Supposons maintenant que Q ne soit pas ramifié au-dessus de P . Si vP (f)
est pair, le résidu est encore nul. On peut donc supposer vP (f) impair. Comme
f ∈ K×

dn, le théorème 2.9, appliqué à la fibration admissible π, implique alors que
la fibre XP possède un point rationnel sur k(P ). Comme Q n’est pas ramifié au-
dessus de P , l’élément −up(u) est une unité en P , et son image dans k(Q) est
un carré. Par conséquent, après extension des scalaires de k(P ) à k(Q), la forme
quadratique définissant la fibre XP devient isomorphe à

⟨1⟩ ⊥ ψk(Q) = φk(Q).

Puisque XP (k(P )) ̸= ∅, cette forme est isotrope sur k(Q). La forme φ étant une
forme de Pfister, elle est donc hyperbolique sur k(Q), et la proposition 2.1 donne

αk(Q) = (a1, . . . , an) = 0 dans Hn(k(Q),Z/2).
Le résidu en Q est donc nul dans ce cas aussi. Donc (ρ∗f) ∪ α ∈ Hn+1

nr (L/k,Z/2),
comme voulu. □

Lemme 3.3. On se place dans la situation 3.1. Soit c∞ ∈ P1
k(k) le point à l’infini,

défini par u′ = 0. La fibre π−1(c∞) est un cône sur une quadrique de sommet
m∞ ∈ X(k). Soit m ∈ X(k) d’image π(m) = c ∈ A1(k) = k avec c.p(c) ̸= 0.

(1) Soit Ψ l’application de la proposition 3.2. Alors
Ψ([m−m∞]) = (u− c, a1, . . . , an)

dans Hn+1
nr (k(∆)/k,Z/2Z)/ Im(H1(k,Z/2Z) ∪ (a1, . . . , an)).

(2) Les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) On a [m−m∞] = 0 dans A0(X).

(ii) Il existe e ∈ k× tel que (e(u− c), a1, . . . , an) = 0 dans Hn+1
nr (k(∆)/k,Z/2).

(iii) On a (c.(c− u), a1, . . . , an) = 0 dans Hn+1
nr (k(∆)/k,Z/2).

(iv) On a (p(c).(c− u), a1, . . . , an) = 0 dans Hn+1
nr (k(∆)/k,Z/2).

Si (p(u), a1, . . . , an) = 0 dans Hn+1(k(u),Z/2), alors (i)-(iv) sont équivalentes à :
(v) On a (c− u, a1, . . . , an) = 0 dans Hn+1

nr (k(∆)/k,Z/2).

Démonstration. Pour (1), il suffit de noter que le diviseur de la fonction u − c ∈
k(P1)×

dn sur P1
k est c − c∞ = π∗(m − m∞) et d’utiliser la description de Ψ donnée

dans la proposition 3.2. On passe à (2).
(i) ⇐⇒ (ii). Ceci suit de (1) et de l’injectivité de Ψ (proposition 3.2).
(ii) ⇐⇒ (iii). Si (iii) vaut, alors (ii) est satisfaite avec e = −c.
Dans la notation de la situation 3.1, la courbe ∆ est donnée par w2 = −u.p(u) ;

elle possède donc le point k-rationnel P d’équation w = u = 0. Si (ii) est sa-
tisfaite, par spécialisation de l’égalité de (ii) en P on obtient (−c, a1, . . . , an) =
(e, a1, . . . , an) dans Hn+1(k,Z/2), ce qui avec l’égalité de (ii) implique (iii).

(iii) ⇐⇒ (iv). Comme c.p(c) ̸= 0 est représenté par la partie pure de ⟨⟨a1, . . . , an⟩⟩,
on a
(3.5) (c.p(c), a1, . . . , an) = 0 dans Hn+1

nr (k(∆)/k,Z/2)
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et donc (c.(c− u), a1, . . . , an) = (p(c).(c− u), a1, . . . , an) dans Hn+1(k(∆)/k,Z/2).
(iv) ⇐⇒ (v). Supposons (p(u), a1, . . . , an) = 0 dans Hn+1(k(u),Z/2). Alors

(p(c), a1, . . . , an) = 0 dans Hn+1(k,Z/2), par évaluation en u = c. Ainsi, (iv) est
équivalent à (v). □

Situation 3.4. On se place dans la situation 3.1. Dans l’équation de ∆, nous
faisons maintenant le changement de variables u = −v. La nouvelle équation est
donc

(3.6) w2 = v.p(−v).

Soit W := X ×k ∆ et soient π1 : W pr1−−→ X
π−→ P1

k et π2 : W pr2−−→ ∆ ρ−→ P1
k. On note

encore u := π∗
1(u) ∈ k(W ) et v := π∗

2(v) ∈ k(W ).

Théorème 3.5. Dans la situation 3.4, supposons (p(u), a1, . . . , an) = 0 dans
Hn+1(k(u),Z/2Z). Alors :

(1) La classe
(u+ v, a1, . . . , an) ∈ Hn+1(k(W ),Z/2)

appartient à Hn+1
nr (k(W )/k,Z/2).

(2) Les conditions suivantes sont équivalentes :
(a) On a A0(Xk(X)) = 0.
(b) Pour tout corps F contenant k, on a A0(XF ) = 0.
(c) Pour le corps F = k(∆), l’application Hn+1(F,Z/2) → Hn+1

nr (F (X)/F,Z/2)
est un isomorphisme.

(d) L’application Hn+1
nr (k(∆)/k,Z/2) → Hn+1

nr (k(W )/k,Z/2) est un isomor-
phisme.

(e) On a (u+ v, a1, . . . , an) = 0 dans Hn+1(k(W ),Z/2).
(f) La fonction u+ v ∈ k(W ) est représentable sur k(W ) par la forme quadra-

tique ⟨⟨a1, . . . , an⟩⟩.

Démonstration. (1) Soit L := k(W ), soit A ⊂ L un anneau de valuation discrète
contenant k, de corps des fractions L, et soit κ son corps résiduel. Soit ω : L× → Z
la valuation discrète associée. Notons ∂ : Hn+1(L,Z/2) → Hn(κ,Z/2) l’application
résidu. On veut montrer ∂(u+ v, a1, . . . , an) = 0. On a :

∂(u+ v, a1, . . . , an) = ω(u+ v)(a1, . . . , an)κ dans Hn(κ,Z/2).

Si (a1, . . . , an)κ = 0 ou si ω(u+ v) est pair, le résidu est nul. On suppose désormais

(3.7) (a1, . . . , an)κ ̸= 0, ω(u+ v) ≡ 1 (mod 2)

et on veut aboutir à une contradiction. D’après la proposition 2.1, ⟨⟨a1, . . . , an⟩⟩ ne
représente pas zéro sur κ, donc tout élément de L× représenté par ⟨⟨a1, . . . , an⟩⟩ a
une valuation paire. Encore par la proposition 2.1, l’hypothèse (p(u), a1, . . . , an) = 0
dit que p(u) est représenté par ⟨⟨a1, . . . , an⟩⟩ dans k(u), il l’est donc aussi dans L.
De même, p(−v) est représenté par ⟨⟨a1, . . . , an⟩⟩ dans k(v) donc dans L. Comme
u.p(u) est représenté par ⟨⟨a1, . . . , an⟩⟩ dans k(X) et donc dans L, la proposition
2.2(3) entraîne que u est représenté par ⟨⟨a1, . . . , an⟩⟩ dans L, et donc l’entier ω(u)
est pair. Par ailleurs v.p(−v) est un carré dans k(∆) et donc dans L, donc v est
représenté par ⟨⟨a1, . . . , an⟩⟩ dans L. Ainsi l’entier ω(v) est pair.
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Comme on a ω(u + v) ≥ inf(ω(u), ω(v)), avec égalité si ω(u) ̸= ω(v), de ω(u)
pair, ω(v) pair et ω(u+ v) impair on déduit l’existence d’un entier m tel que

(3.8) ω(u+ v) > ω(u) = ω(v) = 2m.

On a donc trois cas à considérer : (i) m > 0, (ii) m < 0 et (iii) m = 0.
(i) Supposons m > 0. Alors on a p(u) ∈ A×, et la réduction de p(u) est l’image

de p(0) dans κ. Ainsi il existe un élément non nul z dans le complété L̂ de L tel
que p(u) = p(0).z2 dans L̂. On regarde l’égalité (3.1) dans L :∑

I⊂[n], I ̸=∅

aIx
2
I = u.p(u)

En divisant les xI par z, on en déduit que dans le complété L̂ de L, il existe fI ∈ L̂
avec ∑

I⊂[n], I ̸=∅

aIf
2
I = u.p(0),

et donc u.p(0) est représenté par la partie pure de ⟨⟨a1, . . . , an⟩⟩ dans L̂. D’autre
part, comme m > 0, on a p(−v) ∈ A× et l’image de p(−v) dans κ est p(0). De
(3.6) on déduit alors que v.p(0) est un carré non nul dans L̂. On conclut que
(u + v).p(0) est représenté par la forme ⟨⟨a1, . . . , an⟩⟩ dans L̂, et donc que l’on a
∂(u+ v, a1, . . . , an) = 0, en contradiction avec (3.7).

(ii) Supposons m < 0. Alors p(u) est le produit de u2d et d’un élément de A×

d’image 1 dans κ. De même p(−v) est le produit de v2d et d’un élément de A×

d’image 1 dans κ. Donc p(u) et p(−v) sont des carrés dans L̂×. De (3.1) on déduit
que u est représenté par la partie pure de ⟨⟨a1, . . . , an⟩⟩ dans L̂. De (3.6) on déduit
que v est un carré dans L̂×. On conclut que u+ v est représenté par ⟨⟨a1, . . . , an⟩⟩
sur L̂, et donc que

∂(u+ v, a1, . . . , an) = 0,
en contradiction avec (3.7).

(iii) Supposons m = 0. Alors u, v ∈ A×, et donc en particulier k[u] ⊂ A et
k[v] ⊂ A. Montrons que l’image de p(u) dans κ est non nulle. Considérons l’idéal
premier

pu := mA ∩ k[u] ⊂ k[u].
Si pu = (0), alors tout élément non nul de k[u] a une image non nulle dans κ,
et en particulier l’image de p(u) est non nulle. Supposons donc pu ̸= (0). Alors
pu = (q(u)) pour un polynôme irréductible q(u). Si l’image de p(u) dans κ était
nulle, on aurait p(u) ∈ pu, donc q(u) divise p(u) dans k[u]. Comme p est séparable,
le facteur irréductible q intervient dans p avec multiplicité 1. L’inclusion k[u] ⊂ A
induit une inclusion ku ⊂ κ, où ku := k[u]/(q(u)). Le résidu en q du symbole par
hypothèse nul

(p(u), a1, . . . , an) ∈ Hn+1(k(u),Z/2)
est donc

(a1, . . . , an)ku ∈ Hn(ku,Z/2).
Cette classe est donc nulle. Donc (a1, . . . , an)κ = 0 dansHn(κ,Z/2), ce qui contredit
(3.7). Ainsi l’image de p(u) dans κ est non nulle.
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Comme m = 0, par (3.8) u et −v ont la même image dans κ, et donc p(u) et
p(−v) ont aussi la même image dans κ. Donc l’image de p(−v) dans κ est non nulle.
Par conséquent

ω(p(u)) = 0 et ω(p(−v)) = 0.
Pour tout a ∈ A, on écrit a ∈ κ pour la classe de a dans le corps résiduel. De

l’équation (3.1) on déduit que l’unité u.p(u) ∈ A× est représentée par la partie
pure de ⟨⟨a1, . . . , an⟩⟩ dans L, et donc aussi dans l’anneau de valuation discrète A ;
voir [CLRR80, Theorem 4.5]. Donc u.p(u) ∈ κ× est représenté par la partie pure
de ⟨⟨a1, . . . , an⟩⟩. De même, de l’équation (3.6) on déduit que v.p(−v) ∈ κ× est un
carré. Ainsi u.p(u) + v.p(−v) est représenté non trivialement par ⟨⟨a1, . . . , an⟩⟩ sur
le corps κ.

Comme on a u, v ∈ A, on a u+ v ∈ A, et donc par (3.8) on a ω(u+ v) > 0. On
a alors u+ v = 0 dans κ, donc

u.p(u) + v.p(−v) = 0.

On conclut que ⟨⟨a1, . . . , an⟩⟩ représente 0 de façon non triviale sur κ, ce qui donne
une contradiction avec (3.7).

(2) Comme dans le lemme 3.3, soit c∞ ∈ P1
k(k) le point à l’infini, donné par

u′ = 0, et soit m∞ le sommet du cône π−1(c∞). Pour toute extension F/k et tout
m ∈ X(F ) d’image π(m) = c ∈ A1

k(F ) avec c.p(c) ̸= 0, d’après le lemme 3.3, après
le changement de variable u = −v sur ∆, la classe [m−m∞] ∈ A0(XF ) est nulle si
et seulement si la classe

(c+ v, a1, . . . , an) ∈ Hn+1
nr (F (∆)/F,Z/2)

est nulle.
Soit maintenant ηX ∈ X le point générique de X. Comme π(ηX) est le point

générique de P1
k, on applique ce qui précède à F = k(X) et au k(X)-point ηX ∈

X(k(X)). L’image de ηX dans A1
k(k(X)) est u ∈ k(X). On obtient donc que la

classe ηX −m∞ dans A0(Xk(X)) est nulle si et seulement si la classe

(u+ v, a1, . . . , an) ∈ Hn+1
nr (k(W )/k,Z/2)

est nulle.
(a) ⇐⇒ (b). Ceci suit, par exemple, d’un théorème de Merkurjev [Mer08, Theo-

rem 2.11 (1) ⇐⇒ (4)].
(b) ⇐⇒ (e). Soit m∞ ∈ X(k) comme dans le lemme 3.3. Si (b) est satisfaite,

alors [mgén −m∞] = 0 dans A0(Xk(X)) et donc (e) vaut par la première partie de
la preuve. Inversement, si (e) est satisfaite, alors [mgén −m∞] = 0 dans A0(Xk(X))
et donc [mgén] ∈ CH0(Xk(X)) provient de CH0(X). La classe [mgén] coïncide avec
la classe ξ ∈ CH0(Xk(X)) considérée dans [Mer08, Theorem 2.11(4)] ; voir [Mer08,
§2.3]. La condition (b) suit alors de [Mer08, Theorem 2.11 (4) =⇒ (3)].

(e) ⇐⇒ (f). Ceci suit de la proposition 2.1.
(a) =⇒ (c). Ceci suit de [Mer08, Theorem 2.11 (3) =⇒ (1)].
(c) =⇒ (d). Par hypothèse la flèche Hn+1(k(∆),Z/2) → Hn+1

nr (k(W )/k(∆),Z/2)
est un isomorphisme. Comme X(k) ̸= ∅, la projection W = X ×k ∆ → ∆ admet
une section. La cohomologie non ramifiée étant fonctorielle contravariante par mor-
phismes de k-variétés lisses connexes [CT95, Theorem 4.1.1, Remark 4.1.2], on en
déduit que l’application naturelle Hn+1

nr (k(∆)/k,Z/2) → Hn+1
nr (k(W )/k,Z/2) est

un isomorphisme, et donc (d).



14

(d) =⇒ (e). D’après (1), la condition (d) entraîne que la classe

(u+ v, a1, . . . , an) ∈ Hn+1
nr (k(W )/k,Z/2)

est l’image d’une classe α ∈ Hn+1
nr (k(∆)/k,Z/2). Soit x ∈ X(k) le k-point défini

par u = 0 et xI = 0 pour tout I ⊂ [n] non vide, et soit s = (x, id∆) : ∆ → W . Par
fonctorialité, la classe α coïncide avec la spécialisation de (u + v, a1, . . . , an) en s,
et donc

α = s∗((u+ v, a1, . . . , an)) = (v, a1, . . . , an).
Comme v.p(−v) = w2 est un carré dans k(∆) par (3.6) et (p(u), a1, . . . , an) = 0
dans Hn+1(k(u),Z/2) par hypothèse, on a

(v, a1, . . . , an) = (p(−v), a1, . . . , an) = 0.

Ainsi (d) implique (e). □

4. Un critère de CH0-trivialité universelle : le cas réel

Situation 4.1. Dans la situation 3.4, on suppose que k = R est un corps réel clos
et que p(λ) > 0 pour tout λ ∈ R, et on pose ai = −1 pour tout i = 1, . . . , n. Donc
aI = 1 pour tout I ⊂ [n].

Dans ce cas, X est le recollement de la R-variété définie par l’équation

(4.1)
{2n−1∑

i=1
x2
i − u.p(u)x2 = 0

}
⊂ P2n−1

R ×R Spec(R[u])

avec la R-variété définie par l’équation

(4.2)
{2n−1∑

i=1
y2
i − u′.p′(u′)y2 = 0

}
⊂ P2n−1

R ×R Spec(R[u′])

via l’identification

u′ = 1/u, y = x, yi = (u′)d+1xi.

Le morphisme π : X → P1
R est donné par u = 1/u′. La courbe hyperelliptique

ρ : ∆ → P1
R est donnée par l’équation affine

(4.3) w2 = v.p(−v).

On dispose encore du produit W := X×R ∆, des morphismes π1 : W pr1−−→ X
π−→ P1

R

et π2 : W pr2−−→ ∆ ρ−→ P1
R. On note encore u := π∗

1(u) ∈ R(W ) et v := π∗
2(v) ∈ R(W ).

Remarque 4.2. On se place dans la situation 4.1. Comme p(u) est positif sur R,
c’est une somme de deux carrés dans R[u]. L’équation

2n−1∑
i=1

x2
i − u.p(u)t2 = 0

donne que u est une somme de 2n carrés dans R(X). De même, l’équation w2 =
v.p(−v) donne que v est une somme de deux carrés dans R(∆). Donc u+ v est une
somme de 2n + 2 carrés dans R(W ).

Le théorème suivant généralise [CTP24, Théorème 4.8].
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Théorème 4.3. Dans la situation 4.1, la classe
(u+ v,−1, . . . ,−1) ∈ Hn+1(R(W ),Z/2Z)

appartient au sous-groupe Hn+1
nr (R(W )/R,Z/2Z). De plus, les conditions suivantes

sont équivalentes :
(a) On a A0(XR(X)) = 0.
(b) Pour tout corps F contenant R, on a A0(XF ) = 0.
(c) Pour le corps F = R(∆), l’application Hn+1(F,Z/2) → Hn+1

nr (F (X)/F,Z/2)
est un isomorphisme.

(d) L’application Z/2 = Hn+1
nr (R(∆)/R,Z/2) → Hn+1

nr (R(W )/R,Z/2) est un
isomorphisme.

(e) On a (u+ v,−1, . . . ,−1) = 0 dans Hn+1(R(W )/R,Z/2)
(f) La fonction u+ v ∈ R(W ) est une somme de 2n carrés dans R(W ).

Démonstration. Comme p(u) est positif, c’est une somme de deux carrés dans
R(u) et donc (p(u),−1, . . . ,−1) = 0 dans Hn+1(R(u),Z/2). Le fait que le groupe
Hn+1
nr (R(∆)/R,Z/2) dans (d) est cyclique d’ordre 2 suit du fait que ∆(R) est semi-

algébriquement connexe (car p(u) est positif sur R) et de [CTP90, Theorem 2.3.1].
L’assertion est alors un cas particulier du théorème 3.5. □

5. Démonstration du théorème 5.2

Le lemme suivant permet d’éviter les calculs particuliers utilisés dans la preuve
des théorèmes 5.1 et 5.3 de [CTP24].
Lemme 5.1. Soient R un corps réel clos archimédien et p(t) ∈ R[t] un polynôme
strictement positif sur R. Considérons le polynôme

rN (u, v) := u2N+1p(u) + v2N+1p(−v)
u+ v

∈ R[u, v].

Il existe un entier N ≥ 0 tel que rN (u, v) ≥ 0 sur R2.
Démonstration. Comme le corps R est archimédien, on le considère comme un sous-
corps ordonné de R. Si p avait une racine dans R, cette racine serait algébrique sur
R, donc appartiendrait à R, puisque R est réel clos. On déduit que p n’a pas de
racine sur R et donc qu’il est strictement positif sur R. On peut donc supposer
R = R.

Soit 2d le degré de p et soit p′(t) la dérivée de p(t) par rapport à t. Comme p est
strictement positif, la fonction t 7→ tp′(t)/p(t) est continue sur R, et on a

lim
|t|→∞

(
− tp′(t)
p(t)

)
= −2d.

On déduit que la fonction t 7→ −tp′(t)/p(t) est bornée. Il existe un entier positif N
tel que 2N + 1 > −tp′(t)/p(t) pour tout t ∈ R. Comme p est strictement positif,
ceci équivaut à (2N + 1)p(t) + tp′(t) > 0 pour tout t ∈ R.

Soit f(t) := t2N+1p(t). On a
f ′(t) = (2N + 1)t2Np(t) + t2N+1p′(t) = t2N ((2N + 1)p(t) + tp′(t)) ≥ 0.

Donc f est croissante sur R. On a

rN (u, v) = f(u) − f(−v)
u− (−v) .
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Comme f est croissante, si u > −v alors f(u) ≥ f(−v), et si u < −v alors f(u) ≤
f(−v). Donc rN (u, v) ≥ 0 si u ̸= −v. Par continuité, rN (u, v) ≥ 0. □

Théorème 5.2. Soit R un corps réel clos archimédien. Soit n ≥ 2 un entier. Soit
p(u) ∈ R[u] un polynôme séparable, non constant, de degré pair, tel que p(λ) > 0
pour tout λ ∈ R. Soit X un modèle projectif et lisse de la fibration en quadriques
sur P1

R dont l’équation affine est

2n−1∑
i=1

x2
i = u.p(u).

Alors X est universellement CH0-triviale.

Démonstration. On se place dans la situation 4.1. La courbe ∆ est donnée par
w2 = v.p(−v). D’après le théorème 4.3, il suffit de montrer que la fonction u + v
est une somme de 2n carrés dans R(W ).

Par le lemme 5.1, il existe N ≥ 0 tel que

rN (u, v) = u2N+1p(u) + v2N+1p(−v)
u+ v

≥ 0

sur R2. D’après Hilbert [Hil93] (voir [Lan06, p. 282]), généralisé par Pfister [Pfi67],
rN (u, v) est alors une somme de 4 carrés dans R(u, v).

Sur W , on a
2n−1∑
i=1

x2
i = u.p(u) et w2 = v.p(−v).

On en déduit
2n−1∑
i=1

(uNxi)2 + (vNw)2 = u2N+1p(u) + v2N+1p(−v) = (u+ v)rN (u, v).

Le membre de gauche est une somme de 2n carrés dans R(W ) et le facteur rN (u, v)
est une somme de 4 carrés dans R(u, v), donc dans R(W ). Comme le produit de
deux sommes de 4 carrés est une somme de 4 carrés (Euler), u+ v est une somme
de 2n carrés dans R(W ). On conclut par le théorème 4.3. □

6. Fibrations en quadriques non stablement rationnelles

Le théorème 4.3 nous permet d’étendre en dimension supérieure le théorème 1.1
de [BP24], dont nous suivons de très près la démonstration.

Théorème 6.1. Soit R :=
⋃
q≥1 R((t1/q)) le corps réel clos des séries de Puiseux

réelles et soit n ≥ 2. Les modèles projectifs et lisses de la R-variété algébrique
définie par l’équation

(6.1)
2n−1∑
i=1

x2
i = (u− 1)(u2 + t)

ne sont pas universellement CH0-triviaux, ni donc stablement R-rationnels.



17

Remarque 6.2. Soit e ≥ 0. On peut vérifier que le théorème 6.1 vaut pour tout
modèle projectif et lisse d’une variété algébrique sur R définie par l’équation plus
générale

2n−1∑
i=1

x2
i = (u− 1)(u2 + t)

e∏
j=1

(ju2 + 1)

qui dans le cas n = 2 avait été traitée par Benoist–Pirutka [BP24, Theorem 1.1].

Remarque 6.3. L’exemple du théorème 6.1 est birationnel à l’hypersurface cubique
singulière X sur R définie par l’équation homogène

v

(2n−1∑
i=1

x2
i

)
− (u− v)(u2 + tv2) = 0.

Pour m ≥ 1, soit Km le corps des fonctions du R[[s]]-sous-schéma de A2n+2
R[[s]] , de

coordonnées (u, v, w, x1, . . . , x2n−1), défini par les équations

(6.2)


2n−1∑
i=1

x2
i = (u− 1)(u2 + s4m),

w2 = (v + 1)(v2 + s4m).
La proposition suivante est l’ingrédient clé de la preuve du théorème 6.1.

Proposition 6.4. Pour tout m ≥ 1, la classe
(u+ v,−1, . . . ,−1︸ ︷︷ ︸

n

) ∈ Hn+1(Km,Z/2)

n’appartient pas à Hn+1
nr (Km/R,Z/2).

Démonstration. Considérons le R[[s]]-schéma Z défini par les équations

(6.3)


2n−1∑
i=1

x′2
i = (s2mu′ − 1)(u′2 + 1),

w′2 = (s2m−1v′ + 1)(v′2 + s2).
Le changement de variables
xi = s2mx′

i (1 ≤ i ≤ 2n − 1), u = s2mu′, w = s2m−1w′, v = s2m−1v′

induit un isomorphisme birationnel entre (6.2) et (6.3). On a
(u+ v,−1, . . . ,−1︸ ︷︷ ︸

n

) = (s2m−1(su′ + v′),−1, . . . ,−1︸ ︷︷ ︸
n

).

Le diviseur de Cartier D := {s = 0} ⊂ Z est la variété algébrique réelle définie par

(6.4)


2n−1∑
i=1

x′2
i + u′2 + 1 = 0,

w′2 − v′2 = 0.
Il a deux composantes irréductibles, que l’on note D1 et D2, définies respectivement
par w′ = v′ et par w′ = −v′. Comme D est lisse au point générique de D1, le schéma
Z est régulier au point générique de D1. Soit ω la valuation discrète du corps des
fonctions de Z associée à D1, et soit ∂ω l’application résidu correspondante.
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Puisque ω(s2m−1(su′ + v′)) = 2m− 1 est impair, on obtient

(6.5) ∂ω
(
s2m−1(su′ + v′),−1, . . . ,−1︸ ︷︷ ︸

n

)
= (−1, . . . ,−1︸ ︷︷ ︸

n

) dans Hn(R(D1),Z/2).

D’après la proposition 2.1, la classe de droite est nulle si et seulement si −1 est
somme de 2n−1 carrés dans R(D1). Comme D1 est stablement birationnelle à la
quadrique réelle anisotrope de dimension 2n − 1, d’après Pfister [Lam05, Chapter
XI, Theorem 2.6] son corps des fonctions a niveau 2n. Ainsi −1 n’est pas somme
de 2n−1 carrés dans R(D1), et le résidu (6.5) est non nul. □

Nous pouvons maintenant démontrer le théorème 6.1.

Preuve du théorème 6.1. Soit W la variété algébrique sur R((t)) définie par le sys-
tème

(6.6)


2n−1∑
i=1

x2
i = (u− 1)(u2 + t),

w2 = (v + 1)(v2 + t).

Pour tout m ≥ 1, en appliquant la proposition 6.4 avec s = t1/4m, on voit que la
classe

(u+ v,−1, . . . ,−1︸ ︷︷ ︸
n

) ∈ Hn+1(R((t1/4m))(W ),Z/2)

est ramifiée sur R, et en particulier n’est pas nulle. Il s’ensuit que la classe

(u+ v,−1, . . . ,−1︸ ︷︷ ︸
n

) ̸= 0 dans Hn+1(R(W ),Z/2).

En effet, si cette classe était nulle dans Hn+1(R(W ),Z/2), elle serait nulle dans
Hn+1(R((t1/m))(W ),Z/2) pour un entier m > 0 convenable, et a fortiori dans
Hn+1(R((t1/4m))(W ),Z/2), contradiction.

D’autre part, le changement de variable u 7→ u + 1 montre que l’équation (6.1)
est du type considéré dans la situation 4.1, avec

p(u) = ((u+ 1)2 + t) = u2 + 2u+ 1 + t.

Le théorème 4.3, appliqué après les changements de variables u 7→ u+1 et v 7→ v−1,
montre que cette classe appartient à Hn+1

nr (R(W )/R,Z/2). Le même théorème
donne que l’annulation de cette classe est équivalente à la CH0-trivialité universelle
pour les modèles projectifs et lisses de la variété définie par (6.1). Comme nous ve-
nons de montrer que la classe est non nulle, ces modèles ne sont pas universellement
CH0-triviaux. □

Remarque 6.5. Soit R :=
⋃
q≥1 R((t1/q)) le corps des séries de Puiseux réelles, où

t est strictement positif et infiniment petit. En dimension 6 = 23 − 2, d’autres
exemples de fibrations en quadriques génériques X → P1

R non CH0-triviales pour
lesquelles X(R) est semi-algébriquement connexe ont été construits dans [CTPS26,
Théorème 5.3].
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