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Groupe de Brauer non ramifié d’espaces
homogeénes de tores

par JEAN-Louts COLLIOT-THELENE

RESUME. Soient k& un corps et X une k-variété projective et
lisse. Si X est géométriquement rationnelle, on dispose d’une ap-
plication injective du quotient de groupes de Brauer Br(X)/Br(k)
dans le premier groupe de cohomologie galoisienne du réseau dé-
fini par le groupe de Picard géométrique de X. Dans cette note
on donne des cas ou cette application est toujours surjective. Pour
les espaces homogenes de certains tores algébriques, on donne des
générateurs explicites dans Br(X). On applique cela & I’étude du
principe de Hasse pour les normes d’une extension biquadratique
de corps de nombres.

ABSTRACT. Unramified Brauer group of homogeneous spaces of
tori.

Let k be a field, X a smooth, projective k-variety. If X is geo-
metrically rational, there is an injective map from the quotient
of Brauer groups Br(X)/Br(k) into the first Galois cohomology
group of the lattice given by the geometric Picard group. In this
note, where the main attention is on smooth compactifications of
homogeneous spaces of algebraic k-tori, we show how under some
hypotheses the map is onto, and how one may in some special
cases exhibit concrete generators in Br(X). This is applied to the
analysis of counterexamples to the local-global principle for norms
in biquadratic extensions of number fields.

Introduction

Soient k£ un corps de caractéristique zéro, k une cloture algébrique de k
et g = Gal(k/k). Soient X une k-variété projective, lisse, géométriquement
connexe et X = X xp k. Onak = HY(X,Gy).

Etant donné un g-module galoisien M, on notera indifféremment H (g, M)
ou H'(k, M) ses groupes de cohomologie galoisienne.

On s’intéresse au groupe de Brauer Br(X), qu’on peut aussi définir
comme le groupe de Brauer non ramifié Br,,(k(X)) = Br,,(k(X)/k) du
corps des fonctions de X.

Manuscrit recu le 12 octobre 2012, révisé le 26 juin 2013,
accepté le 11 juin 2013..
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Le groupe de Brauer algébrique Br,(X) est par définition le noyau de la
restriction BrX — Br(X). Si X est k-birationnelle & un espace projectif,
alors Br(X) = 0, et Br,(X) = Br(X).

On sait (voir [5, (1.5.0)]) que le groupe Bry(X) s’insére dans une suite
exacte

0 — Pic(X) — Pic(X)9 — Br(k) — Brg(X)
— H'(g,Pic(X)) — H>(k,G,).

Déterminer si une classe dans H'(g, Pic(X)) se releve dans Br,(X) est un
premier probleme. Quand on sait qu’il existe un relevement, exhiber un
élément concret dans Br,(X) C Br(X) C Br(k(X)) relevant la classe, et
permettant des calculs numériques, peut étre un probléme, quand tout ce
que l'on connait explicitement est un ouvert non vide de X, mais pas la
k-variété X elle-méme.

Dans la suite spectrale

E3" = HP(g, Hgt(y) Gn)) = Hg (X, Gp)

qui donne naissance a la suite exacte ci-dessus, tout point k-rationnel de X
définit une rétraction des fleches Hi(g, k") — H! (X, Gy,). Si l'ensemble
X (k) des points rationnels est non vide, ceci implique que 'on a un iso-
morphisme

Pic(X) = Pic(X)?
et une suite exacte courte

0 — Br(k) — Br,(X) — H'(g,Pic(X)) — 0.

Méme dans ce cas, et méme si ’on s’est donné le k-point rationnel, si ’'on
ne connait pas X de fagon explicite, trouver un relevement concret d’un
élément de H'(g,Pic(X)) peut aussi étre un probléme.

Un exemple d’une telle situation se présente lorsque I'on étudie les com-
pactifications lisses T, resp. E¢, d’un k-tore T, resp. d’un espace homogene
principal E de T.

Un cas typique est le suivant (voir [2], [10], [12]).
On considére une extension biquadratique K = k(y/a, vb), un élément
v € k* et la k-variété E définie par I’équation

ou N, désigne la norme de K a k. Pour v = 1, ceci définit le k-tore
T = R}(/ka. On sait que l'on a Br(7°)/Br(k) = Z/2. Mais on ne sait pas
écrire de fagon naturelle un générateur dans Br(7) (voir la remarque 1.5).
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Pour v quelconque, on a Br(E¢)/Br(k) C Z/2, et on n’a pas de facon
systématique pour décider si le quotient vaut Z/2 et si c’est le cas trouver
un représentant du générateur dans Br(E°).

Le but de cette note est de montrer comment dans certains cas on peut
contourner ces problémes. On s’intéresse particulierement aux tores définis
par une équation

(2% — ay®) (22 — bt*) (u? — abw?) =1
et a leurs espaces principaux homogenes, définis par une équation
(2% — ay®) (22 — bt?) (u?® — abw?) = ¢,

avec a, b, c € k*.

Depuis la rédaction du présent article, ces tores ont été utilisés dans trois
contextes différents.

Dans [1], de la Bretéche et Browning donnent des estimations asymp-
totiques sur le nombre de contre-exemples au principe de Hasse pour les
familles générales de tels espaces homogenes sur un corps de nombres.

Dans [11], D. Wei étudie le principe de Hasse pour espace total d’une
famille & un parametre de tels espaces homogenes.

Dans [3], Parimala, Suresh et 'auteur utilisent ces tores pour résoudre
négativement un probléme sur les espaces principaux homogenes au-dessus
d’un corps de fonctions d’une variable sur un corps local.

Dans tout larticle, k£ est un corps de caractéristique zéro, k est une
cloture algébrique de k et g = Gal(k/k).

1. Cas de surjectivité de l’application Br,(X) — H!(g, Pic(X))

Dans cette section nous décrivons des cas o, pour des raisons purement
algébriques, ’application

Br,(X) — H'(g,Pic(X))

est surjective, que X ait un point rationnel ou non.
On dit qu'une k-variété integre est k-rationnelle si son corps des fonctions
est transcendant pur sur le corps k.

Proposition 1.1. Soit X une k-variété projective lisse géométriquement
connexe. Supposons qu’il existe une extension finie cyclique K/k et une
K-variété intégre Y telle que Y X g Xg soit une K-variété K-rationnelle.
Alors :
(a) La fleche H(g,Pic(X)) — H3(g, k") est nulle, et l'on a une suite
exacte
Br(k) — Br(X) — H'(g,Pic(X)) — 0.

(b) On a une suite exacte

ker[Br(k) — Br(K)] — ker[Br(X) — Br(Xg)] — H'(g,Pic(X)) — 0.
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(c) Tout élément de H'(k,Pic(X)) se reléve en un élément du sous-
groupe Br(X) C Br(k(X)) qui s’écrit (x, f) avec

f € ker[k(X)* /N (K (X)*) = Div(X) /Ny (DivXg)]
et x € H'(K/k,Q/Z) C H*(k,Z).

Démonstration. Soit G = Gal(K/k). Fixons un plongement K C k, d’ott
une application quotient surjective ¢ — G. On compare les suites exactes
déduites des suites spectrales

qu = Hp(Gv Hgt(XKv Gm)) = Hgbt(Xu Gm)
et o
By = HP(g9, H{(X, Gp)) = He (X, Gr).
On a donc le diagramme commutatif de suites exactes
(1.1)
H?*(G, K*)—ker[Br(X) — Br(Xg)]—=HY(G,Pic(Xk))—H3 (G, K*)

\ \: A 1
H%(g,k™") — ker[Br(X) — Br(X)] — H'(g,Pic(X)) — H3(g, k).
Comme G est cyclique, on a H3(G, K*) ~ HY(G, K*) et ce dernier groupe

est nul d’apres le théoreme 90 de Hilbert.

Soit h = Gal(k/K). L’hypothese faite sur la K-variété Xy implique
qu’elle possede un K-point et que le h-module Pic(X) est un facteur di-
rect d’'un module de permutation ([5, Prop. 2.A.1]). Le premier fait im-
plique Pic(Xg) = Pic(X)". Le second implique H'(h,Pic(X)) = 0. La
suite exacte d’inflation-restriction

0 — HY(G,Pic(X)") = H'(g, Pic(X)) — H'(h, Pic(X))
donne un isomorphisme
HY(G,Pic(Xk)) = H'(g, Pic(X)).

L’hypothese faite sur Xg implique qu’il existe un entier n > 0 et une k-
application rationnelle dominante de P% vers X qui admet une section sur
un ouvert de X. Comme on a supposé car(k) = 0, ceci suffit & assurer
Br(X) = 0. On a ainsi établi les énoncés (a) et (b). En ce qui concerne
(c), on sait que pour toute extension galoisienne K/k de groupe G, on a un
isomorphisme naturel (voir [4, Lemme 14, p. 213])

ker[Br(X) — Br(Xg)] = ker[H?*(G, K(X)*) — H?*(G,Div(Xk))].

Pour K/k cyclique, la périodicité de la cohomologie des groupes finis cy-
cliques associe au choix d’un générateur de G un isomorphisme entre le
dernier groupe et

ker[H(G, K (X)*) — H°(G, Div(Xk))),
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c’est-a-dire
ker[k(X)X/NK/k(K(X)X) — Div(X)/NK/k(DiVXK)].
O

Proposition 1.2. Soit X une k-variété projective, lisse, géométriquement
connexe. S’il existe une k-variété projective, lisse, géométriquement connexe
Y pour laquelle une des hypothéses suivantes est satisfaite :

(i) la fieche Br,(Y) — H'(g,Pic(Y)) est surjective,

(i) H'(g,Pic(Y)) =0,

(i) il existe une extension cyclique K /k telle que Yk soit K -rationnelle,
et s’il existe un k-morphisme de Y wvers X, alors la fléche

Br,(X) — H'(g,Pic(X))
est surjective.

Démonstration. Par fonctorialité des suites spectrales, on a le diagramme
commutatif de suites exactes :

Br(k)—ker[Br(X) — Br(X)|—H"' (g, Pic(X))— H3(g,k ")

(1.2) J i ! }=
Br(k)— ker[Br(Y) — Br(Y)]—H(g, Pic(Y))—H3(g,k ).

Sous I'hypothése (i), la fleche H'(g, Pic(Y)) — H3(g, k") est nulle. Du
diagramme on conclut que la floche H (g, Pic(X)) — H3(g,k") est nulle,
et que la fleche Br,(X) — H'(g,Pic(X)) est surjective. L’hypothése (ii)
implique trivialement ’hypothese (i). Sous I'hypothese (iii), la proposition
1.1(a) donne (i), et donc le résultat. O

Remarque 1.3. On peut renforcer I’énoncé et supposer seulement 1’exis-
tence d’une application k-rationnelle d’une telle k-variété Y vers X. La
résolution des singularités (car(k) = 0) permet en effet de trouver une
k-variété Y’ projective, lisse, géométriquement connexe, un k-morphisme
birationnel p : Y/ — Y et un k-morphisme Y/ — X. On sait que p* :
H'(g,Pic(Y)) — H'(g,Pic(Y')) est un isomorphisme, ce qui permet de
conclure.

Remarque 1.4. Voici un exemple d’application. Soit X une k-variété pro-
jective, lisse, géométriquement connexe. S’il existe un k-morphisme d’une
k-quadrique lisse @ de dimension au moins 1 vers X, alors Br,(X) —
H1(g,Pic(X)) est surjectif. Un exemple familier est fourni par les variétés
X fibrées en quadriques au-dessus de la droite projective.

Remarque 1.5. Le tore T' = Ri /ka associé a une extension biqua-
dratique L = k(v /a, \/5) de k, apres extension du corps de base de k a
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K = k(y/a), est K-isomorphe & la K-variété définie par
(2% — by?) (u® — bv?) = 1.

Cette K-variété est K-isomorphe a la K-variété affine d’équation
2?2 —by? =22 —bt? #£0.

Cette variété est clairement K-rationnelle : elle est K-birationnelle au pro-
duit d’une droite et d’une quadrique lisse dans P3., quadrique possédant
un point K-rationnel, et donc K-birationnelle a P%(.

La proposition 1.1 s’applique. On a H'(G,Pic(T§)) = Hl(g,Pic(TEC))
et un argument abstrait ([6, Prop. 9.5]) montre que ce dernier groupe est
isomorphe & Z/2. Suivre cet isomorphisme n’est pas simple. Mais surtout,
faute de bien connaitre une compactification lisse explicite T de T', on ne
connailt pas de facgn explicite la suite exacte de G-modules

1 — K(T°)*/K* — Div(Tg) — Pic(Tg) — 0,

et donc on ne voit pas comment calculer 'image de I'application de groupes
de cohomologie de Tate

Z)2 = H Y(G,Pic(T%)) — HY(G, K(T°)*/K*).

Ainsi il n’est pas évident d’exhiber une fonction f € k(T)* telle que le
générateur de Br(7T°)/Br(k) = Z/2 soit donné par (K/k, f).

2. Réduction des tores aux tores coflasques

On a une dualité bien connue entre les k-tores algébriques et les g-réseaux
de type fini, associant a un k-tore T son groupe des caracteres T sur k. Pour
tout k-tore 7' il existe une (plus petite) extension finie galoisienne K de k,
telle que laction de ¢ sur T se factorise par G = Gal(K/k). On dit que
K /k déploie T et T. Un k-tore quasitrivial P est un k-tore dont le groupe
des caracteres est un g-module de permutation. Un tel tore est un produit
de k-tores Ry, ;G pour diverses extensions séparables de corps k;/k. Un
k-tore quasitrivial est k-isomorphe a un ouvert d’un espace affine Ag, et
est donc une k-variété k-rationnelle. Un tel k-tore P satisfait H'(g, f’) =0
et H'(k, P) = 0 (lemme de Shapiro et théoréme 90 de Hilbert).

Un k-tore @ est dit coflasque (voir [6]) si pour tout sous-groupe ouvert
h C gona H'(h,Q)=0. Il suffit pour le vérifier de montrer H'(H, Q) = 0
pour tout sous-groupe H C G, ou G est le groupe de Galois d’une extension
finie déployant Q.

Etant donné un g-réseau M (groupe abélien libre de type fini équipé
d’une action continue discréte de g), on définit 112 (k, M) C H?(g, M)
comme le sous-groupe de H?(g, M) formé des classes dont la restriction &
tout sous-groupe fermé procyclique de g est nulle.
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Si 'extension finie K/k de groupe G déploie le g-réseau M, alors
2 (k, M) ~ ker[H*(G, M) — [ H*((c), M)).
ceG
Pour M un g-module de permutation, on a III2(k, M) = 0.
Pour k un corps de nombres, {2 'ensemble de ses places, et T un k-tore,
pour tout entier naturel ¢, on définit
II'(k,T) := ker[H'(k,T) — [] H'(kv, T)].
veQ

Pour T = P un tore quasitrivial, il résulte du lemme de Shapiro et de la
théorie du corps de classes que I'on a II%(k, P) = 0.

Proposition 2.1. Soit T' un k-tore.
(a) 1l existe une suite exacte de k-tores

1-P—-Q—-T—1

avec P un k-tore quasitrivial et QQ un k-tore coflasque.

(b) Toute telle suite exacte est génériquement scindée, le k-tore Q est k-
birationnel au produit P x T. Ainsi tout k-tore est stablement k-birationnel
a un k-tore coflasque.

(c) Si lon se donne deuz suites eractes

1—>P1—>Q1—)T—>1

et
1P —>Q—~T—1

comme en (a), alors il existe un k-isomorphisme de k-tores Py X} Q2 ~

Py % Q1.
(d) La suite de caractéres

05T —>Q—>P—0
duale de la suite en (a) induit un isomorphisme naturel
LI (k, T) = I (k, Q).

(e) Soit T€, resp. Q°, une compactification lisse du k-tore T, resp. du
k-tore Q. La projection Q — T induit un isomorphisme Br(T¢) = Br(Q°).

(f) Si k est un corps local, tout espace principal homogéne sous un k-tore
coflasque Q est trivial. Ainsi H'(k,Q) = 0.

(9) Si k est un corps de nombres, on a des isomorphismes

a1 (k, Q) = It (k, 7)
et
' (k,Q) = H'(k,Q).
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Démonstration. Pour (a), voir [6, Prop. 1.3 (1.2.4) p. 158]. Par le théo-
reme 90 de Hilbert et le lemme de Shapiro, tout torseur sur une k-variété
intégre sous un k-tore quasitrivial est génériquement scindé. Comme en
outre un k-tore quasitrivial est une k-variété k-rationnelle, ceci établit (b).
Pour (c), voir [6, Lemma 0.6 (0.6.4)) p. 155]. On a la suite duale de groupes
de caractéres 0 — 1 — Q ~ P 0, qui est une suite exacte de modules ga-
loisiens. Comme P est un module de permutation, on a H'(h, P) = 0 pour
tout sous-groupe ouvert h C g et 1112 (g, ]5) = 0. Une chasse au diagramme
immédiate donne alors (d).

Pour tout k-tore T, on a la formule Br(T°)/Br(k) — MI2(k,T) ([6,
Prop. 9.5]). L’énoncé (e) résulte alors de (d).

Prouvons (f). Pour un corps local k et un k-tore R, les groupes finis
H'(k, R) et H'(k, R) sont en dualité (Tate-Nakayama ). Si le k-tore R est
coflasque, alors H'(k, R) =0 et donc H'(k,R) = 0.

Démontrons (g). Pour k£ un corps de nombres et P un k-tore quasitri-
vial, on a H(k, P) = 0 et III?(k, P) = 0. La suite exacte (a) donne donc
I (k, Q) = I (k, P). Par ailleurs (f) donne II'(k, Q) = H'(k,Q). O

Nous aurons besoin de la proposition suivante.

Proposition 2.2. [7, Lemme 2.1] Soient T' un k-tore et E un k-espace
principal homogéne sous T'. Soit T une k-compactification projective, lisse,
équivariante, de T'. Le produit contracté E¢ := ExTT¢ est une k-compactifi-
cation lisse équivariante de E.

(a) 1l existe un isomorphisme naturel de modules galoisiens

Pic(T°) = Pic(E").
(b) Il y a un isomorphisme H'(k,Pic(T")) = H'(k, Pic(E")).
(¢) On a des suites exactes
0 — Br(k) — Br(T°) — H'(k,Pic(T")) — 0,
Br(k) — Br(E°) — H'(k,Pic(E")) — H3(k, G,,).
On a donc une suite exacte

0 — Br(E°)/Im(Br(k)) — Br(T°)/Br(k) — H3(k, Gu).

3. Le tore des éléments de norme 1 d’une extension
biquadratique et un tore coflasque associé

Soit K/k une extension biquadratique. On a donc K = k(y/a, v/b). Soit
T= R}< /ka le k-tore noyau de la norme

1T — RK/ka - G — 1.
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Soit @) le k-tore noyau défini par la suite exacte

1= Q=[] Rt;/xGm — G — 1,

ou k;/k parcourt les trois sous-extensions quadratiques de K/k, et ou la
fleche vers Gy, i est le produit des trois normes d’extensions quadratiques
de k.

Proposition 3.1. (a) Le k-tore Q est coflasque.
(b) Il existe un diagramme commutatif de groupes de type multiplicatif

1 1 1
\J 1 \
1-G?, = Q - T =l
\ 1 \J
(3.1) 1= M =1 Ry, Gr— Ri /i Gm—1
\ 1 \’
1= poe = G — Gpr —1
\ 1 \
1 1 1

ot les deux colonnes verticales de droite sont celles définissant @ et T, et
la fleche I1; Ry, kGm — R/ Gm est induite par chacune des inclusions
naturelles Ry, jxGm — Ri/1,Gm.

(¢) Notons Ny = Ny, (k) C k*. La suite exacte

0— HY(k,Q) — H'(k,T) — Br(k) @ Br(k)
induite par la suite exacte supérieure s’écrit
1 — k*/N1NaoN3 — k™ /Ng ), K™ — Br(k) © Br(k)

la fleche k* /N1 NaN3 — k* [N/, K> étant induite par x v z2.

(d) On a T2 (K, T) = 112 (k, Q) = Z/2.

(e) Pour toute compactification lisse E¢ d’un espace principal homogéne
E de Q, on a Br(E°)/Im(Br(k)) = Z/2.

(f) Si E est un espace principal homogéne de T dont la classe dans
HY(k,T) a une image nulle dans Br(k) @ Br(k), i.e. si cette classe est dans
Iimage de H'(k,Q) — H'(k,T), alors pour toute compactification lisse E°
de E, on a Br(E°)/Im(Br(k)) =Z/2.



78 Jean-Louis COLLIOT-THELENE

Démonstration. Notons G = Gal(K/k) et G; = Gal(K/k;). On construit le
diagramme commutatif de suites exactes de G-modules

0 0 0
3 3 3
0— Z — Z —7/2—0
3 3 3
(3.2) 0—Z[G) =@ Z[G/Gi|— M —0
3 3 3
0— 17T — Q — L =0
3 3 \
0 0 0

de la facon suivante. L’horizontale supérieure est induite par par la multi-
plication par 2 sur Z. Sur la ligne horizontale médiane, on utilise les projec-
tions évidentes Z[G] — Z[G/G;]. Les fleches Z — Z[G], resp. Z — Z|G/Gi],
envoient 1 sur la somme des éléments de G, resp. de G/G;. Les autres G-
modules sont ceux qui donnent un diagramme commutatif de suites exactes
(on verra ci-dessous que la fldcche Z/2 — M est injective).

De la suite verticale médiane on déduit que @) est coflasque. La nullité
de HY(G, Q) résulte du fait que tout caractere de G trivial sur chaque G;
est trivial. Ceci établit le point (a).

Comme application de groupes abéliens, la fleche Z|G| — &;Z|G/G;] est
’homomorphisme Z* — Z% donné par

(a,b,c,d) — (a+bc+d,a+c,b+d,a+d, b+ c),

dont on vérifie que le conoyau est Z2 @ Z/2, le groupe Z/2 étant 'image
de Z/2 — M. On voit donc que L est sans torsion et de rang 2 sur Z. En
prenant la G-cohomologie de la suite horizontale médiane et en utilisant
HY(G,Z|G]) = 0 on voit que ME est de rang 2. Le groupe LS est donc
aussi de rang 2. Comme L est sans torsion et de rang 2, ceci implique que
I’action de G sur L est triviale.

Une fois (b) établi, ’énoncé (c) est immédiat. De la suite exacte de
groupes de caracteres

0T —>Q—7Z>=0

on déduit II2(k,T) S II12 (k, Q). De la suite exacte de groupes de carac-
teres

0Z—=ZG =T -0
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on déduit
2 (k, T) = W2(G, T) = WI4(G,Z) = HY(G,Z) = Z/2,

ce qui établit (d).
Tout espace principal homogene F de @) s’écrit

(2% = ay?®)(2* — bt*) (u® — abw?) =,

avec v € k*. Sur I'extension cyclique k(y/a)/k, une telle variété est k(y/a)-
rationnelle. D’aprés la proposition 1.1, on a donc

Br(E€)/Im(Br(k)) = H'(k, Pic(E)).

D’aprés la proposition 2.2, on a H'(k, Pic(Q“)) — H'(k,Pic(E")). Enfin,
d’apres ([6, Prop. 9.5]), le groupe H'(k, Pic(Q°)) est isomorphe au groupe
112 (k, Q) = Z/2. Ceci établit (e). Soit E comme en (f), et soit E; un
espace principal homogene de @ dont I'image par H'(k, Q) — H'(k,T) est
la classe de E dans ce dernier groupe. La fibration £; — E est un torseur
sour ng,k:v le corps des fonctions de E7 est donc purement transcendant
sur celui de E. Ceci implique que 'application Bry,(k(E)) — Br,,(k(E1))
est un isomorphisme, et établit (f). O

4. Un générateur explicite pour le groupe de Brauer non
ramifié des espaces homogénes de ce tore coflasque

Théoréme 4.1. Soient F' un corps de caractéristique nulle et a,b,c € F*.
Considérons la F-variété Y définie par [’équation affine
(2% — ay®)(2? — bt?) (u?® — abw?) = c.

Soit F(Y') son corps des fonctions, et soit Z une F-compactification lisse
deY.

(i) Le quotient Br(Z)/Br(F) est nul si l'un des a,b,ab est un carré, il
est égal a Z/2 sinon.

(ii) L’algébre de quaternions (x> — ay?®,b) € Br(F(Y)) est non ramifiée
sur Z, et elle engendre le groupe Br(Z)/Br(F).

Démonstration. Sia, b, ou ab est un carré dans F', alors Y est F-rationnelle,
et Br(F) — Br,,.(F(Y)).

Soit A C F(Y') un anneau de valuation discréte (de rang 1) de corps des
fractions £ = F(Y), contenant F'. Soit  le corps résiduel de A et

Oa: Br(F(Y)) — H'(k,Q/7Z)

Iapplication résidu. On a a = (22 — ay?,b) = (22 — ay?, ab) € Br(F(Y)). Si
b ou ab est un carré dans r, alors d4(«) = 0. Sinon, chacune des extensions
E(Vb)/E et E(vab)/E est non ramifiée et inerte de degré 2 au-dessus de
A, donc les entiers va(2z? — bt?) et va(u? — abv?) sont pairs. De 1’équation
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on déduit v4(x? — ay?) pair (ce qui est évident si @ n’est pas un carré dans
k.). Ainsi d4(a) = 0 pour tout A, et o € Br,,,.(F(Y)) = Br(Z).
Supposons que ni a, ni b, ni ab ne sont des carrés dans F'. Montrons que
la classe o € Bry, (F(Y)) C Br(F(Y)) n’appartient pas a Br(F).
Considérons la projection de Y vers l'espace affine A% de coordonnées
(x,y, 2,t). La fibre générique est la conique

u? — abw?® = c(x® — ay?) (2% — bt?).

D’apres Witt ([13], Satz, S. 465) (pour la généralisation par Amitsur, voir
[8, Thm. 5.4.1]), le noyau de Br(F(A*)) — Br(F(Y)) est d’ordre au plus
2, engendré par la classe de l'algebre de quaternions

B = (c(z* — ay®)(2* — bt?), ab) € Br(F(AY)).

Pour montrer que o € Br(F(Y')) n’appartient pas a Br(F'), il suffit donc
de voir que la classe (22 — ay?,b) € Br(F(A?*)) n’appartient pas au sous-
groupe engendré par Br(F') et

B = (c(x? — ay?) (2% — bt?),ab) = (c,ab) + (2% — ay?,b) + (22 — bt?, a).

Les hypotheses assurent que 22 — ay? = 0 et 22 — bt? = 0 sont intégres et

que b, resp. a, n'est pas un carré dans le corps résiduel de 22 — ay? = 0,
resp. 22 — bt? = 0.
Le résidu de (22 — ay?,b) € Br(F(A*)) en 22 — ay? = 0 est la classe de
b, qui est non nulle. Donc
(2% — ay?,b) ¢ Br(F) C Br(F(AY)).

Le résidu de (22 — ay?,b) en 22 — bt? = 0 est nul, mais le résidu de 3 en

22 — bt2 = 0 est a, qui est non nul. On a donc
(22 — ay?,b) — B ¢ Br(F) C Br(F(A").

La F-variété Y est un espace principal homogene sous le F-tore () défini

par
(2% — ay®)(22 — bt?) (u? — abw?) = 1.

D’apres la proposition 3.1 (e), on a Br,,(F(Y))/Im(Br(F)) = Z/2. Ceci
conclut la démonstration. O

5. Une application numérique

Proposition 5.1. Soient k un corps de nombres et a,b,c € k*. Considé-
rons la k-variété Y définie par l’équation affine

(2% — ay®)(2? — bt?) (u® — abw?) = c.

Soit Z une k-compactification lisse de Y .

(a) Pour toute place v de k, on a Y (k,) # 0.

(b) Soit a € Br(Z) = Brp,(k(Y)) C Br(Y) défini par (x* — ay®,b). Cet
élément engendre Br(Z)/Br(k).
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(c¢) S’il existe une place v telle qu’aucun des a, b, ab ne soit un carré dans
ky, alors Y (k) # (.

(d) Supposons qu’en toute place v de k l'un au moins des a,b ou ab est
un carré dans le complété k,, alors pour toute famille {P,} € [, Z(ky),
on a

Za(Pv) = Z (¢,b)y = Z (¢,b)y €Z/2 C Q/Z.
v v,aeky? v,agélc;<2
La nullité de cet élément est alors une condition nécessaire et suffisante
pour lexistence d’un k-point sur Z et'Y.

Démonstration. (a) La k-variété Y est un espace principal homogene du
k-tore () défini par

(2% — ay®) (22 — bt?) (u? — abw?) = 1.

Ce k-tore est coflasque (Prop. 3.1 (a)). Par la proposition 2.1 (f), on a
donc H'(k,, Q) = 0 pour toute place v de k. L’espace principal homogeéne
Y), est donc trivial, ce qui donne (a). Fixons un isomorphisme Qg, ~ Y, ,
donné par un k,-point de Y. Cet isomorphisme induit un isomorphisme
Bry, (ky(Q)) ~ Bry,(ky(Y)), et donc

Bry (ko (Q))/Br(ky) = Broy (ko (Y))/Br(ky).

L’énoncé (b) a fait l'objet du théoreme 4.1. Dans l'isomorphisme ci-
dessus, qui est entre groupes d’ordre au plus 2, le générateur défini par
(22 —ay?,b) sur Q, ne peut que s’envoyer sur le générateur (22— ay?,b) sur
Y),. Ceci implique que dans l'isomorphisme Bry,(k,(Q)) ~ Bru,(k,(Y)),
la classe (22 — ay?,b) € Brp,(ky(Q)) s’envoie sur la somme de la classe
(22 — ay?,b) € Bryy,(k,(Y)) et d'un élément de 2-torsion de Br(k,).

(c) Supposons qu’en une place v I'extension k,(v/a,v/b) est biquadra-
tique. Alors I'dlément (22 — ay?,b) engendre Br,.(k,(Q))/Br(k,) = Z/2
d’apres le théoréme 4.1. Il résulte alors de [4, Cor. 1, p. 217] que I’élément
(x2—ay?,b) de Bry,-(ky (Q)) prend deuz valeurs distinctes sur Q(k,). D’apres
ce qui précede, le méme énoncé vaut pour o, = (z — ay?,b) € Bry,(k,(Y))
sur Y (k). D’apres (a), il existe un adele {P,} € Z(Ag). L’élément o est
d’ordre 2. Chaque a(P,) vaut 0 ou 1/2 dans Q/Z. Sil'on a ) cqa(Py) =
1/2, on change le point P, en la place v de fagon a changer la valeur de
a(P,). La somme devient alors zéro. Il existe donc un adele {P,} € Z(Ax)
tel que

> a(Py) =0.

weN
Comme « engendre Br(Z)/Br(k), il n'y a pas d’obstruction de Brauer—
Manin pour la compactification lisse Z de l’espace homogeéne Y sous le
k-tore Q. D’apres Sansuc [9, Cor. 8.7]), ceci implique Y (k) # 0.
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Démontrons (d). Soit v une place de k. On a l'inclusion k, C k,(Y). Si
b€ kX2 alors a, = 0 € Br(ky(Y)). Si ab € kX2, alors o, = 0 € Br(k,(Y)).
Si a € k)2, alors a, = (¢, b), € Br(k,(Y)) est I'image de (c,b), € Br(k,).
Ceci donne la premiere égalité. La seconde égalité provient de la loi de
réciprocité de la théorie du corps de classes global. Le dernier énoncé résulte
alors de (b), et du résultat de Sansuc mentionné ci-dessus. O

Remarque 5.2. Voici une démonstration directe du point (a), communi-
quée par V. Suresh. Pour toute place v et tout triplet (a,b,c) d’éléments
de k¢, 'un des trois symboles (a, ¢)y, (b, ¢)y, (ab,c), est nul. En effet leur
somme est nulle, et ils valent soit 0 soit 1/2.

Il est ainsi facile de fabriquer des contre-exemples au principe de Hasse
classique pour des variétés données par Y. Sur le corps Q, on sait bien qu’en
toute place v soit 13, soit 17, soit 13 x 17 est un carré. On prend a = 17,
b = 13. On cherche c tel que

> (e,13), #0.
v,17¢kX>

Ceci donne

> (c,13), # 0.

p#2,13,17; 17¢F)2

(Noter que 17 est un carré dans Qg et dans Q13). Par la loi de réciprocité,
la condition 17 non carré dans le corps fini I, se traduit : p est non carré
dans F17. Si I'on prend ¢ = [ un nombre premier non carré dans Fi7 et non
carré dans i3, la somme se réduit a (1, 13); # 0. Le nombre premier [ = 5
convient. Ainsi :

(2% — 13y2) (2% — 17t (u? — 221w*) =5

est un contre-exemple au principe de Hasse, et la combinaison des propo-
sitions 2.1 et 3.1 montre que

= _ r2
Nowsvi/elE) =5
est un contre-exemple au principe de Hasse.
Pour des calculs similaires, on consultera Sansuc [10].
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