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Résumé Un théoreme de Gabber (Enseign Math (2) 48(1-2):127-146, 2002) permet de
construire des classes de cohomologie non ramifiée dans le produit de certaines variétés et
d’une courbe elliptique. Le lien entre la cohomologie non ramifiée en degré 3 et la conjecture
de Hodge entiere pour les cycles de codimension deux (Colliot-Thélene et Voisin dans Duke
Math J 161(5):735-801, 2012) permet alors de donner de nombreuses classes de variétés
pour lesquelles la conjecture de Hodge entiere pour les cycles de codimension deux est en
défaut. Le cas particulier du produit avec une surface d’Enriques a été établi par Benoist et
Ottem (Failure of the integral Hodge conjecture for threefolds of Kodaira dimension zero,
2018. arXiv:1802.01845v1).

Abstract A method of Gabber (Enseign Math (2) 48(1-2):127-146, 2002) produces unram-
ified cohomology classes in the products of certain varieties with an elliptic curve. The con-
nection between third unramified cohomology and integral Hodge conjecture for codimen-
sion 2 cycles (Colliot-Thélene et Voisin in Duke Math J 161(5):735-801, 2012) then gives
many examples of such a product for which this conjecture fails. The special case of the prod-
uct with an Enriques surface was established by Benoist and Ottem (Failure of the integral
Hodge conjecture for threefolds of Kodaira dimension zero, 2018. arXiv:1802.01845v1).

Sauf mention expresse du contraire, la cohomologie employée ici est la coho-
mologie étale de SGA4. On utilise librement les propriétés de cette derniere, comme
on peut les trouver dans le livre [9]. Pour la cohomologie non ramifiée, on renvoie
le lecteur a [6] et aux références de cet article.

Soient k un corps de caractéristique zéro et k une cloture algébrique. Pour tout
entier n > 1, on note i, C k le module galoisien des racines n-iemes de I’unité.
On note u;?o = Z/n (action triviale) et pour j > 1, ,uf?] le produit tensoriel de j
exemplaires de u,. Pour n divisant m, on a des inclusions naturelles ,LL;?J C u%"
et I’on note Q/Z(j) la réunion de ces modules. Le théoréme de Voevodsky montre
que pour tout entier i > 0, les fleches H ™! (k, u®) — H*!(k, Q/Z(i)) sont
injectives.
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1. Cohomologie non ramifiée en tout degré

Théoreme 1.1. Soit X /C une variété connexe, projective et lisse et C(X) son corps
des fonctions. Soit £ un nombre premier. Soit o € H' (X, Z/¢) une classe de coho-
mologie dont I'image dans H' (C(X), Z/¢) est non nulle.

(a) 11 existe une courbe elliptique E/C et B € H'(E,Z/t) tels que 'image de
aUB e HTYX x E,Z/t) dans H (C(X x E), Z/£) soit non nulle. En
particulier, les groupes de cohomologie non ramifiée H,’;;r] (C(XxE),ZJC) et
HIX(C(X x E), Q/Z) sont non nuls.

(b) Si X peut étre définie sur un corps de nombres, pour toute courbe elliptique
E/C d’invariant j transcendant, les groupes de cohomologie non ramifiée
HIFN(C(X x E), Z/¢) et HF'(C(X x E), Q/Z) sont non nuls.

Démonstration. D’apres Gabber [7, Prop. A.4], dont on garde les notations, il existe
une courbe lisse géométriquement connexe U /Q, un point P € U(Q), et une suite
exacte de U-schémas en groupes commutatifs lisses connexes

l—>wuy—>E—>E—1
dont la fibre au-dessus de P s’identifie a la suite exacte de Kummer
1 = weo—= Gug— Guog—1

associée a x > x¢, etdontlarestriction au-dessusde V = U \ P estune isogénie de
V-schémas abéliens de dimension relative 1. En outre toute ¢-isogénie de courbes
elliptiques sur C munie d’un isomorphisme de son noyau avec i, est donnée par
I’évaluation de la suite exacte ci-dessus en un point de U(C). L’invariant j des
fibres de £ — U hors du point P n’est en particulier pas constant, et prend
une valeur transcendante sur Q en M € U(C) si et seulement si M n’est pas
algébrique sur Q. Notons pour simplifier Y = £’. La suite exacte ci-dessus définit
un torseur sur Y sous p¢, donc une classe B € H' (Y, i¢). La restriction de cette
classe au-dessus du point générique de Y est la classe d’une fonction rationnelle
g € Q) /QV)* = HY(Q(Y), j¢). Lextension Q(Y)(g!/%) /Q(Y) se spécialise
au-dessus du point P en I’extension Q(r'/¢) /Q(r), ol G, = Spec QIt, 1/t].

Commengons par étendre la situation ci-dessus de Q aC. Onnote Yc = ¥ xgC
et Uc = U xg C. On a la projection X x¢ Yc — Uc. On considére le produit
externe UB € HH (X xc Yo, o). Il se spécialise au-dessus du point P € U (C)
en une classe dans H' 1 (X x¢ Gm.c, o). La restriction de cette classe au point
générique de X xc Gy, ¢ est non nulle, car son résidu le long du diviseur défini
part = 0 dans X x Al est la classe de o dans H' (C(X), Z/¢). D’apres Gabber
[7, Prop. A7], ’ensemble des points s de U (C) tels que la restriction de « U 8 au
point générique de la fibre géométrique de X x¢ Yo — Uc en s est nulle est une
union dénombrable de fermés de Uc. On a vu ci-dessus que P n’est pas dans cet
ensemble. Cet ensemble est donc une union dénombrable de points de U (C). Ceci
établit le point (a).

Supposons maintenant X = X x; C, ou k C C désigne la cloture algébrique
de Q dans C. La cohomologie étale d’une variété sur un corps algébriquement clos,
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a coefficients de torsion premiers a la caractéristique, ne change pas par extension
de corps de base algébriquement clos [9, VI.4.3]. On dispose donc d’une classe
oy € H'(Xo,7Z/¢) d’image non nulle dans le groupe H'(k(Xo),Z/¢). D’apres
Gabber [7, Prop. A7], I’ensemble des points s € Uy tels que la restriction de
ap U B au point générique de la fibre géométrique de X¢ x; Yy — Ui en s est
nulle est une union dénombrable de fermés de Uy, et donc, puisque P n’est pas
dans cet ensemble, une union dénombrable de points de U (k). Pour tout point M
de U(C) \ U(k), larestriction de ag U Bx dans H' (C(X x¢ Yar), iue) est donc non
nulle, ce qui établit (b). |

Remarque 1.2. Comme le fait remarquer le rapporteur, un argument général [11,
Lemme 2.1] utilisant un isomorphisme (non canonique) entre C et une cloture
algébrique de C(U), permet aussi de déduire le résultat (b) de (a).

2. Cohomologie non ramifiée en degré 3 et conjecture de Hodge entiére

Proposition 2.1. Soit X/C une variété connexe, projective et lisse, telle que
Br(X) #0.

(a) 1l existe une courbe elliptique E /C telle que Hn3r (C(X x E),Q/Z) #£ 0.

(b) Si X peut étre définie sur un corps de nombres, pour toute courbe elliptique
E/C d’invariant j transcendant, H,?, (C(X x E),Q/zZ) # 0.

(c) Sile groupe de Chow des zéro-cycles de la variété complexe X est supporté sur
une courbe, alors il existe une courbe elliptique E /C telle que la conjecture de
Hodge entiere pour les cycles de codimension 2 sur X x E soit en défaut.

(d) Si le groupe de Chow des zéro-cycles de la variété complexe X est supporté sur
une courbe, et X peut étre définie sur un corps de nombres, alors pour, toute
courbe elliptique E/C d’invariant j transcendant, la conjecture de Hodge
entiére pour les cycles de codimension 2 sur X x E est en défaut.

Démonstration. Supposons Br(X) # 0. Soit ¢ un nombre premier avec
Br(X)(€¢) # 0. De la suite de Kummer pour la cohomologie étale sur X et sur
le corps des fonctions C(X), et de I’injectivité bien connue Br(X) — Br(C(X))
[8, II, Cor. 1.10], on conclut qu’il existe o € HZ(X, we) d’image non nulle dans
H*(C(X), g) = Br(C(X))[£]. Apres choix d’un isomorphisme Z/€ ~ g, le
théoreme 1.1 donne alors les points (a) et (b).

Dans un travail avec C. Voisin, en utilisant des résultats profonds de K -théorie
algébrique, on a établi le résultat suivant [6, Thm. 1.1, Thm. 3.9]: pour toute variété
W projective et lisse sur C dont le groupe de Chow des zéro-cycles C Hy(W) est
supporté sur une surface, ce qui signifie qu’il existe une surface projective lisse U
sur C etun morphisme U — W tels que I’application induite C Hy(U) — C Hy(W)
soit surjective, on a un isomorphisme de groupes finis

H (W, Q/Z) ~ Z*(W),

ol H,? (W,Q/Z) est la réunion des groupes H;?,(W, 7Z/n) et ot Z*(W) est le

r

quotient du groupe des cycles de Hodge dans H*(W, Z) par ’'image des classes de
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cycles algébriques de codimension 2. Si le groupe de Chow des zéro-cycles de X
est supporté sur une courbe C, alors le groupe de Chow des zéro-cycles de X x¢ E
est supporté sur la surface C x¢ E. On obtient ainsi (c) et (d). m|

Outre les surfaces d’Enriques, de nombreuses variétés dont le groupe de Chow
des zéro-cycles est supporté sur une courbe satisfont Br(X) # 0.

Rappelons ici que pour toute variété X /C projective, lisse, connexe, on dispose
d’une suite exacte

0 — (Q/Z)”>7F — Br(X) — Hijei(X, Z)rors — O,

ou p est le rang du groupe de Néron-Severi NS(X) et b, le second nombre de Betti
de X (voir [8, III. (8.7) et (8.9)]), et que I’on a b, — p = O si et seulement si
H?(X, Ox) = 0. Bloch [4] a montré que I’hypothése que le groupe de Chow des
zéro-cycles sur X est supporté sur une courbe implique H>(X, Ox) = 0 et que le
groupe Br(X) est fini, et égal au groupe H]gem(X, L)iors-

Pour X/C une surface projective, lisse, connexe, de groupe de Néron-Severi
NS(X), notant Br(X)° le sous-groupe divisible maximal de Br(X), on a un iso-
morphisme naturel [8, ITI (8.12)]:

Br(X)/Br(X)? =~ Hom(NS(X),rs, Q/Z).

Dans le cas particulier ot H>(X, Ox) = 0, en particulier si le groupe de Chow des
zéro-cycles de la surface X est supporté sur une courbe, on a donc

Br(X) >~ Hom(NS(X);ors, Q/Z).

Pour les surfaces, c’est une conjecture célebre de Spencer Bloch que 1’hypothese
H?*(X, Ox) = 0implique que le groupe de Chow des zéro-cycles sur X est supporté
sur une courbe. Cette conjecture est connue dans le cas des surfaces non de type
général [5], en particulier pour les surfaces d’Enriques, et dans quelques autres cas
[12]. De nombreuses surfaces avec H (X, Ox) = 0 pouri = 1, 2,et NS(X)sors #0
ont été décrites (voir [1, Chap. VII, 11] et [2]).

La proposition 2.1 et les rappels ci-dessus donnent:

Corollaire 2.2. Soit X une surface connexe, projective et lisse sur C dont le groupe
de Néron-Severi NS(X) possede de la torsion, et dont le groupe de Chow des zéro-
cycles est supporté sur une courbe, donc qui satisfait H*(X, Ox) = 0. Il existe
une courbe elliptique E /C telle que la conjecture de Hodge entiére pour les cycles
de codimension 2 sur X x E soit en défaut. Si X peut étre définie sur un corps
de nombres, cette défaillance a lieu pour toute courbe elliptique E d’invariant j
transcendant. [

Remarque 2.3. Dans le cas particulier des surfaces d’Enriques, on retrouve donc
ainsi [3, Prop. 2.1], dont la démonstration repose, dans le cas £ = 2, sur une
construction du méme type que celle de [7] rappelée au début du théoreme 1.1. La
démonstration de [3, Prop. 2.1] pour les surfaces d’Enriques est plus “classique”
que celle présentée ici: elle n’utilise pas de résultat de K -théorie algébrique. Pour
ces surfaces, elle donne quelques autres informations.
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Remarque 2.4. Deés la dimension 3, il existe des variétés projectives et lisses X sur
C, rationnellement connexes, telles que Br(X) # 0, comme les exemples d’ Artin et
Mumford de solides fibrés en coniques sur le plan projectif P(2C. On peut facilement
donner de tels exemples qui sont définis sur un corps de nombres. Pour les variétés
rationnellement connexes, le groupe de Chow des zéro-cycles est supporté sur un
point. Il est donc facile d’exhiber des variétés W = X xc E de dimension 4
explicites, produits d’une variété rationnellement connexe de dimension 3 et d’une
courbe elliptique, pour lesquelles la conjecture de Hodge entiere pour les cycles de
codimension deux est en défaut: on prend la variété produit d’un exemple d’ Artin-
Mumford défini sur un corps de nombres et d’une courbe elliptique d’invariant
J transcendant. Notons que Schreieder [10, Cor. 1.6] a récemment construit des
variétés rationnellement connexes de dimension 4 pour lesquelles la conjecture de
Hodge entiere pour les cycles de codimension deux est en défaut. Ces variétés sont
des fibrés en coniques (non plats) au-dessus de P3.
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