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CymecTBYyIOT TIaIKue KBAPTUKA X C Pé, KOTOPBIE HE ABIAIOTCA
cTabu/pHO PAIMOHAJBHBIMU, A& MMEHHO, rpynna U:xoy

HYJb IUKJIOB X HE VHUBEPCAJHLHO TPUBUAJLHA.

Jlora3zaTe/sCcTBO OCHOBAHO HA METOJE CIEIATIN3ANNN,
BBenerroM K.Byaszan.




X eine reduzierte, irreduzible Varietat uber C der Dimension d.
Eigenschaften.

rational : X ist birational zu P9

— Stabil rational : Es gibt n > 0 mit X x P" rational

= Faktor rational : Es gibt Y/C mit X x Y rational

— Retrakt Rational : Es gibt offene Mengen () £ U C X,

V C P" und U — V — U Abbildungen deren Komposition die
Identitat von U ist (D. Saltman)

— Unirational : Es gibt eine rationale dominante Abbildung von
P™ nach X — hier kann man n = d nehmen.

— Rational zusammenhangend : Durch zwei beliebige Punkte
von X lauft eine Kurve vom geometrischen Geschlecht 0. Beispiel :
Fano Varietdten. (Campana; Kolldr, Miyaoka, Mori).



Fiir d = 1 (Luroth) und d = 2 (Castelnuovo) sind alle diese
Eigenschaften dquivalent.

Mit d > 3 andert sich die Lage.




X /C glatt und projektiv, unirational und nicht rational

1972 Clemens—Griffiths

X kubische Hyperfliche in P%.

[X ist birational zu einer Kegelschnittfamilie iiber P?]
Alle unirational, keine rational

Methode : Mittlere Jacobische Varietat, Prym Varietaten
(Mumford)

SchlieBt nur die Rationalitat aus

1972 Iskovskikh—Manin

X quartische Hyperfliche in P*

Einige unirational (alle ?)

Methode: Rigiditat : Biraut(X) = Aut(X), endlich, also keine ist
rational

SchlieBt nur die Rationalitat aus



1972 Artin—Mumford

X ist birational zu z? = f4(u, v, w), d. h. eine doppelte
Uberlagerung von P3, und der Verzweigungsort ist eine bestimmte
(singuldre) quartische Flache.

X ist birational zu einer bestimmten Kegelschnittfamilie iiber P?
X ist unirational

Methode fiir Nichtrationalitit : H3(X, Z):0rs # 0, oder auch
Brauergruppe Br(X) # 0.

Zeigt, daB X nicht retrakt rational ist und im Besonderen nicht
stabil rational ist.



Rational # Stabil rational (Beauville, CT, Sansuc,
Swinnerton-Dyer 1985)

Methode fiir Nichtrationalitat : Mittlere Jacobische Varietat, Prym
Varietaten (Clemens-Griffiths 1972, Mumford, Beauville 1977)

Stabile Rationalitdt C Faktor rationalitdt C Retrakt Rationalitat
Alle aquivalent ? Beispiel fiir Retrakt Rationalitat : GL,/PGL, mit
p Primzahl (Saltman 1984).

Retract Rationalitat # Unirationalitat : Brauergruppe,
Artin—-Mumford

Unirational # rational zusammenhangend ? Unbekannt.



X C P" glatte kubische Hyperflache, n > 4.

Alle unirational. Artin-Mumford Invariante Br(X) = 0.

n = 4. Nie rational (Clemens—Griffiths). Sind einige, sind alle
retrakt rational ? Offenes Problem.

n =75 : einige sind rational (klassisch; Hassett). Ist das eine
Ausnahme 7

n beliebig. Sind sie alle retrakt rational ? Offenes Problem.




X C P* glatte quartische Hyperfliche.
Iskovskikh—Manin : X ist nie rational.
Artin-Mumford Invariante Br(X) = 0.

Ist X stabil rational 7 retrakt rational ?
Das werden wir erortern.




Einige stabile birationale Invarianten
k ein Korper, Char.(k) = 0.

X /k, glatt, projektiv, irreduzibel, retrakt rational

= Fiir jeden Korper F/k, Gradr : CHo(XF) — Z lsomorphismus.
Man sagt, X ist universell CHp-trivial.




Sei k =C.

Bloch-Srinivas (1983) und andere Autoren haben die
Konsequenzen von CHy(Xq) = Z untersucht, wo Q beliebig
algebraisch abgeschlossen ist.

Sei A C X x X die Diagonale. Die Annahme mit F = Q ist
gleichbedeutend mit : es gibt N > 0 in N und einen Punkt x € X,
so daB NA = Z; 4+ Z, € CHY(X x X), mit Trager von Zy in x x X
und Trager von Zp in X X Y, Y C X, Y # X geschlossen.

Mit dieser Annahme sind alle H/(X,Ox) =0 (i > 1).

X /C ist universell CHp-trivial dann und nur dann, wenn es eine
solche Zerfallung mit N =1 gibt.



Warnung :

Es gibt schon Flachen X/C von allgemeinen Typ, also bestimmt
nicht stabil rational, die universell CHy-trivial sind.
Bei diesen Flichen ist HO(X,K) =0, H°(X,2K) # 0.




Unverzweigte Kohomologie

X/k, glatt, projektiv, irreduzibel, Funktionenkorper k(X).

Hi (k(X)/k, i) = _ , _

mxeX(l) Ker[ax : H’(k(X)a M?J) — Hl_l(ﬁ(x)a M?J_l)]

= (Bloch-Ogus)

MA disk. Bew. von k(X), kCA _

Ker[0a - H (k(X), u50) — H Y (ka, p5 )]

Also, birationale invariante. Wenn X/k retrakt rational, dann ist
Hi(k,e) = Hi,(k(X)/k,®) (CT-Ojanguren 1989)

Algebraisch abgeschlossene Korper k C K, dann Rigidiat :
Hi (k(X)/k,e) = H! (K(X)/K,e) (CT, Jannsen, nach einer
Methode von Suslin)



X /C glatt, projektiv

X retrakt rational

= X universell CHp-trivial

== Fiir jeden Korper F/k, jede i,n € N+, jede j € Z,
HI(F, 1)) — HL (F(X)/F, ua?) lsomorphismus




Ha (k(X)/k, Q/Z) = H&(X,Q/Z) = Hom(m1(X),Q/Z).

Fir F = C ist diese Gruppe eine Erweiterung der endlichen Gruppe
NS(X)tors = HA(X, Z)tors durch (Q/Z)br.

Falls X rational zusammenhangend, dann ist m1(X) = 0 (Kollar).

H2.(k(X)/k,Q/Z(1)) = Br(X), Brauergruppe von X.

Fiir k = C ist diese Gruppe eine Erweiterung der endlichen Gruppe
H3(X, Z)tors durch die Gruppe (Q/Z)b>~7.
Fall X rational zusammenhangend, dann ist bp — p = 0.



Hy (k(X)/k,Q/Z(2))

k=C

Z4(X) := Hdg*(X,Z)/Im(CH?(X)) (vermutlich endlich).
Satz (CT-Voisin 2012)

Fiir k = C ist H3 (F(X)/F,Q/Z(2)) eine Erweiterung der
endlichen Gruppe Z4(X)tors durch eine teilbare Gruppe.
Wenn CHy(X) = Z ist, dann ist Z4(X) endlich und

Ha(C(X)/C.Q/Z(2)) = Z4(X).



Satz (Voisin 2006). Sei X rational zusammenhangend der
Dimension 3, dann ist Z*(X) = 0, also auch
H3(C(X)/C,Q/Z(2))=0.

Beispiele von glatten, projektiven, unirationalen Varietaten X der
Dimension > 6 mit Br(X) =0, H3,(C(X)/C,Q/Z(2)) # 0, also
auch Z%(X) # 0, CT-Ojanguren 1989, via Arason 1975 (Vorlaufer
von Merkurjev-Suslin 1983).

X rational zusammenhangend, dim(X) = 4,5. Ist
H3.(C(X)/C,Q/Z(2)) # 0 méglich? Offenes Problem.

Man kann Beispiele von unirationalen X bauen, mit allen
H,’;,(C(X)/C,Q/Z) =0 fir i < nund HJ,(C(X)/C,Q/Z) # 0.
Peyre 93, Asok 2013. Methode : Merkurjev-Suslin 1983,
Jacob-Rost 1989, Orlov-Vishik-Voevodsky 2007.



Eine andere (stabile) birationale Invariante.
X /C glatt projektiv. F/C, F algebraischer Abschlu,
G = Gal(F/F).

Coker [CH?(Xg) — CH?(Xz)C] ist eine birationale invariante von
X /C. Beweis : Aufblasungen.

Nehmen wir an, CHo(X) = Z, und H'(X, Z)t0ors = O fiir i = 2,3,
und H3.(X,Q/Z(2)) = 0. Dann exakte Folge

0 — My (F(X)/F,Q/Z(2))/H*(F,Q/Z(2)) —
— Coker[CH?(XF) — CH?*(Xz)®]
— H?(G,Pic(Xz) @ F ).
(Bloch, CT-Raskind 1985, Kahn 1996, CT 2013)



Satz. Sei X C P¢ eine glatte kubische Hyperflache.

(i) Fiir alle n > 4 ist H3,(C(X)/C,Q/Z(2)) = 0.

(ii) Fiir alle n > 5, fiir alle Kérper F/C, die Abbildung
H3(F,Q/Z(2)) — H3.(F(X)/F,Q/Z(2)) ist ein Isomorphismus.
(iii) Fiir alle n > 5, fiir alle Kérper F/C, die Abbildung
CH?(Xg) — CH?(Xg)€ ist surjektiv.

Beweise (2013) : Auel, CT, Parimala (fiir n =5, nur spezielle
Falle); Voisin (n = 5, allgemeiner Fall).

Viele Falle werden mit K-Theoretischen Methoden behandelt
(Ergebnisse von Merkurjev-Suslin, Kahn, Rost, Sujatha).

Den Fall n =5 dagegen kann man bis jetzt nur unter Benutzung
eines Hodgetheoretischen Ergebnisses von C. Voisin zeigen.



Bleibt der klassische Fall der kubischen Hyperflachen X C P¢. Fiir
F/C,

H3.(F(X)/F,Q/Z(2))/H}(F,Q/Z(2)) ~ Coker[CH*(Xr) — CH?*(X£)®]

Gibt es wenigstens einen Fall, wo diese Gruppe nicht null ist (und
daher X nicht stabil rational) 7

Der Fall wo F der Funktionenkorper der mittleren Jacobischen
Varietat J3(X) ist von C. Voisin betrachtet worden. Sie hat
angekiindigt, daB diese Gruppen “oft” null sind.



Eine neue Art, die Nichtrationalitat zu erzwingen : Die
Spezialierungsmethode

Zwei Varianten

C. Voisin (Dez. 2013) : Aktion der Korrespondenzen auf die
Chowgruppen und auf die Betti Kohomologie

CT-Pirutka (Feb. 2014) : Chowgruppe der Nullzyklen,
Spezialisierungsabbildung (Fulton)



Spezialisierungsmethode von Claire Voisin (Dez. 2013)

B/C glatte Kurve, X/C glatt, X — B projektiv, flach, Fasern der
Dimension d

allgemeine Faser glatt, spezielle Faser Xp hochstens ordinare
Singularitaten, Entsingularisierung Xo — Xo.

(a) Wenn Chow Zerfillung der Diagonale fiir allgemein X; gilt,
dann gilt dasselbe fiir Xp.

(b) Wenn Kohomologische Zerfillung des Bildes der Diagonale in
H?9(X; x X;) fiir allgemein X; gilt, und wenn die gerade
Kohomologie von Xy algebraisch ist, dann gibt es Kohomologische
Zerfillung der Diagonale fiir Xj.



Einige Ergebnisse von C. Voisin (Dez. 2013)

X c P(2,1,1,1,1) doppelte Uberlagerung von P3 verzweigt
entlang einer quartischen Fliche S C P3.

Satz1 Sei0 < n<7. Wenn S n ordinidre Singularitaten hat, ist
dafiir aber sehr allgemein, dann ist X nicht retrakt rational.

Satz 2 Wenn S sehr allgemein mit 7 ordindren Singularitaten ist,
dann gibt es einen Kérper F mit H3.(F(X)/F,Q/Z(2) nicht gleich
H3(F,Q/Z(2)).

Methode : Spezialiserung zu einer Artin-Mumford Varietdt Y. Das
ist eine doppelte Uberlagerung von P3 verzweigt enlang einer

quartischen Fliche S C P3 mit 10 ordiniren Singularititen.
Nach Artin-Mumford gibt es eine Entsingularisierung Z — Y mit

Br(Z) # 0.



Mit dem zweiten Satz erreicht C. Voisin gleichzeitig folgendes.

Es gibt eine glatte drei-dimensionale rational zusammenhangende
Varietat (sogar unirationale) X, deren mittlere Jacobische Varietat
J3(X) keinen universellen Kodimension 2 Zyklus besitzt.

Das heiBt, es gibt keinen Kodimension 2 Zyklus auf J3(X) x X,
der alle Zyklen in CH2,_(X) parametriziert.




Spezialisierungssatz (CT-Pirutka 2014)

A Bewertungsring, K Fraktionskorper, Restklassenkorper k
algebraisch abgeschlossen, Char.k null. X /A projektiv und flach
Liber A.

Annahme 1 : Geometrische generische Faser X x 4 K integral,
glatt und retrakt rational.

Annahme 2 : Spezielle Faser Y := X X 4 k integral,
Entsingularisierung p : Z — Y universell CHy-trivial, d. h. fir alle
F/k ist pr . : CHo(ZF) — CHo(YF) ein Isomorphismus.

Dann ist Z/k universell CHy-trivial, im Besonderen hat man fiir
alle F/k und alle i, n, j

H'(F, u$l) ~= H} . (F(Z)/k, p&).



Beweis. Man kann A = k[[t]] annehmen. Nach einer endlichen
Erweiterung von K kann man annehmen, daB X x4 K retrakt
rational ist. Dann ersetzt man A = k[[t]] durch B = F[[t]] und K
durch L = F((t)).

Sei U C Y nicht leere glatte offene Menge mit p: p~1(U) — U
Isomorphismus, sei V = p~1(U). Sei z ein Nullzyklus vom Grad
Null auf Zg. Weil Zg glatt ist, ist z rational daquivalent auf Zg zu
einem Nullzyklus z; mit Trager in VE. Dann liegt der Nullzyklus
p«(z1) in Ug. Weil U glatt ist und B vollstandig, kann man den
Nullzykus ps(z1) zu einem 1-Zyklus auf Xz von relativem Grad
null auf B aufheben.

Wichtiger Punkt (Fulton) : Die Abbildung CH;1(Xg) — CHo(YF)
induziert eine Abbildung CHo(X.) — CHo(YF).

Da Grad| : CHy(X}) ~ Z folgt p.(z1) =0 € CHo(YF). Da

p« 1 CHo(Zr) — CHo(YF) ein Isomorphismus ist, folgt

z =0 € CHy(ZF). Was zu beweisen war.



o Wir setzen keine Regularitatsbedingung fir X.

e Man braucht sogar nicht anzunehmen, daB X x 4 K glatt ist.




Annahme uber die spezielle Faser

e Die Bedingung p : Z — Y universell CHp-trivial hangt nur von Y
ab.

e Wenn alle Fasern Zy/k(M), M €Y, universell CHp-trivial sind,
dann ist p: Z — Y universell CHp-trivial.

e Einfaches Beispiel fiir p: Z — Y universell CHp-trivial :
k algebraisch abgeschlossen, dim(Y) > 2, und die einzige
Singularitdten von Y sind ordinare quadratische Singularitaten.



Wir verfiigen lber zwei Beispiele von singularen quartischen
Hyperflachen Y C Pé deren Entsingularisierung p: Z — Y die
beide folgende Eigenschaften hat :

(i) p: Z — Y universell CHo-trivial :

(i) Br(Z) # 0, oder auch H3(Z,Z)ors # 0, oder auch

H*(X, Z)tors # 0.

Man fangt mit einer Artin-Mumford Flache in Pg an :
az(20, 21, 22)73 + B3(20, 21, 22) 23 + Ya(20, 21, 22) = O

(% — ary = €1.€2, mit £; = 0 elliptische Kurven, und mit dem
Kegelschnitt @ = 0 tangential zu beiden.



e June Huh (A counterexample to the geometric Chevalley-Lang
conjecture, 2013)

042(20, z1, 22)232+/B3(Zo, z1, 22)Z3+’Y4(Zo, z1, 22)—1-52(207 71, 22)242 =0
Hier ist d2(z0, z1, z2) = 0 glatt und allgemein genug.

Bildet Entsingularisierung p : Z — Y, zeigt : L-Entsingularisierung
(3hnlich wie universell CHo-trivial ). MuB H*(Z, Z)0rs # 0 zeigen
(wie bei Artin-Mumford).

e CT-Pirutka (2014)

a2(20, 21, 22) 23 + Ba(20, 21, 22) 23 + Va(20, 21, 22) + 2523 = 0

Wir berechnen eine Entsingularisierung p : Z — Y und zeigen (i).

Wir brauchen H*(Z, Z)ors nicht zu berechnen, weil unsere Quartik
birational zu der 3-dimensionalen Artin-Mumford Varietat ist, also
weiB man schon, daB Br(Z) # 0.



= Hauptsatz des Vortrages (CT et Pirutka, Februar 2014) :

Eine “sehr allgemeine” quartische Hyperfliche in P‘é ist nicht
retrakt rational, also im Besonderen nicht stabil rational.

AuBerdem gibt es glatte quartische Hyperflachen, die auf einem
algebraischen AbschluB von Q(t) definiert sind, und die nicht
retrakt rational sind.

Zu vergleichen mit Iskovkikh-Manin (1972) : glatte quartische
Hyperflachen sind nicht rational.



