Complément & I’article [CT20] sur les zéro-cycles, suggéré par C. Voisin (10 septembre 2025).
Des résultats sans hypothese d’existence d’un point rationnel sont obtenus dans on article récent
Rank 2 vector bundles and degrees of points of del Pezzo surfaces,
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Théoreme . Soit k un corps de caractéristique zéro.
Soit X /k une surface de del Pezzo de degré d.

() Sid =3, et X(k) # 0, tout zéro-cycle de degré au moins r = 3 est rationnellement équivalent & un
zéro-cycle effectif.
(amélioration de CT20, Thm. 3.3. (f), qui donnait r = 10.)

(") Sid=2cet X(k)# D, tout zéro-cycle de degré au moins r = 6 est rationnellement équivalent & un
zéro-cycle effectif.
(amélioration de CT20, Thm. 4.4 (d), qui donnait r = 43.)

Si d = 1, tout zéro-cycle de degré au moins r = 21 est rationnellement équivalent a un zéro-cycle effectif.
(amélioration de CT20, Thm. 5.1 (d), qui donnait r = 904).

Démonstration. On utilise la proposition 2.11 (d) de [CT20]. Cela permet de supposer que le corps
de base k est fertile. Soit P € X(k). Soit z = Y . n;P;, n; € Z, P; points fermés de X, un zéro-cycle.
Supposons deg(z) = e > r. Comme k est fertile et X projective lisse géométriquement rationnellement
connexe, le théoreme 2.9 (b) de CT20 appliqué & un grand multiple d’un faisceau trés ample assure ’existence
d’une courbe I' C X projective, lisse, géométriquement integre qui contient le support d’un zéro-cycle z;
rationnellement équivalent & z sur X et un point @ € X (k) rationnellement équivalent & P sur X. Riemann-
Roch sur la courbe projective, lisse, géométriquement integre I'. Soit m > 0 un entier tel que le degré e +m
de z1 + mQ est plus grand que le genre de I'. Le théoreme de Riemann-Roch sur la courbe projective, lisse,
géométriquement integre I" donne 'existence d’un zéro-cycle effectif z5 sur I' de degré e + m rationnellement
équivalent a z; + m@ sur I' C X et donc rationnellement équivalent a z + mP sur X.

D’apres I’énoncé (a) des théorémes 3.3, 4.4, 5.1, comme on a e +m > r+m > r, le zéro-cycle effectif zo
est rationnellement équivalent sur X a un zéro-cycle z3 + sP, avec z3 effectif de degré au plus r, et s > 0.

Alnsi z est rationnellement équivalent & z3 + (s — m) P, avec z3 effectif et s —m = deg(z) — deg(z3) > 0
(car deg(z) > 1 et 0 < deg(z3) <r).

Remarque.

1) Une fois que l'on a établi le théoréme ci-dessus, dans le cas ot X (k) est non vide, les autres énoncés
des théoremes 3.3, 4.4 et 5.1 de [CT20] suivent.

2) La démonstration utilise le théoreme 2.9 de [CT20]. Comme indiqué dans Ierratum, ce théoréme est
correct, mais la démonstration donnée la doit étre complétée par le théoreme 2.2 bis de I'erratum.

3) Au moins dans le cas ou k est fertile, la démonstration établit ceci. Soit r = 3 dans le cas X est une
dPs, puis r = 6 dans le cas ot X est une dPy, puis r = 21 dans le cas ot X est une dP;. Soit P € X (k). Tout
zéro-cycle sur X de degré au moins égal & r est rationnellement équivalent sur X & un zéro-cycle 2’ + nP
avec n > 0 et 2’ est effectif de degré au plus r. Par spécialisation & partir de k((¢)), le résultat vaut sur tout
corps k.



