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Théorème . Soit k un corps de caractéristique zéro.
Soit X/k une surface de del Pezzo de degré d.

(f’) Si d = 3, et X(k) 6= ∅, tout zéro-cycle de degré au moins r = 3 est rationnellement équivalent à un
zéro-cycle effectif.

(amélioration de CT20, Thm. 3.3. (f), qui donnait r = 10.)

(f’) Si d = 2 et X(k) 6= ∅, tout zéro-cycle de degré au moins r = 6 est rationnellement équivalent à un
zéro-cycle effectif.

(amélioration de CT20, Thm. 4.4 (d), qui donnait r = 43.)

Si d = 1, tout zéro-cycle de degré au moins r = 21 est rationnellement équivalent à un zéro-cycle effectif.
(amélioration de CT20, Thm. 5.1 (d), qui donnait r = 904).

Démonstration. On utilise la proposition 2.11 (d) de [CT20]. Cela permet de supposer que le corps
de base k est fertile. Soit P ∈ X(k). Soit z =

∑
i niPi, ni ∈ Z, Pi points fermés de X, un zéro-cycle.

Supposons deg(z) = e ≥ r. Comme k est fertile et X projective lisse géométriquement rationnellement
connexe, le théorème 2.9 (b) de CT20 appliqué à un grand multiple d’un faisceau très ample assure l’existence
d’une courbe Γ ⊂ X projective, lisse, géométriquement intègre qui contient le support d’un zéro-cycle z1
rationnellement équivalent à z sur X et un point Q ∈ X(k) rationnellement équivalent à P sur X. Riemann-
Roch sur la courbe projective, lisse, géométriquement intègre Γ. Soit m > 0 un entier tel que le degré e+m
de z1 + mQ est plus grand que le genre de Γ. Le théorème de Riemann-Roch sur la courbe projective, lisse,
géométriquement intègre Γ donne l’existence d’un zéro-cycle effectif z2 sur Γ de degré e+m rationnellement
équivalent à z1 + mQ sur Γ ⊂ X et donc rationnellement équivalent à z + mP sur X.

D’après l’énoncé (a) des théorèmes 3.3, 4.4, 5.1, comme on a e+m ≥ r +m ≥ r, le zéro-cycle effectif z2
est rationnellement équivalent sur X à un zéro-cycle z3 + sP , avec z3 effectif de degré au plus r, et s ≥ 0.

Ainsi z est rationnellement équivalent à z3 + (s−m)P , avec z3 effectif et s−m = deg(z)− deg(z3) > 0
(car deg(z) ≥ r et 0 ≤ deg(z3) ≤ r).

Remarque.
1) Une fois que l’on a établi le théorème ci-dessus, dans le cas où X(k) est non vide, les autres énoncés

des théorèmes 3.3, 4.4 et 5.1 de [CT20] suivent.
2) La démonstration utilise le théorème 2.9 de [CT20]. Comme indiqué dans l’erratum, ce théorème est

correct, mais la démonstration donnée là doit être complétée par le théorème 2.2 bis de l’erratum.
3) Au moins dans le cas où k est fertile, la démonstration établit ceci. Soit r = 3 dans le cas X est une

dP3, puis r = 6 dans le cas où X est une dP2, puis r = 21 dans le cas où X est une dP1. Soit P ∈ X(k). Tout
zéro-cycle sur X de degré au moins égal à r est rationnellement équivalent sur X à un zéro-cycle z′ + nP
avec n ≥ 0 et z′ est effectif de degré au plus r. Par spécialisation à partir de k((t)), le résultat vaut sur tout
corps k.
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