
Compactification équivariante d’un tore
(d’après Brylinski et Künnemann)
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L’objet de cette note est de donner une preuve combinatoire de l’existence
d’une compactification équivariante lisse d’un tore sur un corps quelconque.
Ce résultat est bien connu et est régulièrement utilisé, mais il est difficile d’en
trouver dans la littérature une démonstration complète détaillée (notamment
en ce qui concerne le caractère projectif des compactifications construites). En
particulier, comme l’a remarqué A.S. Merkurjev en 1996, le début de la preuve
du Lemme 3 de l’article [Bry79] utilise un résultat erroné de [Bry77] (en bas
de la page 278).1 L’origine du présent travail est une communication privée
de K. Künnemann (1998) qui explique comment on peut raffiner la méthode
de Brylinski [Bry79] pour obtenir le résultat. Nous suivrons cette approche.
Quitte à prendre un modèle en caractéristique zéro, on peut également établir
le Théorème 1 et le Corollaire 1 ci-dessous en utilisant la résolution canonique
des singularités de Bierstone et Milman ([BM], [EV]) ou les résultats (basés
sur les propriétés des subdivisions barycentriques) de [AW]. 2

Notre but est de démontrer le

Théorème 1 Soient L un réseau et A un éventail projectif de LR := L⊗ZR.
Soit G un groupe fini d’automorphismes de L. Alors il existe un éventail B de
LR qui est projectif, lisse, invariant par G, et tel que B soit une subdivision
de A.

Pour les notions et propriétés de base sur les variétés toriques, nous ren-
voyons à [Da] ou [Oda]. Nous appellerons ici cône de LR ce qui dans la

1Par conséquent, on ne peut pas en général prendre x intérieur à σ dans le Lemme 3
de [Bry79] si certaines faces propres du cône σ sont singulières.

2Pour la projectivité des compactifications, ces auteurs renvoient aux lemmes 1,2, et 3
pages 33 à 35 de [KKMS], lemmes dont les démonstrations sont laissées aux lecteurs...
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littérature est appelé cône polyédral rationnel strictement convexe, c’est-à-
dire une partie σ de LR qui ne contient aucune droite et qui peut s’écrire
comme l’ensemble des combinaisons linéaires à coefficients ≥ 0 d’une partie
finie de L. Une face d’un cône σ de LR est une partie τ de σ telle qu’il existe
un élément l du réseau dual L∗ = Hom(L,Z) vérifiant : l(x) ≥ 0 pour tout x
de σ, et τ est l’ensemble des x ∈ σ tels que l(x) = 0. Un éventail de LR est
un ensemble fini de cônes de LR qui vérifie les deux propriétés : toute face
d’un cône de A est encore dans A, et l’intersection de deux cônes de A est
une face de chacun d’eux. Une subdivision d’un éventail A est un éventail B
tel que : tout cône de B est inclus dans un cône de A, et la réunion des cônes
de B est égale à la réunion des cônes de A. Un éventail A de LR est complet
si

⋃
σ∈A σ = LR. Soient n = dim L et A(r) l’ensemble des cônes de dimension

r de A pour tout r ∈ {0, ..., n}.
Rappelons la caractérisation classique suivante des variétés toriques pro-

jectives ([Oda], Th. 2.13) :

Proposition 1 Soit A un éventail complet. Alors les quatre propriétés sui-
vantes sont équivalentes :

1. La variété torique associée à A est projective.

2. Il existe une famille de formes linéaires (rσ)σ∈A(n) dans Hom(L,Q), et
une fonction f : LR→R satisfaisant :

f(x) = minσ∈A(n)rσ(x) ∀x ∈ LR

avec f(x) = rσ(x) si et seulement si x ∈ σ.

3. Il existe une famille de formes linéaires (rσ)σ∈A dans Hom(L,Q), et
une fonction f : LR→R satisfaisant :

f(x) = minσ∈Arσ(x) ∀x ∈ LR

avec f(x) = rσ(x) si et seulement si x ∈ σ.

4. Il existe une famille de formes linéaires (rσ)σ∈A dans Hom(L,Q) satis-
faisant :

rσ(x) ≤ rτ (x) ∀(σ, τ) ∈ A× A, ∀x ∈ σ

avec égalité si et seulement si x ∈ τ .

Un tel éventail A est dit projectif. Une fonction f vérifiant l’une des
propriétés 2 ou 3 s’appelle une fonction strictement convexe relativement à
A.
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Un cône de LR est un cône simplicial s’il est engendré comme cône par des
éléments linéairement indépendants de L. Si σ est un cône simplicial engendré
comme cône par (e1, ..., er) (où les ei sont des éléments primitifs du réseau L),
on note Mσ le sous-groupe de L engendré par les ei et on définit la multiplicité
m de σ comme l’indice du sous-groupe Mσ dans L ∩ (Mσ ⊗Q). C’est aussi
le volume du parallélotope Pσ := {

∑r
i=1 λiei, 0 ≤ λi < 1} (normalisé par

le réseau L ∩ Eσ, où Eσ = Vect (e1, ..., er) = Mσ ⊗ R). Un cône simplicial
est lisse s’il est de multiplicité 1, et un éventail A de LR est dit lisse s’il
est composé de cônes simpliciaux lisses. C’est équivalent à ce que la variété
torique associée à A soit lisse ([Oda], Th. 1.10).
Notons que si un cône simplicial est engendré comme cône par une famille
libre (ei)i∈I de L, alors ses faces sont les cônes engendrés par (ej)j∈J , où J
est une partie de I. En particulier toute face d’un cône simplicial lisse est
encore lisse.

En corollaire du théorème 1, nous obtenons le résultat annoncé :

Corollaire 1 Soient k un corps et T un k-tore. Il existe une compactification
projective, lisse et équivariante de T sur k.

Preuve du corollaire 1 à partir du théorème 1 : Soit T un k-tore
déployé par une extension finie galoisienne K/k. Soit L le réseau des coca-
ractères de T , muni de l’action galoisienne de G := Gal(K/k). On applique
le théorème 1 au réseau L en partant d’un éventail projectif A quelconque
de LR. On obtient alors un éventail projectif lisse B de LR qui est invariant
par G. Soit TK := T ×k K. On peut associer ([Da], 5.5) à B une K-variété
X ′ munie d’une action de G, et une immersion ouverte TK ↪→ X ′ telle que
l’action de TK sur lui-même s’étende à X ′. Comme B est projectif et lisse,
la variété torique X ′ est projective et lisse. On définit alors la compactifi-
cation projective voulue X de T comme le quotient de X ′ par l’action de
G = Gal(K/k), ce qui est licite car X ′ est projective ([Se], V.20). Comme
X ′ = X ×k K est lisse sur K, il en est de même de X/k.

Pour prouver le théorème 1, on commence par un lemme certainement
bien connu, mais pour lequel nous n’avons pas trouvé de référence explicite :

Lemme 1 Soient A et B deux éventails de LR. Désignons par C l’ensemble
des σ ∩ τ pour σ ∈ A, τ ∈ B. Alors C est un éventail de LR.
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Preuve : On notera σ∨ le dual d’un cône σ. Rappelons qu’on a (σ∨)∨ = σ.
Chaque σ ∩ τ est un cône polyédral rationnel de LR : en effet si σ (resp. τ)
est l’ensemble des x de LR tels que l(x) ≥ 0 pour tout l ∈ I (resp. l ∈ J), où
I (resp. J) est une partie finie de L∗, alors σ ∩ τ est l’ensemble des x de LR

tels que l(x) ≥ 0 pour tout l ∈ I ∪ J (On a ainsi montré le fait bien connu
que l’intersection de deux cônes de LR est encore un cône de LR).

D’autre part on a la formule évidente (σ + τ)∨ = σ∨∩ τ∨ ; en l’appliquant
dans L∗ à σ∨ et τ∨, on en tire par dualité (σ ∩ τ)∨ = σ∨ + τ∨. Il en résulte
qu’une face de σ ∩ τ est de la forme σ′ ∩ τ ′, où σ′ est une face de σ et τ ′ est
une face de τ ; ainsi σ′ ∈ A et τ ′ ∈ B donc σ′∩ τ ′ ∈ C et toute face d’un cône
de C est encore dans C. Montrons enfin que l’intersection de deux cônes σ∩τ
et σ′ ∩ τ ′ de C est une face de chacun d’eux. Soit σ′′ = σ ∩ σ′ et τ ′′ = τ ∩ τ ′.
Alors (σ∩ τ)∩ (σ′∩ τ ′) = σ′′∩ τ ′′. En utilisant la formule (σ∩ τ)∨ = σ∨+ τ∨,
on voit que σ′′∩ τ ′′ est une face de σ∩ τ et que c’est aussi une face de σ′∩ τ ′.

On établit maintenant le

Lemme 2 Soit A un éventail projectif de LR et G un groupe fini d’auto-
morphismes de L. Alors A admet une subdivision projective et invariante
par G.

Preuve : Soit B l’ensemble des cônes de LR de la forme
⋂

g∈G g.σg avec
chaque σg ∈ A (comme on l’a vu plus haut, l’intersection de deux cônes de
LR est encore un cône de LR). Alors B est un éventail par le lemme 1, et il est
clairement invariant par G. Montrons que B est complet. Si x ∈ LR, il existe
(pour tout g ∈ G) un σg dans A tel que g−1.x ∈ σg car A est complet. On a
alors x ∈

⋂
g∈G g.σg, d’où la complétude de B. Comme tout cône

⋂
g∈G g.σg

de B est inclus dans le cône σe de A (où e désigne l’élément neutre de G),
on en déduit en outre que B est une subdivision de A.

Il reste à montrer que B est projectif. Comme A est projectif, on peut
trouver une famille (rσ)σ∈A de formes linéaires vérifiant la propriété 4 de
la Proposition 1. Tout cône τ de B s’écrit τ =

⋂
g∈G g.σg(τ), avec chaque

σg(τ) ∈ A. Posons alors sτ (x) =
∑

g∈G rσg(τ)(g
−1.x). Alors pour tout τ ′ =⋂

g∈G g.σg(τ
′) de B et tout x de τ , on a pour tout g de G : g−1.x ∈ σg(τ) d’où

rσg(τ)(g
−1.x) ≤ rσg(τ ′)(g

−1.x) avec égalité si et seulement si g−1.x ∈ σg(τ
′).

En sommant on obtient sτ (x) ≤ sτ ′(x) avec égalité si et seulement si x ∈ τ ′.
On en déduit que (sτ )τ∈B est une famille de formes linéaires qui vérifie la
propriété 4 de la Proposition 1. Ceci prouve que B est projectif.
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Si A est un éventail de LR invariant par G, on appellera stabilisateur d’un
cône σ de A, et on notera Gσ ⊂ G, l’ensemble des g ∈ G tels que g.σ = σ, et
fixateur de σ l’ensemble des g ∈ G tel que g agisse comme l’identité sur les
points de σ. La proposition suivante est un léger raffinement du lemme 2 de
[Bry79]. L’idée d’introduire la propriété (∗) ci-dessous3 nous a été signalée
par Künnemann (communication personnelle).

Proposition 2 Soit A un éventail projectif de LR invariant par G. Alors il
existe une subdivision B de A, invariante par G, projective, formée de cônes
simpliciaux, et satisfaisant la propriété (∗) suivante :
(∗) Soient g ∈ G et σ ∈ B tels que σ et g.σ soient faces d’un même cône τ
de B. Alors σ = g.σ.

Remarque 1 La propriété (∗) implique en particulier que le stabilisateur
de tout cône τ de B est égal à son fixateur. Soit en effet g ∈ G tel que
g.τ = τ . Alors g transforme toute face de τ en une face de τ . La propriété
(∗) implique alors que g laisse fixe toute face de τ . Comme g est d’ordre fini,
son action sur une face de dimension 1 ne peut être que l’identité. Comme τ
est engendré comme cône par ses faces de dimension 1, et que l’action de g
est linéaire, g agit par l’identité sur τ .

Preuve de la proposition : Elle se fait en plusieurs étapes. On commence
par montrer :

Lemme 3 Il existe une famille (xσ)σ∈A d’éléments de L vérifiant : xσ est
dans l’intérieur du cône σ et g.xσ = xg.σ pour tous σ ∈ A, g ∈ G.

Remarque 2 Comme xσ est à l’intérieur de σ, il résulte des axiomes des
éventails que la demi-droite R+xσ détermine σ.

Démonstration : Pour chaque orbite Ω de l’action de G sur A, choisissons
un représentant σΩ ∈ Ω et un point intérieur mΩ de σΩ qui est dans L. Posons
xσΩ

:=
∑

g∈GσΩ
g.mΩ ∈ σΩ, puis xσ := g.xσΩ

pour tout σ = g.σΩ dans l’orbite

Ω de σΩ. Alors pour tout σ ∈ Ω, le point xσ est un point de σ ∩ L, intérieur
à σ. Par construction on a bien xg.σ = g.xσ pour tout g de G et tout σ de Ω.
Ceci étant valable pour toute orbite Ω, le lemme est démontré.

Soit alors C l’ensemble des châınes α = (σ1, ..., σl) de cônes de A vérifiant
σ1 ⊃ σ2 ⊃ ... ⊃ σl, les inclusions étant strictes avec dim σl ≥ 1. On notera

3Cette propriété est en particulier impliquée par celle que l’éventail soit G-strict au
sens de [AW].
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abusivement σ ∈ α pour dire que σ est l’un des σi. Soit B l’ensemble des
cônes τα de LR engendrés par (xσ1 , ..., xσl

), où α = (σ1, ..., σl) est dans C.
Montrons alors :

Lemme 4 Les cônes de B sont des cônes simpliciaux qui vérifient la pro-
priété : τα′ est une face de τα si et seulement si α′ est une sous-châıne de
α. On a la formule τα ∩ τα′ = τβ, où β est la châıne formée des cônes qui
appartiennent à α∩α′. L’ensemble B est un éventail de LR invariant par G.

Démonstration : L’ensemble B est invariant par G grâce à la propriété
g.xσ = xg.σ du lemme 3. Pour α = (σ1, ..., σl) dans C, les xσi

(1 ≤ i ≤ l)
sont linéairement indépendants à cause de l’hypothèse que xσ est intérieur à
σ pour tout σ ∈ A. Ainsi B est formé de cônes simpliciaux. Comme un cône
simplicial τα de B est engendré par (xσ1 , ..., xσl

), ses faces sont les τα′ , où α′

est une sous-châıne de α.

On en déduit déjà que toute face d’un cône de B est dans B. Pour voir que
l’intersection de deux cônes de B est une face de chacun d’eux, montrons la
formule : τα∩ τα′ = τβ, où β est la châıne formée des cônes qui appartiennent
à α∩α′. L’inclusion τβ ⊂ τα∩ τα′ est évidente. Soit x 6= 0 dans τα∩ τα′ . Pour
montrer que x ∈ τβ, on peut supposer (quitte à remplacer α et α′ respecti-
vement par des sous-châınes) que dans l’écriture de x comme combinaison
linéaire des xσ, σ ∈ α (resp. σ ∈ α′), toutes les composantes sont non nulles.
Montrons qu’alors α = α′. Posons α = (σ1, ..., σl) et α′ = (σ′1, ..., σ

′
l′), on peut

écrire

x =
l∑

i=1

λixσi
=

l′∑
j=1

λ′jxσ′
j

avec λi > 0 pour tout i (resp. λ′j > 0 pour tout j). Alors x est intérieur à σ1

et à σ′1, donc σ1 = σ′1 et xσ1 = xσ′
1
. Si λ1 6= λ′1, par exemple λ1 > λ′1, on a

(λ1 − λ′1)xσ1 + λ2xσ2 + ...λlxσl
= λ′2xσ′

2
+ · · ·+ λ′l′xσl′

.

Le premier membre est intérieur à σ1 = σ′1 et le second membre est nul ou
intérieur à σ′2 : contradiction. Ainsi σ1 = σ′1 et λ1 = λ′1. Remplaçant x par
x − λ1σ1 = x − λ′1σ

′
1, on conclut par récurrence sur l que l = l′, α = α′ et

λi = λ′i pour tout i. Finalement B est bien un éventail de LR.

On montre maintenant :

Lemme 5 L’éventail B est complet et c’est une subdivision de A qui vérifie
la propriété (∗).
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Démonstration : Si un point y est intérieur à un cône σ d’un éventail,
alors σ est la réunion des (τ, y) := (τ + R≥0y), où τ décrit les faces de σ de
dimension dim σ − 1. On en déduit immédiatement par récurrence sur r ≥ 1
la propriété : pour tout cône σ de A avec dim σ = r, et tout x ∈ σ, il existe
une châıne strictement décroissante σ1 = σ ⊃ σ2 ⊃ ... ⊃ σl de cônes de A
telle que x appartienne au cône engendré par (xσ, xσ2 , ..., xσl

). Comme A est
complet, B est complet. Tout cône τα de B avec α = (σ1, ..., σl) est inclus
dans le cône σ1 de A, donc B est une subdivision de A. La propriété (∗) de
la proposition résulte de ce que τα′ est une face de τα si et seulement si α′ est
une sous-châıne de α (Lemme 4) : en effet g.τα = τg.α par définition des xσ,
et dans toute châıne il y a au plus un élément d’une dimension donnée.

Pour finir la preuve de la proposition 2, il reste à montrer que l’éventail B est
projectif. Soit (rσ)σ∈A une famille de formes linéaires vérifiant la propriété 4
de la Proposition 1. Soient n = dim L et C(n) l’ensemble des éléments α de C
tels que τα soit de dimension n, c’est-à-dire des α de la forme α = (σ1, ..., σn).
Soit ε > 0 dans Q. Pour tout α = (σ1, ..., σn) dans C(n), on définit une forme
linéaire lα ∈ Hom(L,Q) par lα(xσi

) = εi+1 (en particulier lα(xσi
) ≤ ε2 si

ε < 1). On peut supposer ε tel que | lα(xσ) |≤ ε pour tous α ∈ C(n), σ ∈ A (il
suffit de décomposer chaque xσ sur chaque base (xσ1 , ..., xσn)). Posons alors
sα(x) = rσ1(x)+ lα(x) pour tout α = (σ1, ..., σn) dans C(n). Comme la famille
(rσ) vérifie la propriété 4 de la Proposition 1, on a rσ(xσ) < rσ′(xσ) dès que
σ n’est pas inclus dans σ′ (car xσ est intérieur à σ), et on peut supposer
que rσ′(xσ) − rσ(xσ) ≥

√
ε pour tous σ, σ′ de A avec σ non inclus dans σ′.

Montrons un lemme :

Lemme 6 Si ε est assez petit, on a pour tous α, α′ ∈ C(n) et pour tout σ ∈ α :

sα(xσ) ≤ sα′(xσ)

avec égalité si et seulement si σ ∈ α′.

Preuve du lemme 6 : Soient α = (σ1, ..., σ, ...σn) et α′ = (σ′1, ..., σ
′
n) dans

C(n). Notons que rσ(xσ) = f(xσ) = rσ1(xσ), où f(x) := minσ∈A rσ(x) est une
fonction strictement convexe pour A. Supposons que σ ne soit pas inclus
dans σ′1. Alors rσ1(xσ) = rσ(xσ) ≤ rσ′

1
(xσ) −

√
ε, donc pour ε assez petit

sα(xσ) < sα′(xσ) puisque | lα(xσ) | et | lα′(xσ) | sont ≤ ε. Soit maintenant
σ ⊂ σ′1 avec σ de dimension n − d, d ≥ 0 ; si d = 0, on a σ = σ′1 d’où
rσ1(xσ) = rσ(xσ) = rσ′

1
(xσ) et lα(xσ) = lα′(xσ) donc sα(xσ) = sα′(xσ). Si

d > 0, écrivons xσ =
∑n

i=1 λixσ′
i
, λi ∈ R, et supposons sα(xσ) ≥ sα′(xσ).

Montrons que λ1 = 0 ; déjà λ1 ≥ 0 car xσ ∈ σ′1. D’autre part rσ1(xσ) =
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f(xσ) = rσ′
1
(xσ) puisque σ ⊂ σ′1 et σ ⊂ σ1. Comme sα(xσ) ≥ sα′(xσ), on

obtient lα(xσ) ≥ lα′(xσ). Mais lα(xσ) = εd+2 et lα′(xσ) =
∑n

i=1 λiε
i+1, donc

si ε est assez petit, on a λ1 ≤ 0. Ainsi λ1 = 0. On en déduit que σ ⊂ σ′2 :
en effet xσ =

∑n
i=2 λixσ′

i
, donc xσ est dans le R-espace vectoriel E2 engendré

par σ′2 ; si on n’avait pas σ ⊂ σ′2, alors σ ∩ E2 serait inclus dans le bord de
σ et xσ (qui est intérieur à σ) ne pourrait pas appartenir à E2. On montre
alors par récurrence sur i que λi = 0 pour i ≤ d d’où σ ⊂ σ′d+1 donc (pour
des raisons de dimension) la seule possibilité est σ = σ′d+1, soit σ ∈ α′ et
lα(xσ) = lα′(xσ) = εd+2, puis sα(xσ) = sα′(xσ).

Fin de la preuve de la proposition 2 : Posons g(x) = minα∈C(n)sα(x).
Soit α = (σ1, ..., σn) dans C(n). D’après le lemme 6, on a pour tout x =∑n

i=1 λixσi
(λi ≥ 0) de τα et tout α′ de C(n) :

sα(x) =
n∑

i=1

λisα(xσi
) ≤

n∑
i=1

λisα′(xσi
) = sα′(x)

avec égalité si et seulement si σi ∈ α′ pour tout λi > 0, c’est-à-dire si et
seulement si x ∈ τα′ (rappelons que τα∩τα′ = τβ, où β est la châıne constituée
des cônes qui sont dans α∩α′). Il en résulte que la fonction g est strictement
convexe relativement à B.

Le théorème 1 découle alors de la proposition suivante :

Proposition 3 Soit B un éventail de LR, projectif, invariant par G, formé
de cônes simpliciaux et satisfaisant la propriété (∗) de la proposition 2. Alors
il existe une subdivision C de B avec C projective, invariante par G, et formée
de cônes simpliciaux de multiplicité 1.

Preuve : Soit r la dimension minimale des cônes simpliciaux singuliers
de B, et m > 1 la multiplicité maximale des cônes simpliciaux de dimension
r de B. On va montrer qu’il existe une subdivision B′ de B vérifiant encore
(∗) et satisfaisant la condition suivante : tous les cônes simpliciaux de B′ de
dimension < r sont lisses, ceux de (B′)(r) ont une multiplicité ≤ m, et le
nombre de cônes simpliciaux de (B′)(r) de multiplicité m est strictement plus
petit que pour B. La proposition en résultera par récurrence.

On utilise d’abord le procédé décrit dans [Da], 8.2 : soit σ ∈ B(r) de multi-
plicité m ; écrivons σ comme le cône engendré par (e1, ..., er), où les ei sont
des éléments primitifs du réseau L, et soit Eσ le R-espace vectoriel engendré

8



par (e1, ..., er). Alors m est le volume (normalisé par L∩Eσ) du parallélotope
Pσ := {

∑r
i=1 λiei, 0 ≤ λi < 1}. L’hypothèse m > 1 permet alors de trouver

un point x0 6= 0 dans L∩Pσ, soit x0 =
∑r

i=1 λiei avec λi ∈ Q et 0 ≤ λi < 1 ;
en effet le volume du convexe symétrique Qσ := Pσ + (−Pσ) est m.2r > 2r,
donc d’après le théorème de Minkowski ([HW], 24.1) Qσ contient un élément
y0 6= 0 de L, soit y0 =

∑r
i=1 µiei avec µi ∈ Q et −1 < µi < 1. Il suffit alors

de prendre x0 = y0 +
∑r

i=1 µ′iei, avec µ′i = 0 si µi ≥ 0 et µ′i = 1 si µi < 0. Si
x0 appartenait à une face propre (engendrée par (ei1 , ..., eis) avec s < r) de
σ, il serait intérieur à cette face, ce qui contredirait le fait que le volume du
parallélotope associé à (ei1 , ..., eis) est 1. Ainsi x0 est intérieur à σ.

Le procédé de désingularisation partielle consiste alors à remplacer chaque
cône τ qui contient x0 par la famille des cônes engendrés par (x0, σ

′), où
σ′ décrit l’ensemble des faces de τ qui ne contiennent pas x0 ; les cônes τ ′

qui ne contiennent pas x0 sont eux inchangés. En particulier tous les cônes
de dimension < r sont inchangés (donc restent lisses), et le seul cône de
dimension r qui est subdivisé est σ, les autres cônes subdivisés étant les
cônes de dimension > r qui contiennent σ, qu’on notera τ2, ..., τl. Pour tout
λi 6= 0, la multiplicité du cône engendré par (e1, ..., êi, ..., er, x0) est λim (qui
est < m) via l’interprétation par le volume car le déterminant de l’application
linéaire qui envoie (e1, ..., ei, ..., er) sur (e1, ..., x0, ..., er) est λi.

On obtient ainsi un nouvel ensemble B1 de cônes de LR, obtenu à partir de
B en remplaçant les cônes τ1 := σ, τ2, ..., τl de B chacun par une famille de
cônes (σ′i,j, x0), où les σ′i,j sont les faces de τi qui ne contiennent pas x0. Nous
pouvons alors définir une nouvelle famille B′ (invariante par G) de cônes de
LR à partir de B, en remplaçant chaque cône g.τi (où g ∈ G et 1 ≤ i ≤ l) par
la famille (g.σ′i,j, g.x0) : cette définition est sans ambigüıté car si g.τi1 = h.τi2

avec g, h ∈ G, alors (h−1g).σ et σ sont deux faces d’un même cône de B, donc
(via la propriété (∗)) h−1.g laisse stable σ, puis fixe x0 (cf. Remarque 1) ; ainsi
les g.σ′i1,j sont exactement les h.σ′i2,j. Montrons un lemme :

Lemme 7 Soient (σ′, x0) et (σ′′, g.x0) deux des nouveaux cônes. Alors leur
intersection est σ′ ∩ σ′′ si g.x0 6= x0. Si g.x0 = x0, cette intersection est le
cône engendré par x0 et σ′ ∩ σ′′.

Démonstration : Par hypothèse σ′ (resp. σ′′) est une face d’un cône τ ′

(resp. τ ′′) de B qui contient x0 (resp. g.x0) avec x0 6∈ σ′ (resp. g.x0 6∈ σ′′).
Comme l’éventail B est projectif, on peut trouver une famille de formes
linéaires (rα)α∈B vérifiant la propriété 4 de la Proposition 1. Considérons en
particulier les formes linéaires rτ ′ et rτ ′′ , et posons l = rτ ′ − rτ ′′ , on a donc :
l ≤ 0 sur τ ′, l ≥ 0 sur τ ′′, avec dans chaque cas égalité seulement sur τ ′ ∩ τ ′′.

9



Supposons d’abord g.x0 6= x0. Alors g.σ 6= σ (Remarque 1). Comme B vérifie
(∗), aucun cône de B ne contient à la fois x0 et g.x0, sinon il contiendrait σ et
g.σ parce que x0 est intérieur à σ. En particulier x0 6∈ τ ′′ et g.x0 6∈ τ ′. Si un
élément x = x′ + λx0 de (σ′, x0) (λ ≥ 0, x′ ∈ σ′) s’écrit aussi x = x′′ + µg.x0

(µ ≥ 0, x′′ ∈ σ′′), on voit en appliquant l qu’on doit avoir λ = µ = 0, d’où le
résultat.

Supposons maintenant que g.x0 = x0. Soit x = x′ +λx0 = x′′ +µx0, avec par
exemple λ ≥ µ ≥ 0 et x′, x′′ respectivement dans σ′, σ′′. Avec les notations
ci-dessus, on a maintenant x0 ∈ τ ′ ∩ τ ′′. En appliquant la forme linéaire l, on
obtient x′ ∈ τ ′′. Comme σ′′ est une face de τ ′′, il existe une forme linéaire s
qui est ≥ 0 sur τ ′′, et telle que σ′′ soit exactement l’ensemble des points de
τ ′′ où s s’annule. En appliquant alors s à l’égalité x′ + (λ − µ)x0 = x′′, on
obtient λ = µ puisque x′ et x0 sont dans τ ′′ et x0 6∈ σ′′. Ainsi x′ = x′′ est
dans σ′ ∩ σ′′ et on obtient le résultat.

Il résulte immédiatement du lemme ci-dessus (appliqué à h.x0 pour h ∈ G
arbitraire au lieu de x0) que l’intersection de deux cônes de B′ est une face de
chacun d’eux. Comme les faces de (g.σ′i,j, g.x0) sont les g.τ et les (g.τ, g.x0),
où τ décrit l’ensemble des faces de g.σ′i,j qui ne contiennent pas g.x0, toute
face d’un cône de B′ est encore dans B′ et B′ est bien un éventail, qui est une
subdivision de B (par définition de B′, la réunion des cônes de B′ est LR, et
tout cône de B′ est inclus dans un cône de B). Tous les cônes de (B′)(r) ont
alors une multiplicité ≤ m, et le nombre de cônes de (B′)(r) de multiplicité
m est strictement plus petit que pour B, les cônes de B′ de dimension < r
restant lisses.

Montrons que B′ vérifie la propriété (∗). Si g.(σ′, x0) et (σ′, x0) sont deux
faces d’un même cône (σ′′, h.x0) de B′, alors x0 = h.x0 sinon le Lemme 7
appliqué à (σ′, x0) et (σ′′, h.x0) serait contredit. De même g.x0 = h.x0. En
appliquant alors le Lemme 7 à (σ′, x0) et (σ′′, x0), on obtient σ′ ⊂ σ′′, et de
même g.σ′ ⊂ σ′′ donc g.σ′ = σ′ parce que B vérifie (∗). On en déduit que B′

vérifie cette même propriété.

Montrons pour finir que B′ reste projectif. Pour cela, il suffit de montrer le

Lemme 8 Soient E un éventail projectif de LR et x0 6= 0 dans L. Soit E ′

l’éventail obtenu à partir de E en remplaçant les cônes τ qui contiennent x0

par la famille des cônes (x0, σ
′), où σ′ décrit la famille des faces de τ qui ne

contiennent pas x0. Alors E ′ est projectif.

Notons que le fait que E ′ soit bien un éventail découle du Lemme 7.
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Preuve du lemme 8 : (Cf. [KKMS], lemme 2 p. 34). Soient f une fonc-
tion strictement convexe relativement à E et (rτ )τ∈E des formes linéaires
associées. Soit ε > 0 dans Q. Soient n = dim L et E(n) l’ensemble des cônes
de dimension n de E. Alors les cônes τ de dimension n de E ′ sont les cônes
de E(n) qui ne contiennent pas x0 et les cônes τ = (x0, σ

′) avec σ′ face de
dimension n− 1 (avec x0 6∈ σ′) d’un cône ρ′ de E(n) qui contient x0. Dans le
premier cas, posons sτ = rτ , et dans le deuxième cas posons sτ = rρ′ + lσ′ ,
où lσ′ est la forme linéaire qui vaut ε en x0 et s’annule sur σ′.

Soient τ, τ ′ deux cônes de dimension n de E ′. Il est immédiat via le Lemme 7
(appliqué avec g = e) que les formes linéaires sτ et sτ ′ cöıncident sur τ ∩ τ ′.
Soit maintenant x un élément de LR avec x ∈ τ et x 6∈ τ ′, montrons qu’il
existe εx tel que sτ (x) < sτ ′(x) pour tout ε ≤ εx.

Si τ et τ ′ sont dans E, c’est clair parce que f était convexe pour E avec rτ

et rτ ′ comme formes linéaires respectivement associées à τ et τ ′. Supposons
τ ∈ E et τ ′ = (x0, σ

′), avec σ′ face de dimension n − 1 de ρ′, ρ′ ∈ E(n).
Alors ou bien x 6∈ ρ′ et sτ (x) = rτ (x) < rρ′(x) + lσ′(x) pour ε assez petit, ou
bien x ∈ τ ∩ ρ′ et x 6∈ σ′ donc x = λx0 + y avec λ > 0 et lσ′(y) = 0 d’où
rτ (x) = rρ′(x) mais lσ′(x) > 0 soit sτ (x) < sτ ′(x). Si τ ′ ∈ E et τ = (x0, σ)
avec σ face de dimension n− 1 de ρ ∈ E(n), alors rρ(x) < rτ ′(x) donc pour ε
assez petit, on a encore sτ (x) < sτ ′(x).

Si enfin τ = (x0, σ) et τ ′ = (x0, σ
′), avec σ, σ′ respectivement faces de

dimension n− 1 de ρ, ρ′ ∈ E(n), alors rρ(x) ≤ rρ′(x). Si l’inégalité est stricte,

on a comme ci-dessus sτ (x) < sτ ′(x) pour ε assez petit, sinon x ∈ ρ′. Écrivons
x = λx0 + y avec λ ≥ 0 et y ∈ σ (mais y 6∈ σ′). Il suffit alors de prouver
que lσ′(y) > 0. Mais on remarque que y ∈ ρ′ en appliquant la forme linéaire
rρ − rρ′ (cf. preuve du Lemme 7) qui est nulle sur x et x0, donc sur y (qui
est dans ρ). Comme lσ′ a un signe constant sur ρ′ (dont σ′ est une face) et
que sa valeur en x0 est > 0, lσ′(y) > 0 (l’inégalité est stricte car y 6∈ σ′).

Soit (x1, ..., xn) une famille qui engendre le cône τ . Pour τ 6= τ ′, l’un au
moins des xi n’est pas dans τ ′. Soit ετ,τ ′ le plus petit des εxi

associés comme
ci-dessus aux xi qui ne sont pas dans τ ′, et soit enfin ε le plus petit des ετ,τ ′

pour les paires {τ, τ ′} (avec τ 6= τ ′) de cônes de (E ′)(n). Alors pour ce choix
de ε, on obtient pour tous τ, τ ′ de (E ′)(n) et tout x de τ : sτ (x) ≤ sτ ′(x) avec
égalité si et seulement si x ∈ τ ′.
Finalement on a bien que g(x) := minτ∈E

′(n)sτ (x) est une fonction strictement
convexe pour E ′.
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