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Résumé. — Dans [JL], Jahnel et Loughran établissent un principe local-
global pour l’existence d’espaces linéaires de dimension r dans les intersections
complétes lisses de deux quadriques dans un espace projectif de dimension
2r + 2. On établit un tel résultat pour les espaces linéaires de dimension r
dans une intersection presque quelconque de deux quadriques dans un espace
projectif de dimension 2r 4+ 1 ou 27 + 2.

1. Le théoréme

Théoréeme 1.1. — Soit k un corps de nombres. Soient n un entier naturel
et f(xo,...,xpn) et g(xo,...,x,) deur formes quadratiques a coefficients dans
k. Supposons qu’il existe une forme non singuliere dans le pinceau de formes
quadratiques \f + pg. Dans chacun des cas suivants :

(a) n=2r+2,

(b)) n=2r+1,
la k-variété X définie par f = g =0 dans P} contient un sous-espace linéaire
défini sur k de dimension v si et seulement si elle en possede un sur chaque
complété k, de k, pour v parcourant [’ensemble () des places de k.

Démonstration. — Soit ¢t une variable. La forme quadratique ¢(t) := f + tg
sur le corps k(t) est par hypothése non dégénérée. Soit 6(t) € k(t)* son dis-
criminant.

D’apres le théoreme d’Amer [I, [5, 4], sur tout corps F' contenant k, la
F-variété X xj I contient un F-sous-espace linéaire de dimension r si et
seulement si la quadrique dans P’}( n définie par la forme quadratique ¢(t) =
f+tg sur le corps F(t) s’annule sur un espace linéaire de dimension r. Comme
la forme quadratique ¢(t) est non dégénérée, cette dernieére propriété équivaut
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au fait que la forme quadratique ¢(t) contient en facteur direct la somme
orthogonale de r + 1 facteurs hyperboliques H =< 1, -1 >.

Pour n = 2r + 2, ceci équivaut au fait que la forme quadratique f + tg est
isomorphe a la forme quadratique ¢ (t) := (r + 1).H L< (=1)"*1.5(¢) > .

Pour n = 2r + 1, ceci est équivalent au fait que la forme quadratique f +tg
est isomorphe a la forme quadratique ¢a(t) := (r + 1).H.

D’apres [2, Prop. 1.1], Papplication diagonale de groupes de Witt

W(k(t)) = J] W(ko(t)

vEQ

est injective.

Le théoreme de simplification de Witt permet de déduire de ce résultat
I’énoncé : Si deux formes quadratiques sur k(t) sont isomorphes sur chacun
des ky(t) pour v € €, alors elles sont isomorphes sur k(t).

Ceci acheve la démonstration. ([l

2. Remarques

Remarque 2.1. — Dans [JL|, Thm. 1.5, Jahnel et Loughran considérent le
cas ol X est une intersection complete lisse de deux quadriques et ou n =
2r + 2. Ils montrent dans ce cas le résultat plus précis : si pour presque toute
place v de k, la k-variété X xpk, contient un k,-espace linéaire de dimension r,
alors elle contient un k-espace linéaire de dimension r. Ceci tient au fait que
dans leur cas le principe local-global qui est utilisé est : un élément d’un corps
de nombres K est un carré si et seulement si il I’est sur presque tout complété
de K.

Remarque 2.2. — Dans le cas n = 2r+1, si X est une intersection complete
lisse de deux quadriques, la dimension maximale d’un sous-espace linéaire
contenu dans X est r — 1 ([6l Cor. 2.4]). Le théoréme est donc vide dans ce
cas. Il n’est intéressant que pour X singuliere.

Remarque 2.3. — Comme me le fait observer David Leep, dans le
théoreme on ne peut pas omettre I’hypothése de non singularité générique
dans le pinceau. Soit C' C P% une courbe de genre 1 contre-exemple au
principe de Hasse, donnée par un systeme de deux formes quadratiques

q1(x1, 22,23, T4) = qo(21, T2, 23, 24) = 0.

Les deux formes en 7 variables Q1 = qi(x1,...,24) + T516 €t Q2 =
q2(x1,...,x4) + x527 s'annulent simultanément sur un espace vectoriel de di-
mension 3 sur chaque complété de Q mais pas sur Q. On le voit en appliquant
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le théoréeme d’Amer-Brumer [1l, 4] & @ + tQ2. Ceci correspond au cas r = 2
et n =2r + 2 = 6 du théoreme

De méme, les deux formes en 10 variables Q1 = ¢1 (21, .. ., T4) + 526 + 89
et Q2 = qa(1,...,24) + x527 + 282710 s’annulent sur un espace vectoriel de
dimension 5 sur chaque complété de QQ, mais pas sur Q. Ceci correspond au
casr =4 et n=2r+1=9 du théoreme [L.1
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