UNE REMARQUE SUR LA p-RETRACTIBILITE
par

J.-L. Colliot-Thélene

Soit p un entier. Suivant [7], une k-variété géométriquement integre X est
dite p-rétractilement rationnelle s’il existe un ouvert U C P, un k-morphisme
U — X et un k-morphisme de k-variétés integres V' — U tel que le composé
V — U — X soit un morphisme dominant génériquement fini de degré premier
a p. La variété est dite rétractilement rationnelle si elle est O-rétractilement
rationnelle, i.e. si l’'on peut trouver une situation comme ci-dessus avec V" — X
birationnel. Sur un corps k infini, il en est ainsi si X est facteur direct d’une k-
variété k-rationnelle, i.e. s’il existe une k-variété integre Y telle que la k-variété
X X}, Y soit k-birationnelle & un espace projectif P7.

Théoréme 0.1. — Soient k un corps de caractéristique zéro, k une cloture
séparable de k et g le groupe de Galois de k sur k. Si X est une k-variété lisse
projective géométriquement connexe qui est p-rétractilement rationnelle pour
tout premier p, alors :

(i) pour tout corps K contenant k, la fleche degré

degK : CH()(XK) — 7

est un isomorphisme.

(ii) Pour tout module de cycle de Rost (cf. [6]), et tout entier i > 0, les
applications naturelles M*(k) — M¢ (k(X)/k) sont des isomorphismes.

(iii) Le module galoisien Pic(X xy k) est un facteur direct d’un module de
permutation.

Démonstration. — Comme k est de caractéristique zéro, par la résolution des
singularités, il existe une k-variété projective et lisse connexe Z k-birationnelle
a P7, un k-morphisme propre p : Z — X, une k-variété projective lisse connexe
Y et un k-morphisme f : Y — Z tel que le composé q :=po f:Y — X
soit un k-morphisme génériquement fini de degré N premier a p. Comme
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f et p sont des morphismes propres, on a des homomorphismes induits
f* : CH()(Y) — CHo(Z), Px - CHQ(Z) — CHO(X), qx = CH(](Y) — CH()(X)
Comme Y et X sont lisses, on a un homomorphisme ¢* : CHy(X) — CHy(Y).
Des proprétés standard des groupes de Chow [5] il résulte d’une part que le
composé gy o ¢* est la multiplication par N sur le groupe de Chow CHy(X)
([, Lemme 6.2]) d’autre part que la fleche degré est un isomorphisme degy, :
CHy(Z) — Z ([1, Prop. 6.3]), plus précisément qu’il existe un k-point B €
Z(k) qui engendre librement CHy(Z). Notons A = p(B) € X (k). Pour toute
classe z € CHp(X) on a donc

N.z =g 0q"(z) =p«o fi(¢"(2)) = p«(rB) =rA € CHy(X)

pour r € Z convenable. Ainsi N.CHy(X) C Z.A. Si X est p-rétractilement
rationnelle pour tout premier p, alors CHy(X) = Z.A. Le méme argument
vaut sur tout corps K contenant k. Ceci établit (i). Que (i) implique (ii)
est un résultat connu — Merkurjev [6]) I’établit et en donne une réciproque.
Que (i) implique (iii) est un théoréme établi dans [4] (sous 'hypothese que la
caractéristique de k est zéro). O

Remarque 0.2. — Dans [7], Merkurjev montre, sur tout corps, que la p-
retracte rationalité pour un premier p implique la trivialité de groupes de
cohomologie non ramifiés de torsion p-primaire. D’apres [6], ceci résulte, sous
I’hypothese de caractéristique nulle, de I’énoncé (i) ci-dessus.

L’énoncé suivant a été démontré en toute caractéristique par F. Scavia [10],
et a motivé la présente note.

Corollaire 0.3. — Soit k un corps de caractéristique zéro. Soit T un k-tore
algébrique. SiT est p-rétractilement rationnel pour tout premier p, alors il est
facteur direct d’une k-variété k-rationnelle, et en particulier est rétractilement
rationnel.

Démonstration. — Soit T' C X une k-compactification lisse. Notons T =Txy
ket X = X Xy k. D’apres le théoreme, le groupe Pic(X) est un facteur
direct d’'un module de permutation. La conclusion résulte alors de [2, Prop.
6]. Rappelons ici 'argument, dont le principe remonte a Voskresenkil. Si T
est le module galoisien des caractéres de T', on a une suite exacte de réseaux
galoisiens
0T —P—F—=0,

o P = DivY\T(Y) est un module de permutation sur les diviseurs irréducibles
de X a support hors de T, et F= Pic(X). On prend la suite de k-tores duale

1 F—>P—T—1.



Cela fait de P un torseur sur T sous le k-tore F. Comme F' est un facteur
direct d’'un module de permutation, le k-tore F' est un facteur direct d’un k-tore
quasi-trivial, et donc (Hilbert 90 et Shapiro) tout torseur sous F' est localement
trivial pour la topologie de Zariski, en particulier P est k-birationnel a T x F.
Par ailleurs P est un k-tore quasi-trivial, donc la k-variété sous-jacente est un
ouvert d'un espace affine A7. O

On peut consulter [9, Thm. 3.14] et [3, Prop. 7.4] pour diverses équivalences
pour la rétracte rationalité d’un k-tore.

Remarque 0.4. — On devrait essayer d’établir les résultats de cette note
en évitant la résolution des singularités. Un argument de correspondances [8),
Appendice RC]| devrait suffire pour établir les résultats “ a la torsion p-primaire
pres” sur un corps de caractéristique p > 0.
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