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JEAN-LoOUIS COLLIOT-THELENE (Orsay)

A la mémoire d’André Néron

1. Introduction. Soient k£ un corps de nombres, U une k-variété lisse
géométriquement intégre, et m : X — U une famille de variétés abéliennes,
c’est-a-dire un U-schéma abélien. Soit F' = k(U) le corps des fonctions ra-
tionnelles de U, et soit X, /F la F-variété abélienne donnée par la fibre
générique de 7. Soit r le rang générique, c¢’est-a-dire le rang du groupe X, (F),
groupe de type fini d’aprés Mordell, Weil et Néron.

On renvoie au paragraphe 2 pour les rappels sur la définition d’un
sous-ensemble mince de ’ensemble W (k) des points k-rationnels d’une k-
variété W.

Un des théorémes principaux de la thése de Néron [N| assure, sans hy-
pothése sur U, que 'ensemble des points m € U(k) dont la fibre X,,, a son
groupe de Mordell-Weil X, (k) de rang strictement plus petit que r est un en-
semble mince dans U (voir le théoréme ci-dessous). L’énoncé plus connu,
et qui en est une conséquence, est que si la k-variété U est k-rationnelle, i.e.
k-birationnelle & un espace projectif, alors I’ensemble des points m € U(k)
dont la fibre X, a rang de Mordell-Weil au moins égal & r n’est pas mince
dans U, et en particulier est dense dans U pour la topologie de Zariski.

Dans le présent article, on s’intéresse a l’ensemble des points m € U (k)
dont la fibre X,, a rang de Mordell-Weil au moins égal a r + 1.

Commengons par rappeler que, pour une k-variété lisse géométriquement
intégre W, chacun des énoncés ci-dessous implique le suivant (les définitions
des diverses propriétés sont rappelées au paragraphe [2)) :

e La k-variété W est k-rationnelle.
e La k-variété W satisfait 'approximation faible faible.
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e L’ensemble W (k) n’est pas mince dans W.
e L’ensemble W (k) est dense dans W pour la topologie de Zariski.

Le théoréme principal de cet article est le théoréme [3.3] dont 'énoncé
couvre un grand nombre d’implications. Voici deux cas particuliers.

THEOREME 1.1. Soient k un corps de nombres, U une k-variété lisse
géométriquement intégre, et m : X — U une famille de variétés abéliennes
de dimension relative au moins 1. Soit r le rang de Mordell-Weil de la fibre
générique. Soit R C U(k) l'ensemble des points de U(k) dont la fibre X, /k
a rang de Mordell-Weil au moins égal a r+1. Chacun des énoncés ci-dessous
implique le suivant :

(a) X est k-rationnelle.

(b) X satisfait 'approzimation faible faible.

(¢) X (k) n'est pas mince dans X .

(d) R n’est pas mince dans U.

(e) R est dense dans U pour la topologie de Zariski.

Ce théoréme s’applique par exemple a la surface cubique X donnée par
I’équation homogéne 3 + y3 + 22 + 3 = 0, qui est k-rationnelle (Euler),
qu’on fibre (rationnellement) en coupant par z = At, ce qui donne la famille
de courbes elliptiques

By =0

sur (un ouvert de) Spec(k[)]), avec section nulle donnée par (z,y,t) =
(17 _17 0)

THEOREME 1.2. Soient k un corps de nombres, U une k-variété lisse
géométriquement intégre, et w : X — U une famille de variétés abéliennes
de dimension relative au moins 1. Soit r le rang de Mordell-Weil de la fibre
générique. Soit R C U(k) l'ensemble des points de U(k) dont la fibre X, /k
a rang de Mordell-Weil au moins égal a r + 1.

(1) Sila k-variété X est k-unirationnelle, l’ensemble R est dense dans U
pour la topologie de Zariski.

(2) S’il existe une k-variété lisse W dont ’ensemble W (k) des k-points n’est
pas mince dans W, ce qui est le cas st W est stablement k-rationnelle, ou
st elle satisfait I’approximation faible faible, et s’il existe un k-morphisme
W — X dominant tel que la fibre générique de 'application composée
W — X — U est géométriguement intégre, alors R n’est pas mince
dans U.

Ce théoréme s’applique aux familles de courbes elliptiques d’équation
affine
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au-dessus de (un ouvert de) Spec(k[)]), avec d(\) polyndme séparable de
degré 2 et p(z) polynéme séparable de degré 3. Une telle surface est k-
birationnelle & une surface de Chéatelet [CSS|. On prend pour W — X un
torseur universel sur un modéle projectif et lisse de la surface, de fibre triviale
en un point k-rationnel. D’aprés [CSS, Thm. 8.1, un tel torseur est une
variété stablement k-rationnelle.

Pour 7 : X — U une famille de variétés abéliennes de dimension relative
au moins 1, on dispose de 'inclusion de corps de fonctions k(U) C k(X). La
démonstration du théoréme[3.3]et en particulier des deux théorémes ci-dessus
repose sur un lemme trés simple, le lemme [3.I} dont esprit remonte a la
thése de Néron : le rang du groupe de type fini X, (k(X)) est strictement
supérieur au rang du groupe de Mordell-Weil-Néron X, (k(U)) de la fibre
générique de , car le point générique de X définit un point de X, (k(X))
dont aucun multiple n’appartient a X, (k(U)).

La méthode proposée ici permet de retrouver, et de généraliser, divers
résultats sur le saut du rang :

e Certains résultats de Billard [B], Salgado [S], Hindry—Salgado [HS]|, Lough-
ran-Salgado [LS| (voir les remarques [3.6)).
e Un résultat de Rohrlich [R] (voir la proposition [£.2)).

e Un ancien résultat de Billing et Néron, et un résultat de Holmes—Panne-
koek [HP] (voir le §F)).

Il convient cependant de remarquer que les méthodes de Salgado, Hindry—
Salgado et Loughran—Salgado sur les surfaces elliptiques géométriquement
rationnelles, qui utilisent des systémes linéaires de coniques sur ces surfaces,
permettent sous certaines hypothéses d’établir pour ces surfaces des sauts
du rang d’au moins 2 par rapport a la fibre générique, ce que ne donne pas
la présente méthode.

Je dédie ce texte a la mémoire d’André Néron, qui fut mon directeur de
these.

2. Rappels. Soit k£ un corps. Par définition, une k-variété est un k-
schéma séparé de type fini. On note X (k) ’ensemble des points k-rationnels
de X. Une k-variété lisse intégre qui posséde un point k-rationnel est géomé-
triquement integre.

Soit k un corps de caractéristique zéro. Soit X une k-variété intégre
de dimension au moins 1. Suivant Serre [SMW) [SGT|, un sous-ensemble
E C X (k) est dit mince s'il existe une k-variété réduite Y et un k-morphisme
f:Y = X tels que :

(a) EC f(Y (k).

(b) La fibre générique de f est finie et n’admet pas de section rationnelle.
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Une union finie de sous-ensembles minces de X (k) est mince. En parti-
culier, si X (k) n’est pas mince dans X, alors le complémentaire d’un sous-
ensemble mince de X (k) n’est pas mince dans X. Si E C X (k) n’est pas
mince dans X, alors E est dense dans X pour la topologie de Zariski. La
réciproque est clairement fausse.

LEMME 2.1. Soient k un corps de caractéristique zéro et w: Z — X un
k-morphisme dominant de k-variétés intégres. Supposons la fibre générique
de m géométriquement intégre. Soit E C Z(k). Si m(E) C X (k) est mince
dans X, alors E est mince dans Z.

Démonstration. Soit f:Y — X comme ci-dessus, avec w(E) C f(Y(k)).
Pour établir I’énoncé, on peut remplacer Z par un ouvert non vide. On peut
donc supposer que la k-variété Y X x Z est réduite. Sous les hypothéses du
lemme, la fibre générique de g : W :=Y xx Z — Z est finie et n’admet pas
de section rationnelle. On a E C g(W(k)). =

Soit k un corps de nombres. Soit {2 l’ensemble de ses places. Soit X
une k-variété lisse intégre possédant un point k-rationnel. On considére
I’application diagonale

p: X (k)= [ X(k)
vES?
de X (k) dans le produit topologique des ensembles X (k) munis de la topolo-
gie induite par celle de k,, et, pour tout ensemble S de places, I’application
diagonale
ps: X(k) = [ X (k).
veS
Si X est projective, I'espace topologique [, ., X (k,) coincide avec 'espace
des adéles X (Ag).

On va s’intéresser aux propriétés suivantes :

e (AF) (Approximation faible) L’ensemble X (k) est dense dans le produit
topologique ], X (ky). Ceci équivaut a dire que, pour tout ensemble
fini S de places, 'application pg a son image dense.

e (AFO) (Approximation faible ouverte) L’adhérence de I'image de p est
ouverte. Ceci équivaut a dire que, pour tout ensemble fini S de places,
I’adhérence de pg est ouverte, et qu’il existe un ensemble fini Sy de places
tel que, pour S C {2 fini avec S N Sy = 0, 'image de pg est dense.

e (AFF) (Approximation faible faible) Il existe un ensemble fini S} de places
tel que, pour S C {2 fini avec SN S; = (), 'image de pg est dense.

e (BMF) (Brauer-Manin) La k-variété X est projective et le quotient de
groupes de Brauer Br(X)/Br(k) est fini, ce qui assure que le fermé de
Brauer-Manin X (A)P*X) ¢ X(A;) est ouvert, et 'image de p coincide
avec cet ouvert-fermé.
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Pour X projective, lisse, géométriquement intégre sur un corps k de ca-
ractéristique zéro, I’hypothése que le quotient Br(X)/Br(k) est fini est satis-
faite si X est géométriquement unirationnelle, et plus généralement si X est
géométriquement rationnellement connexe. Sur k£ un corps de nombres, elle
est satisfaite pour les surfaces K3 [SZ] et les variétés de Kummer [HP].

On a les implications : (AF) implique (AFO) qui implique (AFF); sous
I'hypothése de (BMF), on a (AFO) et donc (AFF).

Si X est une k-variété lisse intégre et U C X un ouvert non vide possédant
un k-point, chacune des propriétés (AF), (AFO), (AFF) vaut pour X si et
seulement si elle vaut pour U. Si X est de plus projective et Br(X)/Br(k)
est fini, la propriété (BMF) pour X implique les propriétés (AFO) et (AFF)
pour U.

Serre [SGT), §3, Thm. 3.5.3] a établi :

THEOREME 2.2. Soit k un corps de nombres. Soit X une k-variété lisse
et géométriquement intégre. Soit E C X (k) un ensemble mince. Soit Sy un
ensemble fini de places. Il existe un ensemble fini S de places avec SNSy = ()
tel que l'image de E dans [[,cq X (ko) n’est pas dense.

On en déduit 'énoncé suivant (cf. [SGT, Cor. 3.5.4]).

THEOREME 2.3. Soit k un corps de nombres. Soit X une k-variété lisse et
géométriquement intégre. Supposons X (k) # 0. Soit E C X (k) un ensemble
mince.

(i) Si X satisfait (AF), alors l'image de X (k) \ E dans [],co X (k) est
dense.

(ii) Si X satisfait (AFO), alors l'adhérence de limage de X (k) \ E dans
[Loen X (ky) coincide avec celle de X(k), et est ouverte.

(i) Si X satisfait (AFF), alors il existe un ensemble fini Sy de places tel
que X (k) \ E est dense dans [],gq, X (k).

(iv) St X est projectif et satisfait (BMF), alors l’adhérence de X (k) \ E
dans X (Ay,) coincide avec celle de X (k), a savoir X (Ay)P"X) | et elle
est ouverte dans X (Ay).

(v) Dans tous ces cas, X (k) \ E n’est pas mince, et est dense dans X pour
la topologie de Zariski.

Démonstration. Soit Sp un ensemble fini de places et Uy C [[,cq,X (kv)
un ouvert non vide. D’apreés le théoréme il existe un ensemble fini S de
places avec SNSy =0 et [],cq Uv C [[,cg X (ky) un ouvert qui ne rencontre
pas I'image diagonale de E. Alors Uy x [],cq U, ne rencontre pas I'image
diagonale de E.

Si X satisfait (AF), pour tout ensemble Sy et tout ouvert non vide

Uoc [ X (ko)

vESH
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'image diagonale de X (k) est dense dans Uy X [[,e5Uv C [[,e50s, X (Kv),
et donc il en est de méme de X (k) \ E. Ceci implique que I'image diagonale
de X (k) \ E est dense dans Uy C [[,cq, X (kv).

Si X satisfait (AFO), il existe un ensemble fini Sy de places et un ouvert
non vide Uy C [[,eg, X (k) tels que I'adhérence de I'image diagonale de
X (k) dans [],eqo X (ky) soit Uy X [],¢g, X (ky). On conclut avec le méme
argument que ci-dessus.

Si X satisfait (AFF), il existe un ensemble fini S de places tel que 'image
diagonale de X (k) dans [],¢g, X (ky) est dense. On raisonne comme en (i)
en remplagant [, X (ko) par [T gq, X (ko).

Sous I’hypothése (BMF) pour X, on a (AFO). =

Le cas des k-variétés k-rationnelles, i.e. k-birationnelles & un espace pro-
jectif sur k, est le cas classique.

Sur un corps de nombres k, la propriété (BMF) pour une k-variété pro-
jective, lisse, géométriquement intégre X avec X (k) # 0, et donc aussi les
propriétés (AFO), (AFF) pour les ouverts non vides de X, sont conjec-
turées pour toutes les variétés X géométriquement rationnellement connexes.
L’énoncé (BMF), et donc aussi les énoncés (AFO) et (AFF), ont été établis
pour les compactifications lisses d’un certain nombre de variétés :

(1) Espaces homogénes de k-groupes linéaires connexes lorsque les stabilisa-
teurs sont connexes (Sansuc, Borovoi).

(2) Surfaces de Chatelet, données par une équation affine y? — az? = P(x)
avec a € k* et P(x) polynome séparable de degré 3 ou 4 [CSS| Thm. 8.7].

(3) Surfaces fibrées en coniques sur P/,l€ avec un k-point et avec au plus quatre
fibres géométriques singuliéres [CT, Thm. 2|.

(4) Surfaces de del Pezzo de degré quatre avec un k-point (Salberger et
Skorobogatov [SaSk, Thm. (0.1)]).

(5) Surfaces fibrées en coniques sur P} avec cing fibres géométriques sin-
guliéres. La démonstration de [SaSk| procéde par réduction a ce cas.
On peut aussi déduire le résultat formellement de 1'énoncé [SaSkl Thm.
(0.1)] en utilisant le théoréme d’Iskovskikh [Iskl, Thm. 4] que sur un corps
quelconque, une telle surface n’est pas k-minimale.

(6) Pour £ = Q le corps des rationnels, les familles de variétés obtenues
par Browning, Matthiesen et Skorobogatov [BMS]| et Harpaz et Witten-
berg [HW], par exemple les variétés sur Q données par une équation
Normg/g(Z) = P(x) avec K/Q une extension finie et P(z) € Q[x] un
polynéme de degré quelconque ayant toutes ses racines dans Q.

On consultera le rapport récent [W]. L’énoncé (AFO), et donc aussi (AFF),
a été établi pour les surfaces cubiques lisses par Swinnerton-Dyer [SD]|. Ceci
implique que pour une telle surface X avec X (k) # (), 'ensemble X (k) n’est
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pas mince dans X. Ce dernier résultat avait été établi par un argument de
hauteurs par Manin [Mal], [Ma2, Chap. VI, Thm. 46.1].

Soient k un corps, X une k-variété lisse géométriquement intégre, et
Y — X un schéma abélien. Soit K = k(X) le corps des fonctions de X. Soit
Y, /K la fibre générique. Pour tout k-point m de X, de fibre Y,,, on dispose
de I'application de spécialisation

SP : Yo (K) =Y(X) = Y (k).

Dans [SMW]| §11], Serre établit le théoréme suivant, qui a pour con-
séquence le théoréme de spécialisation de Néron [N, Thm. 6] :

THEOREME 2.4. Avec les notations ci-dessus, si k est un corps de nom-
bres, l’ensemble des points m € X (k) tels que l'application de spécialisation
Sp,, n'est pas injective est mince.

Serre énonce le résultat pour X une variété k-rationnelle, mais cette
hypotheése ne joue aucun role dans la démonstration, seul importe le fait que
le groupe des points rationnels de la fibre générique sur le corps de type
fini K est un groupe de type fini (théoréme de Mordell-Weil-Néron [NJ).
La k-rationalité de X est appliquée ensuite pour voir que le complémentaire
dans X (k) d’un ensemble mince est dense.

On peut combiner les théorémes [2.3] et 2.4 pour obtenir des énoncés dont
I'un des plus simples est le suivant : dans le théoréme si X (k) #0et X
satisfait ’approximation faible faible, par exemple si X est k-birationnelle &
un espace projectif, alors il existe un ensemble fini Sy de places de k tel que
pour tout ensemble fini S de places avec SN Sy = (), les k-points de X pour
lesquels sp,,, est injective sont denses dans [[, g X (kv).

3. Saut du rang. Nos résultats reposent sur le lemme-clé suivant.

LEMME 3.1. Soient F' un corps et A/F une variété abélienne. Soit v € A
un point schématique de A qui n’est pas un point fermé. Soit F(x) le corps
résiduel. Alors le quotient A(F(z))/A(F) n'est pas un groupe de torsion.

Démonstration. 11 suffit de traiter le cas ot F' est algébriquement clos,
auquel cas le groupe A(F) est divisible. Soit z € A(F'(z)) un point qui n’est
pas dans A(F). Supposons qu’il existe un entier m > 1 tel que mz € A(F).
Alors il existe zg € A(F) avec mz = mzp, et donc m(z — zp) = 0. Comme la
m-torsion de A(F') coincide avec celle de A(F(z)), ceci donne z € A(F), ce
qui est une contradiction. m

REMARQUE 3.2. Ce lemme s’applique en particulier au point générique
de A si dim(A) > 1. Citons ici verbatim ’énoncé de Néron [N, Prop. 7,
p. 156]) : Soient C une courbe de genre g > 1 définie sur un corps k et
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A= (A1,..., Ap) un systéme de m points génériques indépendants sur C.

Alors C est de rang réduit > m dans k(A) = k(A1,..., An).

Soient k un corps de nombres, U une k-variété lisse géométriquement
intégre de dimension au moins 1 possédant un k-point, et 7 : X — U un
schéma abélien de dimension relative au moins 1. Soit W une k-variété lisse
géométriquement intégre avec un k-point et g : W — X un k-morphisme.

Soit r le rang de Mordell-Weil de la fibre générique X, sur le corps
K = k(U). Soit R C U(k) 'ensemble des points m € U(k) tels que le rang
rm de la fibre X,,, sur k soit au moins égal & r + 1.

Considérons les hypothéses :

La k-variété W est k-rationnelle.

La k-variété W satisfait I’approximation faible.

La k-variété W satisfait I’approximation faible ouverte.
La k-variété W satisfait 'approximation faible faible.
L’ensemble W (k) n’est pas mince dans la k-variété W.
La k-variété X satisfait I’approximation faible.

La k-variété X satisfait I'approximation faible ouverte.
La k-variété X satisfait I’approximation faible faible.
L’ensemble X (k) n’est pas mince dans la k-variété X.

AAA/_\/_\/_\A/_\/_\
— N N N N N N N

Introduisons les énoncés :

(a) L’ensemble R est dense dans [[, ., U(ky), c’est-a-dire que, pour tout
ensemble fini S de places, R est dense dans [],.q U(ky).

(b) L’adhérence de R dans [],., U(k,) est ouverte, c’est-a-dire qu'il existe
un ensemble fini Sy de places de k tel que, pour tout ensemble fini S
de places, I'adhérence de R dans [], .4 U(ky) est ouverte, et qu'elle est
égale a [],cq U(ky) quand on a SN Sy = 0.

(c) Ilexiste un ensemble fini S de places tel que R est dense dans [ [, ¢, U (kv).

(d) Pour tout ensemble fini non vide S de places de k, ’adhérence de R dans
[I,es U(ky) contient un ouvert non vide.

(e) Il existe un ensemble fini Sy de places de k tel que, pour tout ensemble
fini non vide S de places de k avec SN Sy = ), Padhérence de R dans
[I,cs U(ky) contient un ouvert non vide.

(f) L’ensemble R n’est pas mince dans U.

(g) L’ensemble R C U(k) est dense dans U pour la topologie de Zariski.

D’aprés le théoreme[2.2] on a (4)=>(5) et (8)=-(9). D’apreés le théoréme|[2.3]
chacun des énoncés (a), (b), (c¢) implique (f). Comme remarqué au début
du §2| (f) implique (g).

Les implications suivantes sont évidentes : (1)=(2)=(3)=(4) et (6)=
(7)=(8). Il en est de méme de (a)=(b)=-(d)=(e) et (c)=(e).
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Si X est k-unirationnelle, dans ce qui suit on peut supposer (1) pour W.
Si X est k-rationnelle, on a (6).
Voici le théoréme principal de cette note.

THEOREME 3.3. Soient k un corps de nombres, U une k-variété lisse
géométriquement intégre de dimension au moins 1 possédant un k-point, et
w: X — U un schéma abélien de dimension relative au moins 1. Soit W une
k-variété lisse géométriguement intégre avec un k-point et g : W — X un k-
morphisme. Soit g(W)aq C X l’image schématique du morphisme W — X.
Supposons que le morphisme g(W )aa — U induit par 7 : X — U est domi-
nant et que sa fibre générique est de dimension au moins 1. Alors, avec les
notations ci-dessus :

(i) Sous l'une des hypothéses (1), (2), (3) sur W, on a (d).
(i1) Sous l'une des hypothéses (1), (2), (3), (4) sur W, on a (e).
(iii) Sous l’hypothése (6) sur X, par exemple si X est k-rationnelle, on a

(a), (b) et (d).

(iv) Sous l'une des hypotheses (6), (7) sur X, on a (b) et (d).
(v) Sous l'une des hypotheses (6), (7), (8) sur X, on a (c) et (e).
(vi) Sous Uhypothése (5), on a (g).
(vil) Sous l’hypothése (5), si la fibre générique de W — U est géométrique-

);
ment intégre, on a (f).
(viii) Sous l’hypothése (9), on a (f) et (g).

Démonstration. Pour établir le résultat, on peut remplacer W par un
ouvert de Zariski et supposer que ¢ := mog : W — U est lisse. Pour les
énoncés impliquant les hypothéses (6), (7), (8) ou (9), on prend W = X et
g : X — X lidentité.

On considére le produit fibré Y = X xy W de X et W au-dessus de U.
Via la projection ¢ : Y — W sur le second facteur, c’est un W-schéma
abélien obtenu par changement de base & partir de X — U. L’image du point
générique de W dans la fibre générique X, de 7 par hypothese n’est pas un
point fermé de cette fibre générique. D’aprés le lemme ceci implique que
la fibre générique de g : Y — W a son rang de Mordell-Weil au moins égal
ar+ 1. Pour t € W(k), la k-variété abélienne Y; est isomorphe a la variété
abélienne Xy ;). Ces deux k-variétés abéliennes ont en particulier méme rang
de Mordell-Weil sur k. Notons & C W (k) l'ensemble des k-points ¢ € W (k)
dont la fibre Y; a un rang de Mordell-Weil au moins égal & r + 1. Pour
t e W(k), on ateS sietseulement si (t) € R C U(k).

D’aprés le théoréme le complémentaire de S dans W (k) est mince.
Sous I'hypothése (3) sur W, le théoréme appliqué & W implique que
I'adhérence de S dans [ ], ., W (ky) est ouverte. Sous I'hypothése (4) sur W,
le théoréme appliqué & W assure au moins l’existence d’un ensemble fini
So de places tel que I'adhérence de S dans [],¢ g, W (ky) est ouverte. Comme
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on a supposé W — X lisse, pour tout ensemble fini 7' de places de k, les
applications

W) = T[] Uk)

veT veT
sont ouvertes. Ainsi (3) implique (d), et (4) implique (e).

Considérons le cas particulier ot le morphisme g : W — X est l'identité
de X et v = m: X — U. Dans ce cas, on dispose de la section nulle
c:U—-Xdeyp=nm:X ->U.OnateS C X(k)siet seulement
si m(t) € R C U(k). Sous I'hypothése (6), resp. (7), resp. (8) sur X, le
théoréme (i), resp. (ii), resp. (iii) donne les résultats de densité sur X,
qui induisent les résultats voulus via les surjections données par .

Montrons (vi), (vii) et (viii). Sous I’hypothése (5) sur W (ou (9), avec
W = X), 'ensemble S C W (k) n’est pas mince dans W, donc est dense
dans W pour la topologie de Zariski, donc R C U(k) qui contient son image
par le morphisme dominant v est dense dans U pour la topologie de Zariski.
Si la fibre générique de W — U est géométriquement intégre, le lemme 2.1
implique que I'image de S dans U (k) n’est pas mince dans U. L’ensemble
R C U(k) qui contient cette image n’est donc pas mince dans U.

L’énoncé (viii) est un cas particulier de (vi) et (vii). m

REMARQUE 3.4. Supposons que X, est une variété abélienne simple.
Soit p > 1 le rang du groupe abélien de type fini Homy,¢)-g,(Xy, X). On a
alors 7 = p.s. Sous les hypothéses ci-dessus, on conclut & la densité (en les
divers sens) des k-points dont la fibre est de rang au moins p.(s 4+ 1). Sous
I’hypothése d’approximation faible faible pour X, ceci s’applique par exemple
au cas d’une famille de courbes elliptiques X — P,i dont la fibre générique
a multiplication complexe définie sur le corps k(P1). Dans ce cas, p = 2.

L’énoncé suivant est motivé par des questions discutées dans [Maz| et [R]
(voir la proposition et la remarque ci-dessous).

THEOREME 3.5. Soient k un corps de nombres, U une k-variété lisse
géométriquement intégre possédant un k-point, et m : X — U un schéma
abélien. Soit r le rang de Mordell-Weil de la fibre générique X, sur le corps
K = k(U). Soit R C U(k) Uensemble des points m € U(k) tels que le
rang rm, de la fibre X, (k) soit au moins égal a r + 1. Soit U C U, une
k-compactification lisse de U et 7w, : X, — U, un k-morphisme de k-variétés
projectives lisses connexes étendant le morphisme m = X — U et équipé
d’une section o, : U. — X. étendant la section nulle du schéma abélien
X — U. Supposons que la k-variété X, satisfait (BMF). Soit S [’ensemble
des places archimédiennes de k. L’ensemble R a une adhérence ouverte dans
[l Uc(ky), et son adhérence dans [[,cq._ Uc(ky) est une union finie de
composantes connexes de ce produit.
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Démonstration. On garde les notations de la démonstration précédente,
dans le cas particulier ou le morphisme g : W — X est l'identité de X.
On a les morphismes ¥ =7 : X — U et ¢ : Y — X. Rappelons que pour
te X(k),onateS C X(k) siet seulement si ¢(t) € R C U(k). D’apres
le théoréme [2.3(iv), 'adhérence de S C X (k) dans X (Ay) coincide avec
Pouvert X, (Ay)Br(Xe),

Comme 'évaluation d’un élément du groupe de Brauer de X, est locale-
ment constante sur chaque X.(k,) et donc constante sur chaque composante
connexe de X,(k,) pour v place archimédienne, ceci implique que 1’adhérence
de § dans [[,cg.. Xc(ky) est une union finie de composantes connexes.

L’image par o.=U.— X, d'une composante connexe V de [[,cq  Uec(kv)
est un ensemble connexe et contient o.(U.(k)), et en particulier au moins
I'image d'un k-point de R C U(k). Cette image est donc contenue dans une
composante connexe Z de [[,cq_ Xc(ky) qui contient un point de S C X (k).
Tout point de cette composante connexe 7, et en particulier tout point de
oc(ITves., Uc(ky)), est donc dans I'adhérence de S. L’adhérence de R =

7c(S) est donc dense dans V.

REMARQUES 3.6. Soient U un ouvert de la droite projective sur un corps
de nombres k et m : X — U une famille de courbes elliptiques, avec X (k) # ().

(i) Pour £ = Q le corps des rationnels, supposant la surface X Q-
rationnelle et la famille non isotriviale, H. Billard [B, Théoréme 4.1|, par
un argument impliquant une comparaison de hauteurs globales sur X avec
les hauteurs de Tate sur les fibres de X — U, avait établi que ’ensemble des
Q-points m avec ry,, > r + 1 est infini.

(ii) C. Salgado [Sl Cor. 1.2] a étendu ce résultat sur tout corps de nombres
k sous la simple hypothése que la surface X est k-unirationnelle. C’est une
conséquence de [S, Thm. 1.1], selon lequel, sous cette hypothése, on peut,
aprés un changement de base quasi-fini convenable V' — U, avec V ouvert
de Pi, faire grandir d’au moins une unité le rang de Mordell-Weil de la fibre
générique. Le théoréme ci-dessus généralise [S| Cor. 1.2]. La démonstra-
tion du théoréme [3.3] et un argument de spécialisation a la Néron doivent
permettre d’étendre [S, Thm. 1.1] au cas d’une famille de variétés abéliennes
au-dessus d’un ouvert de P,1€.

(iii) Lorsque la surface X est k-rationnelle, sous certaines hypothéses
supplémentaires sur X, C. Salgado [S|] montre que I’ensemble des k-points
m € U(k) avec ry, > r + 2 est infini. Un énoncé plus général est obtenu par
Loughran et Salgado [LS] : il porte sur les surfaces elliptiques géométrique-
ment rationnelles.

(iv) Dans [HS], M. Hindry et C. Salgado étendent un certain nombre des
résultats de [S] au cas des familles de variétés abéliennes sur la droite pro-
jective. Leur théoréme 1.4 est maintenant un cas particulier du théoréme (3.3
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ci-dessus. Ils établissent aussi la généralisation de [S|, Thm. 1.1] suggérée dans
(ii) ci-dessus. Dans la version initiale du présent article, je m’étais limité a
supposer W — X dominant. La généralisation au cas ou 7 : g(W)aq — U
est dominant de dimension relative au moins égale & 1 a été suggérée par
une remarque dans [HS].

4. Applications. A la suite d’un article de B. Mazur [Maz], la variation
du rang dans les tordues quadratiques d’une courbe elliptique donnée a fait
I’objet de plusieurs travaux.

Le résultat suivant est sans doute bien connu.

PROPOSITION 4.1. Soient k un corps de nombres et E une courbe el-
liptique d’équation y> = p(z), avec p(x) polynome séparable de degré 3.
L’ensemble des tg € k tels que le rang de Mordell-Weil de la courbe d’équation
to.y?> = p(x) soit au moins égal a 1 est dense dans le produit topologique

HUEQ k”‘

Démonstration. La surface d’équation ty? = p(z) est clairement k-bira-
tionnelle & un plan affine et satisfait en particulier I'approximation faible. Le

théoreme [3.3(iii) donne le résultat. =

PROPOSITION 4.2. Soit E une courbe elliptique d’équation affine y*> =
p(x) sur un corps de nombres k, avec p(x) un polynoéme séparable de degré 3.
Soit d(t) un polynéme quadratique séparable. L’adhérence des ty € k avec
d(to) # 0 tels que le rang de Mordell-Weil de la courbe d’équation d(to).y>
= p(x) soit au moins égal a 1 contient un ouvert de [[,cq kv. L’ensemble de
ces ty est dense dans le produit Hvesw ky.

Démonstration. On peut supposer le polynoéme d(¢) donné par

d(t) = c(t* — a)

avec c.a # 0. La surface X d’équation c(t?> — a)y? = p(z), qui via la projec-
tion sur ¢ définit une famille de courbes elliptiques, est birationnelle & une
surface d’équation affine u? — av? = cp(x). Comme p(z) est un polynome
de degré 3, on reconnait la I’équation affine d’une surface de Chéatelet, dont
de plus tout modéle projectif et lisse posséde un point k-rationnel. D’aprés
[CSSL Thm. 8.7], une telle surface satisfait (BMF). L’énoncé suit alors du
théoreme [3.5[ et de la connexité de [],cq_P'(k,). =

REMARQUE 4.3. Cet énoncé généralise le théoréme de Rohrlich [R], Thm. 3]
assurant que pour k = @, sous les hypothéses de la proposition[4.2] s’il existe
au moins un tg € Q a fibre lisse de rang au moins 1, alors I’ensemble de
ces points est dense dans R. Pour établir ce résultat, Rohrlich utilise deux
fibrations elliptiques différentes sur la surface X.

Le lien entre les tordues quadratiques par un polynéme de degré 2 et les
surfaces de Chatelet a été observé récemment par Loughran et Salgado [LS].
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5. Appendice : Variétés abéliennes de grand rang. Dans toute
cette section, k désigne un corps de nombres.

Le théoréme suivant est une extension formelle d’'un théoréme de Néron
[N, Chap. IV].

THEOREME 5.1. Soit A une variété abélienne sur k. Soit r > 1 un entier.
Soit X une k-variété projective, lisse, géométriguement intégre. Supposons
qu’il existe des ouverts non vides U C A", V C X et un morphisme fini étale
q=U —V de degré d > 1. Soit R C V (k) l’ensemble des k-points m dont
la fibre n = q~*(m) est un point fermé n de degré d sur k tel que le groupe
de Mordell-Weil A(k(n)) soit de rang au moins r. Si la k-variété X satisfait
Uapproximation faible faible, alors il existe un ensemble fini Sy de places de
k tel que R est dense dans [[,gg, X (k) €t en particulier est dense dans X
pour la topologie de Zariski.

Démonstration. Soit L = k(A") et K = k(X). On considére la fibra-
tion A"*! — A" donnée par la projection sur les r derniers facteurs. Le
rang générique, c’est-a-dire le rang du groupe A(L), est au moins égal a 7.
On considére la K-variété abélienne B := Ry i (A). Par une variante du
lemme le rang de B(K) = A(L) est au moins égal & r. On considére
le V-schéma abélien Ry (Ay). Le théoreme montre que ’ensemble des
k-points de V dont la fibre est de rang au moins 7 est le complémentaire
d’un ensemble mince de V (k). L’hypothése que X satisfait 'approximation
faible faible et le théoréme [2.3] donnent alors le résultat. m

COROLLAIRE 5.2 (Néron). Soit A une variété abélienne sur k. Soitr > 1
un entier. Soit d > 1 le degré d’une application rationnelle génériquement
finie de A vers un espace projectif P} . Il existe une extension de corps L[k
composée de r extensions de degré d telle que le rang de Mordell-Weil de
A(L) soit au moins r.

Démonstration. 11 existe un ouvert V de A, un ouvert non vide U C P},
et un morphisme fini étale V' — U de degré d. On considére le morphisme
fini étale V" — U". L’image réciproque d’un k-point de U" est le spectre
d’une k-algébre produit tensoriel de r extensions séparables de k chacune de
degré d. L’énoncé résulte donc du théoréme "

Comme le note Néron, le cas particulier suivant avait déja été établi par
Billing [Bg].
COROLLAIRE 5.3. Soit E une courbe elliptique sur k.
(i) Soit r > 1 un entier. Il existe une extension multiquadratique L/k de
degré 2" telle que le rang de Mordell-Weil de E(L) soit au moins r.

(ii) Soit ko le composé de toutes les extensions quadratiques de k. Le rang
de E(ka) est infini.
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La méme méthode redonne le théoréme de Holmes et Pannekoek [HP]. En
se ramenant au théoréme de Skorobogatov et Zarhin [SZ] sur les surfaces K3,
Holmes et Pannekoek [HP, Prop. 13| montrent que pour toute variété de
Kummer X sur un corps de nombres k, le quotient Br(X)/Br(k) est fini.
Ceci implique [HP), Prop. 14| que si l'obstruction de Brauer—-Manin est la
seule pour les points rationnels sur X, alors 'approximation faible faible
vaut pour X.

THEOREME 5.4 (J[HP, Thm. 17]). Soient k un corps de nombres et A
une variété abélienne. Soit v > 0 un entier. Soit X, un modéle projectif et
lisse de la variété de Kummer quotient de A™ par Uinvolution antipodale. Si
X, satisfait Uapproximation faible faible, alors il existe une tordue quadra-
tique de A sur k qui est de rang au moins r. En particulier, si la propriété
d’approximation faible faible vaut pour toutes les variétés de Kummer X,., le
rang des tordues quadratiques de A n’est pas borné.

Démonstration. On considére la famille de variétés abéliennes
T AT AT

donnée par la projection sur les n derniers facteurs. Soit L = k(A") et
K = k(X). Soit g : U — V un morphisme fini étale de degré 2, avec U C A"
et V' C X des ouverts de Zariski convenables. Soit p le rang de A(k). Le rang
du groupe de Mordell-Weil A(L) de la fibre générique Ay, est au moins égal
ar+ p. Notons B le V-schéma abélien Ry v (Ay).

On a B(K) = A(L). Le rang de B(K) est donc au moins r + p. Le
théoréme montre que les k-points m de V, de fibre n = ¢~ (m) un point
fermé de degré 2, tels que le rang de la variété By, sur k et donc de A(k(n))
soit au moins égal a r + p sont denses dans V' pour la topologie de Zariski. Le
rang de A(k(n)) est la somme de p et du rang sur k d’une tordue quadratique
de A, dont le rang sur k est donc au moins r. m

REMARQUE 5.5. La preuve donnée ici est légérement différente de celle
de [HP]. En particulier, il n’y a pas de discussion du comportement de la
torsion des variétés abéliennes dans la famille, ni d’apparente utilisation de
hauteurs.

Remerciements. Cette note a été suscitée par un exposé de C. Salgado.
Je remercie D. Loughran pour diverses discussions. L’appendice a été suscité
par la remarque de B. Poonen que la méthode du point générique méne au
corollaire[5.2] Je remercie le rapporteur ou la rapporteuse de cet article pour
sa lecture attentive. Le travail a été réalisé lors du trimestre A la redécouverte
des points rationnels organisé par D. Harari, E. Peyre et A. Skorobogatov a
I'Institut Henri Poincaré a Paris, d’avril & juillet 2019.
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Abstract (will appear on the journal’s web site only)

Let k£ be a number field and U a smooth integral k-variety. Let X — U
be an abelian scheme. We consider the set R of rational points m € U(k)
such that the Mordell-Weil rank of the fibre U, is strictly greater than the
Mordell-Weil rank of the generic fibre. We prove the following results. If the
k-variety X is k-unirational, then R is dense for the Zariski topology on U.
If X is k-rational, then R is not thin in U.
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