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Supcrconnexions, indice local des familles, déterminant de la

cohomologic et métriques de Quillen

par

Jean-Michel BISMUT

L'objet de cet îirticle est de donner une présentation systématique de travaux
récents concernant les supcrconncxions, l'indice local des familles, le déterminant de la
cohomologie et les métriques de Quillen.

Rappelons en effet qu'en utilisant le formalisme des superconnexions de Quillen
[Q1J, nous avons démontré dans [BIJ un Théorème d'indice local pour une famille
d'opérateurs de Dirac. Le résultat de [Bl] détermine une forme différentielle explicite
sur la base B d'une submersion n : M —> B, canoniquement associée à certaines

données naturelles de géométrie différentielle, qui représente en cohomologie le
caractère de Chern de la famille d'opérateurs considérés. Ce résultat est une version
précisée du Théorème d'indice des familles d'Atiyah-Singer [AS2], où le caractère de
Chcrn est calculé dans 1 I^B, Q).

Dans [BF1, 2J, par transgression de formes de superconnexions de Quillen et en
utilisant le Théorème d'indice local des familles de [Bij, Bismut et Freed construisent
une métrique et une connexion unitaire sur le fibre déterminant À, associé à une telle

famille d'opérateurs de Dirac. Ces deux objets sont "naturels" dans le formalisme des
superconnexions de Quillen [Ql]. L'un des résultats importants de [BF1, 2] est de
montrer que la courbure de la connexion ainsi construite est exactement la partie de
degré deux de la forme sur B obtenue dans [Bij.

Dans Bismut-Gillet-Soulé [BGS1, 2, 3J, par utilisation de techniques de double
transgression de formes de superconnexions de Quillen, les auteurs ont montré qu'on
pouvait utiliser les résultats de [BIJ, [BF1, 2J pour construire une métrique "naturelle"
C°° sur l'inverse X (Ç) du déterminant de l'image directe par une submersion
holomorphe K : X —> S du faisceau des sections holomorphes d'un fibre holomorphe
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^ sur X. Cette métrique est la métrique de Quillen sur ^(Ç), par référence à la

construction par Quillen [Q2] d'une telle métrique. Le résultat fondamental de [BGS1,
2, 3] est le calcul de la courbure de la connexion holomorphe Hermitienne associée à la
métrique de Quillen sur À/^), qui fournit une version précisée du Théorème de

Ricmann-Roch-Grothendicck appliqué au déterminant d'une image directe par
submersion. Le calcul de courbure de [BGS1, 2, 3j est une généralisation d'un calcul

correspondant de Quillen [Q2] dans le cas où X est une variété produit dont la fibre
est une surface de Riemann fixe Z.

Dans une série de travaux de Bismut [B3, 4], Bismut-Gillet-Soulé [BGS4, 51,
Bismut-Lebeau [BL1, 2], on a étudié diverses questions liées à l'obtention d'une
version avec métriques du Théorème de Riemann-Roch-Grothendicck pour les
plongements complexes. Plus exactement soit i : Y —> X un plongement de variétés
compactes complexes, soit TI un fibre holomorphe sur Y, et soit (Ç, v) un complexe
de fibres holomorphes sur X qui fournit une résolution du faisceau ^OyOl)» ou

®Y^ est ^e ^alsceau des sections holomorphes de T\ sur Y. Les fibres ^Cn) et

X (Ç), qui sont les inverses des déterminants de la cohomologie de TI et Ç, sont alors

canoniquemcnt isomorphes [KM]. Quand X^TI) et ^(Ç) sont munis de métriques
de Quillen, une question naturelle est de calculer la norme de la section G e (^(ïl))'1

® ^°(0 identifiant À^Ol) et À°(Ç). Dans [B3, 4], [BGS4, 5] on construit des

courants sur X naturellement associés au plongement et aux fibres holomorphes
Hermitiens considérés. Enfin dans Bismut-Lebeau [BL1, 2], on calcule la norme de
cr à l'aide des objets locaux introduits dans [B3, 4], [BGS 4, 5]. Notons que les

constructions de [B3, 4], [BGS4, 5] sont "naturelles" dans le formalisme des

superconnexions de Quillen [Ql], et que ce formalisme resurgit de manière implicite
dans [BL1, 2].

Cet article couvre rapidement les sujets évoqués précédemment. La Section 1 est
consacrée aux superconnexions de Quillen [Ql] et au Théorème d'indice des familles

local de [Bl]. Dans la Section 2, on présente certains résultats de Bismut-Freed
(BF1, 2] sur le fibre déterminant associé à une famille C°° d'opérateurs de Dirac.
Dans la Section 3, on introduit les métriques de Quillen et on énonce le Théorème de
courbure de Bismut-Gillet-Soulé [BGS1, 2, 3]. Enfin dans la Section 4, on expose
certains résultats de Bismut [B3, 4], Bismut-Gillet-Soulé [BGS4, 5] et Bismut-
Lebeau [BL1, 2] implicitement ou explicitement reliés au comportement de la métrique
de Quillen par image directe associée à un plongement.
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Comme nous l'avons dit plus haut, les superconnexions de Quillen [Ql] sont
omniprésentes dans toutes les constructions. La compatibilité des superconnexions de
Quillen [Ql] à la torsion analytique de Ray-Singer (RS], qui est exhibée dans
[BGS1], joue également un rôle clef dans tous les travaux considérés dans les Sections
3 et 4.

Nous avons laissé de côté les motivations profondes qui justifient la construction
de métriques de Quillen du point de vue de la théorie d'Arakelov. Nous n'évoquons
que brièvement le Théorème de Faltings-Riemann-Roch [F, Théorème 3], [La,
Théorème V 3.4], ainsi que les travaux de Gillet-Soulé [GS1, 2, 3, 4]. En particulier,
en utilisant le résultat de [BL1, 2], Gillet et Soûle [GS4] viennent d'établir le
Théorème de Riemann-Roch arithmétique à la Arakelov-Faltings conjecturé dans
[GS3]. Le résultat de Gillet et Soûle [GS4] utilise en particulier la compatibilité
entre des résultats de [GS3] et de [B4], [BL1, 2].

Les constructions géométriques exposées dans cet article devraient avoir d'autres
applications, en particulier en théorie de de Rham et en géométrie complexe.

L'auteur remercie un rapporteur pous ses remarques et ses commentaires.
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I - S U P E R C O N N E X I O N S ET THÉORÈME D'INDICE LOCAL DES
FAMILLES

Dans celle section, nous introduisons les superconncxions de Quillen |Q1 j et nous
énonçons le Théorème d'indice local des familles de Bismut [Bl].

En a), nous rappelons le formalisme classique de Chern-Weil pour la construction
du caractère de Chern d'un fibre E. En b), nous montrons que les superconnexions de
Quillen [Ql] sont une extension naturelle de la théorie de Chern-Weil permettant la
construction de formes différentielles non triviales représentant le caractère de Chcrn

d'une différence de fibres, ou de manière équivalente d'un fibre Z,,-gradué. En c), on

rappelle la formule de McKean-Singer [MKS] qui exprime l'indice d'un opérateur

elliptique par une formule où intervient un opérateur de la chaleur associé. Enfin en d),

on rappelle la construction dans [Bl] de la superconnexion de Levi-Civita associée à une
famille d'opérateurs de Dirac agissant sur les fibres d'une submersion 71 : M —> B, et on

énonce le théorème d'indice des familles local correspondant [Bl]. On explique

brièvement les liens entre le théorème d'indice local usuel de Patodi [P], Gilkey [Gil,2],

Atiyah-Bott-Patodi [ABoP], et le théorème d'indice des familles local de [Bl].

a) Connexions

Soit E un fibre complexe sur une variété B. Soit V une connexion sur E. V

définit un opérateur différentiel du premier ordre agissant sur r (A (iT* B) ® EJ, tel que

s iœe r(A(T*B)),ee r(E),ona

(1.1) V^a^dae+^n^aV1^.

Dans ce formalisme, la courbure RE de Ve est une section de A (T B)®End(E)

donnée par la formule

(1.2) R^^)2

Par la théorie de Chern-Weil, le caractère de Chern de E est représenté en
cohomologie par la tonne différentielle
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(1.3) œ=Tr exp V
2i7l

Vérifions brièvement que û) est fermée. On a l'identité de Bianchi

(1.4) ryE ^ ^E)2j ^ ̂

Donc de (1.2)-(1.4), on tire

(1.5) dû) = d Tr exp
i a2

(v)
2iïi ,

-Tr
E

V ,exp
i ^'H
lin ;

=0.

Notons que dans (1.5), on a implicitement utilisé le fait que si A, B e End(E), alors
Tr[A,B]=0.

Remarquons aussi que le fait que la classe de cohomologie de œ ne dépend pas de
V résulte trivialement du fait que û) est universellement fermée.

b) Superconncxions.

Soit E = E ^ © E _ un fibre Z ̂ -gradué sur E. Soit V ^ V ^ S V ^ une
connexion sur E préservant la Z^-graduation. Un représentant naturel du caractère de
Chern du fibre virtuel E - E_ est la forme û) donnée par

(1.6) œ=Tr f f i '̂lexp -.'——'-
\ l\n j

-Tr exp
i ^2
(v I

2iît

Dans [Ql], Quillen introduit de nouvelles formes fermées représentant en
cohomologie ch(E - E ). Reprenons la construction de fQl].
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L'algèbre End(E) est Z ̂ -graduée, les éléments pairs (resp. impairs) commutent

(resp. anticommutent) avec l'opérateur T de End (E) définisant la Z ̂ -graduation

(T = ± 1 sur E^). On forme alors l'algèbre Z^-graduée A (ï* BJ <8> End (E).

Si Cl est une algèbre Z^ graduée, si a. b e Cl, on définit le supercommutateur

[a, bj par la formule

( 1.7) [a, b] = ab -(-1)^ ̂  ba.

Le commutateur usuel correspond à une graduation triviale sur l'algèbre.

Si A e End E, on définit la supertrace Tr [A] par la formule

(1.8) Tr^[A]=Tr[TA]

On étend Tr^ en une application linéaire de A (T* BJ <8) End (E) dans A \T* BJ avec la
/ * \

convention que si œ e A [T B;, A e End(E), alors

(1.9) TyœA] = û)Trg[A]

Une propriété fondamentale de la supertrace Tr est qu'elle s'annule sur les

supercommutateurs [Ql].

1 1 * \^ ximpair
Soit maintenant C un section C00 de (A(T B)®End(E) j . V^C.qu i

est un opérateur différentiel du premier ordre agissant sur r(A (T BJ ® End (E)j, est
une superconnexion au sens de Quillen [Ql]. La courbure de la superconnexion X^ +
C est son carré (VE + C) . Par les règles d'anticommutation sur A (ï* a) ® End (E),

(V + C) est un tenseur et plus exactement une section C°° de
i f . \- r"
\A (T B) (8) End (E) ] . En effet

(1.10) (V11 + C)2 = (V1' )2 + C2 + [V^ C].

Or [ V^C] est exactement la dérivée covariante V^C de C, i.e. un tenseur.
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Soit (p l'homomorphism œ e AP^T'B) -> (^Tt^ë^û) e A^'CT'B). On a le
résultat fondamental de Quillen [Ql].

Théorème 1.1 : La forme différentielle paire

(1.11) œ=(pTr,[exp^-(vE+cjjJ

est fermée et représente en cohomologie ch(E - E ).

Preuve : On a encore l'identité de Bianchi généralisée

(1.12) [V^C.Cv^+O^O.

En utilisant le fait que\ Tr^ s'annule sur les supercommutateurs, on tire de (1.12) que
\

\

(1.13) dTr^expl-lv^cl^Tr.lv^C.expl-lv^

œ est donc fermée. Comme pour C = 0, œ coincide avec la forme (1.6), un argument
trivial de déformation montre que œ représente le caractère de Chem de E - E .

"D

Exemple 1.2: Supposons que C soit une section C°°de T*B ® End^'^E). Alors ^^
+ C est encore une connexion sur E préservant la Z^-graduation . Le Théorème 1.1
est alors trivial.

Exemple 1.3: Soit D=l ^ une section de C°° de End^P^E). Alors V^D
^D+0 I

est une supcrconnexion sur E. Sa courbure (V11 + D)2 est donnée par

(1.14) ^ + D)2 = (V1' )2 + D2 + V^D

où V^ D est la dérivée covariante de D. La matrice de (VE + D)2 est exactement
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(1.15)

( E I E
(V ") +D.D^ V D.

E / E\2

V D+ IV ] + DJ).

L'exemple 1.3 joue un rôle capital dans la suite.

Remarque 1.4 : De manière remarquable, dans l'application que nous avons donnée des
superconnexions de Quillen au théorème local de l'indice des familles fBl ] , le fait qu'on
puisse perturber la connexion V par n'importe quelle section C00 de

( ^^ vimpair
A(T*B)<8) End(E)j . et pas seulement par les perturbations décrites dans les

exemples 1.2 et 1.3, joue un rôle essentiel.

c) Equation de la chaleur et théorème de l'indice

Soit Z une variété compacte. Soit E = E © E un fibre 'Z.-^-grsidué sur Z, muni
d'un produit hermitien tel que E^ et E soient orthogonaux dans E.

Soit D un opérateur différentiel agissant sur F(E) et échangeant r(E ) et HE ).

Dans le formalisme de la Section Ib), on a

D e End^P^rCE)).

Soit D^ la restriction de D à HE^). On écrit D sous la forme matricielle

(1.16) D= / O D.
D , 0

On a en particulier

(1.17) D^ DD+ °0 DJ).
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Supposons de plus que D soit un opérateur elliptique du premier ordre de symbole
prrincipal autoadjoint. D2 est alors un opérateur elliptique du deuxième ordre de symbole
principal défini positif. En particulier, pour t > 0, exp(-1 D ) est un opérateur à trace.

Soit Ind(D.) l'indice de D,, Le.

(1.18) Ind(D^) =dim(KerD^) -dim(KerD^).

Rappelons le résultat de Me Kean-Singer [MKSj étendu dans [B2, Theorem 1.2].

Théorème 1.5 : Pour tout t > 0, on a

(1.19) Ind (D^j = Tr^ [exp (-1 D2)]

Preuve : Si D est autoadjoint, (1.19) est exactement la formule de McKean-Singer
[MKS] , qu'on démontre très simplement par la théorie spectrale. Plus généralement
comme D est à symbole principal autoadjoint, on peut déformer D en un opérateur
autoadjoint D, par une famille C°° d'opérateurs S. e [0, 1 ]—> D. telle que D«=D,

ayant même symbole principal que D. On va alors utiliser le formalisme de la Section
Ib), et manipuler les noyaux C°° des opérateurs considérés pour justifier les
considérations tonnelles qui suivent. Trivialement

(1.20) [D^.D^=0.

De (1.20) et du fait que Tr^ s'annule sur les supercommutateurs, on tire

^-Tr^expt-tD2,)]

• tTr
3D.1 / 2\1

,^jexp(-tDJJ=-
3D. / 2\

D,,—— c x p ( - t D , ) | = - tTr,
oX 'M|D,A,,(.,D;)||.«

On a donc montré le Théorème 1.5. r~j
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Remarque 1.6 : Le Théorème 1.5 a une valeur essentiellement pédagogique. Nous
avons en effet appliqué le formalisme des superconnexions dans une situation très
éloignée des motivations de la Section Ib).

La comparaison des formules (1.3) et (1.19) montre leur similarité formelle. La
formule de Quilicn (1.11) est une extraordinaire synthèse de la formule (1.3) pour le
caractère de Chem en théorie de Chem-Weil et de la formule de McKean-Singer (1.19)
pour l'indice d'un opérateur elliptique . Rappelons pour terminer la formule pour la
densité de la loi gaussienne sur R

^»,(.rf).
La ressemblance de (1.21) à (1.3) et (1.19) n'est, elle non plus, pas accidentelle.

d) Le théorème d'indice local des familles

Soit maintenant n : M —> B une submersion de fibre compacte Z de dimension

paire n = 2^8. On suppose que le fibre tangent relatif TZ est orienté et spin. Soit ^VL

une métrique sur TZ, et soit F = F © F le fibre Z^-gradué des TZ spineurs

correspondant.

Soit Ç un fibre Hermitien sur M, muni d'une connexion unitaire V^ .

Pour b e B, soit D^ l'opérateur de Dirac agissant sur F((F ® ^)|y )

canoniquement associé à la connexion de Levi-Civita sur TZ|̂  et à la connexion V^

[Ll, [AS1], [ABP1. D. est un opérateur elliptique autoadjoint du premier ordre. Son

symbole principal est V^Tc (ç), où c(Ç ) est la multiplication de Clifford par Ç e
T ^ Z S T Z agissant sur F ® ^ . D^ échange r f fp^® Ùy\ et rfl[F.®çLJ .

Soit D^ la restriction de D, à rf(F^® Ù^ \ On écrit D. sous la forme

^A
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Le théorème d'Atiyah-Singer pour les familles [AS2], qui est une extension du
théorème d'Atiyah-Singer [AS 1] (qui donne une formule pour Ind(D .) e Z) calcule

le fibre virtuel Ker D - Ker D e K° (B) (qui est un fibre virtuel au sens classique si
Ker D et KerD sont eux-mêmes des fibres). En particulier [AS2, Théorème 5.1]
donne une formule pour le caractère de Chern de Ker D - Ker D , qui est une classe

de cohomologic sur B, qui est calculable explicitement à l'aide de classes
caractéristiques de fibres.

Dans [Bl], en utilisant le formalisme des superconnexions de Quillen [Qll, nous
avons donné une version locale et précisée du Théorème d' Atiyah-Singer pour les
familles [AS2], i.e. obtenu une forme différentielle fermée sur B calculable localement
sur M, qui représente en cohomologie le caractère de Chern ch(Ker D - Ker D ).

canoniquement associée aux données précédentes et à la donnée d'un sous-fibre
"horizontal" ^M de TM tel que TM^Zœ^M. Le résultat obtenu dans [Bl]
est "naturel" dans le formalisme de superconnexions de Quillen [Ql], et se prête donc
naturellement à toutes les opérations rendues possibles par ce formalisme.

Soit en effet T^M un sous-fibre de TM choisi comme indiqué précédemment.

Pour b e B, soit H^, H°^ les espaces vectoriels r((F^ ® Ç)|^ )) . Alors H^ =

H00 © H°°. est un espace vectoriel Z^-gradué. On va considérer les H*" comme les

fibres d'un fibre Z^-gradué de dimension infinie sur B. D est alors une section de
End1"^11^00).

Utilisons le formalisme de Quillen [Ql] décrit à la Section Ib). On va tout d'abord
construire une connexion V sur H00 préservant la Z^-graduation.

Comme il est montré dans [Bl, Théorème 1.9], la métrique g sur TZ et le
fibre T M déterminent canoniquement une connexion euclidienne V sur TZ. V^
est la projection orthogonale sur TZ de la connexion de Levi-Civita sur TM associée à
une métrique g™ sur TM dont la restriction à TZ est égale à g^, et qui est telle que
TZ et ^M sont orthogonaux. On vérifie simplement que la connexion V7^2 ainsi
construite ne dépend que de ^VL et T^M. Soit V17 la connexion induite par V^ sur
F.
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Soit V^ la connexion sur F ® Ç

(1.23) V^ ̂ ^ 1 + l < g > V ^

Si U € TB, soit U" le relèvement de U dans T^M.

Définition 1.7 : Si h est une section C°° de F ® ̂  sur M, si U e TB, on pose

~ F<8»^
(1.24) V ^ h = V ^ h .

On vérifie très simplement que V est une connexion sur le fibre H°° = H°° © H00

préservant la Z^-ê^duation , dont la courbure (V)2 est une deux-forme sur B à
valeurs dans les opérateurs différentiels d'ordre un le long des fibres de Z.

Pour tout t > 0, V + VT D est une superconnexion sur H°° , dont la courbure

1~ \2
\V + '{t Dj est un opérateur elliptique le long des fibres Z, de symbole principal

autoadjoint défini positif.

Le premier résultat démontré dans [Bl, Théorème 2.6] est le suivant.

Théorème 1.8 : Pout tout t > 0, la forme (pTr^exp^- (v + VT DJ j est fermée et
représente en cohomologic le caractère de Chern de KerD - KerD .

Preuve : La preuve du Théorème 1.8 donnée dans [Bl] se compose de trois étapes :
• On montre d'abord que les formes considérées sont fermées.
• Quand Ker D = (0), on vérifie directement le résultat par un argument de

déformation.
• On se ramène au cas considéré précédemment en utilisant un argument classique

d'Atiyah-Singer [AS2].

Berline-Vergne [ BeV] ont donné une preuve du Théorème 1.8 quand KerD et

KerD_ sont des fibres en faisant tendre t vers + oo dans (p Tr^ exp ^- (V+VT DJ j \ .
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Cette technique a un intérêt propre. Nous retrouverons un problème voisin à la Section
4.

Quand B est un point, le Théorème 1.8 se réduit à la formule de McKean-Singer
[MKS], rappelée au Théorème 1.5. La technique classique de Patodi [PJ, Gilkey
(Gil,2j et Atiyah-Bott-Palodi lABoPl consiste alors à faire tendre t vers 0 dans la
formule

(1.25) Ind D+= Trjexp (-1 D2)]

Pour x , x ' € Z, soit en effet P^(x, x') le noyau C°° de l'opérateur

exp(- tD ) relativement à la mesure de volume dx'. Alors, si x e Z, P (x, x) e

EndP^F ® Ç)^). La formule (1.25) s'écrit

(1.26) MD^=^Tr,[Pjx,x)]dx.

Le développement asymptotique quand t -> 0 de TrJP^x, x)] est en principe

donné par

(1.27) Tr,[P,(x,x)]=—^-'-+. . .+ao(x|4-0(t) .

Le mécanisme des "extraordinary cancellations" conjecturé par McKean-Singer
[MKS1 et démontré dans [P], [G], [ABoPj montre qu'en fait

âj = 0 pour j < 0

(1.28)

ao dx = ^ A —— Tr exp
27l J \2ïn

où dans (1.28) R^ et L^ sont les courbures de V Tz ci V ^ et où
A ̂  = sh (x/)2 est le A genre de Hirzebruch . On obtient ainsi la formule d'Atiyah-

Singer [ASl],[ABoP]
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R^L 1 -^(1.29) Ind(D^= A — — T r exp
2ji \2m

Si on cherche à appliquer la même stratégie à la situation où B n'est plus réduit à
un point, elle échoue lamentablement. Plus exactement, quand t —> 0,

(p Tr,; exp HV + VT DJ l a en général un développement asymptotique singulier.

Le Théorème 1.8 ne permet donc pas de redémontrer le Théorème d'Atiyah-Singer
pour les familles [AS2, Théorème 5.1], puisque les formes sur B considérées au
Théorème 1.8 ne sont pas calculables explicitement.

Dans [Bl, Section 3], nous avons introduit une nouvelle superconnexion, dite
superconnexion de Levi-Civita, qui permet d'obtenir une version locale du Théorème de
l'indice des familles d'Atiyah-Singer [AS2]. Soit en effet dx la mesure de volume sur
les fibres Z. Si U e TB on pose

(1.30) L ^dx =2k(U)dx

Soit V" la connexion sur le fibre H°°

(1.31) V " = V + k .

Alors on vérifie simplement que V" est une connexion unitaire sur H°° pour le
produit Hermitien naturel L^ sur H°°.

Soit T la courbure de la connexion naturelle sur la fibration 7l : M —> B associée à
T^M. Plus exactement, si P^ est l'opérateur de projection TM = TZ © T^M -> TZ,
si f, f sont des champs de vecteurs C°° sur B, on pose

(1.32) TIf.f^-P^r"]

T est une deux forme sur B à valeurs dans les champs de vecteurs sur les fibres Z.
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Rappelons que F ®^ est un TZ module de Clifford.

Définition 1.9 : Pourt>0, soit Ai la superconnexion

(1.33) A t = V +^ t D--^.
4 Vt

Notons que dans (1.33), c(T) est une deux-forme sur B à valeurs dans
End^P^On.

Soit R^.L^ les courbures des connexions V^, V^. On montre dans [Bl] le
résultat essentiel suivant.

Théorème 1.10 : Pour tout t > 0, les formes paires (pTrJexp(- A^)] sont fermées et

représentent en cohomologie le caractère de Chern de Ker D - Ker D . De plus, on a

l'égalité de formes sur B

(1.34) lim (pTrJexp(-A?)]= | Ap-Trexpp-
i->o 1 [2jcJ [ \2i7i

J z.

Remarque 1.11 : Le résultat de [Bl] est en fait plus précis, puisqu'il assure que si

Q^x, x') (x, x' e Z^) est le noyau C°° de exp(- A^), quand t -> 0, (pTrJQ^x, x)]

converge vers la composante de degré maximal vertical 2 dim Z dans l'intégrale à droite
de (1.34).

Une explication élémentaire de la raison pour laquelle A est la "bonne"
superconnexion est que A^ est en fait un opérateur de Dirac associé à la connexion de

Levi-Civita sur les spineurs de TM, pour une métrique infinie sur T"M. Bien que
(1.34) contienne comme cas particulier le théorème d'indice local ordinaire de [PJ,
|Gil,2],[ABoP], (1.34) peut en fait être lui-même interprété comme une version
singulière du Théorème d'indice local usuel.
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Une autre preuve du théorème d'indice local des familles a été donnée par Berline-
Vergne [BeV]. Par ailleurs un texte récent de Berline-GetzIer-Vergue [Be Ge V] contient
en particulier un traitement très complet des superconnexions de Quillen, et du théorème
d'indice local des familles.

Remarque 1.12 : Naturellement, on déduit du Théorème d'indice local des familles de
[Bl] le Théorème d'Atiyah-Singcr [AS2, Théorème 5.1] pour les familles d'opérateurs
de Dirac, qui calcule ch(KcrD^ - KerD ) dans H'*'(B, Q).

Toutefois, le Théorème 1.10 raffine le résultat de [AS2|. En effet ce Théorème
fournit une tonne différentielle explicite qui représente ch(KerD - KerD ) , et qui a les

deux propriétés essentielles suivantes :
• Elle est rigidement déterminée par les données de géométrie différentielle du

problème considéré, c'est à dire par la métrique g^, le fibre T^M et la connexion V^.
• L'évaluation de la forme en b e B ne dépend que de données de géométrie locale

au voisinage de la fibre Z..

• Elle est obtenue par un appareil d'analyse fonctionnelle qui permet aussi
d'attteindre des objets globaux dans les fibres tels que KerD^ et KerD .

Le théorème d'indice local de Patodi [P], Gilkey [Gil,2], Atiyah-Bott-Patodi
[ABoP] était essentiellement un remarquable outil pour démontrer simplement le
théorème d'indice d'Atiyah-Singer [AS1]. Une autre application de ce théorème a été
l'établissement par Atiyah-Patodi-Singcr [APSj d'un théorème d'indice pour un opérateur
de Dirac sur une variété à bord. Nous allons voir dans la suite comment on peut utiliser
le Théorème d'indice des familles local de [B 1] pour rigidifier le Théorème d'indice des
familles d'Atiyah-Singcr [AS2], et pour nous ramener à une version de ce théorème
directement compatible au Théorème de Riemann-Roch-Grothendieck.
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II - LE DÉTERMINANT D'UNE FAMILLE C00 D'OPÉRATEURS DE

DIRAC : UN THÉORÈME DE COURBURE

Dans cette section, nous rappelons la construction analytique par Quillen [Q2] et
Bismut-Freed [BF2J du fibre déterminant de l'image directe d'une famille d'opérateurs de
Dirac opérant sur les fibres d'une submersion C°° K : M —» B. On énonce aussi les
résultats de Bismut-Freed [BF1, 2] concernant la construction d'une métrique et d'une
connexion unitaire sur ce fibre en droites, ainsi que le Théorème de fBF2], généralisant
un résultat de Quillen [Q2J qui calcule la courbure de cette connexion à l'aide de quantités
locales sur M. Ce dernier résultat est lui-même une conséquence du Théorème d'indice
local des familles [Bl].

En a), on construit le fibre déterminant. En b), grâce au Théorème d'indice des
familles d'Atiyah-Singer [AS2], on calcule la première classe de Chern du fibre
déterminant. Enfin en c), on énonce le théorème de courbure de Bismut-Freed (BF2].

a) Le fibre déterminant

On fait les mêmes hypothèses qu'à la Section Id).

Si E est un espace vectoriel de dimension fini, on pose

(2.1) det(E) = A^E)

Bien que KerD - KerD ne soit qu'un fibre virtuel sur B, son déterminant ^(^)

est lui un vrai fibre. Rappelons en effet la construction par Quillen [Q2] de \(fs).

2 *Pour b e B, le spectre de l'opérateur D. est discret. Pour a e R , soit U

l'ouvert de B

(2.2) U^= { be B ; a < < Sp(D^)).
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Soit I-Ç'3 la somme directe des espaces propres de D. pour des valeurs propres <: a.

Alors FÇ'3 se scinde en H^ = H°^ © H00;3. H00'3 est un fibre Z2-gradué de

dimension finie sur U . Posons

(2<3) ^(^(dettH^l^dellH:^)

Pour 0 < a < a' < + oo, soit H0 '̂10 = îr^ © H00^ la somme directe des

espaces propres de D^ pour des valeurs propres (J.€]a,a'l. Soit D^'^ la restriction

de D^ ^ à l-r^3'37. Alors classiquement D- ' 3 ^ est une application linéaire inversible

H00^ dans H00^ . Posons+,b -,b

(2.4) ^^fël^detiH^^'l^detlH-^3).

Alors ^'^ (Ç) est un fibre C00 sur U3 0 U3' , et det (D^^) est une section C°°

non nulle de ^•^(Ç ) sur U" H U3'.

Suivant Quillen [Q2], on définit le fibre déterminant ^.(Ç ) de la manière suivante.

Définition 2.1 : ^(Ç ) désigne le fibre en droite C°° sur B déterminé par les fibres en
droite C00^^), U3) et les fonctions de transition

(2.5) s e ^(Ç) -> s ® de^D^) € ^'(^ ) sur U3 Fl U3 ', 0 < a < a' < + oo

Notons que pour tout b e B, on a un isomorphisme canonique

(2.6) ^(Ç) s(det(KerD^)'1 ®det(KerD.^
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b) La première classe de Chern de ^(Ç)

Du Théorème d'indice des familles d'Atiyah-Singer [AS2, Théorème 5 . 1 1 , il résulte
que la première classe de Chcrn du fibre ^(Ç) est représentée en cohomologie par la

tonne différentielle de degré deux sur B

(2)

(2.7)
,TZ\

,27l
Tr exp -L4

2i7i

Cette forme différentielle est ici réelle. On peut donc se demander si la forme
différentielle

(2)

(2.8) 2i7 i<
271

Tr exp -L"

2i7t

est la courbure d'une connexion "naturelle" sur ^(Ç) qui soit unitaire pour une

métrique "naturelle".

Dans [ Q2], Quillen avait résolu cette question dans le cas où Z est une surface de
Riemann fixe, et où l'espiice des paramètres B est ensemble des structures holomorphes
sur un fibre donné sur Z. Dans la situation considérée par Quillen [Q2J, ^(Ç) est

naturellement un fibre holomorphe, et métrique et connexion sont directement liées.

Dans Bismut-Freed [BF1,2], on a montré que le théorème d'indice local des
familles [Bl] permet de résoudre en toute généralité le problème posé dans le cadre que
nous avons considéré jusqu'à présent, i.e. pour une fibration C°°.
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c) Le théorème de courbure du fibre déterminant : le cadre C00

Rappelons qu 'il s'agit de construire une métrique "naturelle" et une connexion
unitaire "naturelle sur 7,(Ç). Nous allons vérifier que le formalisme des superconnexions

fournit une réponse presque immédiate à cette question.

Une première observation essentielle faite dans Bismut-Freed fBF2, Théorème
1.19] est la suivante.

S i œ e A(T^, B), soit œ^ la composante de œ dans A^TB).

Proposition 2.2 : Pour tout t > 0, on al l'égalité

(2.9) (p Tr,[exp (- A?)] = (p Tr,[exp |- (v"+ ^t DJ

Preuve : On reprend la preuve de [BF2]. Pour H e [0, l], on pose

(2.10) A^ =V +VT D- ^-cm

4 Vt

Par une formule de transgression à la Chern-Simons, on a

(2.11) ^ exp(-(A^dTr,[^- exp^)2)]

Or c(T) est une forme de degré deux. Le membre de droite de (2 .11 ) est donc une
forme de degré au moins trois (et même quatre puisque le membre de gauche est de degré
pair). De (2.11), on tire donc que

/ ^(2)

(2.12) -^-Tr, exp(-(^)| = 0 .

La proposition est démontrée. r~]
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c(T|Remarque 2.3 : L'introduction du terme -±^ dans A^ ne modifie donc pas la partie

f F ill^-(v^DJjLde degré deux de la forme (p Tr^exp ̂ - |V + ^t Df JJ , bien qu'il puisse modifier

la parlie de degré deux de la supcriracc locale correspondante.

Du Théorème 1.10 et de la Proposition 2.2, on tire donc que

r / n(2)

lim (pTrJexp^- |V + ^t DJ

(2.13)

/R'17
A — — j Tr (exp

, în
-L1'
2i7l

Comme en (2.11), par une formule de transgression à la Chcrn-Simons pour les
supcrconnexions, on a

ôt
Trjexp - V +/ t D / =

(2.14)

-dTrJ^-exp - V + ^t D

De (2.14), on tire que
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3t
(v^olfTr, exp^- IV + ft D^

(2.15)

^Tr,[ V DD exp \-{D

Rappelons un résultat d'indice local de Bismut-Freed [BF2, Théorème 3.4].

Proposition 2.4 : Quand t —> 0, on a

TrJ \V Dp exp \-tD j =0(1)(2.16)

Supposons maintenant que la famille d'opérateurs D^ soit d'indice zéro. Soit V

l'ouvert de B

(2.17) V = (b e B ; D. est inversible).

[ H \ fl ^Sur tout compact de V, quand t —> + oo, Trj \V Dp exp \ - 1 D Jj tend versvers 0

plus vite que e"^ ( c > 0).

Définition 2.5 : Sur V, on définit la un-forme ÔQ par la formule

(2.18) ^ ( ^st V7 DfD ex? \-tD 1^ '
'o

De manière équivalente on a

(2.19) §o== lim Tr, ^V DJD exp \-tD jj.
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Proposition 2.6 : La forme 5« est imaginaire pure. Sur V, on a l'identité

-,(2)

2i7t | A Tr exp(2.20)
R__

271

-L1'
2i7i

Preuve : Comme V est une connexion unitaire, V D est une forme à valeurs dans
l'espace des opérateurs autoadjoints. En utilisant (2.18) et le fait que la supertrace d'un
supercommutateur est nulle comme en [Bl, Théorème 1.5 et Section lh)], on tire que
§o est imaginaire. (2.20) résulte de (2.13), (2.15), (2.18). []

Sur V, À,(Ç) possède une section C°° canonique, qui s'identifie à de^D''3^) e

^(Ç ) sur V H U^, et qu'on note det(D^). De (2.8), (2.20), on tire que - —) est

candidat à être la partie imaginaire d'une forme de connexion A sur ^(Ç),y.

Pour b e V, Re(s) > ^, on pose

(2.21) W-ï-rW-

Alors par Seeley [Se] , L s'étend en une fonction méromorphe de s € Œ, qui est

holomorphe en s = 0.

Définition 2.7 : Pour b e V, on pose

ll^^lkki-expj-^îo)} .
v ds /

(2.22)

^-^•(o) .
3s
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Définition 2.8 : Sur V, on définit la connexion V ^ sur le fibre Â.(^ ) par

(2.23) V^ det(D^) == ̂  - ô^) det( D )̂

Proposition 2.9 : La connexion V (^ sur ^(Ç),y est unitaire pour la métrique
II ll̂ y Sa courbure est donnée par

,TZ

(2.24) 2i7t A
27C

Tr exp
2i;i

Preuve : La Proposition 2.9 est une conséquence triviale de la Proposition 2.6 . []

La Proposition 2.9 n'a a priori pas grand intérêt. En effet, elle ne s'applique
qu'aux familles d'opérateurs D d'indice zéro, et sur l'ouvert V où D est inversible,

i.e. où ^-(Ç) est canoniquement trivialisé.

Le vrai miracle est que, comme il est montré dans Bismut-Freed [BF1, Sections
1g), lh)j, la construction précédente puisse être étendue à toute la base B et ceci même
quand la famille d'opérateurs D^ n'est pas d'indice zéro. Plus précisément, sur U ,

on commence par munir le fibre ^(Ç) s .̂(Ç) de la métrique 1 1 g induite par la
^ (0

métrique L^ naturelle sur H°° et de la connexion OVa induite par la projection
~u

orthogonale de la connexion V sur H00'3. Les métriques l i g e et ^es connexions
^ (s)

OVa ne se recollent en général pas en une métrique et une connexion sur ^(Ç), i.e. elles

ne sont pas compatibles avec les fonctions de transition (2.5). Soit P8 le projecteur
orthogonal de H00 sur H^ Soit Q3 = 1 - P3 . On pose

TT, V DDexpf- tD 2 )? 2 dt(2.25) UQ -
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De même si ^(s) est la fonction

2 ^a(2.26) Ç (sl——Tr^j Q 3 ] ,

soit 'y^ la un-forme sur U'1

(2.27) Yo-d^
3s

Définition 2.10 : Soit I I I I la métrique sur ^(Ç)
^ (s)

(2.28) ll^i-I h^ 4^i°> •
Soit Va la connexion sur ^(Ç)

(2.29) iv^^^irô-ô3).2^0 " "0-

Le résultat fondamental de Bismut-Freed [ BF2, Théorème 1.21] est alors le
suivant.

Théorème 2.11 : Les métriques II I I g- et les connexions ̂  sur les fibres ^(^)
^ vÇ/

induisent une métrique C00 II Ik /^ et une connexion C00 V^^ sur ^(Ç). La connexion

V ^ est unitaire relativement à la métrique II 11^̂  , et sa courbure est donnée par

(2.30)
R^2iît | | A — — Tr exp

i27i —\2'" /J
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Remarque 2.12 : La Proposition 2.2 joue un rôle clef dans tout l'édifice. C'est elle qui
assure la compatibilité entre le Théorème d'indice local de la Section Id) et la
construction analytique du déterminant de la Section 2a).

Pour interpréter correctement le Théorème 2.11 , on doit en fait "penser" à ^(^)

comme étant le fibre (dctil00) ® dct H00 Naturellement comme II00 et II00 sont de

dimension infinie, ce dernier objet n'a pas de sens "a priori". Au bout du compte, il en
prend un, par la technique d'approximation de ces fibres de dimension infinie par les
fibres de dimension finie M00'3 et II00'3, et par les techniques d'indice local.
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III - MÉTRIQUES DE OUILLEN SUR L'INVERSE DU DÉTERMINANT
DE L'IMAGE DIRECTE ET THÉORÈME DE COURBURE

Dans cette section, on décrit brièvement certains résultats obtenus par Bismut-Gillet-
Soulé [BGS1, 2, 3] relatifs aux métriques de Quillen [Q2] sur l'inverse du déterminant
de l'image directe pîir une submersion holomorphe 7l : M —> B du faisceau des sections
holomorphes d'un fibre holomorphe Ç sur M. Les preuves des résultats de [BGS1, 2,

3] reposent partiellement sur la compatibilité des constructions de [BF1, 2] à la structure
holomorphe naturelle sur le déterminant de l'image directe.

En a), on spécialise les résultats rappelés à la section 2 au cas où M et B ont des
variétés complexes et où K : M -> B est une submersion holomorphe. En b), on

construit la métrique de Quillen sur l'inverse du déterminant de l'image directe (au sens
de Grothendieck-Knudsen-Mumford [KM]) et on énonce le Théorème de courbure de
[BGS1, 2, 3] qui donne une formule explicite pour la courbure de la connexion
holomorphe Hermitienne sur l'inverse du déterminant de l'image directe muni de la
métrique de Quillen.

a) Une submersion holomorphe

On fait les mêmes hypothèses qu'à la Section Id). On suppose de plus que M et
B sont des variétés complexes, et que TC : M —> B est holomorphe.

Soit g™ une métrique Kahlérienne sur le fibre tangent complexe TM.

Soit TZ le fibre tangent complexe à la fibre Z. Soit ^VL la métrique induite par
g™ sur TZ. Soit T"M l'orthogonal à TZ dans T"M pour la métrique g™.

On vérifie très simplement que la connexion V^ construite à la Section Id)
associée à la métrique g^ et au fibre T^M est exactement la connexion holomorphe
Hermitienne sur le fibre (TZ, g )̂.

Soit ^ un fibre holomorphe sur M, muni d'une métrique Hermitienne lA
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Soit S76 l'opérateur 5 agissant sur r^Atr^0'^ z) (g^L ) et soit ^

son adjoint relativement au produit Hermitien L^ usuel sur r (A(T* '" z) ®ÇJ|7

On pose

(3.1) ^=5^ +5^.

Alors VÏDb est un opérateur de Dirac usuel au sens de la Section Id). Plus
précisément, par [H], on a

(3.2) A^^F^detTZl172

On peut construire alors le fibre en droite ^.(Ç) sur B associé à la famille
d'opérateur D . comme à la Section 2a). De (2.6) et de la Théorie de Hodge, il
résulte que pour tout b e B, on a un isomorphisme canonique

i ,»i+l
. . dimZ / / . , .\\\-ïî

(3.3) ?l^)= ® (detJH'jz^^j))
dimZ

®
i = 0

Par la construction de Bismut-Freed [ BF1,2] exposée à la Section 2c), on peut
munir le fibre ^(Ç) d'une métrique II IL^ et d'une connexion V^ unitaire
relativement à II IL /^ , dont la courbure est donnée par

(3.4) 2i7t f Td (TZ, g^ ch fe, h^)|
[ J z J

où Td(TZ, g^^), ch(Ç, h^) dénotent les représentants canoniques en théorie de Chern-
Weil associés aux genres Todd, ch, relativement aux connexions holomorphes
Hermitiennes correspondantes.

On observe immédiatement que la forme (3.4) est de type '(1,1). Par application
d'un résultat de Newlander-Nirenberg [AHS, Théorème 5.1], on tire qu'il existe une
structure holomorphe sur le fibre ^.(Ç) tel que V^ soit exactement la connexion
holomorphe Hermitienne sur (X(Ç) , II \^). '
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Or par une construction de Grothendieck-Knudsen-Mumford [KM], on peut
construire sur B un fibre déterminant holomorphe canonique, dit déterminant de l'image
directe de Ç par 71, dont l'inverse ^(Ç) est tel que pour b e B

G, v dimZ/ / . / .i\(-1)
<3-5) \^= ® detH-Z,,^J

1 = 0 ' /

Une première question naturelle est donc de savoir si l'isomorphisme canonique des
fibres de ^) et X0^) (évident par (3.3), (3.5)) induit un isomorphisme C00 de

fibres, où même un isomorphisme de fibres holomorphes. Si c'était le cas, la métrique
II 11^ / t ) sur À,(Ç) se transporterait en une métrique II II ç sur \° (Ç) et la

^ (0
courbure de la connexion holomorphe Hermitienne sur (X°(Ç), II II ç ) serait alors

^ (s)
donnée par la forme (3.4).

Une deuxième question fondamentale est alors de savoir si on peut élargir la classe
de métriques admissibles sur TZ, de telle sorte que le Théorème de courbure précédent
reste vrai.

C'est à cet ensemble de questions que répondent les articles de Bismut-Gillet-Soulé
[BGS1, 2, 3].Nous ne couvrirons dans la suite qu'une partie des résultats de
[BGS1,2,3].

b) Métriques de Quillen et Théorème de courbure.

Soit g une métrique Hermitienne arbitraire sur le fibre tangent relatif TZ. Soit

< , > le produit Hermitien sur [A (ï* z)j ® ^ associé aux métriques g^ et lA

Nous allons maintenant construire la métrique de Quillen sur les fibres ^(Ç) de îl0^).

On munit F (A (ï"(ot 1) z) ® çL ) du produit Hermitien
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1 ^Z
(3.6) ^."'X-l <a•a'>————

4 (2ît)

Dans (3.6), dv^ désigne la forme volume sur Z^ relativement à la métrique ^VL.

Par la théorie de Hodge, on peut identifier H Iz^y Ç^J aux formes harmoniques

correspondantes sur Z^ . De (3.6), on tire que Â^(Ç) porte une métrique 1 t ç ,
\W

dite aussi métrique L^ sur ^ (^). Cette métrique n'est en général pas lisse sur ^°(y.

Soit P^le projecteur orthogonal de r^AtT^0'^ z)® çL ) sur l'espace

vectoriel des formes harmoniques sur 7» . On pose Q. = 1 - P. . Soit N,, l'opérateur

agissant sur ^p (-r* ̂ °' ̂  z) <8> ^ par multiplicadon par p.

Définition 3.1 : Pour b e B, s e Œ, Re(s) > dim Z on pose

(3.7) (-Z. -z^2

e,(s)=-TrJ[Nv|3 +3 j j Qb .

Par Seeley [Se], on sait que 0^ (s) s'étend une fonction méromorphe sur Œ, qui

est holomorphe en s = 0.

Défmition3.2 : On appelle métrique de Quillen sur la fibre ^(Ç) la métrique II II ç
\(K)

donnée par

llll^-ll^p{4».
f 1 39. , . \

L'expression exp < - y ——(0) f est la torsion analytique de Ray et Singer [RS].
\ as 1
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On a alors le résultat fondamental de Bismut-Gillet-Soulé [BGS1, Théorème 0.1].

Théorème 3.3 : Les métriques II II Q sur les fibres de ^(Ç) induisent une
\W

métrique C°° sur le fibre holomorphc À,(^).

Si M est Kâhlérienne. et si la métrique g^ induit une métrique Kahiricnne sur les

fibres Z, alors la courbure de la connexion holomorphe Hermirienne V^ ^ sur le fibre
(^(Ç), II I I Q ) est donnée par

^- (s)
Ï

2)
(3.9) ^[JtTdTZ^^chfe.h^

Preuve : II est hors de question de décrire en détail la preuve du Théorème 3.3. Disons
seulement que quand M est Kâhlérienne, si g™ est une métrique Kâhlérienne sur
TM, et si g est la métrique induite sur TZ par g™ , on montre (3.9) en prouvant la
compatibilité des constructions précédentes aux constructions de Bismut-Freed [BF1,2].
Une étape clef est une construction analytique explicite d'une structure holomorphe
naturelle sur un fibre en droites proche du fibre considéré par Bismut-Freed.

Dans une deuxième étape, on calcule comment varie la métrique II II Q dans
^b(s)

une fibre Z, quand on varie la métrique g dans la classe de métriques Kàhlériennes
sur Z^ . Cette étape est essentiellement nouvelle par rapport à [BF1.2]. On obtient

ainsi une généralisation en dimension arbitraire de la formule d'anomalie de Polyakov
[ Pô] établie par Polyakov pour des surfaces de Riemann.

La combinaison de ces deux étapes permet d'obtenir la formule (3.9) pour la
courbure V^. []

Remarque 3.4 : Inversement, du Théorème 3.3, on peut déduire la formule d'anomalie
généralisée de [BGS3].

Remarque 3.5 : Les résultats de [BGS 1, 2, 3] représentent une rigidification
considérable des résultats de [BF1,2]. Ils ne sont en aucun cas une conséquence
immédiate de [BF1,2].
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IV - IMMERSIONS COMPLEXES ET METRIQUES DE QUILLEN

Soit i : Y —> X un plongement de variétés compactes complexes, soit TI un fibre
holomorphe sur Y et soit ( ,̂ v) un complexe de fibres holomorphes sur X qui résoud
le faisceau 4 ©yCn). Par Grothendieck-Knudsen-Mumford [KMJ, les déterminants de
la cohomologie de r| et Ç sont canoniquement isomorphes. Il est alors naturel de
comparer les métriques de Quillen correspondantes, pour obtenir ainsi un raffinement du
Théorème de Riemann-Roch-Grothcndieck pour les immersions.

L'objet de cette section est d'énoncer le résultat de Bismut-Lebcau [BL1,2] qui
répond complètement à cette question.

Dans a), on rappelle la construction par Bismut [B3j, et Bismut-Gillet-Soulé
[BGS4] de courants dits de Bott-Chern sur X, naturellement associés aux données
précédentes, et à des métriques Hermitiennes sur les différents fibres considérés. Ces
courants interviennent de manière essentielle dans la formule finale de [BL1,2]. Dans
b), on rappelle brièvement les résultats de Bismut-Gillet-Soulé [BGS5] de compatibilité
fonctorielle des courants [BGS4] à une formule raffinée de Riemann-Roch-
Grothcndieck. Enfin dans c), on énonce les résultats de Bismut-Lebeau [BL1,2], où
interviennent les courants de [BGS4] et un genre additif R(X) introduit par Gillet et Soûle
[GS4] dans une conjecture sur une généralisation en dimension arbitraire du Théorème de
Faltings-Riemann-Roch [F, Théorème 3], [La, Théorème V 3.4] sur les courbes.

Enconjuguant les résultats de [B3], [BL1.2], [BGS1-5], [GS1-3], Gillet et Soûle
[GS4] viennent d'obtenir la version souhaitée d'un Théorème à la Faltings-Riemann-
Roch pour le déterminant de la cohomologie.
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a) Plongements complexes

Soit i : Y —> X un plongement de variétés compactes complexes. Soit TI un fibre
holomorphe sur Y. Soit

(4.1) M : 0 ̂ ^ );„,.,..._^n-40
v v

un complexe de fibres holomorphes sur X, et soit r une application de restriction

^OlY —> ̂  tc^e (lu'on alt ^a sulte exacte de faisceaux

(4.2) 0->©x(^J ->...->®x^o)-^°Y(îl)->0
v r

De manière équivalente, le complexe (Ç, v) résoud le faisceau 4 ©yCn).

Soit N le fibre normal à Y dans X. Par l'unicité locale des résolutions [S,
Chapitre IV, Appendice l], [E, Théorème 8] on sait que si (y, z) est un système de
coordonnées locales près de y^ e Y tel que z = 0 soit l'équation de Y, si N, T| sont
des extensions de N, ri sur un voisinage U de y« , alors sur U, on a

(4.3) k , v ) = ( A N 0ri, ij © (A, a)

où (A N , iy) est le complexe de Koszul de N* et où (A,a) est un complexe acyclique.

Pour YQ e Y, soit Hy %, v) l'homologie du complexe (^, v) . Pour z e N ,
soit 3^v (y^) la dérivée de v dans une direction Z représentant z dans TX . On
montre dans [B3, Théorème 1.2] que 3^v (y^) est défini sans ambiguïté, agit sur

Hy ,̂ v) et que de plus (B^v (y^))2 = 0.

Soit 7l la projection N -> Y. Par [S], [E], [B3, Théorème 1.2], on a un
isomorphisme canonique de complexes sur N

(4.4) (^H^, v), 3^v) s (TC* (A N'1' ® r|), i^)
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En particulier les H (Ç, v) sont les fibres d'un fibre holomorphe Z-gradué sur Y.

Soient h °, ... ,h m des métriques Hermitiennes sur ÇQ, ..., Ç .On pose

h = © h k. Soit g1^ , g11 des métriques Hermitiennes sur N, TI. Alors g^ . g11

induisent une métrique naturelle sur A N <8> TI.

Soit v* l'adjoint de v relativement à la métrique h^ sur Ç. Par la théorie de
Hodge, si VQ e Y, on a l'identification

(4.5) H (̂Ç, v) s (f e ̂  ; vf = 0 ; v-f = 0}

De (4.5), on tire que H (^, v) hérite d'une métrique h", qui est la restriction de la

c m ^
métrique h = © h m au membre de droite de (4.5).

o

Par [B3, Proposition 1.6], on sait qu'étant données g1^ . g^, on peut trouver des

métriques h °,....h m telles que (4.4) soit un isomorphisme de complexes de fibres
hermitiens. Dans toute la suite, on supposera que cette hypothèse, dite hypothèse (A),
est vérifiée.

Soit V^ la connexion holomorphe Hermitienne sur (Ç, h?). On pose

(4.6) V = v + v 1 ' .

On utilise maintenant le formalisme de la Section 1. ôy désigne le courant

d'intégration sur Y. On a le résultat fondamental de [B3, Théorème 3.2].

Théorème 4.1 : Quand u -> + oo, on a la convergence de courants sur X

(4.7)
f / \2}

(pTr, exp[- IY + fa VJ j -^Td'^N.g^ ch^.g^ÔY
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Preuve : La preuve de [B3] est assez technique. Elle utilise de manière très précise la
théorie de Hodge de (Ç, v).y . Le calcul final résulte d'une formule de Mathai-Quillen

[MQ, Théorème 4.5]. []

Remarque 4.2 : Dans [ B3], V2 joue le rôle d'un potentiel, et Y d'un puits de
potentiel, où l'opérateur autoadjoint positif V à des valeurs propres nulles.

Soit N,, e End(Ç) l'opérateur agissant sur L par multiplication par k. On a la

formule de [BGS1, Théorème 1.15], [B 3, Théorème 2.4].

Théorème 4.3 : Pour tout u.> 0 on a

1 , .2\

-^(pTr, expt- (v +f!ï v] ]
3u

(4.8)

^-(pTtJ^exp-lv^^uv)33

2i7C

^-l^,Soit (Td'Xxp ...,x ) le genre

(4.9) (Td- l)(xl,...,xj=^[Td(xl+b,....x^b)]^
3b

Par [B3, Théorème 4.3], dans l'espace de Sobolev adéquat, quand u —> + oo, on a

(-(v^v)')].(pTrJNHexp^- \7 + û Vj

(4.10)

-(Td-^N.g^chtn.g^^oj^)

En suivant Bismut-Gillet-Soulé [BGS4, Définition 2.1], on pose maintenant la
définition suivante.
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Définition 4.4 : Pour s e Œ, 0 < Re(s) < j, soit R(Ç. h^)(s) le courant sur X

^ +00 / " /

lk,h^)(s)=—— | u5-1 ^Tr. Nnexpl- lv^+/u v)R(i;,h%)=1 | u'-'^Tr.
1 (S

" Q

(4.11)

+(Td-l)(N,gN)ch(ln,g11)5Jdu

Alors R(Ç, h^Çs) s'étend en une fonction méromorphe de s e Œ, qui est holomorphe en
0.

Définition 4.5 : Soit T(Ç, h^) le courant sur X

(4.12) TM=l-RM(b)
3s

On a le résultat de [BGS4, Théorème 2.5]

Théorème 4.6 : Le courant T(Ç, h^) est somme de courants de type (p, p). Le front

d'onde du courant T(Ç, h^) est inclus dans N^ . De plus, on a l'équation de courants

sur X

(4.13) ^ïM^ ̂ ^v-^)-
2iït Td(N, g^
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b) Compatibilité des courants T(Ç, h^) à une formule raffinée de
Riemann-Roch-Grothendieck.

, ch^.g1 1) .
Par (4.13), les courants ch(ç, lr°) et —i———^"Y sont cohomologues. Ce

Td(N, g-)
résultat exprime un théorème de Riemann-Roch-Grothendieck pour les immersions. La
compatibilité de la formule de Riemann-Roch-Grothendieck aux immersions est en
particulier liée à la multiplicativité du genre Todd.

Les courants T(^, n * ) sont déterminés par l'immersion i et par les fibres
hermitiens considérés Une question naturelle est alors de savoir si ces courants sont, en
un sens naturel,- fonctoriellement compatibles aux immersions.

Soit Y, Y' deux sous-variétés complexes transversales de X. Soit TI,TI' des
fibres holomorphes sur Y, Y' , soient (Ç, v), (^', v") des complexes de fibres

( ^ \holomorphes sur X résolvant TI , TI '. Alors ^ 0 ^ ' , v + v ' j résoud

^lYnv ^^'lYnv

On a le diagramme commutatif d'immersions

(4.14)
YnY' —————————> Y

Etant données des métriques sur les fibres considérés, on peut attacher un courant à
chaque flèche de (4.14).

On montre dans Bismut-Gillet-Soulé [BGS5, Théorème 2.7] qu'il existe des
relations naturelles entre les courants T(Ç, h^) , T(Ç', h^'), T(^ ® Ç', \f9 ® h^') qui
raffinent de manière "évidente" les relations existantes au niveau des formes de caractères
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de Chern pour Ç, Ç' et Ç ® Ç'. Ce résultat fonde au plan analytique la possibilité d'une
version raffinée du Théorème de Riemann-Roch-Grothendieck.

De plus on a montré dans [BGS5, Théorème 4.13] la compatibilité des courants
T(Ç, h )̂ aux classes caractéristiques arithmétiques de Gillet et Soûle [GS1,2].

c) Une formule de Riemann-Roch-Grothendieck raffinée pour les
immersions complexes

Soit ^Cn) l'inverse du déterminant de la cohomologie de T|. De même pour 0 <
i ̂  m, soit ̂ (Ç.) l'inverse du déterminant de la cohomologie de ^;. On pose

<4-15) A)-;^,))*"".
i = 0

Comme le complexe (^ , v) résoud i<,Tl, par Grothendieck-Knudsen-Mumford

[KM], les fibres ^(Ç) et ^Cn) sont canoniquement isomorphes. Soit
a e (^Cn))"1 ® ^G(^) la section non nulle définissant cet isomorphisme.

Supposons que g soit une métrique Kàhlérienne sur TX, induisant une
métrique Kàhlérienne g^ sur TY . En identifiant N à l'orthogonal de TY dans
TX.Y ,N est muni d'une métrique g. Soit g^ une métrique Henni tienne sur T|.

Soient h °.... ,h m des métriques sur ̂  ...» Ç^ vérifiant l'hypothèse de

compatibilité (A) de [B3] relativement aux métriques g^ g^ sur N, r|.

Soient II II ç et II IÎ G )̂ les métriques de Quillen sur les fibres ^(ri) et

À, (Ç) (la métrique II lliG^\ est naturellement définie comme le produit alterné des

métriques de Quillen II II^G/?.\ )• Soit II II - i n la ̂ letrklue sur (^Ol))"1 ^

^G(^) associée aux métriques II ^\G(^\ » 11 ^G(E} '
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^
II est naturel de chercher une formule pour Log(llo-ll ^ .1 ). Ce calcul vise

en effet à raffiner au niveau des métriques de Quillen un calcul de compatibilité pour les
formes de courbure des connexions holomorphes Hermitiennes sur les fibres
holomorphes Hermitiens (^(T^), II II^G(^))), (^(Ç).11 ^G^Opar composition d'une

immersion suivie d'une submersion, qu'on vérifie facilement grâce aux résultats de
Bismut-Gillet-Soulé [BGS3, 4] rappelés aux Théorèmes 3.15 et 4.13.

Le calcul de Log(llall ç .1 ç ) est l'objet d'un travail de Bismut-Lebeau

[BL2], dont les résultats on été annoncés dans [BLIj.

Nous nous contenterons ici d'énoncer le résultat principal de [BL2], dont la preuve
est difficile.

Soit PY l'ensemble des formes C°° sur Y, qui sont sommes de formes de type
(p, p). Soit pV*0 le sous-espace de PY formé de formes de type 3a + 3(î, où a et P
sont C^sur Y.

Par une construction de [BGS1, Section If)], à la suite exacte de fibres
holomorphes hermitiens

(4.16) o -> TY -> TX(Y -> N -» 0..

on peut associer une classe de formes C00 Td(TY .TX-y. g IY) e p^^0 , telle que

^TdÇTY.TX^g^'Y)

(4.17)
TX

= Td(TX,Y, g IY) - Td(TY, g^) Td(N, ̂ )

Cette classe est normalisée par le fait qu'elle vérifie des conditions naturelles de
fonctorialité et qu'elle est nulle si la suite exacte (4.16) est scindée holomorphiquement
et métriquement.
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Introduisons maintenant une série formelle de Gillet et Soûle [GS3]. Soit Ç(s) la
fonction zêta de Riemann.

Définition 4.7 : Soit R(x) la série formelle

(4.18) R(x) - E
n S l

n impair

C'I-n)

^(-n)
^M n̂!

Gillet et Soûle [GS3] ont obtenu la série R(x) par un calcul difficile et explicite de
la torsion analytique de Ray-Singcr de P"(Œ) muni de la métrique de Fubini-Study. Ils
ont conjecturé que le genre additif correspondant devrait intervenir dans une formule à la
Faltings-Riemann-Roch [F, Théorème 3], (La, Théorème V 3.4] pour des variétés
arithmétiques de dimension arbitraire.

calcul préparatoire à l'établissement d'une formule pour
nous avons construit dans [B4] une classe caractéristique

Dans un

^s(ll<001))-Wft))•
secondaire naturelle associée à une suite exacte courte

(4.19) o->L-^M-^ N->0

de fibres holomorphes Hermitiens. Cette classe est essentiellement une sorte de caractère
de Chern secondaire associé à une famille non triviale d'opérateurs elliptiques agissant
sur les fibres de M. Dans ce calcul intervient le genre additif associé à la fonction D(x),
qui est la dérivée en 0 par rapport à se Œ de la transformée de Mellin en la variable u
de la dérivée logarithmique par rapport à x e Œ de l'inverse de la fonction

(4.20) , i 4 , x +u , x = — s h' ' u sh

On obtient alors dans [B4, Théorème 6.2] la formule de produit remarquable

(4.21) ( p ( u , x ) = n 1+-^-+—"-
. „ 2k7l ,,, 2^^ 4k îl

l--1^-
2k7t 4k 7l
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qui rend particulièrement plaisante l'expression de la dérivée logarithmique de (p(u, x) en
la variable en x. On notera au passage - ce qui n'est pas un hasard - que

^-1
(4.22) (p (0 ,x )=A (x|

Dans un calcul mené avec Soûle dans [B4, Appendice], nous avons obtenu la
formule

^ D(x)= "s r^1^^1'11 h'-"'^n impaire ^ I-"I 1 J /

Dans l'établissement de (4.22), l'équation fonctionnelle de la fonction Ç joue un rôle
essentiel.

La similarité des formules (4.18) et (4.23) est incroyable, car les calculs qui y
mènent sont radicalement différents. On peut espérer donner une interprétation
géométrique de cette singularité.

Rappelons que R est identifié au genre additif corrrespondant.

Nous énonçons maintenant le résultat essentiel de Bismut-Lebeau [BL2,
Théorèmes 0.1 et 6.1].

Théorème 4.8 : On a la formule

^(l1^1 J-.^TX.g^TM\ ^ h)/ ®xkl/ x

. frd'TY•TX-gTOI^chf..^
/ Td(N,g1

- Y

- f Td (TX) R (TX) ch fe) + J Td (TY) R (TY) ch (ri)
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II est hors de question de donner ici des indications, même brèves, sur la preuve du
Théorème 4.8. On utilise l'ensemble des techniques d'indice local, la théorie spectrale
dans des situations très dégénérées, les propriétés de propagation à vitesse finie des
équations hyperboliques etc...

La simplicité relative de la formule finale est elle-même le résultat d'un concours
invraisemblable de circonstances analytiques et algébriques. Les calculs de [B4]
interviennent dans la phase finale de la démonstration.

Le résultat de Bismut-Lebeau [BL1.2] a permis récemment à Gillet et Soûle
[GS4] d'obtenir une version d'un Théorème deRiemann-Roch arithmétique à la
Arakelov-Faltings. En particulier les calculs de [GS3] et [B4] se conjuguent pour
expliquer la simplicité de la formule finale.
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