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L INTRODUCTION

Le texte qui suit — le premier & traiter des “opérateurs d’accélération” — est vieux
exactement de dix ans : il fut rédigé pendant 1’6té 1987 majs resta sous forme manuscrite.
C’est qu’en effet les choses évoluérent assez vite et que les premiers textes effectivement
publiés, & savoir [, , , |, réfletent déja des stades plus élaborés de la théorie.

Pourquoi, dans ces conditions, exhumer soudain un texte qui reposait en paix dans
son tiroir 7 D’abord parce que plusieurs collégues, qui en eurent connaissance, m’ont en-
couragé a le faire. Ensuite parce que ce premier jet, du fait justement de son caractére
spontané et provisoire, est sans doute assez propre a servir d’introduction 3 ce qui ap-
parait rétrospectivement, aprés la “résurgence”, comme la deuxidme “structure majeure”
en théorie de la resommation. Enfin parce que le chapitre IT du présent texte développe un
point de vue (la “taubero-exponentia,lité”) que j’ai par la suite abandonné au profit d’une
approche plus directe, mais qui n’en présente pas moins, je crois, un intérét autonome.

Quoiqu’il en soit, voici le texte du manuscrit original (avec quelques retouches de
détail visant & coordonner les notations d’alors avec celles d’aujour’hui) et il ne me reste
plus qu’a énumérer, aussi brievement que possible, une dizaine de points ol la théorie
actuelle de 'accélération s’écarte de cette premiere “cristallisation”.

a) Adoption d’une définition simplifiée des espaces &,eys et Eeva qui conserve leurs pro-
priétés essentielles mais fait I’économie de tout calcul et de toute démonstration.

b) Modification de la définition des majeurs d’une fonction résurgente (“majeurs-réels”
au lieu des “majeurs—naturels”) pour mieux respecter les symétries propres aux accéléra-
tions/décélérations. (C’est un point de détail).

¢) Elargissement de la notion d’accélération. Passage des accélérations élémentaires aux
accélérations générales, pour lesquelles on n’a plus “séparation des variables” dans le noyau
intégral correspondant (sauf quelques cas exceptionnels) et pour lesquelles la factorisation:

“accélération” = “afflexion” puis “ascension”

bien que toujours valable, perd beaucoup de sa simplicité et de son utilité, ce qui force 3
travailler directement sur les noyaux d’accélération.

d) Etude des “accélérations faibles” (avec log z3/log z; — 1 mais 2, /21 — +00) qui ont
ceci de particulier qu’elles produisent des accélérées non plus analytiques mais néanmoins
toujours “cohésives”, c’est-a-dire “quasianalytiques réguliéres”.

e) Rapports et différences entre ces quatre principales classes d’automorphismes de convo-
Iution que sont les accélérations /décélérations et les pseudoaccélérations/pseudodécéléra-
tions.

f) Utilisation systématique des “automorphismes de convolution” pour baliser I’ “échelle
naturelle de régularité” (des fonctions réelles) et pour mieux comprendre sa “fracture
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centrale” (celle qui sépare le domaine “cohésif” — analytique ou quasianalytique — du
domaine “non-cohésif”).

g) Affinement et extension de la notion de monome de résurgence & plusieurs niveaux.
Passage des monomes de type “hyperlogarithmique” (étudiés dans ce texte) aux mondmes
“paralogarithmiques” (cf, [ ,]) qui, malgré la présence d’un parametre supplémentaire,
sont en réalité beaucoup plus réguliers que les mondmes hyperlogarithmiques (lesquels
font figure de cas dégénéré) et qui, contrairement 3 ces derniers, permettent d’aborder
avec succes la synthése, (et méme la synthese canonique) des “objets analytiques locaux?®,
¢’est-a-dire leur reconstitution (constructive) A partir de leurs invariants holomorphes.

h) Etude détaillée de Pasymptotique des noyaux d’accélération et de décélération et décou-
verte, entre ces deux types de noyaux, d’une “formule des compléments”, siége d’un étrange
phénomeéne arithmétique (présence de coefficients entiers plutdt que rationnels) qui reste
inexpliqué (et indémontré) jusqu’a ce jour.



II. I’ ACCELERATION : DEFINITION ET FACTORISATION THEORIQUES]

. ] - -
(13.191) Algébres multiplicatives £, S N [ T — - € & s
o
geva e

Considérons, sur la surface de Riemann C, de log z, les demi-plans II? d’axe —8 et de
distance r & P’origine 0, ainsi que les domaines Hf,e obtenus en amputant les IT¢ d’un petit
secteur de chaque coté.

Ainsj :
(EFL.1) m = {z € Coo; Re(z ex(if) > r > 0; |0 +arg z |< g}
(11.1.1 bis) Hf,ﬁ = {z € CoojRe(z ex(i0) > r > 0; |6 +arg 2 |< er_ = e} )

Soit ¥ (I1?) ’algébre des fonctions holomorphes sur I et soit ¢ — Urso ¥(IT) Palgébre
de germes correspondante,

DEFINITION IL1.1. Algébres multiplicatives &8, 8l 80,
. . £8 . sont les sous-algébres de ¥¢ définies par les conditions suivantes de crois-

sance a ’infini :
(i) les  de £ sont 3 croissance subexponentielle sur un demi-plan IT¢ :

(11.1.2) lim 2z~ !log™ | ©(2) |= uniformément sur I7°.

Z—00
(i) les o de £ . sont 3 croissance subexponentielle sur un demi-plan I1{ et, sur la frontiere
011} de TI?, vérifient la conditiop -

(0] + z2
(11.1.3) /an, %# | dz | < oo.

(iii) les o de £2 sont & croissance subexponentielle sur un demi-plan IT{ et & décroissance
Surexponentielle sur tout secteur intérieur 3 me .

(11.1.4) lim 27 'og® | p(2) |= —oco uniformément sur 7, (Ve > 0).

Z—00

Il revient au méme de dire que, pour tout ¢y > 0, les fonctions i de £9 sont des
ofexp(eo | 2 |) sur II. Au contraire, les ¢ de &, sont évanescents : pour tout Ky > 0,
ce sont des o (exp(—Kp | 2 |)) sur IT{ sauf peut-étre (et en fait nécessairement) dans les
directions —@ + 5+ Enfin, les ¢ de Ef va vérifient une condition & la Nevanlinna. Plus
exactement, la fonction ©(z~ ') appartient 3 la classe de Nevanlinna du disque 1 /T1¢ (déduit

par inversion de IT?).



Ef o et B sont, respectivement, une sous-algébre et un idéal de £P. De plus, on
démontre Ia disjonction essentielle :

(11.1.5) #e

qui tient § ce qu’un élément © évanescent présente nécessairement, dans I'une au moins des
deux directions —g i

neva = nevanlinna
€va = évanescent
neva = n-4eya — non eva,

Onnote £ ¢ = ¢ 6788 le produit de £ par Iidéa] & - Grace 3 Ia relation d’exclusion

(IL1.5) on a un Plongement nature] :

(11'1'6) engeva. = E = 66/61108‘73.-'

~

Fixons maintenant 0 >0avec o+ f =1 et définissons &0 et R(&**%) comme en
§ 1.2.

@l _a:f -
DEFINITION - LEMME I1.1.2. Algébres convolutives R € eva -
H a:
¢ & — £ eva SONt par définition leg sous-espaces de (&%) formés avec les fonctions

v
résurgentes ¢ dont Je mineur ¢ vérifie respectivement :

(TL17)  p(z=Flay ¢ gosp
(I11.8)  p(z=ble) ¢ g2/t
(11.1.9)  p(z=#/a) ¢ &7

Ici, @(2—5/ *) désigne le germe a infini formé 3 partir du germe § Iorigine P(¢) par
v v
changement de variable z = ¢—a/8 o dont les produits © *(J)° ont, pour tout o > 0, un

mineur B, vérifiant les mémes conditions que @ (voir remarque ci-dessous).

v g wo:d - -
€y Eums & eva SONt des sous-algehres (de convolution) de R (&%), De plus, £

3 - v vl _a:f
est un idéal (de convolution) de £ . O pose &0 =g /¢ eva €6 ON a ici encore Ia

~

disjonction essentielle :

wod wo:d

(II]']‘OJ €neva N €eva,: {O}

5



| qui donne un plongement nature] :
ot - 5 v T
(o84
(11.1.11) € neva = & =8 [ s

REMARQUE, D’une facon peut-étre plus parlante, on peut dire que pour tout ¢y > 0 (resp.
] g

v v v v
tout Ko > 0) les o de & (resp. €.,.) ont un mineur ¢ qui est un o (exp(eo | ¢ [~e/#)
(resp. o(exp(—K, | ¢ [=2/#)) au voisinage de Q uniformément sur des petits domaines
T2 (resp. IT3%) déduits de /e (resp. Hfé’e) par z — ¢ = ;—B/« Enfin, les mineurs P

& ool
des p de € vérifient ay bord de TI2 une condition a la Nevanlinna

({1.1.12) -/anmﬂ [¢|F~1 log™ [ 6(¢™/2) || g¢ [< oo.

(I1.2) Modales pPrésommé et sommaé.

PROPOSITION I1.2.1. Ie modele présommé R (&% [ 61).

v v v
Pour tout pep (&%) il existe (d’apres le lemme L.4.3) un majeur ® €p et un chemin ~
formant une paire 9+-ada,ptée et tels que ¥ soit de croissance au plus €xponentielle sur ~,
On peut alors poser :

(11.2.1) oz 6t) = /gé(g)e_gzdz (z grand, |§+ arg z [< g—)

et cette intégrale livre un germe (- || 07) qui appartient 8 £% et dont la classe o (-] 6%)

~

modulo £y; ne dépend ni de Y ni de ¢, L’application prélaplace [ 9t

~

R(&) » R 0%) ¢ 0 Eojet.
(I1.2.2) B ~ e
~ o= o] 67)

~

v
réalise donc un isomorphisme de Palgeébre de convolution R (&%) dans une sous-algébre
multiplicative R (&°¢ [ 0%) de € 7% qui est dite modéle présomme.

~ ~



PROPOSITION T11.2.2. Le modéle sommé R(&® || 6+ sommé)
Lorsque la classe ¢ (- || 0%) € R(&° || 0+) c ¢o* posséde un représentant ¢ (- | 67)

~ ~

qui appartient & £7_ | ce représentant est unique (d’aprés (I1.1.5)). On dit alors que la
fonction résurgente ¢ est 6+-sori'1mable et que p(- || 07) est sa somme dans la direction
8%, L’application de Laplace [°?

(I1.2.3) 2ot { R (& 0+ sommable) — R(&° || 6+ somme)

v
w— | 7]

réalise un isomorphisme de I’algébre convolutive (&% || o+ sommable) des fonctions
résurgentes §+-sommables dans une sous-algébre multiplicative de £¢, notée R(&° || 6+
sommeé) et dite modéle sommsé,

L’isomorphisme réciproque est la transformation de Borel B qui, 3 partir de p(z || 6F)
livre un mineur $(¢) unique et des majeurs (¢) fonction de % mais tous équivalents :

1 e
5e) — L +y,2¢
(11.2.4) (¢) Tt . oz || 67)e* dz
(11.2.5) BG(¢) = 5%] oz 0%)e*dz  (u arbitraire).
En résumé :
L,
R (& o) = R (&)
= B
e
R(&° | 6t sommé i 4 (&° || ot sommable).
B

REMARQUE 1. Bien qu’il faille préciser la direction 4= selon laquelle on prend Laplace, ce
n’est pas nécessaire pour Borel. On dit que Laplace est polarisante et Bore] dépolarisante.

REMARQUE 2. Si on veut que Laplace transforme Ja convolution en multiplication, les
seuls chemins d’intégration qui conviennent (pour les mineurs) sont les axes §+ ou 4
(c’est-a-dire I’axe # longé & gauche ou a droite). Aucun des chemins qui traversent I’axe §
ne convient.

REMARQUE 3. Pour la construction effective de £9+, voir § I1.4 ci-apres.

REMARQUE 4. On notera le caractére trés concret du modele sommé (ses éléments sont
des germes analytiques) par rapport au modéle présommé (ses éléments sont des classes
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de germes, sans représentants privilégiés en général). Le modéle présommé posséde quand
méme trois mérites au moins :
(i) il est isomorphe & 2 (&°) tout entier.
(ii) il permet de lire les dérivations étrangéres.
(iii) il va nous servir & la définition “théorique” du modéle accéléré.

v
REMARQUE 5. Si dans l'intégrale (I1.2.1) on prend un majeur ¢ € & décroissance
surexponentielle sur «y (ce qui est loisible d’apres le lemme 1.4.3) on obtient pour germe
v(z || 0%) une fonction entiére de z. Chaque classe © (- || #%) posséde donc, parmi ses
Av
représentants, des fonctions entiéres, et ceci méme lorsque la fonction résurgente © est
0*-sommable et que sa 6+-somme (unique) n’est pas une fonction entidre de 2.

REMARQUE 6. Fonctions résurgentes naivement sommables.

v
Toute fonction résurgente  qui est +-exponentielle d’ordre 1 (cf. § L5) est naivement
sommable en ce sens que les intégrales suivantes

p(z ] 0F) =/ ®(¢)e%dg +/ Blo+(¢)e™ %d¢
(fIZG) | Uy |:l U9 II efpetlt), arg u; = a;g 001 = ﬂ, arg us = g — 271—,

P|g+ = valeur de ¢ le long de 6+

sont calculables et définissent un germe p(z || 81), indépendant de u1, us, %, appartenant

v
3 £¢ et dit somme naive de ©.

PROPOSITION 11.2.3. Somme naive et somme tout court.
v

Une fonction résurgente o qui est 6T -exponentielle (d’ordre 1) et donc naivement somma-
ble, est sommable (au sens de la proposition I1.2.2) si et seulement si un (et donc tout)
majeur ¢ vérifie :

(I1.2.7) | [log™ |log* | (¢ || borné pres de ©
o uniformément surf — 27w < arg ¢ < ¢

et alors somme naive et somme tout court coincident.
v

Par exemple, la fonction résurgente ¢ de majeur :
(I1.2.8) ®(¢) = exp exp (¢79) (a > 0)

est toujours naivement sommable mais elle n’est sommable (au sens de la proposition
I1.2.2) que si a < 1.

PROPOSITION I1.2.4. Factorisation des fonctions résurgentes sommables.
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v
Toute fonction résurgente qui est #T-sommable (au sens de Ia proposition I1.2.2) se
factorise en un produit :

v v

(11.2.9) =1 % ]

ol chaque facteur est 3 Ia fois sommable et naivement sommable. On peut méme faire en
v A
sorte que le “profacteur” P soit f-intégrable (donc de mineur ¥(¢) “régulier” pres de O

= . z z + . =
dans la direction 0) et que le “rétrofacteur” E ait un mineur E(¢) holomorphe sur I’axe §
(sauf justement en O, ot il peut présenter une forte singularité).

PROPOSITION I1.2.5. Théoréme de cohérence.
v

Soit, v E<r; j< n;) une famille de fonctions résurgentes qui sont #*-sommables
naivement (mais pas forcément au sens de la proposition I1.2.2) et de sommes najves
wi; (2 || %), Alors si :

r
v v v v
(I1.2.10) Do Pit * iy % g ke Pin; = 0

1=1

on a nécessairement :

r
(I1.2.11) D_Pit P2 Pig -+ i, = 0,
=1

Ce résultat n’est nullement évident (sauf bien siir si les ;ij sont tous sommables au
sens de la proposition I1.2.2, auquel cas il résulte de ce qui précéde) car le premier membre
de (II.2.11), bien qu’appartenant nécessairement 3 1’idéal Ee‘i,a, pourrait a priori ne pas
étre nul. On montre toutefois que c’est impossible et ce théoréme de cohérence permet
d’étendre Iisomorphisme £0"

(I7.2.12) L% 19 () - plz] o)

a 'algébre engendrée par toutes les fonctions naivement sommables (quelle que soit la force
de leur singularité en 0). Pour ces fonctions-13, on n’a plus en général de factorisation
(I1.2.9), mais c’est la seule chose qui change.

(I1.8) Les modgles préaccélérs et accéléré.

PROPOSITION II.3.1. Le modeéle préaccéléré E (&> || a: ot).

~

L’application B,

v
1 — p, avec

(11.3.1) Ba A\ 1 o2 ay 2
0y ($2) = %/ ©1(25)e*52 dz,
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- qui est composée du changement de variable 21 = 2z et de la transformation de Borel B,
est bien indépendante de u, et c%éﬁnit des endomorphismes injectifs d’algsbres convolutives:

vcx
£ i 8
oa:f 1
[£1.3.9) Baf BL.. -5 iz (pour g <ac< 1) (11.3.2 bis) B : ¢£°¢ =
0 oa:f e ~
eeva. = Eeva
v e e

EPJEL, — Fem ¢/ €y Puisque R (&° || 0%) C £, cette méme applica-
tion B , définit un isomorphisme du modéle présommé R (&° || 67) dans une sous-algébre

v o 4 . 2
de &0 notge B (&> || o : 07) et dite modale Préaccéléré de R (&9)

~ ~

(I7.3.3) ot RE& [16%) — R(&?| a:g+).

~

L’isomorphisme composé :

R(&) — %o | o:0%)
(I1.3.4) Coor = Boal® { _ S

~

est dit préaccélération de direction 67 et de rapport a. C’est un isomorphisme d’une algébre
convolutive dans un quotient de deux algébres convolutives.

PROPOSITION IL3.2. Le modéle accéléré B (&9 I (2 0%) accélérs).

Lorsque la préaccélérée gz-z S E (&> | &:6%) d’une fonction résurgente ;1613 (&°)
posséde un représentant (Zz appartenant & :‘,'7 :;ia_ C E (&*f), ce représentant :;2 est
nécessairement unique (d’apres (I1.1.10)) et il est dit (o : 07)-accéléré de Zl . C’est une
vraie fonction résurgente ;2 et non plus une classe tzg de telles fonctions. L’application :

% &% || (a: 6%) accélérable) — B (&> || (- 07%) accéléré)
v

({L.3.5) Casps {
P1 — p,

est dite accélération de direction 81 et de rapport a. C’est un isomorphisme de Valgébre
convolutive des fonctions résurgentes accélérables dans algébre convolutive des fonctions
résurgentes accélérées.

PROPOSITION I1.3.3. Sommation et accélération.

10



Toute fonction % -sommable est automatiquement (a: ﬂﬂ-accélérable, mais la réciproque
n’est pas du tout vraje,

On a donc le diagramme suivant, ot toutes leg fléches —) et inclusions oy plongements
naturels (<) représentent des endomorphismes d’algabres :

v
On montre que toute fonction résurgente qui est (a : 0%) accélérable posséde des
majeurs ¢ vérifiant -

(I1.3.6) |51 log™ [ 10g™ | (¢ ||
' borné prés de O uniformément sur § — 2r <arg ¢ < 0.

v
ce qui exclut les ¢ de la forme (I1.2.8) avec ¢ > a/f. Comme pour la somme, on a
v

une notion d’accélérabilité najve pour les ¢ qui sont 0" -exponentielles d’ordre A~ et on
montre un théoréme de cohérence analogue au théoréme I1.2.5 qui permet, sans risquer de
contradiction, d’enrichir Ialgébre des fonctions (v : 67) accélérables de toutes les fonctions
naivement accélérables, que celles-ci vérifient ou nop (IL.3.6).

REMARQUE 1. L’accélération fajt apparaitre de nouvelles dérivations étrangéres.

11
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Y e © 1 et soit 52

(cf. intégrae (I1.3.1)) sojt une

. ar B Bien
pOSSeda ¥ un i = fOHCtion résy & que '(bg
étranes Mineur 02 holomey h 'gente d’up type trag

ngeres nujes. Ple sur toyge Pétoile g o Particulier, § gayo:-

Aw%z =0 (Vw e &a:e?)

que la vérjtapj 9 -
a:f able accélgrg, \
eg ) eree de 01, Cestoddi
neva qUI est cop

. Av
ra N\ v
des sin JUgués 3 ¢2 modulo &

Bularités syp Pétojle &ob a:6t, Deut treg bien avoj

; et par conséquent deg dérivées ¢

(11.3)

A v
w 502 75 0 (pour certains w c &“‘5).

7 ¥ I . b
Ces derlvees etrangercs, dites de niveauy 1
o

n’ont éyj mm
dérivées &t N v g ¢videmment aucun rapport ayec les
rangeres de 1, dite de Diveay | 4

(II'3'8) A, (Zl (DOUI‘ W E &8).

Il peut d’ailleurs arriver que toutes les dérivées étrangdres de niveau 1 ssient nulles, mais
pas celles de niveau _, ou vice versa.

REMARQUE 2. L’accélération conduit 3 des modeles présommés de plus en plus précis.

v . v £17r_ 7
Soit en effet ¢, (¢1) une fonction résurgente (o : 67*)-accélérable, soit , (¢3) son accélérée,

v v
et soient @ (z; || 67') et ©2(ze || 05?) les présommes de Py et v, . Sous forme de

~ ~
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diagramme :

Pour tous représentants w1z || 05') € 1(z1 || 03?) et p2(22 || 052) € (22 ]| 05?) on a
évidemment, sur le secteur commun de dzﬁnition - -

({1.3.9) v1(z || 65') = o, (zll/a 1 95*) modulo un idéal facile 3 préciser

mais I'important est de voir que les classes ¢ ,, rapportées a la variable 21, bien qu’étant

définies sur un secteur (du plan des 21) d’ouverture T moindre que Pouverture 7 des
classes 1, sont définies, sur ce moindre secteur, modulo un idéal lui aussi beaucoup plus

i . 3 e B . i
petit (& savoir I'idéal des Surexponentiellement petits en 2 fo pour © 3 et en 21 pour ).
On exprime cela en disant que Paccélération précise ou affine les présommes. On voit donc

v v
que l'accélérabilité, bien que n’impliquant pas la sommabilité de ¢, ni celle de ©q, est
quand méme une propriété trés précise et tres forte.

(I1.4) Accéléro-sommabilité. Critéres. Profacteurs et rétrofacteurs. Taubero-
exponentialité.

Multipolarisations
Considérons ’accélération composée :

0<a; <1, eER, ¢ =+
(11'4‘1) Ca;g = Car:g:jr o CQQ:H;Z Cal:ﬁ':l 6= (ali Tty 01,,-)
' ﬂ:(ﬁflg-..,gﬁr)
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qui a priori n’a de sens que si a chaque étape la direction 8;1 est prise intérieure au secteur
&%  autrement dit :

(11.4.2) {——;<0¢+1<?+5% (1<i<r; fi=1-a).

On dit que ’accélération composée C . fait passer successivement par les niveaux p1,p2,-**, pr41ll
ainsi définis :

(11.4.3) pr=1, p2 =pi/ea, ps=pa/as,- - pri1 = pr/ar.
Relativement a ces niveaux p;, la relation d’autocompatibilité de la multipolarisation 8 =
(65,---,05) s"écrit :
g; 0, w1 1 ;
(I1.4.4) g T (___ ) (t=1,2,~~~,1).
Pi  Pit1 2\p:  Ppit1

Fonctions résurgentes indéfiniment accélérables. Niveaux critiques.

v
Si une fonction résurgente  est (o : 8%)-accélérable, on peut lui appliquer tout accélérateur
composé Cq.p de la forme (IL.4.1) avec :

(I11.4.5) a = ajagro, et 07 = 0°
et 'on a :

v v
(1146) Ccv::ﬁe = Ca:ﬂ ©w
indépendamment du choix de 83, 65°,--- 0f .

v v
Cela étant, une fonction résurgente o€ R est dite indéfiniment accélérable si il existe une
suite croissante (finie ou infinie) de niveaux :

(II.47) lzpl <p2 <p3 << v

v
telle que ; appartienne au domaine naturel de tout accélérateur composé Ca:6 qui passe
par ces niveaux, c’est-a-dire tel que la suite 1/ey, 1/ o2, 1/ 1@z a3, - - - contienne (I1.4.7).
Dans ce cas, il existe toujours une suite de niveaux qui est minimale et les p; qui figurent
v

dans cette suite minimale sont dits niveaux critiques de ¢ . Notons que si une accélérée
v

©; de niveau p; a des dérivées étrangeéres non nulles (i.e. si son mineur p; présente des

v
singularités), le niveau p; en question est automatiquement critique pour @ .

Fonctions résurgentes accéléro-sommables.

T
Une fonction résurgente € R est dite accéléro-sommable si elle est indéfiniment accélérable,
avec une suite finie de niveaux critiques :

(I1.4.8) 1=p1 <ps<pz <+ <pr

14



et si toutes les accélérées du plus haut niveau p, sont sommables (pour toute direction
g7 licite, c’est-a-dire incluse dans le secteur &r-1:0r-1),

Conditions d’uniformité.

Il s’agissait jusqu’a présent de définir la sommabilité ou I'accélérabilité pour des direc-
tions #* données et pour ce faire nous avons, comme il se devait, adopté les hypothéses
minimales, qui sont toujours les meilleures. Mais il est important de noter qu’avec ces hy-

v
pothéses minimales, une fonction résurgente v peut trés bien &tre sommable (ou accéIérable)I
dans toute direction #%, sans pour autant que ses sommes (ou accélérées) se raccordent,

v
méme lorsqu’elles correspondent 3 des directions 07" et 652 équivalentes pour p, c’est-3-dire
telles que le mineur ¢ ne comporte aucune singularité dans le secteur :

(11.4.9) 01 < arg¢ < 032 { %

v
Soit par exemple une fonction résurgente ¢ dont le mineur $(¢) est une fonction entiére
de ¢ non constante mais bornée sur toute droite de C (lemme : de telles fonctions existent
et, loin d’étre lentes & I'infini, elles y croissent prodigieusement vite). Il est clair que pour

v v
une telle ¢ toutes les directions sont équivalentes. D’autre part, ¢ est sommable pour
toute 6 et toute §~, avec d’ailleurs une somme commune que I'on peut noter ©(z || 9).
Pourtant, les différentes sommes ne se raccordent pas :

| 01 g 32 |< m
(11.4.10) p(z ] 61) # (= 62) | 2+ 0y |<7/2
| 2402 |< /2.

Pour les fonctions résurgentes usuelles, toutefois, il y a presque toujours raccord. Il
faut donc définir une notion de sommabilité “uniforme” ou “avec raccord” en adoptant, 13
encore, les hypothéses minimales.

Fonctions résurgentes uniformément sommables (resp. uniformément accélérables).

v v
Une fonction résurgente pcR est dite uniformément sommable (resp. uniformément o-
accélérable) si elle est #1-sommable (resp. (a : §%)-accélérable) pour tout @ et si :

(
v
(i) pour toutes directions #3* et §5° voisines et équivalentes pour ¢ , les sommes (2 ||

v
07') et o(z || 07?) de © (resp. ses accélérées par Coiper €t Cyuge2) coincident sur leur

domaine commun de définition.

(ii) pour toutes directions 65* et 65* voisines mais non équivalentes, les deux sommes de

v
¢ (resp. ses deux accélérées) se déduisent I'une de ’autre par la-formule-a-laquelle-on-

s'attend et qui fait évidemment intervenir toutes les dérivées étrangéres de la forme :

(I1.4.11) B s 58 B B (r €N, 65 < arg w; < %)
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Pour une formulation précise et les lemmes qui vont avec, voir [[-

Fonctions résurgentes uniformément accéléro-sommables.

On a évidemment une notion d’uniforme sommabilité (resp. accélérabilité) restreinte
un secteur & et, s’en déduisant facilement, une notion d’uniforme indéfinie accélérabilité
et sourtout d’uniforme accéléro-sommabilité. Cette derniére notion est capitale car il se
trouve que I'immense “majorité” des séries divergentes auxquelles conduit Panalyse com-
plexe locale se raménent & des fonctions résurgentes qui sont soit uniformément sommables,
soit uniformément accéléro-sommables( ), ce dernier cas coiffant d’ailleurs le premier.

Critére de §7-sommabilité ou de (a : 81)-accélérabilité uniforme.

Toute fonction résurgente gvo qui est f-intégrable pour tout # et qui vérifie une condition de
0T -exponentialité d’ordre 1 (resp. d’ordre B~1) analogue A celle de la définition 1.5.3, mais
valable uniformément sur un secteur (relativement aux prolongées analytiques le long de
toute ligne brisée de directions intérieures ou secteur, et en contournant les singularités
sur la ligne brisée de n’importe quel c6té) est automatiquement uniformément sornmable
(resp. a-accélérable).

La tauberoexponentialité

Considérons une fonction résurgente Z indéfiniment accélérable et 3 plusieurs niveaux cri-
tiques p; < p2 < --- < p,. Les opérateurs d’accélération permettant de passer constructive-
ment d’un niveau critique & chaque niveau critique immédiatement supérieur, et de proche
en proche jusqu’au plus haut niveau, mais sans “sauter” aucun niveau intermédiaire. D’otl

hvd
la question : peut-on “lire”, directement sur les accélérées de plus haut niveau (ou les
q 3 2

sommes, en cas d’accéléro-sommabilité) ? La réponse est oui : t;v) posséde des majeurs @
possédant la propriété de tauberoexponentialité, c’est-a-dire exponentiels d’ordre de plus
en plus élevés dans des secteurs emboités mais assez grands pour que la différence @; — @,
de deux tels majeurs soit une fonction entiére de type exponentiel (sur tout le plan). Do
la possibilité (théorique) d’accélérer (ou d’accéléro-sommer) d'un “seul coup”, en passant
par dessus les niveaux intermédiaires :
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I11. I’ ACCELERATION : DEFINITION ET FACTORISATION PRATIQUES

(IIL.1) Algébres affléchies R,
Soient Cq,, P!, r, comme en § I.1. Fixons a, 8 > 0 avec o+ 8 = 1 et nommons Plag
le sous-espace de P! dont les éléments ¢ sont de la forme :

+oo +00
(111.1.1) B(¢) = Y anc™*+ ) bae™P (¢ petit).

n=0 n=0

Autrement dit :

(I111.1.2) Pl Plajg = Pin {C{g"/*} 4 {€{c¥f}}.

oy

Notons Rl, g = P!/Plsp le quotient de P! par Pla.p et, pour tout ¢ € P!, notons ¢
o &8 a,f

la classe de ¢» modulo P!, g. Fixons ¢, et ;2 dans R!, g et choisissons ; et (35 dans

ces deux classes. Alors I'intégrale :

2(0) = [ PR~ )71~ 1)) -
'3
EE=1E Ay ) R (it )Pl ity

(I11.3)

prise sur un bichemin D(¢) de C x C A la fois borné et licite (voir ci-apres), définit un
o, f3

v
germe $3 € P! dont la classe p; modulo P!, 5 ne dépend ni de %, ni de ¥,, ni de D(¢),
va’)ﬁ vah@
mais seulement de ¢ et ¢ . On peut donc poser
vaiﬁ valﬁ valﬁ
(111.1.4) Pz =¥z *ap P

et on montre que la convolution #, g fait de R!, g une algébre commutative et associative,
dite algébre affléchie de fonctions résurgentes.

REMARQUE : bichemins licites
Pour que 'intégrale (II1.1.3) ait les propriétés énoncées, il faut la prendre sur un bichemin

D(¢) borné et licite, c’est-a-dire tel que :

soit gt“‘tﬁ est constant en ¢
1t2 )

(F11:1.5) {(t1,t2) € 3D(¢)} & {soit (¢(1 —¢1)*(1 — £2)#) est constant en ¢

o,pB
Il revient d’ailleurs au méme (pour calculer la classe (,vo3 ) de prendre pour D(¢) le bichemin
biinfini :

1 1
(II1.1.6) D(¢) = {Im t1=5, Imiy = 5} CCxC
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a condition de prendre (lemme : c’est possible) des majeurs %; et (5 définis, holomorphes
et O(¢™!) & Dinfini sur tout un secteur de Co d’ouverture 27 — ¢ et contenant ¢ sur sa
bissectrice. Ensuite, il ne reste plus qu’a prolonger analytiquement en ¢ (relemme : c’est
possible).

Majeurs et mineurs

va,ﬁ*‘ a,fB
Pour toute fonction résurgente afléchie p € Rla g, les germes ¢ e; sont dits majeurs
vatﬂ
de o et le germe suivant :
va:.‘g
(I11.1.7) ® =(1-Ra)(1-Rp)3 (BEp ;Ryet Rgcomme en (I.1.1))
va:ﬁ
ne dépend pas du choix de ¢ et est dit mineur de © . On note :
van@ valﬁ
(II1.1.8) © =min ¢ (CEP; © €Rlap).

Comparant (II1.1.8) et (I.1.5), on voit que la relation qui lie majeur et mineur n’est pas
du tout Ja méme pour I'algebre R!y s que pour Palgébre R!. Cette relation, dans tout
modeéle convolutif, est dite relation de qualification. Le mineur est qualifié et le majeur est
qualifiant. On peut donc considérer R! et R!a,p comme formées par des mineurs qualifiés
chacun par une classe de majeurs. La quantité d’information en défaut dans le mineur est
d’ailleurs exactement égale 3 la quantité d’information en excés dans les majeurs.

Eléments @-intégrables, 8*-continus, 0*-exponentiels d’ordre o
Ces notions se définissent pour Rla,p exactement comme pour R!, & partir des majeurs
et des mineurs, et elles donnent lieu exactement aux mémes relations de stabilité (et de
non-stabilité). Les fonctions résurgentes de Rla,p qui sont f-intégrables sont entidrement
déterminées par la donnée de leur mineur. D’olt la possibilité de calculer leur produit de
convolution directement sur ces mineurs, selon la formule :
(II1.1.9)

1 *o,8 P2 = p3 &

1 1
Bs(¢) = ] [ o1(t242)0 (¢ (1 — 1) (1 — 02)P)e5 B (1 — 1)1 x ...
(]. e tz)ﬁildtldtg (g‘ petit).

On le voit, 'intégrande a la méme forme exactement que pour la convolution des majeurs
(II1.1.3) et seul change le bichemin d’intégration.

Algébres stellaires affiéchies R!y 5(&).
Elles sont & R!,,p exactement ce que les R!(&) sont & R!.

Dérivations étrangéres affléchies A%P
Il y a une maniére canonique de définir sur Ry p des opérateurs A%# indexés par w € Cq,

mesurant les singularités en w et ayant la propriété d’étre des dérivations. Nous n’indiguons
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pas cette définition directe, car il est plus simple de définir les Ag,ﬁ‘ comme transmutés
des A, par I'isomorphisme canonique (afflexion) de R! dans R!y 5. Cet isomorphisme est
construit a la section suivante.

vo'
Groupe convolutif des (J

o) P
Pour tout ¢ € R, notons (j 8)* P ’élément de R!, p qui posséde un mineur jg,ﬁ(g) et
a,6(¢)

un majeur canonique J. donnes par les formules :

§'J_1

ao)T(fo) )

(IT1.1.10) mineur JZ 5(¢) =

) c—1 , iro 1 . 1.,

(I11.1.11) majeur JZ 5(¢) = iT#I‘(I —ao)T(1—-po) (0 & E]N s O E]N)
: 3o gy _ 77 (log ) - €™ T(1— fo) 1. 1.,
(Z111.1.11 bis) majeur Jg g(¢) = @ri) - a I{ao) (o € aIN 0 & ﬁ]N )
_ 'y ¢ 1. (log ¢) - €™ T(1-— 1. L
(I11.1.11 ter) majeur .fa,ﬂ(g) = (2(;:)gz )ﬂ arin (I‘(ﬂ:;a) (o & —&]N , 0€ E]N )

(II1.1.11 quarto)
! . 1

majeur jg”@(g) = (2;‘;2—(1.9?2? 5%) : I‘(aa)lr(ﬁa) (e € (E]N*) N (IN%))

Le dernier cas (quarto) ne peut évidemment se produire que si « et § sont commensurables.

a (=5} alﬁ sﬁ
v v
Les (.‘}m”@)ﬂc,*8 forment un groupe de convolution: (I11.1.12) (Ja“@) %o, (Ja,ﬁ) =

o1+tos a,f v e
(Ja’ﬁ ) (Vo1,09 € R).Quant aux éléments (Jm,ﬁ) :

v O o, 8 T (T a,f
- (3] = L2 ()

v 0 o HG ]
ils forment un semi-groupe de convolution. Enfin I’élément (J - ﬁ) , de majeur (277) 2.

¢! et de mineur = 0, est 'unité de R!, g.
(I11.2) AfHlexion et déflexion.
PROPOSITION III.2.1. Isomorphisme de R! et R!, g.
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vff
Il existe un isomorphisme unique( ) de R! dans Rlap qui échange les éléments J et

o a,f
(J a,ﬁ) . On le note 7, 5 et on 'appelle afflexion. L’isomorphisme réciproque, noté

FoP | est appelé déflexion. Les flexions conservent chacune des notions suivantes : #-
intégrabilité, Gi-continuité, 0% -exponentialité d’ordre o.

Nous allons donner des flexions deux expressions, I'une élémentaire et 1'autre plus
directement utile. La premiére n’utilise que la fonction suivante, uniforme sur le recouvre-
ment universel de C privé des points 0 et 1 :

(II1.2.1) C {0,1} > C;t— 21— )P

La seconde expression fait intervenir des noyaux non élémentaires, dits flectrices, et qui
sont des fonctions de type “ultragéométrique” (cf.......).

LEMME II1.2.1. Affectrice Fo p et déflectrice P,
Les relations

(ne)T(nB) (sin mne) (sin mnp)

(I11.2.2) Fpp(X) = i(ﬁl)”—lr X" (| X |<1/a*pP)

I'(n) T T
o, B - l - I‘(1+Ezr£) . yn/a _]; = F(l-l_%) .yn/B
(28 F0 = 5 2 S ey B 2 TaTTa +ng) ¥
(I X |< a*p”)

définissent des fonctions qui, & partir de leurs disques de convergence, se prolongent ana-
lytiquement “partout sans coupure”.

Nous pouvons maintenant exprimer les isomorphismes (flexions) entre R! et Rla g
Parce que cela nous sera commode pour la suite, nous noterons ©P1 et By (resp. P15 et
®11) les mineurs et majeurs des éléments de R! (resp. R!y ) qui se correspondent :

{}-a,ﬁ : R — Rlap, (£1,81) — (9511,95?1’ﬁ)

II1.2.4 A 5 1,
( ) FUlE : Rl g = RN (811, 85) = (21,81).

PROPOSITION IIL.2.2. Afflexion et déflexion : expression élémentaire.
Pour les fonctions résurgentes 0-intégrables, les flexions peuvent se calculer directement
sur les mineurs au moyen des formules :

% Q 0 . a . . _p—
(II.[25) 5011(§'11) = —ﬁ— 4 —“-/ V1 (S"lt (1 — t) ’G) ¢t 1(1 — t) p ldt
2me 9¢ Yop

1
(111.2.6) ?1(¢1) =f @11 (112%(1 — £)P) 271 — )P e
o
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ol a5 désigne I'unique chemin (infini) de C qui traverse le segment |0,1[ et sur lequel
la fonction ¢~*(1 — #)~# (détermination principale) reste réelle. Quant aux fonctions
résurgentes générales, les flexions doivent se calculer sur les majeurs au moyen des formules

V L (TR
(111.2.7) ®11($11) = b e Lwl (t™(1 =) ) ™ M1 —t) P
(I11.2.8) G1(¢1) = /9511 (fllta(l—t)’a) t*71(1 —¢)P1dt
2

pour des chemins ; et v, bornés et licites (condition analogue & (II1.1.5)).

PROPOSITION I11.2.3. Afflexion et déflexion : expression pratique.
Pour les fonctions résurgentes #-intégrables, les flexions peuvent se calculer directement
sur les mineurs au moyen des formules :

: o §11/C'lﬂﬁJB .
(111.2.9) S111) = aﬁ'éa/ ?1(51) Fo,p(s1/611)dsa
0
1 Sl‘f*m)'f’”Ci .
(I11.2.10) b1(¢1) = §_1/ @11 (1) F*P (¢11/¢1) deas.
0

Pour les fonctions résurgentes générales, les flexions doivent se calculer sur les majeurs au
moyen des formules :

’ O{ﬁ a /ull P
111211 = — 5 e d
( ) ®11(¢11) 2711 011 Jey, jamps @1(¢1) (¢11/¢1)ds:
2me [ .
(111.2.12) ®1(¢1) = Y ﬁ§011(§11)Fa,ﬁ(§1/§11)d§11
gra*f

ol le choix du point u;; (resp. u;) influe sur le majeur ¥;; (resp. ;) mais pas sur sa
v &P v
classe ., (resp. p,).
Notons le chassé-croisé : 'afflectrice Fy g intervient dans I’afflexion des mineurs et

la déflexion des majeurs, tandis que la déflectrice F*P intervient dans la déflexion des
mineurs et P’afflexion des majeurs. Les flectrices ne sont vraiment élémentaires que dans
lecas a=f=1/2, 0l 'on a:

(I11.2.13) Fijz,1/2(X) = %ﬁ

21



4

Vv1-(2Xx)?

(I11.2.14) FY21/2(x) =

(IT1.3) Ascension et descension.
Considérons les inclusions :

majeurs mineurs

(111.3.1) RI | (a:0%) accélérable) c RI( ) ®, 1
majeurs mineurs

(111.3.2) Rlag( ® |l (a:0%) accélérable) C Ry 5 %) @13 P11

(III ) majeurs mineurs

R || (or: 07) accélérée)  RI( =) o, 02

ou les algebres des premiére et troisiéme lignes sont définies comme en § II.3 et ol celles
de la deuxiéme ligne se déduisent par I’afflexion Fa,p de celles de la premiére ligne.

PROPOSITION II1.3.1. Ascension et descension.

Il existe un isomorphisme continu (pour les topologies naturelles) uniques de l’algébre

Rlap( ? || (a : 6)*-accélérable) dans lalgtbre RI( o | (e : 67)-accélérée) qui trans-
oo

v v
forme les (J a”@)a'ﬁ en les J . Cet isomorphisme est noté S,.,+ et appelé ascension.
L’isomorphisme réciproque est noté $< et appelé descension.

PROPOSITION IIL.3.2. Ascension et descension des mineurs.
Pour les fonctions résurgentes §-intégrables et §+-exponentielles d’ordre B~1, I’ascension
Sa:9+ peut se calculer directement sur les mineurs par la formule :

" 1 [ —a
(I11.3.4) ¢292(52) = ﬁ./ P11(¢11)exp (*d{ﬁs‘z /ﬁ) d¢11
Os

et la descension S est donnée par :

A 1 o [© . B .
(III°3°5) §11‘:011(§'11) = T* ‘P2(§2) v §111/’9§2 af/B - exp (§111/ﬁ§2 /,@) dg‘z
m 8 Je,

avec

arg O3 = arg co3 =0 + O (intégrer “4 gauche” de l'axe arg ¢ = 0)

| b wp
—_ At .

(111.3.6) arg 01 =0" -0 _;E+§E“O

arg 02:0’+0:__EE+0.

o 2 o

PROPOSITION 1I1.3.3. Ascension et descension des majeurs.
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Pour les fonction résurgentes % -exponentielles d’ordre 8~ mais pas forcément #-intégra-
bles, 'ascension $,.9+ peut se calculer sur les majeurs par la formule :

£ ===

(I11.3.7) $2P2(¢2) = 3 Bu1(sun)exp(—¢11 5 */P)dery
et la descension §¢ est donnée par :
1 o [ 1/8 . —a/B 1/B.—a/B
(111.3.8) ¢11511(¢11) = %’g 2 P2(s2) “si1" - ¢ " exp (§11 $2 )d§2
avec
0 — 27 < arg oo; < arg ooy < 6
TI1.3.9 arg cop —arg 0o; = fr + ¢ '
( : 0" — 27 < arg O3 < 0" 8 B e 8 B
g 0s < (0" = ; 07 = — 4+ ==).
a 2o a 2o

REMARQUE 1. L’intégrale (II1.3.7) doit évidemment se calculer & partir d’un majeur (%1,
qui est a la fois nettoyé (cf. § 1.4) et (au plus exponentiel d’ordre $~! uniformément sur

tout secteur § — 27 + € < arg ¢;; < 0 — €, mais (lemme) de tels majeurs existent toujours
o8
sip;; est elleeméme §T-exponentielle d’ordre 1.

REMARQUE 2. La borne u de I'intégrale (I11.3.8) influe sur la définition du majeur ¢51;
mais pas sur celle de la classe gécfi’@.

REMARQUE 3. Bien que les noyaux de scension soient tout simplement la fonction
exponentielle, on notera la grande différence conceptuelle entre les scensions, qui échangent
deux modéles convolutifs (I'un affléchi, 'autre pas) et les applications Borel-Laplace, qui
échangent un modéle convolutif et un modéle multiplicatif. On observe aussi le chassé-
croisé suivant : ’ascension §,.4+ se calcule pour les mineurs (resp. majeurs) par une
intégrale de type “Laplace” (resp. “Borel”) et vice versa pour la descension $°.

REMARQUE 4. Les ascensions S,.g9+ et S,.p- correspondent & des chemins d’intégration
différents (& “gauche” ou & “droite” de ’axe arg ¢;; = ), mais ce n’est pas le cas pour
leur inverse “commun”, la descension, qu’on peut en conséquence noter $* sans mention
de la direction f et encore moins de 8% ou §~. On exprime ce fait en disant que ’ascension
est polarisante et la descension dépolarisante.

REMARQUE 5. D’aprés la section § I1.4 et les propriétés de I’afexion Fw,p, les fonc-
tions résurgentes affléchies accélérables peuvent se remener 3 des fonctions résurgentes
6T -exponentielles d’ordre 8=, pour lesquelles ’ascension peut se calculer par I’intégrale
(IT1.3.7). Qui plus est, dans tous les cas usuels, on a une factorisation pro-rétro :

va!ﬁ valﬁ Va!ﬁ

(III.B.IO) P11 =%11 *a,p B
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van'g
avec un profacteur ¢, 4 la fois #-intégrable et #+-exponentiel d’ordre B! (et donc

ascendable par I'intégrale (II1.3.4) & partir du mineur 11 et avec un rétrofacteur de la
forme :

(II1.3.11) Hp = ) e oy) ™
<0

auquel ’ascension associe tout simplement le rétrofacteur :

(I11.3.12) = Y e, J

(IT1.4) Accélération et décélération.

PROPOSITION II1.4.1. Factorisation pratique de I’accélération et de la décélération.
Les “factorisation pratiques” :

(I11.4.1) Coa:o+ = Sauo+ - Fa,p (accélération)

(IIT.4.2) % = 7P, go (décélération)

définissent deux isomorphismes récirpoques d’aleébres convolutives :
poq g

CCE
RIC Y (e 07" (accélérable) & R *0 || (e:07F) accéléré)
G
(I11.4.3) e e . o+
01 5 py % 1,
vo' vofo'
T = (Vo)

qui coincident avec les isomorphismes d’accélération et de décélération qui ont été définis
au chapitre II & partir de la factorisation “théorique” (I1.3.4) qui faisait passer par le
modéle présommé.

Bien que nous ayons des formules explicites pour les flexions et les scensions, et donc
tout ce qu’il faut pour calculer les célérations, il est également possible de donner pour
celles-ci des formules directes. Ces formules intégrales comportent comme noyaux des
fonctions entiéres en X7, dites célératrices, et dont voici la définition.

DEFINITION II1.4.2. Accélératrice Cy(X) et décélératrice C*(X).

Ce sont les fonctions entitres de X# données par les formules :

(I11.4.4) Ca(X) = 3 Sin: e .' IWr((11trnf'zo)d) X

n=0
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(o0
I'(1 + na)
IIT45 C¥*(X) = L,
\TER4) @ =) Tarm ¥
et liées par :

(I11.4.6) 2mi Co(X) = C%(X - ex(im)) — C*(X - ex(—im)).

LEMME II1.4.3. Représentation intégrale des célératrices.
Pourz >0Oona:

I e .
(I11.4.7) 710, (z~%/P) = = T R
+o0
(I11.4.8) g7 1C%(z7/F) = / eV . etV dy.
0

Il existe d’autres représentations intégrales des célératrices, notamment & partir des flec-
trices F, g et F*F, mais pour P’instant nous n’aurons besoin que des estimations asymp-
totiques suivantes :

LEMME II1.4.4. Comportement asymptotique des célérations.
Si I’on pose z = a®*P . 8. X, on a les comportements asymptotiques suivants, valables
uniformément sur tout sous-secteur (fermé) des secteurs spécifiés:

(I11.4.9) Co(X) Ve vz e™® (sur —g <arg X < -27[)

1
~ Vor B

T T
sur — — < arg X < —
T 2

m o a

(111.4.10) CQ(X) ~ ‘\,1'27]‘ . ﬁ % T - e+I sur 5 < arg X < 5 + _‘6_
o sur LI <arg X < 2
S PN T -y
N 2

Ces estimations, qui peuvent étre précisées (voir les remarques en fin de section)
montrent que les célérations (qui interviennent comme noyaux de célération) ont, sur le
premier feuillet de C,, & peu prés le méme comportement & ’infini que les exponentielles
(qui interviennent comme noyaux de scension) ce qui autorise & intégrer sur les mémes
chemins dans les deux cas.

PROPOSITION 111.4.4. Accélération et décélération des mineurs. Pour les fonctions
résurgentes f-intégrables et 6T -exponentielles d’ordre $~1, 1'accélération C,.p+ peut se
calculer directement sur les mineurs par la formule :

ook
(111.4.11) s292(52) = ./o $1(51)Calst’ P /P )dex
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et la décélération C* est donnée par :

(I11.4.11) abila) = 5= [ (@217 ) des

avec 01, 02, O3, coz comme en (II1.3.6).

PROPOSITION IIL.4.5. Accélération et décélération des majeurs.
Pour les fonctions résurgentes 8 T-exponentielles d’ordre f~! mais pas forcément f-intégra-
bles, 'accélération C,.s+ peut se calculer sur les majeurs par la formule :

Co2
(I11.4.12) G@2(s) = ¢1(61)C™ (cll/ d e eX(+i7r)) d¢y
et la décélération C* est donnée par :
(I11.4.13) apis) = f #2(2)Ca (617065 Pex(~im) ) des
O3

avec 00;, 003, O3 comme en (II1.3.9).

REMARQUE 1. Comme pour |’ascension des majeurs, il faut calculer 'intégrale (II1.4.12)
3 partir d’un majeur ¢; & la fois nettoyé et exponentiel d’ordre =1 sur tout secteur

v
§ — 27 + € < arg & < 0 — ¢, mais de tels majeurs existent toujours si ¢, est elle-méme
6+ -exponentielle d’ordre §7L.

REMARQUE 2. La borne u de I'intégrale (II1.4.13) influe sur le majeur ¢; mais pas sur

v
sa classe p, (car Cy(X) est une fonction entidre de X¥).

REMARQUE 3. On observe le chassé-croisé habituel puisque ’accélératrice C,(X) in-
tervient dans la formule d’accélération des mineurs et de décélération des majeurs, tan-
dis que la décélératrice C*(X) intervient dans la formule de décélération des mineurs et
d’accélération des majeurs.

REMARQUE 4. Comme l’ascension, ’accélération a un caractére polarisant (il faut
préciser la direction % ou 67) et, comme la descension, la décélération a un caractere
dépolarisant. Au contraire, les deux flexions (afflexion et déflexion) sont strictement neu-
tres & cet égard : on peut les dire apolaires.

REMARQUE 5. Soulignons cette autre différence cruciale : les opérations “horizontales”
(afflexion et déflexion) échangent R! et Rly p toutes entitres, tandis que les opérations
ascendantes accélération et ascension (resp. descendantes décélération et descension)
n’opérent que sur des sous-algébres définies par des conditions d’exponentialité a I’infini
(resp. & l'origine) et aussi, accessoirement, par des conditions de prolongeabilité analytique
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des germes images. D’ailleurs, les flexions ne font pas apparaitre de nouvelles dérivées
étrangeres (elles transmutent simplement les A, en Ag'ﬁ ) alors que les opérations ascen-
dantes ou descendantes (célérations et scensions) en font, elles, apparaitre de radicalement
nouvelles.

REMARQUE 6. D’aprés la section § IL4, les fonctions résurgentes accélérables peu-
vent se ramener a des fonctions résurgentes 8+ -exponentielles d’ordre §~!, pour lesquelles
Paccélération peut se calculer au moyen de I’intégrale (II1.4.12). Qui plus est, dans tous
les cas usuels, on a une factorisation pro-rétro :

v v v
(I11.4.14) w1 =%; * By

v
avec un profacteur ¢, a la fois f-intégrable et #T-exponentiel d’ordre ! (et donc accéléra-
ble par I’intégrale (II1.4.11) & partir du mineur 1);) et avec un rétrofacteur de la forme

(I11.4.15) Bim Y co d

<0

REMARQUE 7. Le cas élémentaire o = 1/2.
Le seul cas ou I’accélératrice (noyau d’accélération) est élémentaire est le cas o =
(passage d’un niveau au niveau double). On a alors :

B

o L X4
(I11.4.17) Ci2(X) = zﬁ\/)_( e X/4,

REMARQUE 8. Résurgence des célératrices.
Les estimations asymptotiques (II1.4.9) et (II1.4.10) peuvent étre affinées. Plus précisé-
ment, il existe deux séries formelles :

(111.4.18) &qlz]l = 3z (1 + i ca,nz_n) (€a,n € C)

o0
(I11.4.19) &°(z) = Vz (1 + 3 c;,nz_") (chn € C)
n=1
telles que, sur les secteurs indiqués, on ait les développements asymptotiques de tout ordre:

(I11.4.20) Co(X) ~ %?&a(m) (z=0a%P.3.X)

(I111.4.21) C(X) ~ \/ﬂ%&a(z) (z = o®/PFX).
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Les séries formelles & (z) et &°(z) sont dites bi-célératrices. Elles sont divergentes (sauf
pour & = 1/2) mais ce sont des fonctions résurgentes de z (modele formel). Leurs dérivées
étrangéres

(I11.4.22) A1&a(z) = &o(z)  (triaccélératrice)

(I11.4.23) A1&%(z) = &*(z) (tridécélératrice)

ont des transformées de Borel qui (2 une renormalisation prés) coincident avec les flectrices
Fa,p et F*P et sont donc de coefficients connus, Quant aux coefficients ¢, ,, et ¢! . de
aa(z) et a®(z), leur expression fait intervenir les nombres de Bernoulli (cf. [...]).

REMARQUE 9. Le phénoméne de la double nature.

On voit que les bicélératrices &q(z) et &% (z) présentent une double nature : dans le
modele formel, ce sont des séries entitres de z—! (au facteur /Z prés) mais dans le modeéle
sommé, ce sont des fonctions entiéres de z” (ou de XP, ce qui revient au méme).

REMARQUE 10. Fonctions ultragéométriques et hypergéométriques.
Les flexions qui échangent R! et Rla,p et, plus généralement, celles qui échangent les
algébres Ry, ... o, de la section § IIL.5, sont des fonctions de type ultragéométrique :

I(eain)T(agn)---T(amn) _,
(I11.4.24) X T ()T (Bam) — T(fen] X

n

qui ne se raménent 3 des (sommes de) fonctions hypergéométriques:

(1114.25) Z F(T] + n)]_—‘(’fg —+ 'n,) . -F(Tr + n) xn

I'(o1 +n)T (03 +n)---I'(0, + n)
que dans le seul cas ou les a; et §; sont rationnels. Ces fonctions sont trés lides au
phénomene de la “double nature” (cf. remarque 9 ci-dessus) et interviennent aussi en
résurgence quantique, dans ’expression des fonctions de Sibuya et Voros (les S;(z) et
les V;(z), cf. [...]) qui, elles aussi, présentent une “double nature” (résurgentes en z et
fonctions entiéres d’une puissance non entiére de ),

REMARQUE 11. Le paradoxe de I’accélération.

Plus rapprochés sont deux niveaux critiques, plus les opérateurs d’accélération et de
décelération causent des changements brutaux. En effet, une accélération C,.g de rapport
o tres proche de 1 induit en général chez I'accélérée des coupures stellaires aux frontiéres
d’une petite étoile **¢ (d’ouverture %g) et, réciproquement, une décélération C* de rap-
port & proche de 1 induit chez la décélérée une croissance trés rapide (en exp(| ¢1 |7,
avec (B petit) & l'infini. C’est le “paradoxe de l’accélération” qu’on peut exprimer
ainsi : “moins on accélére (ou décélére), plus il y a de secousses”. Ce phénomeéne
s’accentue encore quand on passe & des accélérations non plus du type 23 = 2§ (@ < 1)
mais de type plus général z; = z, [log z3 ou 21 = 2z /log log zs.
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(IT1.5) Algébre affléchie Rla, o, \a, -
Signalons en vue des applications (cf. chapitre V) qu’a tout multiindice ! de la forme :

(I11.5.1) ol = (ay, --,0,) avec a; >0 et Za,—zl

on associe une algébre affléchie

(I11.5.2) {R!a = Rlay, o, = PY/Ply avec

Pla = PIn{€{c} + € {¢Mos} + .. ¢ {¢V/or)

avec une convolution #q calquée sur (II1.1.3) + (IIL.1.4) et avec, entre majeurs ¢ et mineurs
@, la relation de qualification suivante :

(I71.5.3) ¢ =(1-PRu,)(1-Ra,) - (1—Ra, )¢ (R, comme en (IL1.1)).

Toutes ces algeébres R!, sont strictement isomorphes, par des flexions facilement ex-
plicitables mais dont nous n’aurons pas besoin. En revanche, nous aurons besoin de la
remarque suivante :

Soit a! = (ay,- -+, a,) et soient a, f > 0 avec a4 = 1. Alors la partie de Bl bioniic
(&%) formée par les fonctions (e : 67) accélérées est en isomorphisme canonique avec la
partie de Roa, aas, - aa,,8(&°) formées des fonctions (a : 0F) accélérables, et ceci pour
des isomorphismes d’ascension et de descension qui sont donnés exactement par les mémes
formules qu’au § II1.3. D’otl le diagramme :

REMARQUE 1. Flexions et singularités.
Les flexions, c’est-a-dire les isomorphismes canoniques qui échangent deux algébres afflé-
chies :

(I11.5.4) Rlagnis Rlgromps D=3y f;=1)
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ne modifient pas le “nombre” des singularités vues ou entrevues depuis O, mais leur font
simplement subir une homothétie de rapport :

(111.5.5) v = (afaf)/(B7 - BF) (w— wn)

ou de rapport inverse. Elles peuvent toutefois provoquer 1’apparition (ou la disparition)
d’autres singularités, invisibles depuis O. Toutefois, cela ne contredit en rien le fait, déja
signalé, selon lequel les flexions (contrairement & ’accélération et  la décélération) ne font
apparaitre aucune dérivée étrangére “nouvelle” (voir |...]).

REMARQUE 2. La factorisation de 1’accélération en produit d’une afflexion et d’une
ascension (cf. § ITL.4) se généralise aux accélérations “générales” du type z; = h(zz) = o(z2)
(par exemple z; = z&(log zg)“' (log log zz)a"(log log log zz)"‘”, avec 0 < o < 1) mais cette
factorisation fait transiter par des algébres affiéchies ou la relation de qualification (entre
majeurs ¢ et mineurs () n’est pas du type (IIL.1.7) ni méme du type (IIL.5.3), mais d’un
type encore moins élémentaire.
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IV. MONOMES DE RESURGENCE A PLUSIEURS NIVEAUX

(IV.1) Monémes isotropes. Prosolutions et rétrosolutions

Dans toute la suite, les indices simples seront notés par des lettres maigres et éventuelle-
ment subindexés en bas, tandis que les multiindices seront notés par des lettres grasses et
éventuellement subindexés en haut. Ainsi :

indices simples : w ; w; (=, w; € 4) _ . _
multiindices : @ = (wy, -, w,) ; w' = (@i, @} ) (wj, @} € A).

DEFINITION IV.1.1. Prosolutions et rétrosolutions.
Soit A I'espace des polynémes w(z) en z sans terme constant :

(Iv.1.1) (we 4) & (w(z) = pr - 2P avec w, € C, w(0) = 0) :

A chaque @ € A on associe I'opérateur différentiel :

(IV.1.2) Do = (7). (2.2). (=) = 2/(2) + 2 o

et on note (Dg)yh (resp. (Dg)nl.,) Popérateur qui & tout mondme 2—° (o irrationnel)

associe 'unique solution formelle ¢, (resp. ©retro) €N puissances décroissantes z—7—™
(resp. en puissances croissantes z T ey entier) de ’équation :

(IV.1.3) Dt = 278,
Autrement dit :

(IV.1.4) [Dolehiz™ = gl & 27°C|[z7']] (o irrationnel)

(IV.1.5) (Dw)retr - 27 = Pretro(2) € 277C[[2]] (o irrationnel).

©pro €t Yretro sont dites prosolution et retrosolution de ’équation (IV.1.3). Pour tout
p >0, on pose :

B {(Dw);r]:: si degré (w) > p

Iv.ise Dg),t = “1 o deprd
( ) ( w)p (Dw)re%ro si degré (w) < p.

DEFINITION 1V.1.2. Monémes isotropes de niveau P

Pour tout p,r € N, tous wy,---,w, € A et tous 01,"+,0, € R, on pose :
V(e Il 7) = VS (o | 9) = i
(IV.1.7) (Do 4o, )p 277 o+ (Digy gy )5 - 270 (Dis, )y -2~

avec z, = zTP,
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Cela veut dire qu’on calcule la deuxidme ligne, de proche en proche, a partir de Ia droite,
bar une succession de prosolutions et de rétrosolutions, puis qu’on effectue le changement,
de variable z = (25) T/P. Les séries formelles V& (2p || p) sont dites mondmes de résurgence
(nous verrons pPourquoi) isotropes de niveau p (nous verrons aussi pourquoi).

REMARQUE 1. Quand P =1 (resp. quand p est assez grand) la seconde ligne de (IV.1.7)
s’obtient par une succession de pures prosolutions (resp. rétrosolutions) et chaque coef-
ficient s’obtient comme somme finie, sans aucune difficulté de convergence. Dans le cas
général, au contraire, la seconde ligne de (IV.1.8) fait intervenir un mélange de prosolu-
tions et de rétrosolutions si bien qu’a chacune des r étapes, la série formelle obtenue a
des coefficients qui se présentent comme sommes infinies des coefficients calculés & ’étape
précédente. Il se trouve cependant (lemme) que ces sommes de coefficients convergent,
si bien que, 13 encore, la définition des VZ(2p || ») sarde tout son sens. Bien entendu,
comme séries formelles (bilatérales oy “bigrades”) en z,, les Vs (2 || p) sont généralement
divergentes

REMARQUE 2. A priori, la définition (v 1.7) n’a de sens que pour les suites ¢ =
(01,-+-,0,) vérifiant :

(IV.1.8) o1tozt-roi € R-Q  (vi).

Il existe toutefois un [moyen canonique d’étendre la définition des V7 (2p || p) & des suites
o quelconques. Simplement, quand certaines des sommes partielles o) + gy - 0; sont
rationnelles, on peut voir apparaitre( ) dans V7 (2p || p) des termes en (log z)* avec s < r.

PROPOSITION 1V.1.3. Résurgence des monémes isotropes
Pour chaque niveau P, les mondémes isotropes :

(IV.1.9) V5 (zp || p) = Z em(wl ol || p) zollotlp™ —mp=t ()
meZ

sont des fonctions résurgentes appartenant ay modéle formel Ravasi plyg précisément, les
transformées de Borel :

(IV.1.10) Ve (6o 12) = 3 em(w, lo! || p) Jhotle™ +mp=2 ()

ont un mineur

(Iv.1.11)
Vi 12) = Y em(w, lo! [2) (6p) 1" me ™ =1 g | =1 +mp™Y)
meZ

qui converge pour ¢p proche de O et se prolonge “partout sans coupure”, mais qui présente
en général de trés fortes singularités en O et ailleurs( ),
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PROPOSITION IV.1.4. Multiplication des monémes isotropes.
Elle a un sens et elle s’écrit :

1V.1.12) VA (2 | D)V (2 || p) = > (2 | p

1
% L ’ N e . 'W.
ol la somme finie du second membre est étendue a tous les multiindices ( ol ) obtenus

1 12
par battage (“shuffling”) des multiindices w.l et wz . On traduit cette propriété
o! '\ o!

en disant que le moule V*(z, || p) est symétral (efie) L ¥,
(IV.2) Monémes polarisés.

PROPOSITION IV.2.1. Monémes polarisés de niveau p.
Les mondmes isotropes de niveau 1 :

(Iv.2.1) VE (21 || 1) = Voo || 1)

O1y 0y

dont nous avons vu qu’ils étaient progrades (dévelopables en puissances négatives de 21),
sont aussi uniformément et indéfiniment accélérables( ). Plus précisément, pour toute
multipolarisation 8! de niveau < p :

(Iv.2.2) o = (3;1,052,---,0;*‘_‘11) avec ;€R et ¢, =+ ou —

la relation suivante (écrite par commodité dans le modele formel, mais opérative dans le
modéle convolutif) :

{ vaﬁ!j!(zp [p:0) = Voo o (ZP | p:67,--- safnp-_ll) =
(Copmragzt) -+ (Comtir ) (Caps) - VECer 11 1)

—1

(1v.2.3)

définit une fonction résurgente ey || p 0!) dite monéme 6!-polarisé de niveau p.
Cela reste vrai méme quand la multipolarisation 8! ne vérifie pas la condition (I.4.3) de

compatibilité.

PROPOSITION 1V.2.2. Propriétés des mondémes polarisés.
Commencons par le modéle formel. Le mondme Ve, (|2 ¢) appartient non seulement

N 5P 1 . . , I\ N , ;
& R( *-1%"1") mais aussi & 'algtbre non-stellaire R et meme a P'algebre R2"2%!, Cette
derniére appartenance signifie qu’il possede une série formelle :

(IV-2.4) T llp:0) = 3 em(@hal | p:0)) (g) Ntz =mp™ ()
meZ
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qui le détermine (via le modéle convolutif )
Passons au modele convolutif. Le niveau V= (¢o || p: 8)) est somme de la série :

(IV.2.5) Ve | p:0Y) = Z em(@l ol || p: 8Y) - (g,) ot IP™ +mp~i -1
mcz

L(]|a!] p~t + mmp_l)

qui converge uniformément sur tout un voisinage (ramifié) de 0. La fonction $p — 'ﬁf,‘ W
p : ') présente en général un comportement explosif au voisinage de lorigine O. Toutefois,
lorsque la multipolarisation 8! vérifie Ia relation de compatibilité (I1.4.3) et que ¢p tend vers
O a lintérieur du secteur §%r-1:6p-1  ( ), ce mineur 'ﬁf!’!(gp | » : 81), bien que toujours
somme de la série “bigrade” (bilatérale) (IV.2.5), admet un développement asymptotique
de tout ordre donné par la série “prograde” (unilatérale) :

(1v.2.6) VA5 p:0) ~ 3 cm(wh ol | 1)(g,) e bmet -1,
mEN

L[ el p~" 4+ mp~)
qui est radicalement différente de (IV.2.5) et qu'on déduit de la série prograde de niveau
1:
(Iv.2.7) V(21 || 1) = Z e (!, 0! || l)zl_”g!”—m (modele formel)

mEN

par changement de variable z; — (zp)l/ P suivi de la transformation de Borel formelle :

(1V.2.8) 25 =+ {6)" YT,

PROPOSITION 1V.2.3. Multiplication des monémes polarisés.
Elle a évidemment un sens et obéit aux mémes régles exactement que celle des mondmes
isotropes :

(Iv.2.9) = (2p || p: 15?!)'])'“—"!2(37J |lp:86!) = Z V(2 | p: )

aoll ol?
w!l w!? w!
ol J'\ o2 |\ o

ce qu’on exprime en disant que le moule Ve(zp || p: 8) est symétral.

REMARQUE. Secteur de régularité.

Le secteur de régularité du mineur V='(¢, || p : 0!), c’est-a-dire le secteur sur lequel il
possede le développement asymptotique (IV.2.6), est en réalité un peu plus grand que
Pétoile *r—:%%-1_ 1] est exactement égal a Détoile :

(IV.2.10) = U @@=t (@) dquivalente 3 )
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ol la réunion s’étend 3 toutes les multipolarisations 6! qui vérifient la condition de com-
patibilité (IL.4.3) et qui sont équivalentes 3 0!, c’est-a-dire telles que les secteurs d’angles
[04,0,] ou [84,0,] ne contiennent pas de singularités de niveau ¢ (¢ =1,2,.-,p — 1).

(IV.3) Equations de résurgence et coefficients de résurgence.
Pour écrire les équations de résurgence des mondmes isotropes ou polarisés, il est commode
de leur associer des monémes de résurgence pointés :

(1v.3.1) V32 | p) = e”’”!{")llvcﬁ!(zp | ) (modéle formel)

(1v.3.2) VZzp | p:0) = eJIW!(Z)llv[ﬁ!(zp | p:6!) (modele formel)

en les multipliant par un facteur :

(IV3 3) { ell=!(=2)| — e™1 (z)+~~-+wr(z)=em1(Z;,p)"'"'“"(zx:“;)
w

= (wh, -, ), | w! =@+ +w; wen

dont la partie subexponentielle en 2p doit s’interpréter comme une rétrofonction tandis
que la partie exponentielle ou surexponentielle en z, a le statut d’un pur symbole.

PROPOSITION 1V.3.1. Equations de résurgence de niveau p : notations compacte.
Pour tout wp € C,, de projection wy sur C, notons By 1a dérivat_ion étrangére en
2p (modele formel), c’est-a-dire en ¢p (modele convolutif) et notons Ay, la dérivation
étrangere pointée correspondante :

(Iv.3.4) Ay, = e w07 Aw, (modele formel ; voir § 1.3).

Avec ces notations, les mondmes (isotropes ou polarisés) de niveau p vérifient les équations
de résurgence suivantes (écrites dans le modale formel):

(IV:35)  Au,V3(2 [p) = 3 VL (wo | 2) V3 (2 || )
: w!! w!? [ w! :
(o) (5)-()
(1v.3.6)
Ap V(2 | p:8) = 3 Vil (wollp:6) VS (2 || p: 0)

(o) (5)-(2)

ol les sommes finies des seconds membres sont étendues aux (r + 1) factorisations :
11 12 N — P
w! w! wy, T Wi w )
(IV.3.7) 1 . | = 1, W2, L Vil ™ Ty My (3:0,1,2,...’?.)
o! ol 01,02, ,0; Oit1,7,0p i
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!
du multiindice ( f") et ot les V7 (wo || p) et Vi (wo || p : 6!) désignent des scalaires,

dits coefficients de résurgence (isotropes ou polarisés) et possédant la propriété suivante :
(1v.3.8) V.7 (wo lp) = Vﬁ’"(wg |p:8) =0 sauf si | @! |5 wo
ce qui veut dire que le polyndme | @!(2) || admet wo2? pour terme dominant,.

PROPOSITION 1V.3.2. Caractére alternal des moules V* (w, [ p) et V*(wo || p: 01).
2

1
. w! ! v 1. . 5 8.
Pour toute paire ( i ) y ( 12 ) de multiindices, les coefficients de résurgence vérifient

les identités :
(7 V.3.10)

. Z - Vi'(wo | p) = b3 Vi (wo || p: 0Y)
G EEDE)

(C désigne le “battage”) ce que I’on résume en disant que les moules Ve (wo || p) et
V=(wo || p: 8") sont alternals.

Interprétation des équations de résurgence

Revenant aux monémes de résurgence (isotropes ou polarisés) non pointés, les équations
de résurgence de niveau p s’écrivent :

(Iv.3.11) Au Vi (2 | p) = Dol My et (0 ) Val (2, || p)

(7v.3.12) A, o1 (7 | p: f!) = ZC‘b”z"_”wzl(z;/p)“V;fi'l (wo |l p: GI)V:,"!!; (zp || p: oY)

ol les sommes Y des seconds membres s’étendent aux factorisations :

(1V.3.13) (ﬁ,’:) (‘;’,’f) s (‘;;) avec || w! |5 o

Pour ces factorisations, le polynéme :
(1V.3.14) wozP— || w!i(z) = do -2 — wy(2) — w2(2) - —wyz) (w!' = (@1, 7))

est toujours de degré < p en z. Par conséquent le facteur exp (ngsz I w!l(z;/‘u) H) est

subexponentiel en 2p et représente donc une rétrofonction.
Les équations (IV 3.11) et (IV.3.12), interprétées dans le modele convolutif, mon-
trent que les mineurs VI%(¢, || p) et V2 sy || p ¢ 8!) ont en général un comportement
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extrémement explosif en leurs singularités, sans que cela empéche aucunement leur pro-
longeabilité analytique “partout sans coupure”. Ces mémes équations montrent aussi que
les mineurs de niveau p ont toutes leurs singularités au dessus des points wg € Co, pour
lesquels

(1V.3.14) wop wli + wly + ---wl;

pour un certain 7 < r,

(IV) Passage de I’isotrope au polarisé et Pbassage inverse

PROPOSITION 1V.4.1. Polarisation et dépolarisation

Pour tout niveau p et toute multipolarisation 6! = (P55 % oy 6:>71') de niveau < p, il existe

un moule scalaire symétral W*(p :: 8!) qui permet le passage de I'isotrope au polarisé, et
réciproquement :

(IV.4.1) Vizp | p:6) =we(puon) x v (2 [ p) xW*(p 2 01)
(IV.4.2) V(2 || p) = W'_l(p RO X V(2 0 61) x W*(p:: 6!)
(1v.4.3) Vi wo || p:0)) = W*(p:: 6') x V*(wo | p) x W*=1(p 6!)
(IV.4.4) Viwo || p) = W (p 2 61) x V*(wq | p:0Y) xWe(p::g).

Ici, le signe x denote la multiplication des moules (cf. []) ; les points supérieurs désignent
des multiindices :

(IV.4.5) (w’) = (wl""’wf) (wi € 4 ; 0; € R)))

o! 01, ,0,
et les points inférieurs signalent simplement que ’on prend les monodmes de résurgence
pointés, c’est-a-dire flanqués du coefficient exp || w!(z'?) || . Enfin, W*~1(p :: 9!) désigne
I'inverse multiplicatif du moule We(p:0) :

W.—l(p . 81) X W.'"l(p o 0') = (1. = moule unité)

et comme W*(p :: 0!) est symétral, son inverse We*=1l(p :: 81) est lui aussi symétral et s’en
déduit par 'involution des moules -

(Iv.4.7) W s ol] — (L)W= (p 2 g)).
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REMARQUE. Bien qu’il ne soit pas question de les expliciter dans ce rapide survol, il
existe une méthode et méme une formule assez simple pour le calcul du moule polarisant
We(p:: 0" et donc de son inverse, le moule dépolarisant We=1(p :: 8). Cette formule ne
fait intervenir que les deux ingrédients suivants :

(i) les moules alternals isotropes V' *(wy || @) relatifs aux niveaux g=12,---,p—1.

(ii) un moule ¢élémentaire, de type symétrel (et non symétral ; cf. [ ]), dit moule de
Bernouilli, et explicité par la formule :

(IV.4.8) Bo1yoe (8211'1'01 - 1)_1 (827Ff(01+02) _ 1)—1 . (62”(01""”"""") _ 1)_1 .

En somme, les moules polarisés V(2 || p: 0 et V*(wo || p: 8!), qui sont les briques
élémentaires en quoi on peut décomposer toutes les fonctions résurgentes accélérables
usuelles ainsi que leurs invariants (voir chapitres V et VI), ces moules polarisés, disons-
nous, se révelent trés explicitement calculables 3 partir des moules isotropes V(2 || p) et
V*(wo || p), lesquels sont trés faciles & construire a partir des régles de dérivation étrangére
et de la récurrence (IV.1.7), laquelle se réduit 3 de pures manipulations sur séries formelles
(par un jeu de prosolutions et de rétrosolutions).
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V. RESOLUTION DES SYSTEMES DIFFERENTIELS A PLUSIEURS NI
VEAUX

(V.1) Systéme-type & plusieurs niveaux Considérons le systéme différentiel normal
suivant :

tl-l—p.- d

Iy Et—ya + Aiy‘i =0 (Z.: 1,2,"',V)
7

(V.1.1)

avec une suite de niveaux entiers p; rangés par ordre croissant :
(Vi1.2) I<pi<pa<p3<.--<p,

et prenant les valeurs distinctes :

(V.1.3) 1<q <@ <g@p<-<g, (1<, <o)

et avec des multiplicateurs Ai € C* qui, & un niveau donné, ne présentent nj résonance( )nj
quasirésonance( )

Le systéme (V.1.1) est dit systéme normal “type” 3 plusieurs niveaux. Il admet pour
solution évidente -

(V.1.4) i) = wiexp(At %) (i=1,... » Vi u; = cste).
Considérons maintenant le systeme différentiel loca] le plus général :

tite g .
d—;xi“}‘)\i:’:i = b,_'(t,xl,...,g;y) (1:1,...,1/)

(V.1.5)

H
avec  b;(0,---,0) =0 et bi(t,z1,-++,2,) € CAt,zigey}

qui soit formellement conjugué au systéme normal (V.1.1) par un changement d’incon-
nues (formel et formellement inversible) du type :

{xi =hi(t,y1,---,u) € Cllt, 1,---, v]]

(V-16) avec h;(0,---,0) = 0.

Nous fixerons notre attention sur le cas type (V.1.5), parce qu’il est parfaitement
représentatif des systémes( ). Nous allons, grace aux fonctions résurgentes et 3 13 théorie
de P'accélération, non seulement étudier les solutions de ces systemes mais aussi obtenir,
constructivement et explicitement, leur classification analytique (au moyen d’invariants
scalaires).

(V.2) Résurgence de Pintégrale formelle
Observons tout d’abord, en portant (V.1.4) dans le changement d’inconnues (V.1.6), que
le systéme (V.1.5) admet une intégrale formelle :
z(t,u) = (z(t, u)y -, Zy(t, u))
(V21 b = ) BRI (=1,2,-,)

n&eENY
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avec

(V.2.2) u? = ... /i
(V23)  E™) = Evsmet) = exp (D2 modt-r

(V24)  or(t) = pprmey) ¢ Cli]

et que cette intégrale formelle est unique modulo upe dilatation des parameétres v :

(V.2.5) Ui = ety (e;=cste; i=1,... V).

PROPOSITION V.2.1. Résurgence de Pintégrale formelle.
L’intégrale formelle z(t,u) a pour composantes p?(t) des séries généralement divergentes
de ¢, mais le changement de variable :

(V.2.6) t - 2z, = ¢ (avec q; = p; = il’z_lfpz')
livre une intégrale formelle :

z(21,u lq) = (z1(z1,u [ ql),---,z,,(zl,u Il 41))

(V.2.7) HEulla) = 30w B || g1) - (s || )
nclNv
oo B (a1 lla) = B et o (s || a1) = (79
qui est dite intégrale formelle de plus bas niveau et qui est résurgente en z; en ce sens
que chacune de ses composantes ©7 (21 || ¢1) Pest. Plus précisément, si ©(21 || q1) désigne
'une quelconque de ces composantes, de série formelle : '

(v.2.8) oz | ¢1) = ch . zl_"/q’

v
sa transformée de Borel (¢1 || ¢1) appartient 3 2 et est ¢ intégrable pour tout 0, et donc
entierement déterminée par son mineur :

(V.2.8) Bl lla1) = 3 enef ™ D (n/qy)

lequel converge pour $1 petit et se prolonge “partout sans coupures”,

(V.8) Accéléro-sommabilits de Pintégrale formelle.
PROPOSITION V.3.1. L’intégrale formelle est indéfiniment accélérable,
L’intégrale formelle de plus bas niveau z(zg,u || q1) est indéfiniment (et uniformément)

accélérable en ce sens que chacune de ses composantes ©(21 || g1) Pest. Plus précisément,

40



si (21 || ¢1) désigne 1’une quelconque de ces composantes et si Pon fixe un niveau ¢; > q1
et une polarisation 6 de niveau < ¢; :

(v.3.1) Ol = (07l o 077) 6, €eR; €; = % ; polarisation de niveay q;)

vérifiant la relation de compatibilité :

T (1 1 ’
< =l—-—-—— J=1,2,:05.4—9
2(q] qJ'+l) ( 14 ] )

ﬂ 0541

(V.3.2)
q; g5 +1

on peut appliquer successivement 3 ©(21 || q1) les accélérateurs -

(V.3.3) C 205 AVeC oy = g;/q; 4

x5

pour j = 1, puis 2, puis 3, etc..., et cela livre une fonction résurgente :
(V.4.3)

o(zi [ g:: 0) = (Cai_l:alfi—l) (Cal:ejll) ©(z1] g1) (modele formel)

t—1

v . A7 W .
o (¢ | g : g1) = (Ca;_, : A5 - - (Cal:‘g::) ©(¢1] q1) (modele convolutif)
z; = (21)% ; ¢ variable conjuguée de z;

dont le mineur (i || g: ¢ 8!) est défini et prolongeable “sans coupure” au-dessus de 1’étoile
@i-130i1 mais aussi, grice & uniforme accélérabilité, sur une étoile {a: ') plus vaste
obtenue par balayage par rapport a toutes les multipolarisations 0! équivalentes 3 0! -

(v.3.5) (g 5 80) = U ai-1ibi, (@' équivalente 3 0!).
6

En revanche, sur toute la longueur des deux axes bordant cette étoile de régularité( ) Je
mineur $(¢; || g; : 8!) présente généralement des coupures, dites coupures stellaires (cf. |
])- L’intégrale correspondante :

(v.3.6) (2| g:0) = Zu" "Bz | g™ (2 | g : 0)

est dite intégrale 6!-polarisée de niveau gq;. Les blocs élémex}taires J,F')“(zi | g;) doivent bien
entendu s’interpréter comme produits de deux facteurs E®' et pn" :

(Bl ) = B (s || ) B (a4 | )

J En’(zi ” q:') = exp Z nj)‘j(zi)pj/qi

Pi2q:

En”(zi “ Q‘i) = exp ( Z nJ.AJ.(z£)PJ'/Q;)

Py <q:

(V.3.7)
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dont le premier, qui est au moins exponentiel en z;, doit se lire comme un pur symbole,
tandis que le second, qui est strictement subexponentiel en 2;, doit étre considéré comme
une rétrofonction résurgente.

PROPOSITION V.3.2. L’intégrale formelle est accéléro-sommable.

L’intégrale formelle (i.e. ses composantes) n’est pas seulement (uniformément) indéfini-
ment accélérable, mais aussi (uniformément accéléro-sommable (i.e. les accélérées de plus
haut niveau sont uniformément sommables) si bien qu’a toute multipolarisation 8! totale,
c’est-a-dire affectant chacun des V. niveaux critiques g :

b; €R, e; =+, ¢
V.3.8 0 = (85,... 0%~ 4 TR
( ) (61, 057 ( polarisation de niveau qj)

et vérifiant les conditions de compabibilité (V.3.2), se trouve associé un modéle sommé -

(V.3.9) 2(zvullgn) = Y wPE™ (a0 ¢,.) o® (2,
neENY

[ QV*)

qui est solution effective du systéme (V.1.5).
Précisons le sens de cet énoncé. I signifie d’abord que la solution particuliére corre-
spondant & 43 =up = ...y, = 0, qui s’écrit :

(V-3.10) %7 = 5 (20,0 || g 1 0) = 030z, (| gy, 1 0) (5 =1,---,0)

et qui est réguliére & P'infini dans tout un secteur du plan des 2z, d’ouverture au moins
égale &

qu. — Qu, —1 1
V.3.11 e — =T —)
( ) ( 9y, -1 2

est toujours une solution effective du systéme (V.1.5). Prenant toutes les multipolarisations
0! possibles, on obtient des solutions canoniques (V.3.10) sur des secteurs qui, ensemble,
forment un recouvrement du voisinage de linfini. L’énoncé signifie ensuite que les solu-
tions générales obtenues en gardant certains des u; (ou tous les u;) fournissent également
des solutions effectives du systéme, pourvu que les blocs exponentiels E® (2. || @u.) cor-
respondants soient des infiniment petits dans le secteur de régularité induit par la multi-
polarisation 8!, Pour une discussion détaillée, voir [ .

(V.4) Le grand triangle accélération-afflexion-ascension

Fixons comme précédemment une composante ©(2; || g1) de I'intégrale formelle (isotrope)
de plus bas niveau et considérons ses accélérées © (2 || ¢i : ') de niveaux ¢; > ¢1. Fixons
aussi la polarisation 8!, ce qui permet d’adopter les notations simplifides

(V.4.1) v1(z1) = p(21 || @1)

(V.4.2) wi(zi) = p(zi || ¢::0) (i=2,.-. Vi)
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Comme on a vu, la fonction de plus bas niveau, dans le modsle convolutif, est f-intégrable
pour tout # et entiérement déterminée par son mineur :

(V.4.3) f1(61) = Y enst’ 7 T (n/qy)

et les mineurs $,(¢;) des accélérées peuvent se calculer & partir de ¢ 1(¢1), par application
répétée de la formule (III.4.11) d’accélération des mineurs. Mais ces formules ont pour
noyaux intégraux les accélératrices Ca(X), qui ne sont pas entiérement élémentaires ;
aussi est-il avantageux, du point du vue du calcul numérique, de passer par les algébres
affléchies et les seules opérations d’ascension, dont le noyau intégral, qui est I’exponentielle,
est indiscutablement élémentaire.

Plus précisément, posons :

(V.4.4)
O =i /Gis1 (1<i<w)
.. ag’ o ol .. a;_:.?)
:(1_ & ) it - = 1" T L - % ’ q’ﬁ) (ISz,JSI/*,z-i-JSV*)
. qit+1 Git1 9i+2 Fitj—1 Qit; GQiyj
et introduisons les algébres affléchées générales :
(V.4.5) Ratii = Ry_ & . &
LG+1' Tgiyy

définies comme 3 la section § IIL5. Toujours d’aprés § IIL.5, les scensions d’indice o
échangent R ,yi+1,5 et R _yi+1. D’ol les diagrammes suivants, ot pour simplifier on a pris
le nombre v, de niveaux critiques égal 4 4 :
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Pour la raison qu’on a dite, on peut se limiter aux mineurs O, et ©ij. De plus, pour
calculer les accélérées P (ce qui est notre but) uniquement par ascensions successives (ce
qui est commode) il faut partir des affléchies de plus bas niveau :

(V.4.6) P11, P12, P13, P1a, - - -

Or celles-ci s’obtiennent directement par la formule :

(S'-IJ.)”‘/QI —1
1,5 1,5 1,5
wos”) T (d?) v (237)
immédiatement déduite de (V.2.8) par une modification purement formelle des dénomina-

teurs, sans aucunement Passer par les opérateurs d’afflexion et leurs noyaux relativement
compliqués,

(Va.7) b15(¢15) = chr (

(V.5) Lien avec les mondmes de résurgence.

Il existe une formule, d’ailleurs assez simple (cf. [ ]), permettant d’exprimer les intégrales
polarisées de niveau i comme séries infinies de mondmes de résurgence polarisés de niveau
¢i, eux-mémes obtensibles (sans accélération explicite) & partir des mondmes de résurgence
isotropes de niveau ¢;. Mais relevons ici deux différences importantes, qui montrent com-
bien les monémes de résurgence sont, parmi les fonctions accélérables, élémentaires

(i) sauf dans des cas trés particuliers (comme pour les systémes linéaires ou affines) il
n’existe en général Pas, aux niveaux supérieurs, d’intégrale isotrope du systéme (V.1.5) qui
fasse pendant aux monémes Isotropes (voir toutefois le § VL4 sur Pexistence d’invariants
isotropes pour le systéme (V.1.5)).

(ii) les intégrales polarisées des niveaux g¢; supérieurs (ou plus exactement leurs com-
posantes ©™) présentent en général (dans le modale convolutif) des coupures stellaires 3 la
limite de leur secteur de définition, alors que les monémes d résurgence n’en présentent
jamais. Il s’ensuit que le développement des intégrales polarisées en séries de mondmes

polarisés ne converge qu’a l'intérieur de 1’6toile de définition de ces intégrales polarisées.
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VI. CLASSIFICATION ANALYTIQUE DES SYS TEMES DIFFERENTIELS
A PLUSIEURS NIVEAUX

(VI.1) L’équation du pont au plus bas niveau

DEFINITION VI.1.1. Réseau de résurgence de niveau P
Pour tout niveau critique p du systéme (V.1.5), considérons le résean ((p) engendré par
les multiplicateurs A; de niveau p :

(VI1.1.1) Q(p) = {w T WEC; w= Z njA;

P;=p
avec des n; entiers et tous 2 0 sauf au plus un qui peut valoir — 1}.

O(p) est dit réseau de résurgence de niveau p. On note Q0o (p) Pensemble des points de
Coo situés au-dessus de Q(p).

PROPOSITION VI.1.2. Equation du pont de plus bas niveau

Les seules dérivations étrangéres susceptibles d’agir (sans 'annuler) sur 'intégrale formelle
de plus bas niveau (le niveau q1) du systéme (V.1.5) sont les A,, avec w dans Qoo (q1) et
les équations de résurgence correspondantes s’écrivent dans le modale forme] -

(VI.1.2) Aw z(z1,u [ gi) = .;qw”ql.'z(zl,u I q1) (we No0(91))

ot A, désigne la dérivation étrangére pointée en zy (cf. § L.3) et ot les A, llg. désignent
des opérateurs différentiels en u de la forme :

€0)

15 . 8 .
— o, n(w) d . c,
(V1.1.3) Aullgy = u ;Awllqlm Ou; (Aw”q

avec un facteur ™) pe faisant intervenir que les u; de niveau q1

(VI.1.4) ¥ = H u;-"f(w) avec w = Z n;(w)A;.

Pi=q1 Pi=a

L’équation (V.1.3) est un cas particulier de FEQUATION DU PONT( ), ainsi nommée
parce qu’elle jette un pont entre les deux calculs différentiels : I’ordinaire et I’étranger.
C’est évidemment une équation tres compacte, qui doit s’interpréter composante par com-
Posante :

(VI.1.5) Aureile | @) = (0, 4y} 0% (1 @) (1<j<v ne NY)
o n' = (nf, -+, n!) désigne I'unique multiindice de IN” tel que :
(VI.1.6) n = n(w) + n’
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et ot les scalaires (- - ) sont donnés par la formule :
(VI.1.7) (', Ay, ) = Zn}Ai}”ql.
J=1

Les équations de résurgence (V.1.5) contiennent toute information relative aux singu-
larités des mineurs ©5(s1 || g1) et & leurs surfaces de Riemann.

(VL2) L’équation du pont aux niveaux supérieurs

PROPOSITION VI.2.1. Equation du pont aux niveaux supérieurs

Les seules dérivations étrangéres susceptibles d’agir (sans l’annuler) sur une intégrale po-
larisée de niveau ¢; > q1 du systéme (V.1.5) sont les A, d’indice w situé & Ia fois dans le
réseau (o, (g;) de niveau g: et dans Pétoile (g, : 0!) ot est définie Pintégrale polarisée en
question. On a alors I'équation du pont :

(VI12.1) Ay T (2zi,u || ¢ : ) = Aulgs:01% (2, u || ¢ : 1)

ol A désigne la dérivation étrangére pointée (cf. § L3) en la variable z; et ol A0
désigne un opérateur différentiel en u de la forme :

a

du;

- 0
(V1.2.2) Auigiior = u™(®) Z Ai}ilqum(u)u:ﬁa+ 2 Aufgen(u)

PR Py <qi
avec un facteur u™(®) pe fajsant intervenir que les u; de niveau ¢; :
(VI1.2.3) u™@) — H u;"f(w) avec w = p;j=g;

pi=q; nj(w)A;
et avec des composantes Af;”q{_, o1 (%) qui sont des séries formelles en les uj, de niveau P < g
(VI.2.4) Ai,“q‘_:g!(u),---,Azuq‘_:m(u) € Clluk ; avec pi < gi)]-

D’une fagon plus explicite, opérateur Auliq::00 PeUt s’écrire :

s 15 " .’n” 8 _7',n”
(V1.25) Aullgzor = w373 ym A% g (4lfrea € c)

j:l n'

r
n

avec des coefficients Ai:“g

L " 3 - .
. Scalaires et des mondmes y®" ne faisant intervenir que les uy
de niveaux pj, < G '
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Ici encore, ’équation du pont (VI.2.1) doit s’interpréter composante par composante.
Elle livre alors :

(VI26) Aup7(z]gi:0) = ). <n',A3||q,-:a!> o (2 | @i 1 0) B g

n(w)+n'+4+n''=n

- avec une somme ), qui est finie,
- avec des scalaires (-,-) donnés par la formule :

(VI27) <n”AEﬁqg‘!3!> = exp ( Z n;: . (zi)pk/fh')

Pe<q;

qui sont strictement subexponentiels en 2; et doivent s’interpréter comme des rétrofacteurs.
Résumons les principales différences entre les intégrales z(z;,u | g : 0!) de niveaux
supérieurs et I'intégrale z(z1,w || ¢1) de plus bas niveau :

(i) celle-ci appartient & R ; celles-la appartiennent a R( (g::9))

(ii) celle-ci est isotrope ; celles-la dépendent crucialement d’une multipolarisation 6.

vn
(iii) celle-ci a des composantes ¢; (¢; || @i : 8!) & singularités dures, de type fortement

explosif, du fait de la présence du rétrofacteur E" dans l’équation de résurgence (V1.2.6).

(iv) celle<ci (resp. celles-la) présente (dans le modéle convolutif) des singularités de-
scriptibles chacune au moyen d’un opérateur A, |q, (resp. Au|jq;:61) comportant un nombre
fini (resp. infini) de parametres scalaires.

Rappelons enfin une derniére différence, qui cette fois oppose les intégrales de plus
haut niveau gy, (ce sont les “plus polarisées”), qui sont toujours sommables, et celles de
niveaux inférieurs, qui en général ne le sont pas. (Une intégrale de niveau intermédiaire
est sommable si et seulement si tous les invariants des niveaux supérieurs sont nuls.)

La s’arrétent les différences entre les intégrales de différents niveaux : tout le reste
n’est que similitudes.

(V1.3) Systémes complets et libres d’invariants holomorphes

PROPOSITION VL.3.1. Invariance des A,

Considérés comme définis modulo une dilatation w; — uic;, les opérateurs 4. intervenant
dans les différentes équations du pont sont des invariants analytiques du systéme (V.1.5),
en ce sens qu'ils ne changent pas si on remplace (V.1.5) par un systéme qui lui est ana-
lytiquement conjugué. De plus les A, sont des invariants holomorphes, en ce sens qu'ils
sont des fonctions entiéres du systéme (V.1.5), c’est-a-dire de l'infinité des coefficients des
fonctions b;(¢,T1," "+, Ty).

PROPOSITION VI1.3.2. Systémes complets d’invariants analytiques
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L’ensemble de tous les 4,4, de plus bas niveau et de tous les A, ||q,:¢1 de niveaux supérieurs
constitue un systéme complet d’invariants analytiques du systeme différentiel (V.1.5) :
deux tels systémes différentiels sont analytiquement conjugués si et seulement si ils ont
meéme ﬂw”ql et mémes ﬂw”q“g!.

Notons bien que les invariants des différents niveaux sont parfaitement indépendants :
il faut mettre tous les niveaux & contribution pour obtenir un systéme complet d’invariants.

PROPOSITION VI.3.3. Systémes libres d’invariants analytiques
Soit {14, (g;) une partie de Coo qui, pour tout @ € N(g;) C C, contienne exactement g; points
distinets w situés au-dessus de &. Soit ensuite, pour tout w € {1y (¢:), une multipolarisation

(V1.3.1) 9! = 8l(w) = (07 (w),---,0;7 (w))
qui soit compatible avec w, c’est-a-dire telle que

(VI1.3.2) w e (gi:0).

Alors, la famille des invariants :

(VI.3.3) {Aujjguorw) s TSI wE 0, (2:) }

constitue un systéme complet et libre d’invariants analytiques du systéme différentiel
(V.L5).

Ici “libre” veut dire qu’il n'y a pas un seul invariant superflu. Pour une définition
précise, voir [...].

REMARQUE 1. En cas de quasirésonance des \; de méme niveau, il apparait des invariants
analytiques dits métaholomorphes (qui ne sont ni holomorphes ni méme constructibles)
mais les A,, n’en constituent pas moins, méme dans ce cas, un systéme complet d’invariants
holomorphes du systéme différentiel (V.1.5). Enfin, en cas de résonance de ); de méme
niveau, I'intégrale formelle change complétement d’aspect, mais notre méthode continue
de s’appliquer, en utilisant des accélérations plus générales (permettant de passer non plus
d’un niveau & un autre, mais d’une génération a une autre, voir [...]).

REMARQUE 2. Calcul des invariants

L’équation du pont détermine constructivement les invariants 4, et conduit a des calculs
numériques tout 4 fait abordables. En outre, de méme qu’il existe une formule développant
Iintégrale polarisée z(z;,u || ¢; : 0!) en séries de mondmes de résurgence polarisés V7' (z ||
g; : 0, il existe une formule développant chaque invariant holomorphe A,|q;:01 en série
convergente de scalaires V.5'(w || ¢ : 8!). Voir a ce sujet [...]-

(VI1.4) Dépolarisation des invariants holomorphes
PROPOSITION VI1.4.1. Passage d’une polarisation a une autre ( transpolarisation).
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Fixons un niveau critique gi, puis choisissons un w dans Noo(gi) et deux multipolarisations
9! et ! qui soient chacune compatible avec w :

(VI.4.1) o = (65,---,057) et we (g:6)

1

(V1.4.2) b1 = (éil,---,éfg—;) et we (q:0).

Alors on passe de 'opérateur polarisé Ay jjq;:6! 3 'opérateur polarisé A w||qs:6 PBT UNE sub-

stitution convergente S(g; :: 01,6!) de la forme

3 w; — u;+ fj(u)
(VI43) Sq,-::&!,gl! { ajre(; fJ(ij) € JC{Uk;pk < qi}'

Soit explicitement :
(VI'4'4) ﬂw”q,—:@! = Sq,—::@!é‘! ) Aw”q;:ﬂ! ) Sq,-::ﬁ'!,ﬂ!-

Les coefficients de la substitution S, .55 €t de son niveau S__..g1 5 S€ calculent (tres ex-
plicitement d’ailleurs : voir [---]) & partir de deux ingrédients :

(i) le moule scalaire W* (g; :: 6!) de la section § IV.4.
(ii) les invariants Aur|jg;:00 de niveau g¢; < gi et dont l'indice w’ est situé dans le secteur
limité par les axes 6; et 53-.

La possibilité de transpolariser n’est nullement surprenante : elle résulte d’ailleurs
directement des résultats de la section précédente sur la complétude des systémes d’inva-
riants. Ce qui est plus inattendu, en revanche, c’est la possibilité de dépolariser les in-
variants de tout niveau (alors que, comme on I’a signalé, on ne peut pas dépolariser les
intégrales de niveaux supérieurs).

PROPOSITION VI.4.2. Passage du polaire a Disotrope (dépolarisation)

Pour tout niveau critique g; et toute multipolarisation 8!, il existe une substitution canon-
ique Sy, .41 analogue aux substitutions S .. g de transpolarisation, mais faisant passer
des invariants polarisés A,j|q:01 & des invariants A,|q, qui sont dit isotropes car ils ne sont
entachés d’aucune polarité :

(VI-4-5) Aw[!q; = Sq_.lf)' : Aw“q;:ﬁ! . Sq,—::B!-

Les coefficients de la substitution dépolarisante, comme ceux des substitutions transpo-
larisantes, se calculent explicitement a partir du moule W*(g; :: 0!) et des invariants de
niveaux inférieurs. Evidemment, I’ensemble de tous les invariants isotropes Aullq; forme
un systéme complet d’invariants analytiques du systeme différentiel (V.1.5) et il n’est pas
difficile d’en extraire des systémes complets et libres.

(V1.5) La méthode de I’intégrale epsilonnisée.
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On peut calculer les invariants isotropes Aw|\q; directement, sans passer par les invari-
ants polarisés Aujg 01, La méthode est la suivante :

Premiérement, on remplace le systeme (V.1.5) par un systeme épsilonnisé :
il o

o Ezi + Az = eb,-(t,a:l,---,xy) (i: 1,"-,1/).

(VI.5.1)

Deuxiémement, on calcule, par le méme jeu de prosolutions et de rétrosolutions qu’au §
V.1, les solutions isotropes de niveau g; du systéme épsilonnisé. Ce sont des développe-
ments formels du type :

(V1.5.2) z(z,u, €| @) = Z Z e ut E® (2 || ¢:)e™ " (i || 4)

ngEN nelN”

avec des ™™ (z; || ¢;) développables en séries bigrades et résurgentes (mais sans coupu-
res stellaires dans le modéle convolutif).

Troisiemement, on écrit I’équation du pont épsilonnisé de niveau g; que vérifie (VL5.3).
Celle-ci fait intervenir des opérateurs Ayjjq;(€) de la forme :

(VI1.5.3) Aujgs(e) = Y €A,

ng EN

o1 chaque A, q; est de la forme (VI.2.2).

Quatriémement, on somme en € dans (V1.5.3) et on fait € = 1. Le miracle est que cela soit
possible (la somme en € existe) alors que Iintégrale épsilonnisée isotrope ne peut pas, elle,
atre sommée en € - sauf dans le cas tres particulier des systémes affines et linéaires (voir
ci-aprés).

(VIL.6) Le cas trés particulier des systémes linéaires ou affines
Supposons que le systéme (V.1.5) soit linéaire ou affine, c’est-a-dire du type :

t1+pei d v .
Lo+ Nz = bi(t) + Y zibi(t) (1<45 <)

.6.
(V1e.1) o

i=1
avec bi(t) et bi;(t) € C{t}. (Le cas linéaire correspond évidemment & la nullité des b;). Tous

les résultats précédents s’appliquent a ce cas, mais avec plusieurs particularités notables :

Premiérement, les intégrales polarisées de tout niveau (elles sont évidemment linéaires ou
affines en u) ne présentent aucune coupure stellaire : dans le modéle convolutif, I’étoile de
définition est Coo tout entier.

Deuxiémement, il existe, a tout niveau g;, une notion naturelle d’intégrale isotrope z(z,u ||
g;) et les invariants isotropes A,)|q; Peuvent se calculer directement a partir de ’équation
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du pont appliquée & z(z;,u || ¢;), sans passer par les invariants polarisés ni méme par
I*intégrale épsilonnisée.(

Troisiémement, au niveau g;, les seules dérivations étrangeres A, susceptibles d’agir (sans
I’annuler) sur I'intégrale isotrope z(z;, v || ;) correspondent a des indices w de projection :

(VI1.6.2) W = Aj —Ap pour p; =pp=¢;
ou de projection :
(V1.6.3) w = +A; pour p;=¢.

Quatriémement, les opérateurs invariants A e revétent la forme :

(VI.6.4) At = AT F . siw = Aj— Ak
: 2 i
(V1.6.5) Aullg: = E AlFu,— sl w o= A
<P Buk
) a ()
(VI'6°6) ﬂw“q; = Z A-iak Uy 7— si w= —Ak.
Pj <Pk Dk

Les coefficients de A4, sont notés uniformément AJ" dans les trois cas, mais comme
le signe de p; — pi est différent (nul, positif, négatif) dans ces trois cas, aucune confusion
n’est 3 craindre. Il n’est pas non plus nécessaire d’'indiquer de quel niveau g; provient
Pinvariant A7F car ce niveau est donné par ¢; = sup(p;, PK)-
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NOTES

( Jsi deg(wy + -+ ;) < p et si par conséquent une rétrosolution est requise & 1’étape 1.

( )Bien sir, les ¢m (- ++) sont des scalaires € C. Pour alléger Pécriture, mais faisons I’hypo-
these d’irrationalité qui écarte les termes en (log 2)°.

( )Sur la localisation des singularités et la forme des équations de résurgence, voir § IV.3
ci-apres.
- P gasmple Vo(- TV e = VT R TERE g + Vs o,

( et méme (uniformément) accéléro-sommables, car les accélérées correspondant au plus
haut niveau critique sont (uniformément) sommables.

( Jcomme d’habitude on fait, pour simplifier les écritures, I’hypothése d’irrationalité qui
écarte les log z.

( Jet méme sur un secteur un peu plus grand (voir remarque ci-aprés).

- Jautrement dit, pour tout Pt {Zpi=p niA; =0;n; € E} & {n; =0}

( Jcela veut dire que les combinaisons entiéres > p:=p MiAi Ne peuvent pas approcher 0 trop
vite, ce qui équivaut & une certaine condition diophantienne toujours réalisée en pratique
(en particulier pour des ); algébriques).

( les systémes locaux 3 plusieurs niveaux les plus généraux ont une forme normale qui,
a la différence de (V.1.1), peut comporter une infinité de termes “croisés” mais cela ne
change RIEN quant aux difficultés d’analyse.

( Jou parfois une étoile plus grande. Iy a lieu de distinguer 1’étoile de régularité et I’étoile
maximale de définition. Voir a ce sujet [ |.

( voir notre livre “L’équation du point et la classification analytique des objets locaux”.
Publ. Math. Orsay, 1981.

( 1] existe toujours de telles § :! on peut en particulier prendre une multipolarisation

hY . rd - e—
“constante”, c’est-a-dire vérifiant €, =€y =---€;_; = + et 2—i = % = e il = il"qg,—“.
Er— 1

( Jun autre cas important ol cela se produit est celui des systémes “unilatéraux” (par
opposition a “sesquilatéraux, cf. [---]).
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