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1. Introduction

2. Indépendance linéaire de deux vecteurs et v dans Vi3

Rappelons que I’espace vectoriel 7R3, consiste en des vecteurs a trois composantes :

U U1 w1
u = U9 s (= (%] s w = Wa s e s
us U3 ws

qui bénéficient de I’addition et de la multiplication par des scalaires :

Uy U1 cuy dvy cup +duvy
ci+dv=c|l u | +d| vo | = | cug | + | dvy | = | cus +dwsy
Us U3 cus dvs cuz + duvs

Rappelons aussi que 1’espace des points R3, ¢’est-a-dire des triplets :
(z,y,2) € R,

ne doit pas étre confondu avec de I’espace des vecteurs 7R3. Toutefois, on produit des
vecteurs en « soustrayant » deux points donnés :

z@ = (IB —TA, YB — YA, 2B — ZA)-
Maintenant, pour définir la notion de 2-plan dans I’espace des points R?, il faut se donner
un point « de départ » dans R? :
Po = ($07 Yo, Zo),
ainsi que deux vecteurs @ et U placés en ce point, et se déplacer dans les deux directions
possibles définies par u et v :
? — —
P = {po +su+1tv: s € R quelconque, t € R quelconque}
C R°.
Cependant, deux vecteurs choisis au hasard ne donnent pas toujours deux directions

indépendantes dans I’espace,

Question 2.1. Comment exprimer que deux vecteurs donnés u € 711@ etv € 7R3 sont

linéairement indépendants ?
1
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Dans le chapitre consacré aux droites dans le plan, nous avons vu que deux vecteurs
arbitraires de 1’espace vectoriel réel a 2 dimensions V gs :

- Uy - U1
u = s v = s
U2 (%

sont linéairement indépendants si et seulement si leur déterminant ne s’annule pas :

Uy v
Uz V2

0 #

= U1V — U V1.

En particulier, ceci implique que @ # (J) et ¥ # ({)) sont chacun non nuls — sinon, le
déterminant vaudrait O !
En dimension 3, avec deux vecteurs a 3 composantes :

Uy U1
U = U9 s U = (%) s
us U3

on peut former une matrice a 3 lignes et a 2 colonnes :

Uy v
Uy V2 )
usz U3

et étre « tenté » d’extraire les 3 couples de lignes (1,2), (1,3), (2,3) :

Uy U Uy U1
Uy Vo |, s Ug V2 |,

us U3 Uz U3

puis de former les 3 déterminants 2 X 2 correspondants — et ¢’est la bonne idée !
« En mathématiques, étre tenté, c’est toujours une bonne idée ! »

Nous admettrons alors I’énoncé suivant, dont la démonstration pourra étre reconstituée
par les lecteurs curieux qui s’inspireront d’une proposition analogue, déja démontrée dans
le chapitre consacré aux droites dans le plan.

Mais auparavant, rappelons que :

(i) + <8> — Au moins 1 parmi les 3 réels a, b, c est # 0.

c 0
Proposition 2.2. Dans [’espace vectoriel 711@ a 3 dimensions, soient deux vecteurs non
nuls :
N Uy 0 . V1 0
U = |u2 0 et U = |v2 0).
() # () () # ()
Alors les trois conditions suivantes sont équivalentes.

(i) u et U sont linéairement dépendants, a savoir par définition, il existe un couple de
scalaires (A, i) # (0,0) non tous les deux nuls tels que :

0= \i+ pd.

(ii) 1l existe un scalaire non nul T € R* tel que i = 70 [d’oﬂ aussi %ﬁ = 17].
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(iii) Les 3 déterminants 2 x 2 extraits sont nuls :

Uy v
Uz V2

uy v
usz U3

Uz V2
us U3

0= , 0= : 0= : O

Par contraposition, deux vecteurs 4 et v sont alors linéairement indépendants si et seule-
ment si au moins 1 parmi ces 3 déterminants est non nul :

U U1 Uy U1
Uy Vo us U3

Uz V2
us U3

# 0 ou # 0, ou # 0.

Grace a ces préliminaires, nous pouvons enfin formuler une définition rigoureuse du
concept de 2-plan dans I’espace ponctuel R3.

Définition 2.3. Un plan dans ’espace R? représenté de maniére paramétrique est un en-
semble de points du type :

P = {po +su+tv: s € R quelconque, t € R quelconque},

N 3 . N u1 — U1
ou pg = (xo, Yo, zo) € R est un point quelconque, et ot ¥ = (gg) etv = (gg) sont deux

vecteurs linéairement indépendants arbitraires.
Dans la pratique, c’est-a-dire en TD, en DM, et en Examen, les vecteurs u et ¢’ seront la
plupart du temps numériques et concrets. Vérifier qu’ils sont indépendants sera alors aisé,

puisque d’apres la caractérisation (ii), il suffira de vérifier qu’ils ne sont pas colinéaires, ce
que I’on pourra faire la plupart du temps « a I’ceil », sans aucun calcul.

3. Définition d’un 2-plan dans R? par une équation cartésienne

Ainsi, les trois coordonnées (x, y, z) d’un point général sur un 2-plan issu du point :

po = (20, Yo, 20),
et dirigé par les deux vecteurs indépendants « et v’ sont :

T = xg+ suy +tvy,
Y = Yo+ Suy + tug,
z = 29+ susz+tus.

Comme s et ¢ sont des nombres réels variables quelconques, et comme les p;, les u;,
les v; sont des constantes, ré-écrivons ces trois équations sous la forme d’un systeme de 3
équations a 2 «inconnues » s et ¢ :

su; +tv, = x — xo,
suy +1vy = Y — Yo,
sug+tvy = 2 — 2.

Par hypothese :
up v up v Uy v
L ou R I ) ou 2 2.
Uz V2 uz Vs uz Vs
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Pour fixer les idées, supposons que le premier déterminant |y} vi| # 0 ne s’annule pas.

(Quand le second ou le troisieme déterminant est # 0, les calculs sont trés analogues.)
Alors nous savons que le systeme constitué des équations 1 et 2 :

suy +tvy = x — xo,
suz +tvy =y — Yo,

se résout en :

’[E—JJO U1
g = Y—Y v2 :(x—%)w—(y—yo)%’
up V1 Uy V2 — U2V
Uz V2
’Ul T — X
P U2 Y —Yo :u1(y—yo)—uz($—l’o)_
u;r 1 U1 V2 — U V1
Uy V2

Les étudiants qui ne se souviennent pas de ces formules pourront : ou bien résoudre
eux-méme ce systeme a la main ; ou bien réviser rapidement le chapitre qui présente des
formules générales pour intersecter deux droites dans le plan ; ou bien [technique la plus ra-
pide] vérifier directement a la main que ces deux formules satisfont bien le systeme linéaire
ci-dessus.

Puisque nous savons ce que valent s et ¢, nous pouvons ensuite les remplacer dans
I’équation 3 :

Z2—2y) = Suz+tus

_ <($—$o)02—(y—yo)111> <U1(y—yo)—u2($—$0)>
= Ug"‘ V3,
U Vg — Ug V1 U1 V2 — U2V

et continuer les calculs en commengant par faire basculer a gauche le dénominateur com-
mun u1vg — UgUq -

[urvy — ugu] (2 — 20) = (2 — @0) v2uz — (Y — yo) v1us + w1 (Y — yo) v3 — ug (¥ — o) v3
= [ugvg — ’LL2’U3] (x —x0) + [— usvy + ulvg] (y — o),
c’est-a-dire de maniere équivalente :
[uavs — ugvs] (z — o) + [usvr — wyvs] (Y — yo) + [urve — usr] (z — z) = 0.

Tiens ! Des visages connus ! Au signe pres, on retrouve les deux déterminants 2 x 2 ci-
dessus ! « Ca, c’est chouette » ! Et nous avons supposé qu’au moins 1 parmi ces 3 facteurs :

U3 — UgVe # 0 ou uzvy — uvg # 0, ou U v — Uty # 0,

était non nul. Donc nous trouvons une vraie équation, qui fait apparaitre au moins une
parmi les trois coordonnées (x — zy), (y — yo), (2 — 20)-
En donnant des noms plus simples a ces trois facteurs :

a4 = UQU3 — U3V, b= UzvV1 — U1V3, C = U1V2 — UQV1,
nous avons donc construit une équation cartésienne :

a(x—x0)+b(y—yo)+c(z—2) = 0.
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On peut aussi I’écrire :
ar+by+cz = axy+byy+ ¢z,
et méme poser pour abréger :
d = axog+byo+ czp.
Définition 3.1. Un 2-plan P C R3 est un sous-ensemble de R? défini comme lieu d’annu-
lation d’une équation cartésienne :
P = {(z,y,2) €R’: ax + by + cz =d},
ot (a,b,c) # (0,0,0) et d € R sont des constantes.

Comme pour les droites dans le plan, on peut démontrer le résultat suivant, que nous
admettrons.

Théoreme 3.2. [Equivalence entre deux définitions] Un 2-plan P C R? peut étre défini
de deux manieres équivalentes, comme :

G P:= {pg +su+tv: seR, teR quelconques}, avec un point quelcongue py € R?
et deux vecteurs linéairement indépendants « € 7R3 etv € 7}1@ ;

(i) P := {(m,y, 2) ER3: ar +by +cz = d}, avec des constantes réelles a,b,c,d € R,
telles que (a,b,c) # (0,0,0). O

La deuxieme représentation consiste en une équation cartésienne, bien connue depuis
le lycée. Autrement dit, un plan dans R® peut toujours étre considéré comme I’ensemble
des solutions d’un systeme linéaire compatible a trois inconnues, constitué d’une unique
équation, et dont la forme échelonnée réduite peut étre ou bien :

[m o % x| ou bien : [0 m % x| ou bien : [00m x|

mais certainement pas :
(000 m]

ce qui correspondrait a (a, b,c) = (0,0,0) et a d = m, car cette forme est la forme générale
d’un systeme incompatible.

4. Produit scalaire et vecteur orthogonal directeur d’un 2-plan P C R3

Rappelons que dans R?, le produit scalaire euclidien (canonique) entre deux vecteurs
u v .
= (u)etd= (gé) est défini par :

us
N ul U1
UeVU = | U2 | o | v2 = U1V + UV + U3V3.
A tout couple de vecteurs, le produit scalaire associe donc un nombre réel (et non pas un
vecteur !), ce qu’on appelle un scalaire.

Définition 4.1. On dit que deux vecteur « et ¢’ sont orthogonaux si 0 = i « U, ce qu’on note
u L.
Soit un plan d’équation cartésienne :

ar+by+cz =d.
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Proposition 4.2. Un plan P C R3 passant par un point py = (x¢,vo, 20) € R? de ’es-

pace peut étre défini comme 1’ensemble des points M € R3? tels que le vecteur poM est
a

orthogonal a un vecteur non nul ( ’;) donné :

—
P = {M:(:B,y,z) € R3: pOMJ_(

[SISaRs]

)} O
Autrement dit :
0= il ()
() - ()
= y-vo ) o
zZ—20
= a(m—xo) +b(y—yo) +C(2’—2’0),

et on retrouve bien une équation cartésienne de plan.

o oQ

Ensuite, soit un plan quelconque donné par une équation cartésienne :
P = {(a:,y,z) eER®: ax+by+cz= d},

avec (a, b, c) # (0,0,0). Un vecteur orthogonal (normal) naturel est donc :

. a
np (= |b).
c

Nous affirmons que les trois vecteurs suivants dont les coordonnées sont formées a partir
des coefficients (a, b, ¢) de I’équation cartésienne du plan :

N —-b = —c 5 0
Uz ‘= |\ a |, Uz ‘== {0 ), U2z = | =¢],
0 a b

sont paralleles a ce plan, c’est-a-dire contenus dans ce plan a une translation pres, car le
plan ne passe pas forcément par I’origine (0, 0,0), 2 moins que d = 0.
En effet, il suffit de vérifier qu’ils sont orthogonaux au vecteur normal :

2 L 2 L 2 L
0 = Upenp oUl, 0 = uygenp ouUl, 0 = uUs3enp OUL

Lemme 4.3. Etant donné trois nombres réels (a,b,c) # (0,0,0) non tous nuls, il y a
toujours, parmi les 3 vecteurs :

e = (5) = (1) = ()
Upp = | a Uz == (0 Uz 1= | —c
12 6 ) 13 a )’ 23 b )
au moins 2 vecteurs linéairement indépendants.

En fait, il ne peut pas y en avoir plus que 2 qui sont linéairement indépendants, puisqu’ils
sont tous paralleles a un plan P C R?, de dimension 2.

Démonstration. Appliquons la Proposition 2.2 (iii) et calculons les 3 déterminants 2 x 2
extraits pour chacun des couples de vecteurs.

[ 17:12 et 1713 .
-b —c
a 0

a 0
0 a

= ac, = a°.

0 a

En particulier, nous constatons que si a = 0, tandis que (b, ¢) # (0,0) par hypothése, ces
trois résultats valent 0, et dans ce cas, les deux vecteurs ;5 et i3 ne sont pas linéairement
indépendants. Quand a = 0, il est donc nécessaire de considérer aussi 3.
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[ ﬁlg et ﬁgg .

-b 0| b 0| a —c|

0 —c = bc, ‘O b‘——b, 0 b = ab.
L] ﬁlgetﬁggl

—c 0] 5 —c 0 _ 0 —c| _

0 —c| a b’ = —be, a b | ¢

En regardant les 3 x 3 = 9 résultats, nous voyons des carrés a2, — b?, ¢?, les autres étant
des produits. Comme au moins 1 parmi les 3 nombres réels a, b, ¢ est # 0 par hypothese,
nous concluons qu’au moins 1 de ces 9 déterminants est # 0, et donc, au moins 1 parmi les
3 couples de vecteurs :

(6127 613)7 (17127 623)7 (ﬁ137 623)7
est linéairement indépendant, ce qu’il fallait démontrer. U
Résumé 4.4. Etant donné I’équation cartésienne a x+by+cz = d avec (a, b, c) # (0,0, 0)
et d € R d’un plan dans I’espace R? :

(1) le vecteur non nul :

est orthogonal a D ;

(2) au moins 2 parmi les 3 vecteurs :

N —-b N —c - 0
Uz = | a |, Uz ‘= | 0 ), U3z ‘= \=¢),
0 a b

sont paralleéles a D, c’est-a-dire forment un couple de vecteurs directeurs de P a partir
desquels on peut reconstituer une équation paramétrique de P.

5. Plan passant par trois points non alignés

Intuitivement, on «voit» que par trois points distincts et non alignés A, B, C' dans
I’espace RR3, il passe toujours un et un seul plan. Notons :

A= (an Ya, ZA)a B = (xBa YB, ZB); C = (x07 Yo, ZC)-
Evidemment, si trois points A, B, C' sont donnés, on commence par vérifier que les deux
vecteurs :

TB—TA TC—TA
E = (yB—yA> et f@ = <yc—yA>
ZB—ZA 2C—RA

sont linéairements indépendants, ou bien «a 1’ceil », ou bien en appliquant la Proposi-
tion 2.2.

Question 5.1. Comment exprime-t-on qu’un point quelconque M = (x,y, z) de I’espace
appartient au plan (ABC') ?

Pour un point M = (x,y, z) quelconque du plan, considérons le vecteur :

m: M—-A = (?;;2).

Z—2ZA
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. TF 4 e A L C .
Il est clair que ce vecteur AM doit étre combinaison linéaire des deux vecteurs directeurs

ﬁ et 1@ du plan (ABC). Autrement dit, il existe s € Rett € R — d’ailleurs arbitraires
lorsque M parcourt tous les points du plan (ABC') — tels que :

AM = sAB +tAC,

c’est-a-dire :
T — Ty = S(ZL‘B—ZL‘A) _’_t([L'C_:EA)a

y—ya = s(ys—ya) +1t(ye —ya),

Z— 24 = s(zB—zA) +t(zc—zA).
Proposition 5.2. La représentation paramétrique du plan unique (AB) passant par trois
points distincts et non alignés A, B, C dans I’espace R? est :

T = xA—i-s(xB—mA)—i—t(xc—xA),

Yy =ya+s(ys—ya)+1t(yc—ya),

z = ZA+S(ZB—ZA) —l—t(zc—zA),
ous € Rett € R sont arbitraires. U

Alors le point-mobile doublement paramétré :
M(s,t) = A+ sAB —i—tﬁ,

satisfait :

M(0,0) = A, M(1,0) = B, M(0,1) = C.

6. Intersections d’un plan avec les plans de coordonnées 0zy, 0xz, Oyz
Partir d’une équation cartésienne de plan dans R? :
ar+by+cz = d.

Intersecter ce plan avec les trois plans de coordonnées {x = 0}, {y = 0}, {z = 0}.
Par symétrie entre les coordonnées, étudier seulement I’intersection avec le plan horizontal

{z=0}.
Donc on résout le systeme linéaire :
ar+by+cz =d
z =0
c’est-a-dire :
ar+by =d
z =0
Tout se passe donc dans le plan horizontal a hauteur nulle z = 0. Par hypothése, (a, b, ¢) #
(0,0,0) — sinon, ce n’est pas une équation de plan.
Si (a,b) # (0,0) aussi, la premiere équation est une équation de droite dans le plan

horizontal {z = 0}. On a donc I'intersection de deux plans, le premier tel une feuille posée
verticalement sur une table :

{(z,y,2): ax+by = d},
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dont I’équation est indépendante de z, et le second {z = 0} étant le plan de la table,
justement. Ces deux plans s’intersectent le long de la droite :

{(z,9,0): az+by = d},
située dans le plan horizontal, comme un stylo au repos.
Mais (a,b) = (0,0) peut se produire ! En effet, la contrainte (a,b,c) # (0,0,0) peut
étre satisfaite avec ¢ # 0. Dans ce cas « exceptionnel », le systeme est alors :
Ox+0y+cz =d y = d

z =0 — z =10

il correspond a deux plans horizontaux paralleles. Leur intersection est vide lorsque ‘El #0,
et ces deux plans horizontaux sont confondus lorsque ¢ = 0.
Modulo une permutation des coordonnées x, y, z, I’étude générale est terminée !

7. Equations graphées de plans P C R3

Partir de :
ar+by+cz = d.
Supposer ¢ # 0. Résoudre :
— a b d
Zz = — P Xr — - Yy + -
= pr+qy+r,
Voir la coordonnée verticale z = z(z,y) comme fonction des coordonnées horizontales
(x,y). S’imaginer une surface dans 1’espace, une «nappe » (toute droite, sans bosselures,

une planche bien rabotée, quoi !).
Lorsque ¢ = 0, supposer b # 0, résoudre :

y=—%g+4+4

Voir y = y(x, z) comme une fonction de (z, z), avec les variable z, z libres et quelconques,
dans un cas spécial ol y ne dépend en fait pas de z.
Lorsque c = 0 et b = 0, d’ou a # 0 nécessairement puisque pour I’équation d’un plan il
faut toujours supposer (a, b, ¢) # (0,0, 0), résoudre :
d

a’

Tr =

et obtenir un plan ‘vertical’, avec = = z(y, z) fonction des deux variables libres y, z, et en
fait, fonction constante.

8. Intersection entre deux plans P C R? et P’ C R?

Dans I’espace R?, considérons 2 plans P C R3 et P’ C R3 d’équations cartésiennes
respectives :
ar+by+cz = d,

dr+by+dz=4d,
avec bien sir (a,b,c) # (0,0,0) et (a/, 0/, ") # (0,0,0).

Question 8.1. Quelles sont toutes les intersections possibles entre 2 plans donnés P C R3
etP’ CR3?
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Puisque les 8 lettres a, b, ¢, d, /, b/, ¢, d’ désignent des constantes réelles qui peuvent
pendre des valeurs tres diverses, nous nous doutons bien que de nombreux cas algébriques
pourront se produire, qui correspondront aux trois situations géométriques bien connues.

Plans paralléles Plans non paralléles
confondus strictement paralléles sécants en une droite

La matrice complete du systeme est :

a b cld
a v J|d |’

Tout d’abord, chacune des deux lignes formées par la matrice non complete :

[a bc] #[00 0]
[ ¥ ] # [0 0 0],

ne peut pas étre identiquement nulle. Par conséquent, il y aura toujours un pivot en premiére
ligne.

Pour cette raison, lorsqu’on applique la méthode du pivot pour résoudre un tel systeme
linéaire de 2 équations a 3 inconnues, seuls les trois branches suivantes de cas variés pour-
ront se produire.

e Premi¢rement, quand le pivot de la ligne 1 est en position (1, 1), quatre cas peuvent se

produire :
B ok k| ok Bk k| %k Bk k| ok Bk k| ok
0O m x| |’ 0 0 m|x |’ 0 0 O0|m ]|’ 0 0 0|0

TV TV TV TV
ool solutions ool solutions Aucune solution ! 00? solutions

et les espaces de solutions respectifs sont :

Sol = {(* +xz, k+ %z, z): zeR quelconque},

Sol = {(*+=xy, y, *): y € R quelconque},

Sol = ),

Sol = {(*+*y+=xz, y, z): y € R quelconque, z € R quelconque}.

e Deuxiemement, quand le pivot de la ligne 1 est en position (1, 2), trois cas peuvent se
[ 0 m %

produire :
* 0O m x| x 0O m *x|x%
0 0 m|x |’ 00 O|m ]|’ 0 0 0|0}

N vy 7 N
ool solutions Aucune solution ! 00?2 solutions

N N —~
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et les espaces de solutions respectifs sont :
Sol = {(z, *, *): z € R quelconque},
Sol = 0,
Sol = {(z, *+ %2, z): z € R quelconque, z € R quelconque}.

e Troisiemement et dernierement, quand le pivot de la ligne 1 est en position (1, 3), deux
cas peuvent se produire :

0 0 m|x 0 0 m|=x*
0 00|lm}’ 0 0 0|0}
Aucune\srolution ! 002 sgﬂltions

et les espaces de solutions respectifs sont :

Sol = 0,
Sol = {(z, y, *): x € R quelconque, y € R quelconque}.

Ainsi, grace a cette premiere approche «intuitive » qui sous-entend de nombreux cal-
culs, nous sommes maintenant bien convaincus qu’il y a effectivement trois dispositions
possibles de deux plans P et P’ dans R? :

e les deux plans P = P’ sont confondus +— solutions doublement infinies oo ;
e les deux plans P//P’" avec P # P’ sont paralleles et non confondus «— aucune solu-
tion ;
e les deux plans P N P’ = D sont transversaux, i.e. sécants en une droite <— solutions
simplement infinies co'.

Maintenant, nous pouvons donner une caractérisation tres simple du fait que deux
droites D = D’ coincident.

Théoréme 8.2. Dans I’espace R3, soient deux plans P et P' d’équations cartésiennes
ar+by+cz=detd z+by+cdz=d, avec (a,b,c) # (0,0,0) et (a',V,) # (0,0,0).
Alors on a équivalence entre :
(i) il existe A € R* non nul tel que :
a = \a, b = \b, d = \e, d = \d;
(ii)) P = P
Démonstration. Un énoncé analogue a déja ét€é démontré pour caractériser la coincidence
de 2 droites D C R? et D’ C R? dans le plan, en travaillant avec deux variables x, y. Le
lecteur courageux élaborera aisément une généralisation de cette démonstration au cas de
3 variables z, vy, 2. ]
Terminologie 8.3. Deux plans P C R3 et P’ C R? d’équations cartésiennes :
ar+by+cz = d,

dr+bVy+dz=d,

avec (a,b,c) # (0,0,0) et (a/,0',c) # (0,0,0), seront dits transversaux quand leurs 2

vecteurs normaux :
5 a R a’
np = (b et npr = (v
c o
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sont non colinéaires, i.e. sont linéairement indépendants.

Rappelons que tel et le cas si et seulement si I’'un au moins parmi les 3 déterminants
2 X 2 suivants :
b b

c c

a a
c c

a a

b b/ # O?

£ 0, ou # 0, ou

est non nul.

Théoréme 8.4. Deux plans P C R? et P’ C R3 sont transversaux si et seulement si leur
intersection est une droite. U

Afin de déterminer cette droite, nous pouvons enfin entreprendre un calcul ! Pour fixer

les idées, supposons que :
a da

0# |y
Pour résoudre le systeme linéaire de 2 équations a 3 inconnues associé a nos deux plans P
et P’, ré-écrivons ces 2 équations sous la forme :
ar+by =d—cz,
dr+Vy =d—cz.

Une application directe de formules déja vues dans le chapitre consacré aux droites dans le
plan, ou une résolution manuelle ad hoc (exercice), fournit I’expression premierement de :

i b
T = d—aczb b
a' v
(d—cz)b —(d —=z)b
N abl — a’b
_db' —d'b —cb' + b
~abl —a'b + abl —a'b
puis deuxiemement de :
a d—cz
a' v
_a(d —dz)—ad (d—cz)
a abl — a'b
ad —ad'd —ad +dec

abl — a'b + abl — a'b

Théoreme 8.5. Sous I’hypothese 0 # | b
versaux :

, la droite d’intersection entre deux plans trans-

D :=PnPF,
a pour équations paramétriques :
g o= d—db  —ebtch

 ab—a'b ab'—a'b

_ ad'—ad'd + —ac'+d'c

~ ab—a'b ab'—a’b 7’
z = z,

avec z € R quelconque jouant le role du parametre temporel t € R. U



9. Intersection entre trois plans P, P’, P’ C R3 et déterminant 3 x 3 formel 13

Certainemant, dans la «vraie vie » d’un étudiant de Licence 1, tous les calculs de ce
type seront la plupart du temps a effectuer, non pas avec des lettres formelles a, b, ¢, d, a’,
b, d,d, mais avec des quantités numériques précises.

Enfin, traitons I’intersection entre un premier plan P donné sous forme cartésienne :

ar+by+cz = d,

et un deuxieéme plan P’ donné sous forme paramétrique :
T = Tg+ su; +tv,
Y = Yo + Sug + L,
Z = 29+ susg+tuvs.

Naturellement, on injecte cette représentation dans 1’équation cartésienne, on réorganise :

0=a(zo+sur+tv)+0b(yo+sus+tve) +c(zo+suz+tuvy) —d
= azg+byo+cyo—d+ [au +bus + cuz) s+ [avy +bvs + cus] t,
et on obtient une relation de la forme :
0=a+pBs+~t

La plupart du temps (mais pas toujours), on a 5 # 0 ou v # 0. Quand vy # 0, on peut donc
résoudre ¢ en fonction de s, ce qui donne :

t=—2o_2Bg
v v

et en remplagant dans la représentation paramétrique, on obtient la droite d’intersection
D:=PNP:

T = xo—%vl—i-[m—gvﬂ S,
y = yo—%v2+[u2—§v2] s,

z = zo—%vng [u;;—%vg} s.

A nouveau, dans la vraie vie, ces calculs seront a effectuer non pas avec des lettres, mais
avec des nombres (rationnels) explicites.

9. Intersection entre trois plans P, P', P” C R? et déterminant 3 x 3 formel
Avec (a,b,c) # (0,0,0), avec (a/,0',c") # (0,0,0), avec (a”,0",c") # (0,0,0),
donnons-nous trois plans P, P’, P” dans I’espace R? sous forme cartésienne :
ar+by+cz =d,
drx+Vy+dz=4d,
"z +0"y+d 2 =d".
Les 3 vecteurs normaux correspondants sont :
@ @) aee ()
Géométriquement, on se doute bien que :
e P, P, P" sont paralléles si et seulement si :

1 = dim Vect (’I’LP7 npr, 7’Lp//>;
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e Deux parmi les trois plans P, P’, P” sont paralléles si et seulement si :
2 = dim Vect (ip, fip:, iipr);

e P, P, P” s’intersectent en un point unigue si et seulement si :
3 = dim Vect (ﬁp, Tipr, ﬁpu).

En réfléchissant plus, on trouve les situations géométriques suivantes.

On considére trois plans &2, &5 et P3 de vecteurs normaux respectifs iy, ny et n3.

e Point de vue géométrique
1. L’intersection des plans &1, &5 et &5 peut étre vide.

Deux plans sont sécants suivant une droite d et le
troisiéme plan est strictement parallele a d

Deux plans sont strictement paralléles et le
troisiéme les coupe suivant deux droites paralléles
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Deux plans sont strictement paralléles, le troisiéme est paralléle aux précédents

2. L’intersection des plans &7, &, et &3 peut étre un point.
d

Deux plans sont sécants suivant une droite d et le troisiéme coupe d en un point A.

3. L’intersection des plans &, &, et H5 peut étre une droite.

Les trois plans sont sécants suivant une droite d
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4. L’intersection des plans &7, &5 et &3 peut étre un plan.

gzg '@2

P

Les trois plans sont confondus

Probleme 9.1. Décrire algébriquement toutes les situations respectives possibles de 3 plans
quelconques P, P', P" dans I’espace R3.

La matrice complete du systeme linéaire décrivant I’intersection P N P’ N P” des trois
plans est :
a b c|d
a v Jd|d
a// b// Cl/ dl/
Tout d’abord, chacune des trois lignes formées par la matrice non complete :
[a b c] #[00 0],
[ ¥ ] # [0 0 0],
|:a// b// C//] # |:0 0 Oi|’

ne peut pas étre identiquement nulle. Par conséquent, il y aura toujours un pivot en premiére
ligne.

Pour cette raison, lorsqu’on applique la méthode du pivot pour résoudre un tel systeme
linéaire de 2 équations a 3 inconnues, seuls les trois branches suivantes de cas variés pour-
ront se produire.

e Premitrement, quand le pivot de la ligne 1 est en position (1, 1), six cas peuvent se
produire :

W x k| Xk H X kx| ok W Xk X H X *
0O m x*|x |, 0O m x|x |, 0 0 m|=x |, 0 0 m|=x |,
0 0O m|x 0 0 0O|m 000 0 0 00
V) _ ) ~—. _
v v vV Vv
1 solution Aucune solution ! Aucune solution ! ool solutions
W ok k| k W ok k| ok
00 O0|m |, 0 0 00
00 0|0 0 0 00
_ - — v
VvV TV
Aucune solution ! 00?2 solutions

e Deuxiemement, quand le pivot de la ligne 1 est en position (2, 1), quatre cas peuvent se
produire :

0 m *|x% 0O m *| % 0 m *|x% 0 m *|x%
0 0 m|x |, 0 O m|=x |, 0 0 O|m |, 0 0 00
0 0 O|m 0O 0 00 0 0 0|0 0O 0 00

TV TV TV TV
Aucune solution ! ool solutions Aucune solution ! 00?2 solutions
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e Troisiemement, quand le pivot de la ligne 1 est en position (3, 1), deux cas peuvent se
produire :

0 0O m|x 0 0 m|=x
0 0 O0|m |, 0 0 0|0
0 000 0 0 0|0
Aucune;lution ! 002 sgﬂltions

Terminologie 9.2. Trois plans P, P/, P C R3, d’équations cartésiennes :
ar+by+cz = d,
dx+by+dz=4d,
a//x+b//y+cllz — d”,

avec (a,b,c) # (0,0,0), (a”,0",c") # (0,0,0), (a’',b',c) # (0,0,0) seront dits transver-
saux quand leurs 3 vecteurs normaux :

N a 5 a’ . a'’
ir = (£). i = (1) i = (1)
c o o’
sont linéairement indépendants.

Maintenant, nous ne savons toujours pas comment caractériser 1’indépendance entre
trois vecteurs.

Pour I’instant, essayons de résoudre notre systeme linéaire. Commengons par éliminer
x entre les équations 1 et 2 :

d(ax+by+cz =d),
aldz+by+dz=d),
ce qui donne :
(a'b—ab)y+ (dc—ad)z = dd—ad'.
De méme, éliminons x entre les équations 1 et 3 :
d'(ax+by+cz = d),
a(a/,ZL‘—f—b”y—l—C/,Z — d”)7
ce qui donne :
(a"b—ab")y+ (a"c—ac") z = d"d— ad".
Nous obtenons ainsi un systeme de 2 équations a 2 inconnues de la forme :
ay+pz =7,
ady+p8z =7,
et on sait ce qu’il faut faire pour le résoudre, modulo le fait que ici, les constantes «, 3, v,
o/, 3,7/, sont un petit peu compliquées.
En tout cas, nous pouvons calculer courageusement afin d’éliminer la variable y :

(a”b— ab”) <(a’b —ab)y+ (d'c—ac) z) = d'd— ad,
(a'b— ab) ((a"b —ab")y+ (a"c — ac”) z) = ad"d— ad",
et nous obtenons une équation en z seulement :

[(a"b—ab”) (a’c—ac’)—(a'b—ab') (a"c—ac")} z = (a”b—ab”) (a'd—ad’)—(a'b—ab’) (a"d—ad").
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Maintenant, développons tous les termes :

a"ba'd, — a"bad — ab’a'd + ab”ad’
—a'ba"d, + a'bad” + ab'a”d — ab'ad”

a"ba’c, — a"bac’ — ab’a'c + ab”ac

—a'ba"c, + d'bac” + ab'a"c — ab'ac”

observons que 2 paires de termes s’annihilent, et que tout se factorise par a :
—a [ab’c" +a'b"c+a"bd —a"t c—a'be" —ab’ } z=—a (ab’d”+a'b"d+a"bd’—a"b' d—a'bd"—ab"d )

Définition 9.3. Le déterminant d’une matrice 3 x 3 :

U vV W
Uz V2 W2 |,
us V3 wWs

est le scalaire noté avec des barres verticales, et calculé mentalement grace a la « régle de
Sarrus » :

u;y vV Wy
Uy V2 W | = UIV2W3 + UV3W1 + UV W2 — U3V2W1 — U2V W3 — UIV3W2.
U3 vz wWs

R
Sk Vi

TN

Apres échange entre lignes et colonnes, le déterminant reste le méme :

Uy vV wp Uy Uz U3
U V2 W2 | = | V1 V2 Vs
Uz Vs ws wy Wz W3
On peut démontre la
Proposition 9.4. Trois vecteurs dans I’espace R? :
Uq U1 w1y
U = U2 s U = (%) s w = W2 s
Usg Us w3

sont linéairement dépendants si et seulement si leur déterminant s’annule :

0

U V1 wr
= | Uy V2 W2 O
uz vz ws
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Par contraposition, u, ¥, w sont linéairement indépendants ssi :

U V1 wq
0 7£ Ug Vg W2
uz vz ws

En revenant a 1’équation laissée sur le bord du chemin plus haut, on constate, apres
division par a (que I’on suppose # 0), que z se résout sour la forme d’un quotient de deux

déterminants :

a b d

a b od
a// b// d//

- a b ¢

a b

all b// c//

Théoréme 9.5. [Formules de Cramér en dimension 3] Dans [’espace R3, trois plans
donnés sous forme cartésienne :

ar+by+cz = d,
dr+Vy+cdz=d,
a//x+b//y+0//z — d//’

avec (a,b,c) # (0,0,0), avec (a',V', ") # (0,0,0), avec (a”,0",") # (0,0,0), s’inter-
sectent en un point unique () :== P N P’ N P” si et seulement si leurs 3 vecteurs normaux :

N a . a’ . a
np = (b) , np = (b’) , Nnpn = (b”) ,
C C/ C“

sont linéairement indépendants, si et seulement si :

a b c
0#|d b ¢
a// b// C//

Dans ce cas, les coordonnées du point () = P N P' N P” sont :

d b ¢ a d c a b d
d b a d a v d
L d// b// C// L a// d// CII L a// b// d//
rQ = a b c|’ Yo = a b c|? Q= a b cl|”’ O
a b a b a b
a// b// c// a// b// C// a// b// C//

10. Droites D C R3 dans I’espace R?
Dans I’espace R3, soit un point fixé :

Po = <x07 Yo, 20)7

= ()46

Question 10.1. Comment définir la droite passant par le point py qui est dirigée par le
vecteur non nul v ?

et soit un vecteur non nul fixé :

C’est tres simple ! Un point quelconque M = (x,y, z) appartient a cette droite si et
seulement si le vecteur po M est colinéaire au vecteur ¥. Autrement dit, avec ¢t € R quel-
conque, ssi :

— .
poM = tv.
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En coordonnées, nous obtenons la représentation paramétrique d’une droite D C R? dans
I’espace :

T —Tg = ta,

Y—Yo = tﬁ?

z—2 = 1.

Au parametre quelconque ¢ est donc associé le point mobile sur la droite :
M(t) = (Io +tOé, Yo +tﬁ, 20 +t’)/>,
qui se situe bien évidemment au point de départ p, a 1’origine des temps ¢t = 0 :

M(O) = Po = (.ZU()7 Yo, ZO)-

Une autre maniere de voir une droite D C R? dans I’espace consiste a éliminer la
variable ¢ entre ces 3 équations. De maniere équivalente, on peut aussi partir de la matrice

3 x 2 des coordonnées des deux vecteurs v et pg M :

a T — Tg
ﬁ Y—"%Y )
T 2= %0

puis appliquer la Proposition 2.2 afin d’exprimer que ces deux vecteurs sont linéairement
indépendants si et seulement si les trois déterminants 2 x 2 extraits suivants s’annulent :

a T — To
B y—1o

a T — X
72— %0

0 — B y—1yo
Y2~ %0

O: Y O: Y )

c’est-a-dire que les 3 équations cartésiennes suivantes sont satisfaites :

0=a(y—y)—B(z—=0),
0 = a(z—zo)—’y(x—l’o),
0=08(z—20)—7(y—1o).

En général, 2 équations parmi ces 3 équations suffisent toujours, ce qui est naturel,
puisqu’une droite est de dimension 1 = 3 — 2 dans I’espace R? de dimension 3, et qu’il est
intuitivement clair qu’une droite s’obtient toujours en intersectant 2 plans transversaux cha-
cun défini par 1 équation cartésienne. Dans chaque cas particulier, il faut donc sélectionner
2 parmi ces 3 équations cartésiennes.

Par exemple, quand toutes les composantes « # 0, 3 # 0, v # 0 du vecteur ¢ sont non
nulles, on peut écrire ces 3 équations cartésiennes sous la forme symétrique :

T—To  Y—Y _ 22— %0
o g gl
Implicitement, une troisieme égalité a lieu, en partant du dernier terme pour revenir au
premier terme :
zZ— 20 r — Xy

Y (6]
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Supposons maintenant que o = 0, d’ou (3, ) # (0, 0) par hypothése. Supposons méme
que 3 # 0 et~y # 0. Les 3 équations plus haut deviennent :

0 — —ﬁ(x—$0)7
0 = —fy(:E—IL’O)>
0=08(z—2) =7 —w),

et il est clair dans ce cas que les deux premieres équations se ramenent a une seule équation :
0 =2 — x,

et donc la droite est effectivement définie par 2 = 3 — 1 équations cartésiennes indépen-
dantes :

0 =z — x,
0=278(z—2)—7U—1v),

comme on s’y attendait sur le plan géométrique.

Sans produire de démonstration précise par manque de temps, nous admettrons 1’énoncé
suivant, que le lecteur-étudiant comprendra sans mal grice aux considérations qui pré-
cedent. En fait, la plupart du temps, en TD, en DM, et en Examen, toutes les données
seront numériques et concretes, et on aura une intuition claire concernant 1’indépendance
et I’équivalence entre représentation paramétrique et systemes de deux équations carté-
siennes.

Théoréme 10.2. Une droite D C R? peut étre définie de deux maniéres équivalentes,
comme :

() D := { po+tv: teR quelconque}, avec un point quelconque py € R? et un vecteur

arbitraire non nul 7 € Vgs\{0} ;

(ii) une intersection entre deux plans P C R? et P' C R® d’équations cartésiennes :

D ar+by+cz =d,
' {a’x+b’y+c’z:d’,

qui sont transversaux au sens ou leurs 2 vecteurs normaux :

a a
np = b et np = b
!

sont non colinéaires, i.e. linéairement indépendants.

Rappelons que tel et le cas si et seulement si I’un au moins parmi les 3 déterminants
2x2:

b b

c c

a a
c c

a a

b v

#+ 0, ou

# 0, ou

# 0,

est non nul.
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11. Intersection entre une droite D C R? et un plan P C R3

Plans et droites paralléles Plans et droites non paralléles
droite incluse strictement paralléles sécants en un point

3
\

Dans I’espace R3, comme la figure ci-dessus le montre, il existe trois situations géo-
métriques « évidentes » pour I'intersection d’une droite quelconque D C R3 avec un plan
quelconque P C R3.

Notre objectif est de comprendre cela, d’un point de vue purement algébrique. Nous
allons traiter deux circonstances, suivant que D est donnée sous forme cartésienne ou sous
forme paramétrique, avec P toujours donné sous forme cartésienne.

Premiére circonstance. La droite D est donnée sous forme cartésienne, et de méme pour

le plan P :
ax+by+cz - d’ " /! /! 1/
D: dr+by+dz=d, et P: {a r+by+cz=4d".

D’apres le Théoreme 10.2, les deux équations cartésiennes de D sont indépendantes au
sens ou les deux vecteurs normaux :

a a
T_I: p = b et ﬁ p = b,
c 4

sont non colinéaires, i.e. linéairement indépendants.

Par conséquent, apres application de la méthode du pivot de Gauss, et apres une per-
mutation éventuelle des trois coordonnées (z, y, z), nous pouvons supposer que les deux
équations cartésiennes de la droite D s’écrivent :

5 x +cz =d,
. { y+C/Z:d/7

P {a"w—l—b"y—l—c"z:d”,

avec des nouveaux coefficients ¢, d, ¢, d’ pour lesquels nous ré-utilisons la méme notation.

Si nous écrivons en-dessous I’équation cartésienne de P aussi, nous devinons alors imm-
médiatement qu’apres deux transformations de Gauss évidentes, les points de I’intersection
D N P seront donnés par un systeme de 3 équations linéaires a 3 inconnues du type :

x +cz = d,
DNP: y+cz=d,
C// y = d//7
avec des nouveaux coefficients ¢”’, d” pour lesquels nous utilisons a nouveau la méme no-
tation.

Notre connaissance des systemes linéaires nous permet alors de comprendre instantané-
ment 1’énoncé suivant, sans avoir besoin de produire une démonstration.
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Théoréme 11.1. Dans R3, I'intersection générale entre une droite D quelconque donnée
sous forme cartésienne, et un plan P quelconque donné aussi sous forme cartésienne, se
ramene, apres permutation éventuelle des coordonnées x, v, z, et apres des transformations
de Gauss, a un systeme linéaire du type :

5 x +cz =d,
. { y+C/Z:d/,
P: { "z =4d.

(1) Si " # 0, alors DN P = {M} est le point unique :

L da" ’ rd"’ d"’
M = (d—CF, d — C PR 7)

C

(2) Sic" =0+#d", alors DN P =), ¢’est-a-dire que la droite D // P est paralléle au plan
P sans étre contenue dans P.

3) Sid" =0=d" alors la droite D C P est contenue dans le plan P. O
Deuxiéme circonstance, la plus fréquente. La droite D est donnée sous forme paramétrique,
et le plan P est donné sous forme cartésienne :
T = x9+1ta,
D: Yy = yo+10, et P: {ax+by+cz:d.
z = 2+ t77
Les points de D sont alors paramétrés par ¢ € R, donc il est évident que les points éven-

tuels de I'intersection D N P peuvent €tre « chassés » avec un filet a papillons en injectant
I’équation paramétrique de D dans I’équation cartésienne de P :

a($0+ta) +b(y0+tﬁ) —l—c(zo+t7) = d,
ce qui donne apres réorganisation, :
t[aa—i—bﬁ—kcﬂ =d—axy—byy— cz.

Les calculs sont donc beaucoup plus rapides, car il n’exigent pas I’application de la mé-
thode du pivot de Gauss. Et la discussion est tout aussi rapide, car il n’y a qu’une inconnue
arésoudre, t.

Théoréme 11.2. Dans R3, 'intersection générale entre une droite D quelconque donnée
sous forme paramétrique, et un plan P quelconque donné sous forme cartésienne :

=29+ 1ta,
D: y = yo+1t0, et P: {a$+by+cz:d,
Z = Zo*"t%

se rameéne aux 3 situations algébrico-géométriques différentes suivantes.
(1) Siaa+bp+cvy # 0, Uintersection DN P est un point unique M repéré par le temps :
d—axy—byy— cz
- aa+bfB+cry

tM =
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2) Siaa+bB + cy = 0 tandis que 0 # d — axg — byg — czg, alors D N P = () est
I’ensemble vide, c’est-a-dire que la droite D est parallele au plan P sans étre contenue
dans P.

Q) Siaa+bB+cy=0etsi0=d—axy— byy — ¢z aussi, alors D C P. Il

12. Intersection entre deux droites D C R® et D’ C R?

Droites paralléles Droites non paralléles
confondues strictement paralléles sécantes non coplanaires
1
9=2 9
coplanaires non coplanaires

Dans I’espace R3, comme la figure ci-dessus le montre, il existe quatre situations géo-
métriques « évidentes » pour Iintersection de deux droites D C R? et D’ C R3.

Notre objectif est de comprendre cela, d’un point de vue purement algébrique. Nous
allons traiter deux circonstances, suivant que D et D’ sont données sous forme cartésienne
ou suivant que D est donnée sous forme paramétrique, tandis que D’ est donnée sous forme
cartésienne.

Premiére circonstance. La droite D est donnée sous forme cartésienne, et de méme pour
la droite D’ :

et D'

ar+by+cz = d, "z +Vy+" = d
a//:r_i_b/y_i_c/z — CZ/7 a///x_’_b///y_i_cﬂlz — d///’

Il s’agit alors de résoudre un systeme linéaire de 4 équations linéaires aux trois inconnues
x, Y, 2

arx+by+cz = d,
dr+by+dz=4d,
a//x+b//y+cﬂz — d/l7
a[///x + b///y+c,//z — d/,/.
Mais d’apres le Théoreme 10.2, chacune des deux paires d’équations cartésiennes pour
D et pour D' sont indépendantes. Aprés application de la méthode du pivot de Gauss, et

permutation éventuelle des coordonnées, le systeme se ramene donc — sans changer le
nom des coefficients — d’abord a :

x +cz = d,
y+cz=d,
a”l’—i—b”y—l—c”z — d//7

a/l/m _I_ b///y + C//lz — d”/,
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puis a :
x +cz =d,
y+cz=d,
C//Z — d,/,
C/”Z — d,//,

Traitons premi¢rement le cas ot ¢’ # 0, qui est équivalent au cas ¢’ # 0.

Théoréme 12.1. Lorsque ¢’ # 0, et c’”i—x = d", les deux droites DN D' = { P} ont comme
intersection un point unique.
Lorsque ¢ # 0, tandis que "% # d", les deux droites D N D' = () sont d’intersection

C/l

vide et non coplanaires. U

Traitons deuxieémement le cas ¢’ = 0 = .

Théoréme 12.2. Lorsque ¢’ = " = 0 et lorsque d’ = d" = 0, les deux droites D = D’
sont confondues.

Lorsque ¢’ = " = 0 et lorsque d" # 0, les deux droites DN D' = () sont d’intersection
vide. Elles sont de plus coplanaires, lorsque 0 = d". O

Deuxiéme circonstance. La droite D est donnée sous forme paramétrique, et la droite D’
est donnée sous forme cartésienne :

T = xg+ta,
D: Yy = yo+tp, et

o { ar+by+cz = d,
z =z +t7,

dr+by+dz=4d.
Les points éventuels de I’intersection D N D’ peuvent étre « chassés » avec douceur en
injectant 1’équation paramétrique de D dans les deux équations cartésiennes de D N D’ :
a(zo+ta)+b(yo+t8)+c(0+ty) =d
a (zo+ta)+V (yo+t8)+¢ (20+ty) = d,
ce qui donne apres réorganisation :
tlaa+bB+cy] = d—axo—byo — cz,
tlda+bB+cdy] =d —dzg—Vyo— 2.
Il n’y a qu’une inconnue a résoudre, ¢, pour deux équations, que 1’on peut abréger

comme Ssuit :
At =0,

Nt =4
La discussion, facile, est proposée comme exercice laissé au lecteur-étudiant studieux.
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