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Espaces de Hilbert

Francois DE MARCAY

Département de Mathématiques d’'Orsay
Université Paris-Saclay, France

Dans ce chapitre, on commence par étudier I’espace de Hilbert concret et tangible
(% = C*, avant d’introduire le concept général au moyen d’une définition mathématique
abstraite.

1. Espace vectoriel complexe hermitien concret C" en dimension finie

Les espaces vectoriels sont omniprésents en mathématiques : algebre linéaire ; matrices ;
déterminants ; schémas numériques pour les équations différentielles ; et en physique : prin-
cipe de superposition en mécanique quantique; équations différentielles ordinaires ; élec-
tromagnétisme. Ce chapitre vise principalement 1’étude des espaces vectoriels qui sont de
dimension infinie. Ils interviennent fréquemment en Analyse.

Le corps des scalaires de tous les espaces vectoriels considérés sera toujours supposé
égal a R ou, le plus souvent, a C. Soit donc E un espace vectoriel sur C (ou sur R). Les
éléments de F' sont des vecteurs que I’on peut :

e additionner:v+w € Esiv,w € I
e multiplier par des scalaires : A\v € Esi A€ C(ou X € R)etv € F.
Définition 1.1. Une norme | - | sur E est une application a valeurs positives :
E>v—|v]| €0,00]
satisfaisant :
e positivité stricte : |v| = 0 si et seulement si v = 0;
e invariance par dilatation : [\v| = |\||v| pour tout A € C (ou A € R) et tout v € F;
e inégalité triangulaire : |v + w| < |Jv| + |w]| pour tous v, w € E.

La positivité stricte exclut que certains vecteurs non nuls puissent avoir une longueur
nulle. Ensuite, I’invariance par dilatation est exigible pour des raisons a la fois structu-
rales (compatibilité avec la multiplication par des scalaires \) et « physiques » (changement
d’unité de mesure). Enfin, I’inégalité triangulaire n’est pas seulement calquée sur la géo-
métrie élémentaire dans le plan, elle exprime surtout une compatibilité du comportement
avec I’addition v + w, et aussi, elle jouera un rdle technique crucial en tant que moyen de
comparaison dans tous les calculs de majorations qui vont suivre.

Par exemple, pour tout entier n > 1, I’espace :
R" = {(z1,22,...,2,): x; € R}
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est canoniquement muni de la norme dite euclidienne :

]2 2
@12, w)l = e+ ad -+ ad.
On peut aussi munir R" d’autres normes (vérifier que les trois axiomes sont satisfaits) :

max (|z1],..., |za])  ouencore: |aq|+ -+ |my.

fivz “12
1 {max(Jzy], [z2]) < 1} 1

T 1
0 1

{lza] + [22] < 1}

!
En fait, sur un espace vectoriel réel ou complexe de dimension finie, toutes les normes
sont équivalentes entre elles au sens suivant.

Proposition 1.2. [Equivalence des normes en dimension finie] Soient | - |, et | - |2 deux
normes quelconques sur un espace vectoriel réel ou complexe E. Si la dimension de F est

finie :

dim £/ < oo,
alors il existe deux constantes 0 < ¢ < C < ¢ telles que :
clola < Joli < Cvls,
pour tout vecteur v € E.
Géométriquement parlant, les boules unités {[v]; < 1} et {|v]> < 1} pour les deux
normes deviennent contenues 1’'une dans 1’autre apres une dilatation (contraction) appro-

priée : disque dans un carré ; carré dans un disque.
Cet énoncé exprime que, de toute majoration :

lv]1 < quelque chose,
obtenue avec la premiere norme, on peut déduire une majoration analogue :
HUHQ < méme chose a la constante C pres,

avec la deuxieéme norme, et vice-versa.

Démonstration. On traite le cas d’un R-espace vectoriel . Sin := dim £/ > 0, on sait que
E = R"™. Puisque le cas n = 0 est trivial, supposons n > 1.
Fixons alors une norme de référence sur R" :

|| = max (Ja1], ..., |zn]),
laquelle le munit de sa topologie standard. Il suffit de faire voir que toute norme quelconque
|| sur R™ est équivalente a |z|, puisque «étre des normes équivalentes » est une relation
d’équivalence (exercice).
Si (e1,...,e,) est la base canonique de R™, en termes de laquelle tout vecteur z =
(x1,...,2,) s’écritx = x1 €1 + - - - + 2, €, il vient par inégalité triangulaire :
+ o |z fen]

[z1] e

=] <
< Clf,
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o la constante C' := ). |e;]| est finie. Il reste a trouver 0 < ¢ < oo telle que ¢ |z| < |z|
pour tout x.
Observons que I’inégalité valable pour tous x,y € R" :

Y

le =yl < Cla—y
montre la lipschitzianité, donc la continuité de 1’application :
R" 3 z — |z| € R;.
Soit maintenant la ‘sphere’ unité pour la norme de référence :
SH = {ac e R": ]x\ = 1},

qui est frontiére de 1’hypercube compact [—1, 1]". Etant image inverse du fermé {1}, cette
‘sphere’ S| est fermée, donc compacte.

Par conséquent, la restriction a S| de ’application continue » — |z| y atteint son
minimum :

¢ = min [z = fz.],
|z|=1

en au moins un certain point z, € S).|.
Or x, # 0 n’est pas I’origine de R™ — puisque 0 ¢ S|.| —, donc |x.| > 0, d’ott nous
déduisons que I’inégalité visée est au moins vraie sur S, :

c-1=clz] < |z| (V]a|=1)

Pour un x € R™\{0} non nul quelconque, en appliquant cette inégalité au vecteur %

|z
qui appartient 2 .S)., il vient :
X X
Cl\x|| < H 2] ”>
d’ou ¢|z| < |x| apreés pulvérisation des dénominateurs.
Lorsque E est un C-espace vectoriel, avec n := dim¢ £, on se rameéne 2 R?". ]

Quand on travaille en dimension finie n > 1 sur le corps des nombres complexes C =
R + v=1R au lieu de R, il faut remplacer la norme euclidienne ci-dessus par la norme dite
hermitienne :

[z 22z o= o (1 o+ el o+ [2af?),
ou I’on a bien entendu :
2. .2 2
|zk|” = 27 + y;, (k=1-n),
si chaque nombre complexe z; est décomposé en partie réelle et partie imaginaire :
2 = Tk + vV-1Yg (k=1--n).
Contrairement a ce qui va se passer en dimension infinie pour C*°, dans C", la somme
S, |z converge toujours, et de plus, on peut définir un produit scalaire dit hermitien
par la formule :
(z,w) := 21Wy + 29Wa + + -+ + 2,Wh,
ou pour tout wy = uy + =1 Uk, le nombre complexe conjugué est :
Wy == Uy, — /=1 Vg (k=1--n),

et ce produit scalaire hermitien redonne visiblement la norme hermitienne introduite a I’ins-

tant :
I2I = V{2, 2).

On constate aisément que ce produit hermitien satisfait les propriétés suivantes.
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Lemme 1.3. [Propriétés du produit hermitien sur C"] Pour tous z, 2, 2", w,w', w" € C"
ettous \,ju € C,ona:

(i) <w’Z> = <Z’w>;
(i) (2 + 2" w) = (Z,w) + (", w),
(z, W' +w") = (z,w) + (z,w");
(iii) Az, w) = Az, w),
<Z,[MU> =p va> ,
(iv) (z,2) e Ry;
(V) (z,2) =0 =2 =0. O

En renversant les roles, ces cinq propriétés élémentaires peuvent aussi étre envisagées
comme cinqg axiomes définissant la notion de produit hermitien abstrait sur un espace vec-
toriel complexe de dimension finie.

Dans le cas d’un R-espace vectoriel, les barres de conjugaison disparaissent.

Maintenant, dehors la dimension finie !

2. Espace hermitien concret /2 = C* en dimension infinie

Car oui ! Notre objectif est d’étudier les espaces vectoriels normés qui sont de dimension
infinie, 1.e. qui ne sont pas de dimension finie, car ils seront tres utiles en Analyse ou I’on
regarde des espaces de fonctions.

Contrairement a la dimension finie, sur les espaces vectoriels de dimension infinie,
toutes les normes ne sont pas équivalentes.

Exemple 2.1. Soit ¢° := ¢°([0,1],R) I'espace des fonctions continues sur I’intervalle
[0,1] C R, muni des deux normes :
1
e = [ Uf@lde el = max £

Bien qu’une premiere inégalité soit vraie et souvent utile :

1 1
ngluwm<émwm:wwm

nous affirmons qu’il n’existe pas de constante 0 < C' < oo réalisant I’autre inégalité
nécessaire a une équivalence :

If

w0 < CHf”Ll (Vfe®?).

A

3=
—_
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En effet, pour n > 1 entier, soit la suite de fonctions continues positives :

—n’r+n lorsque 0 < = < %,

fn<x> =

AN
0 lorsque % <z <1
Alors :
[falo =n — o0,
tandis que par la formule donnant 1’aire d’un triangle :

_ 11, _ 1
[fall =357 =3
donc en particulier, pour ces f,, € €, une telle constante 0 < C' < oo n’existe pas. U

Les espaces vectoriels normés de dimension infinie les plus ‘simples’ sont ceux qu’on
appelle espaces de Hilbert, car leur norme dérive d’un produit scalaire entre vecteurs et
le produit scalaire permet de faire beaucoup de géométrie comme en dimension finie, avec
une notion naturelle d’orthogonalité, des projections orthogonales, des bases orthonormées,
un bon comportement de la dualité, efc. En un certain sens, les espaces de Hilbert sont les
espaces de dimension infinie les plus simples possibles, car ils sont dotés de la structure
géométrique la plus riche.

L’espace C" de dimension quelconque n > 1 sur les nombres complexes est de di-
mension finie, mais c’est en partant de lui que nous allons nous diriger vers la dimension
infinie. Le modele le plus simple d’un espace hermitien de type C" et de dimension infinie
serait bien entendu C*, i.e. C" avec n = oo. Il a un autre nom : on I’appelle classiquement
(%, «petit-£2» a I'oral pour le distinguer des espaces « grand-L? » de fonctions de carré
intégrable :

L*(R) := {f fonctions mesurables sur R telles que [, | f(z)|*dz < oo},
dont nous reparlerons dans peu de temps.

Définition 2.2. [Espace (%] L’espace ¢* est constitué des suites infinies dénombrables :
2= (21,22, -, %i,...) €EC®

de nombres complexes z; € C telles que :

o0

Z |z:]* < o0.

=1

Bien entendu, cette quantité >~ |z;|% lorsqu’elle est finie, satisfait pour tout nombre

complexe A € C:
> el =3 1af
i=1 i=1

Une définition similaire pour (2 peut aisément étre formulée, mais nous travaillerons
principalement avec ¢, que nous noterons parfois ¢2.
Immédiatement, une premiere question surgit :

e (? ainsi défini est-il un espace vectoriel ?

Ce n’est pas évident, car il se pourrait trés bien que Y-~ |z; + w;|* ne soit pas < oo

o0 2 o0 2 o

lorsque les deux sommes ) -~ |z;]° et > ~; |w;|* sont toutes deux < co. Autre question :
e Existe-t-il aussi un produit scalaire hermitien sur (> = C* comme c’était le cas sur C" ?
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Encore une fois, cela n’est pas clair, car il se pourrait que ) .—, z;W; ne soit pas < 0o
o] 2 e8] 2
lorsque Yozl <ooetd X |wi|? < oo
Etudions donc cet espace /2 de suites infinies dont la somme des modules au carré
converge.

Lemme 2.3. Pour tous z,w € (%, on a la convergence de :
oo
(z, w) = (2, W)pe = Z Ziw; < 00.
i=1

Démonstration. En effet, pour un indice quelconque fixé ¢ > 1, on a la positivité :
2
(2.4) 0 < (Jzi] = Jwi])” = |2l + |wil* = 2|z [wil,
d’ou en faisant passer |z;| |w;| = |z; w;| & gauche :
|ziwi] < 5 (1] + [wil?).

Sommons alors ces inégalités pour 7 = 1 jusqu’a I’infini, ce qui nous donne :
o0 o
(2.5) S lam| <L) (Jaf +wil?) < oo,
i=1 i=1
et donc par inégalité triangulaire infinie, on obtient bien la finitude de :

o0

E Z; Wi

i=1

0o

=1

‘(z, w>gz} =

Ainsi, > ;°, z;w; constitue un candidat naturel pour définir un produit scalaire hermi-
tien sur /% qui sera formellement analogue a celui Y | z; W; qui existait sur C", mais pour
Iinstant, on ignore encore que /% posséde une structure d’espace vectoriel !

En tout cas, on peut d’ores et déja introduire la quantité :

© N3
Il = Iode = (Z W) < o,

i=1

laquelle va, dans un instant, s’avérer étre une vraie norme sur le vrai espace vectoriel /2.
Un examen plus approfondi du calcul précédent va nous montrer que la valeur abso-

lue de la quantité (z,w) = Y .=, z W; est toujours majorée par le produit |z| |w]|. Cette

inégalité élémentaire, en tout point analogue a I’'inégalité :

- = ==
[0 - w| < Jof ],

satisfaite par le produit scalaire entre deux vecteurs E}, w € R? du plan euclidien, est
tellement importante qu’elle a recu un nom distinctif.

Théoréme 2.6. [Inégalité de Cauchy-Schwarz] Pour tous z,w € (%, ona :

> | < (L 1ar) (X )
1=1 =1 =1

c’est-a-dire en notation abrégée :

|(z,0)] <[] |l
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La démonstration qui suit est valable aussi bien en dimension finie sur C"* que sur (2 =
C*® en dimension infinie. On donnera méme plus loin une autre démonstration de cette
inégalité de Cauchy-Schwarz, en ajoutant I’information supplémentaire que 1’inégalité <
devient une égalité = si et seulement si 2 et w sont colinéaires.

Démonstration. Puisque I'inégalité est trivialement satisfaite lorsque z = 0 ou w = 0, on
peut supposer que z # 0 # w, ce qui permet d’introduire les deux éléments :

Z,__z_(zl 29 2 )
N [t i R 1

, w (w1 Wo w; )
w = = , e
Jw] Jw] ™ [w] Jw]

de ¢? construits en renormalisant convenablement z et w afin de se ramener a des éléments
qui sont de ‘norme’ égale a1 :

||Z/”2 — §°° |ZZ|2 — [ER -1 et ”w/"Q _ = |wi|2 _ Jw|2 _
=4 S §;|mw2 wl? =
= i

Lorsque nous aurons établi que |- || est bien une norme sur I’espace vectoriel £2, nous serons
autorisés a dire que cette renormalisation nous ramene a considérer deux vecteurs 2’ et w’
de ¢? qui sont de norme 1.

Appliquons alors a 2’ et w’ I’inégalité (2.5), ce qui nous donne formellement :

et:

o0 o0
Sl <3S (AP + ).
=1 =1

Mais on peut immédiatement remplacer a gauche les valeurs des z; et des w), :

>

=1

Zi W

<3171 + 1w'l?)

[2] Jwl
:%(12_'—12):17

et ensuite, si I’on fait basculer a droite le produit des normes | z| |w]| qui apparait en facteur
commun dans les dénominateurs de la somme a gauche, on obtient bien :

o0 oo
‘<Z; w>‘ = Z ZiW;| S Z ‘Ziwi‘ < e fwl- O
i=1 i=1

A présent, Cauchy-Schwarz nous va nous permettre d’établir que ¢> est stable sous
’opération somme, donc que /2 est un espace vectoriel ; de plus, I’inégalité triangulaire
va étre vraie.

Lemme 2.7. Comme en dimension finie, la quantité :

00 ) %
I := (Zm )
=1

définie pour tous les éléments z = (21, 2, . . ., 2i, . . . ) de {? satisfait :

|z +wl < 2]+ wl (Vz,we ).
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On en déduit alors que | - | constitue une vraie norme sur le vrai espace vectoriel (2,
puisque les deux autres conditions pour €tre une norme sont trivialement satisfaites, en
particulier I’homogénéité = |A] |z| sous dilatation.

Démonstration. En élevant au carré I’'inégalité a établir :

2
y 2
|z +wl> < (2] + lwl)” = 12 + [w]* + 2] 2] Jwl,

on se ramene a considérer une inégalité qui lui est équivalente. Maintenant, si on explicite
toutes les sommes infinies impliquées :

i (zi + w;) (Z; + W) % ZZZZZ+ZMZMZ+2(Z |zz|2) <Z |wz|2>

=1
si on développe le membre de gauche :

0o 00 00 ? 00 00 0o % 00 %
Z zﬁi—l—z wlm—l—z (ziwﬁwﬁi) < Z ZZ'EZ'—FZ U}ZEZ—FQ (Z ’Zi‘2> (Z ‘wl|2> 7
i=1 =1 i=1 =1 i=1 i=1 =1

et si on soustrait de part et d’autre ZZ ZiZi+ ;, ww;, il reste a €tablir :

00 oo > oo 1 00 1
=1 =1

i—1 i=1
Mais cette derniere inégalité, vraie, est conséquence évidente de Cauchy-Schwarz. ]
Corollaire 2.8. L’espace (? est un espace vectoriel. U

Nous pouvons maintenant revenir a la définition possible (z,w) = > .o, zw; d’un

produit scalaire hermitien en dimension infinie. Grace aux résultats précédents, on peut
vérifier facilement que les relations suivantes sont satisfaites, car toutes les sommes infinies
qui y sont impliquées convergent.

Lemme 2.9. [Propriétés du produit hermitien sur (%] Pour tous z, 2, 2", w,w',w” € (%
ettous \,;u € C,ona:

(i) (w, 2) = (z,w);
(i) (2 + 2" w) = (Z,w) + (", w),
(z,w+w) (z,w") + (z,w");
(i) Az, w) = A (z,w),
(2, ) = 7 (2, w)
(iv) (z,2) e Ry;
(V) (z,2) =0=2=0. 0

On déduit naturellement de (ii) et de (iii) que :
<)\/Z/ + )\/,Z”, w> — >\/<Z ,w> _'_ )\l/<2/17 w>’
<Z7 ,LL,w/ + M//w,/> — ﬁ/<z7 w/> _|_ ﬁ,/<z7 w//>.
Nous verrons dans un instant que ces propriétés peuvent €tre envisagées comme cing
axiomes abstraits pour définir les espaces hermitiens de dimension infinie.

Résumons ainsi toutes les propriétés que nous avons établies au sujet de (%2 = C* qui
sont en tout point analogues a celles des espaces C" de dimension finie.
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Théoréme 2.10. [Structure de (2] L’espace (% des suites infinies dénombrables :
2= (21,22, ..., 2i...) €EC®

de nombres complexes z; € C dont la somme des modules au carré converge :

o0
217 =) |aif* < o0
i=1

est un espace vectoriel complexe normé dont la norme :

[2] = v/ (z:2)

dérive d’un produit scalaire hermitien naturel :

o0
(z,w) = Z 2 W; (z,wE£2).
i=1

La valeur absolue de ce produit scalaire hermitien est toujours contrdlée par le produit
des normes grdce a l’inégalité dite de Cauchy-Schwarz :

|(z,w)| < llz] ol (zwe ),

et de plus, cette inégalité est une égalité lorsque, et seulement lorsque z et w sont coli-
néaires, a savoir : lorsqu’il existe deux constantes \, p € C telles que 0 = \ z + pw.

Démonstration. Seul le cas d’égalité dans Cauchy-Schwarz n’a pas encore €té établi. Nous
allons en fait redémontrer 1’inégalité d’une maniere différente et traiter ensuite le cas d’éga-
lité. Puisque tout est trivial lorsque z = 0 ou w = 0, on supposera que z # 0 et que w # 0.

Soit § I’argument du nombre complexe (z, w). En remplagant w par w’ := €% w, I'inéga-
lité¢ de Cauchy-Schwarz reste inchangée (puisque |e??| = 1) et le produit hermitien (z, w’)
devient un nombre réel (puisque (z,w') = e~*{z w)). On peut donc supposer que (2, w)
est réel.

Ensuite, pour ¢ € R, le polyndme du second degré en ¢ a coefficients réels :

0< 2+ tw]® = (z+tw, 2+ tw)
= (z,2) +t(z,w) + t (w, z) + tt (w, w)
= (2,2) +t{zw) +t(z,0) + 1 (w,w) = |2]” + 2t (2, w) + ¢ Jwl?,

-

=: P(t)

a toujours des valeurs positives, puisque c’est un carré. Il est donc nécessaire que son dis-
criminant soit négatif :

4(z, w)* —4|z)* |w|* <0 <= Cauchy-Schwarz,

ce qui redémontre I’inégalité.

Enfin, on a I’égalité (z, w) = |z| |w| qui signifie I’annulation du discriminant si et
seulement si ce polyndome P(¢) a une racine double ¢y, et alors dans ce cas, pour cette
racine tg, on a :

0= P(to) = HZ +t011)”2,

c’est-a-dire justement, z et w sont colinéaires ! U
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Définition 2.11. [Complétude] Un espace vectoriel normé (£, | - |) sur C (ou sur R) est
dit complet si les suites de Cauchy sont en fait convergentes dans F, c¢’est-a-dire :
Pour toute suite (vy)72, d’éléments v, € E satisfaisant :

Ve>0 dK>1 telque (kzl,kzg>K:> ||vk1—vk2H<€>,
Il existe une (unique) limite v,, € E, a savoir qui satisfait :
Ve>0 dK=>1 telque (k:}K:>||vk—vooH<5>.

L’hypothése que (v;)2, est une suite de Cauchy exprime que tous les vy, et vy, de-
viennent arbitrairement proches entre eux pourvu que k; et ky soient assez grands. Mais
cela ne veut pas dire que les v, convergent vers une valeur, car 1’endroit ou les vy, devraient
«atterrir » pourrait fort bien ne pas appartenir a I’espace £ dans lequel ils se situent.

Ainsi, demander que (£, |-||) soit complet, cela revient a demander que toute suite d’élé-
ments de E qui est faite pour converger converge effectivement vers un élément (unique)
appartenant a E. Intuitivement, £/ n’a aucun «trou» en lui-méme, il n’a aucune trace
d’«incomplétude ».

Rappelons aussi que toute suite convergente est de Cauchy (exercice de révision). Il est
connu, aussi, que R" et C" ~ R?” sont complets pour tout n > 1 (exercice de révision).

Qu’en est-il de % ? L’énoncé suivant montre que les propriétés de (2 sont trés analogues
a celles de C".

Théoréme 2.12. [Complétude del%] L’espace (% est complet.
Démonstration. Soit donc :
2o = (Zk1s Zh2y ooy Zhiy o) € L (k>1),
une suite de Cauchy dans (2, ¢’est-2-dire satisfaisant :
Ve>0 dJKk>1 telque (k;l, ky > K = |2k, — 21, ]2 < 5).

Alors pour tout 7, on a la majoration triviale du 7-€me terme par une série positive infinie,
ce qui nous permet de déduire :

N
N

Rkyi — Zkz,i| = (|Zklz — Rkayi

= %
2) X (Z ‘Zkh’i - Zk:g,’i 2)

=1
< e

Grace a cette inégalité, pour tout ¢ fixé, la suite (z;)7> , d’éléments de C est de Cauchy.
Puisque C est complet, il existe une unique limite :

R0y = k||_>m ki
0

Posons alors :

Zoo = (Zoo1y 2002y« - + s Zoviiy - - - )-
On vient ainsi de démontrer que chaque composante z,; de la suite
2k = (21, 22, -y 2y .- ) de (% converge vers un certain nombre complexe Zoo,i-

Maintenant, le probleme qui se pose a nous, c’est de savoir si ce z,, appartient vraiment a
(2, et ce n’est pas encore clair.
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En effet, il se pourrait tres bien que la somme >~ |zo0|? diverge vers oo et c’est bien
l1a que le probleme de la complétude se pose : I’élément-limite peut « sortir» de 1’espace
dans lequel la suite se situe. Il faut donc des arguments supplémentaires.

A cette fin, fixons maintenant un entier arbitraire I > 1. Pour tous kq, k5 > K, a nouveau

. . . I 00 . . .
pour la raison triviale que > ;_; < )~ ,, on a une majoration simple :
1
2
E |Zk1,i Rk
i=1
Or a présent, nous pouvons faire tendre ky vers co, ce qui nous donne :

I

2 2
d |2k — 2| < €%

=1

< ”Zk1_zk2||2 < 52'

Mais ’entier 1 étant arbitraire, on peut le prendre arbitrairement grand, la somme Zfil
reste toujours majorée par €2, et alors pour I = oo, en renotant % au lieu de k, on obtient
tout simplement que pour tout £ > K :

oo

2 2
E |Zk,i_zoo,i’ < €n
i=1

Ceci montre en particulier que z; — 2., appartient a (2!
Mais comme nous avons déja établi que ¢ est un espace vectoriel, nous en déduisons
que :
Zoo = 2k — (21 — 200) € 2.
Enfin, € > 0 étant arbitraire, on conclut immédiatement de |z, — 2.0]? < €2 pour k > K
que limy_o0 |21 — 200]? = 0. O

Dans le cas de R® = /2, des raisonnements trés analogues, et d’ailleurs 1égérement
plus simples, conduisent a un résultat qu’il vaut la peine d’énoncer explicitement afin de
bien en apercevoir les petites nuances.

Théoréme 2.13. [Structure de (3] L’espace (% des suites infinies dénombrables :
r:=(x1,%9,...,T4...) € R®

de nombres réels x; € R dont la somme des carrés converge :

o
|2 =) 2} < oo,
i=1

est un R-espace vectoriel normé complet dont la norme :
|| = v/ (z, )

dérive du produit scalaire euclidien infini :

(r,y) = Z TiYi (z,y € £2).
=1

En sus de l'inégalité triangulaire, il jouit de I’inégalité de Cauchy-Schwarz :
(2, )] < 2] Iy] .yer),

qui n’est égalité que lorsque x et y sont colinéaires. U
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3. Espaces préhilbertiens

Toujours pour fixer les idées, nous travaillerons avec des C-espaces vectoriels en préci-
sant parfois les simplifications agréables dont bénéficient les R-espaces vectoriels.

La plupart du temps, ces espaces seront entendus dans 1’intuition comme étant de di-
mension infinie, puisque la dimension finie est (trop) simple !

Définition 3.1. Une application f: F — C définie sur un C-espace vectoriel £ est dite
anti-linéaire si elle satisfait :

fz4+w) = f(z) + f(w) (s weB),
fAz) = Xz (A€C,2€ E).

Autrement dit, les multiplications par des scalaires sont perturbées par une conjugaison
complexe.

Définition 3.2. Une application p: E x E — C est dite sesquilinéaire si elle est linéaire
par rapport a la premiére variable et anti-linéaire par rapport a la seconde variable :

(A2 + pw,t) = Ap(2,1) + pp(w,t),
ez, pw +vt) = p(z,w) +7¢(z,1),

pour tous z,w,t € F ettous A\, u,v € C.
Lorsque le corps de I’espace vectoriel est R, une forme sesquilinéaire :
p: ExXE—R
est tout simplement une forme R-bilinéaire

Définition 3.3. Une telle forme sesquilinéaire est dite hermitienne si 1’on a de plus :

p(z,w) = p(w, 2),
pour tous z,w € FE.
Sur R, une forme ‘hermitienne’ est tout simplement une forme symétrique :

<p(:c,y) = gD(y,l’) (Vx,y€E).

Proposition 3.4. Toute forme sesquilinéaire hermitienne p: E x E — C est déterminée
de maniere unique par sa restriction a la diagonale :

{(z,2) e EXE: z € F},
autrement dit par la connaissance de la fonction :

C 3 z+— p(z,2) € C,
grdce a la formule dite de polarisation :

4p(z,w) = gp(erw, z+w)—cp(z—w, z—w)+ﬁ<,0(z+ﬁw, z+ﬁw)—ﬁgp(z—ﬁw, z—ﬁw).
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Démonstration. Vérifier cette formule qui est non seulement belle mais s’avérera tres sou-
vent utile ultérieurement est un jeu d’enfant, puisqu’il suffit de développer le membre de :

droite = @(z,2) + p(z,w) + p(w, 2) + p(w,w) —
— (2, 2) + (2, w) + p(w, 2) — p(w, w) +
+v19(2,2) + ¢z, w) = p(w, 2) = v=Tp(w, w) —
—v=19(2,2) + (2, w) — p(w, 2) + V=T p(w, w)
= 0 +4o(z,w)+ 0 + 0,

et d’additionner chacune des 4 colonnes. U
Observons au passage que cette démonstration n’a pas utilisé I’hermitianité de .

Lemme 3.5. Sur R, toute forme bilinéaire symétrique est déterminée par ses valeurs sur la
diagonale grdce a la formule de polarisation :

dop(a,y) = p(z+y,o+y) —ple—yz—y).
Démonstration. Mais ici, on utilise vraiment le caractere symétrique de ¢ :
droite = ¢(z,2) + p(z,y) + 9y, 2) + ¢(y,y) —

— w(x,2) + o(z,y) + 0y, v) — 0y, v)
= 0 +2¢(x,y)+2¢y,z)— O,

sinon, le calcul n’aboutit pas. U

En effet par (contre-)exemple, la forme anti-symétrique bilinéaire non nulle sur R? :

((x17x2)7 (y1>y2)> = T1Y2 — T2l

s’annule identiquement sur la diagonale. Mais de toute maniere, nous ne nous intéresserons
qu’aux formes symétriques ou hermitiennes.

Définition 3.6. Un produit scalaire hermitien sur un C-espace vectoriel £ — de dimension
finie ou de dimension infinie — est une forme sesquilinéaire hermitienne :

p: ExFE—C
qui est définie positive au sens ou :
(z,2) >0,

pour tout z € £\{0} non nul.
La notion analogue existe également pour les R-espaces vectoriels.
On définit aussi une forme hermitienne (faiblement) positive par :

90<sz> =0 (VzeE).

Classiquement, on note de maniere abrégée (-, -) au lieu de (-, -) un produit scalaire,
complexe hermitien ou réel symétrique.

Définition 3.7. Un espace pré-hilbertien sur R ou sur C est un R- ou C-espace vectoriel £
muni d’un produit scalaire (-, -).
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Si E est défini sur R, on peut lui associer son complexifié E¢=F+ =1E, qui est le
C-espace vectoriel constitué des élements :

T4+ v=1y (z,y€E)

que I’on additionne de maniere évidente, et que 1’on multiplie par des constantes com-
plexes :

(a+v=1f)- (z+v=1y) == az— By +v=1(ay+ fz).
Si (-, -) g est un produit scalaire (réel) sur F, alors la formule :
(T +v=Ty, u+v=Tv) o = (T, u)p + (Y, )5 — v=1(2,0)p + V=T (Y, u)p

offre un produit scalaire (hermitien : exercice !) sur £C.

Proposition 3.8. Soit E un espace vectoriel complexe de dimension finie ou infinie muni
d’un produit scalaire hermitien (-, -). Alors I’application :

2 /(z,2) = 7]
définit une norme sur F qui satisfait I’inégalité de Cauchy-Schwarz :
[(z, w)| < |2] - w] (Vzwe B),
avec égalité seulement lorsque z et w sont colinéaires.

Démonstration. Les arguments sont les mémes que dans la démonstration du Théo-
reme 2.10 — sans changer les symboles! —, & ceci pres que le produit scalaire est main-
tenant abstrait, général. O

Il importe de noter que I'inégalité de Cauchy-Schwarz reste vraie sans hypothese de
stricte positivité, car cela est parfois utilisé.

Proposition 3.9. Pour toute forme hermitienne faiblement positive p(z,z) > 0 sur un
C-espace vectoriel E :

|Q0(Z,U))‘ < \/()O(sz) ’ \/QO(’U),’UJ) (Vz,weE).

Démonstration. Le méme argument utilisant un polyndme du second degré fonctionne

(exercice), mais les cas d’égalités peuvent étre (beaucoup) plus nombreux que les cir-

constances de colinéarité, a cause de la présence de vecteurs dits isotropes sur lesquels

©(z,z) = 0 dégénere. d
Proposition 3.10. Sur E muni d’un produit scalaire (-, -), on a I'inégalité triangulaire :

Iz +wl < 2] + fw] (V2,weE),

avec égalité lorsque, et seulement lorsque z = 0, ou w = 0, ou encore lorsque w = cz
avec c € R

Démonstration. On calcule, on majore :

Hz+w”2 = (z4+w,z+w)
(z,2) + (z,w) + (w, 2) + (w, w)
2% + 2 Re (2,w) + |w[?
[2[* + 2| 2] Jw] + Jw]?
(121 + Tl

N

[Cauchy-Schwarz!]
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et on retrouve la triangulaire au carré !

Puisqu’on a trivialement égalité lorsque z = 0 ou w = 0, on peut supposer que z # 0 #
w.

Siw = cz avec ¢ > 0, alors clairement :

|z +wl = [|1+e)z] = A+ fz] = J2l +elzl = 2] + Jwl.

Réciproquement, une inspection du calcul qui précede — lequel n’incorporait qu’une
seule inégalité — montre qu’on aura égalité |z + w| = |z| + |w| seulement si on a eu
égalité au moment d’appliquer Cauchy-Schwarz, d’ ot la colinéarité w = c z avec ¢ € R*,
et si donc on demande que :

[(X+e)2]| = 20 + el =],
a savoir que |1 + ¢| = 1 + |¢|, cela force ¢ > 0. O

Théoreme 3.11. Dans un C- ou R-espace vectoriel E de dimension finie ou infinie muni
d’un produit scalaire (-, -), pour tous éléments z,w € E, les identités remarquables sui-
vantes sont satisfaites.

e Développement d’un carré :

|2+ wl* = [2]* + 2Re (z,w) + Jw]*.

Identité de polarisation sur C :

tew) = s+ wl’ = e —wl + vz + el - v=rfe - varwl”

Identité de polarisation sur R :

4zy) = Jo+y) oy

Identité du parallélogramme :

Hz+wH2+Hz—w”2 = 2]|z|* + 2 |w|>.

Formule de la médiane :

2[5 + 3 = wl” = el + ol

Démonstration. Les trois premieres identités ont déja été vues et expliquées.
Pour le parallélogramme, il suffit de développer sans réfléchir :
Hz+w”2+ Hz—wH2 = (z+w,z+w)+(z—w,z—w)
= <Z,Z> + <va>o + <w7 Z>oo + <w7w> + <Z,Z> - <va>o - <w,Z>OO + <w7w>
= 2]2* + 2 uw]*.
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Chose amusante, la médiane et le parallélogramme sont une seule et méme chose a
dilatation pres :

25+ 5l —wf” = & et ol + 5]z —w]
= [2* + Jwl?,
et donc, il est tout a fait permis de les confondre ! U

Définition 3.12. Deux éléments z, w € E d’un espace vectoriel muni d’un produit scalaire
(-,-) sont dits orthogonaux, ce qu’on abrége par z_Lw, lorsque :

0= (z,w).
Méme en dimension infinie, le plus antique des héros mathématiques parle d’or.
Théoreme 3.13. [de Pythagore] Si z_Lw, alors :
|2+ w||” = [z + Jw]*. O

4. L’espace de Hilbert L?(R%)

Il y a au moins deux raisons profondes qui expliquent I’importance et I’omniprésence
des espaces de Hilbert dans les mathématiques.

Premierement, ils apparaissent comme généralisation naturelle des espaces euclidiens
de dimension finie : de méme que le plan R?, I’espace R? ou 1’espace R" (voire dans C"),
ils bénéficient des propriétés familieres telles que le produit scalaire, 1’orthogonalité, les
projections (orthogonale), le théoreme de Pythagore, etc. Crucialement, on demande que
les espaces de Hilbert abstraits soient complets pour la topologie qui dérive de leur norme.
Cette condition de complétude est cruciale, et on la requiert afin que les constructions
géométriques et les passages a la limite se passent aussi bien en dimension infinie qu’en
dimension finie, et aussi, afin qu’il existe de bonnes bases orthonormées — de cardinal
infini — le long desquelles on puisse décomposer chaque vecteur.

En fait, la complétude est une hypothese naturelle qui est satisfaite par les objets ma-
thématiques connus, puisque les espaces (% et % sont complets, et puisque 1’espace des
fonctions f: R? — C mesurables dites de carré intégrable :

/Rd ’f(:c)}zda: < 00,

espace paradigmatique auquel cette section est consacrée, est tout aussi complet. Ici bien
entendu, le point :

r = (Il,...,l’d),

posseéde d coordonnées € R, et :
dr = dxy---dxy

désigne la mesure de Lebesgue.

Deuxiemement, la théorie des espaces de Hilbert s’est avérée au fil du temps étre un
cadre conceptuel tres souple et trés puissant, presque un langage a part entiere voire une
sorte d’esperanto mathématique, grace auquel on peut formuler et résoudre élégamment
des problemes d’analyse mathématique, en les plagcant dans un espace fonctionnel adéquat
riche de structures géométriques.
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Soit donc un entier :
d > 1.

Apres (%, le deuxieme exemple canonique et ultra-concret d’espace de Hilbert est donc :

L*(RY) .= {f: R? — C mesurables: / |f(z)]?dr < oo}.
R4
De maniere analogue, 1’exemple des fonctions L? sur le cercle unité, ou, de maniére équi-
valente, des fonctions 27-périodiques sur R :
L2 ([_ﬂ-a ﬂ-]) )

effectue un lien historique profond et originaire entre les séries de Fourier et les espaces de
Hilbert (voir prochain chapitre).
En tout cas, sur I’espace L?(R?) qui se comporte au mieux, la norme est naturellement

définie par :
. \2
sy = ([, 170 ac)

Une différence cruciale entre I’espace L'(R?) des fonctions Lebesgue-intégrables sur R?
et cet espace L?(IR?), ¢’est ’existence d’un produit scalaire :

<f7 g)LQ(Rd) = . f(l’) g([lﬁ') dma
R
entre deux fonctions quelconques :
f: R — C,
g: RY — C,

a partir duquel on retrouve la norme :

1oy = (F: Frzze) ™

On démontre qu’il n’est en aucune maniere possible de définir un produit scalaire sur I’es-
pace de Lebesgue L'(R?) qui redonnerait sa norme naturelle [ |f].
Toutefois, comme pour I’espace Ll(Rd), la condition :

HfHL2(Rd) =0

implique que f(z) = 0 pour presque tout z € R<. Si donc on identifie comme il se doit
les fonctions qui sont égales a un ensemble de mesure nulle pres, I’espace L2(IR?) est alors
muni d’une vraie norme | - | 12(ra).

Or pour que la définition du produit scalaire :

[ 1) gy da

ait un sens, il faut au moins s’assurer que la fonction f g soit intégrable sur R?, & savoir que
fg € L'(R?). Tel est bien le cas, grice a des arguments trés élémentaires.

Proposition 4.1. L’espace L?(R?) jouit des propriétés suivantes.

(i) L?(R?) est un espace vectoriel.
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(ii) * — f(x) g(x) est intégrable chaque fois que f, g € L*(R?), et I’inégalité de Cauchy-
Schwarz :
‘<f’ g>L2(Rd)‘ S HfHL2(Rd) HgHL2(Rd)
est généralement satisfaite.
(iii) Si une fonction g € L*(R?) est fixée, alors 'application :
L*(RY) — C

L .
f— {f,9) 2me

g-

est C-linéaire continue :

[Zo(D] < o2y 11120
——

constante

avec de plus :

<f7 9>L2(Rd) = <g> f>L2(Rd)'
(iv) L’inégalité du triangle est satisfaite :

Hf + g”L2(Rd) S ”pr(Rd) + ”g”L2(Rd)'
Dans la suite, on s’autorisera a admettre 1’équivalence notationnelle flottante :

BTN N .

ainsi que :
() = (e = <'a '>L2(Rd)a

suivant que 1’on souhaite alléger 1’écriture, ou que I’on préfere notifier explicitement de
quelle norme précise il s’agit.

Démonstration. Pour f,g € L?(R%), et z € RY, de I'inégalité :
|f(x) + g(@)| < |f(z)]+]g(x)]
< 2max (|f ()], lg(=)]),
on déduit :
|f(2) + g(@)|" < 4max (|f(2)* + |g(2)]?)
< 4f (@) +4]g(2),

[lraP<a [ieea [ 1o
< 00,

ce qui montre que f + g € L*(RY).
Aussi, puisque pour tout A € C :

I Ay = 1 s

on conclut que L?(R?) est bien un espace vectoriel.

d’ ol :

Ensuite, concernant (ii), pour voir que f g appartient a L!(R?), il suffit de se rappeler —
réminiscence des mathématiques babyloniennes — que pour tous A, B > 0 réels positifs,
ona:

2AB < A?+ B2,
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de telle sorte que :

1
@3] de < 5 [ + I

< 0.

Pour démontrer I'inégalité de Cauchy-Schwarz :

[, ta)a@as

observons d’abord que si |f| = 0 ousi |g| = 0, alors fg = 0 presque partout, d’ou
(f,g) = 0 et I'inégalité est triviale : 0 < 0. Nous pouvons donc supposer que | f| > 0 et
que |g| > 0, donc en divisant f et g par leurs normes respectives :

- I 9
= T

ce qui ne change pas I'inégalité a démontrer puisqu’elle est doublement homogene, 1’in-
égalité a démontrer devient :

<1 oy N9 gy

[ @3] de <1

mais 1’inégalité que nous venons d’obtenir, appliquée a fet a g, donne justement le résultat
voulu :

>\ = Lz 2
[ 1@ 3@ dx < 5 {1, + [l )
R4 \ / \ /
=12 =12
puisque 3[1% +1?] = 1!

L’assertion (iii) découle de la linéarité de I’intégrale, et la continuité de L, découle de
I’inégalité de Cauchy-Schwarz (exercice de révision mentale sur les opérateurs linéaires
continus d’un espace vectoriel normé, résolu en détail page 47).

Enfin, pour démontrer 1’inégalité triangulaire (iv), on applique I’inégalité de Cauchy-
Schwarz simplement comme suit :

2
If+g]"=(f+g f+9)
= I/IP+(F.9) + (9. /) + Dol
< AP +2[(f. 9] + gl?
<A+ 201 gl + 1gl?

= (I£1 + Ig1)”

et il suffit de prendre la racine carrée de 1’inégalité obtenue. U

Tournons maintenant notre attention vers la notion de limite dans 1’espace L*(R?). La
norme | - |,2(rey induit une métrique naturelle en déclarant que la distance entre deux
fonctions :

f € L*R% et g € L*(RY)

est la norme de leur différence :
dist (f,9) = |f - gHL2(Rd)‘
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Une suite de fonctions :
(fn)oo € LQ(]Rd)

n=1

est dite de Cauchy si :
dist(fm, fm) — 0 lorsque ni, ng — o0.
On dit aussi qu’une telle suite converge vers une fonction-limite :
f e L*RY),
sil'ona:
0= lim dist (fn, f).
n— 0o

Théoreme 4.2. L’espace L*(R?) est complet pour sa métrique :
dist(f,g) = Hf _9HL2(Rd)'

En d’autres termes, toute suite de Cauchy de fonctions de L?(R?) admet une fonction-
limite qui appartient encore a L?(IR?). Ce théoréme, qui contraste fortement avec la situa-
tion de I'intégrale de Riemann, montre a merveille toute la puissance et toute 1’utilité de
I’intégrale de Lebesgue.

Démonstration. L’argument est trés analogue a la démonstration de la complétude de
L*(R%), et nous en détaillons les ingrédients afin de mieux (ré-)intégrer mentalement la
théorie.

Etant donné une suite arbitraire de fonctions mesurables de carré intégrable :

(fa)2, € L*(RY),
qui est de Cauchy pour la norme L? :

Ve>0 3IN=N()>1
(4.3) <n m > N> — <\|fn—meL2(Rd) < g),

I’ objectif, pour établir la complétude de L?, est de trouver ou de construire une certaine
fonction f € L?(RY) telle que :

0= lim |/,

n—o0

o f“L?(Rd)'

A cette fin, extrayons tout d’abord une sous-suite auxiliaire :

oo
(fnk) k=1’
ayant la propriété de converger assez rapidement en norme L? :
1
ank+1 _f”kHL2(Rd) < ? (Vk>1),

pour que la fonction (mesurable) F': R — R, U {oco} définie par :

F('T) = fm(x> +Z ‘fnk+1(x) _fnk(x)}
k=1
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ait une norme L2 finie :

1E ] ey < ol gy + D I = Foull o
k=1
|
< full e + 2 5
k=1
< gy +1
< 00,

ce qui signifie que :
F ¢ L*(RY).

Autrement dit, I’intégrale de son carré est finie :

/ F(x)*dr < oo,

Rd

et ceci force ses valeurs 2 étre finies en presque tout z € R¢ :
0 < F(z) < oc.

Ensuite, pour tout entier K > 1, la fonction issue d’une simplification téléscopique :

~
—

fnx(x) = fm (l‘) + (fnk+1 (:L‘) - fnk(x))

1

e
Il

satisfait alors uniformément par rapport a K :

@) < @]+ [foos (@) — fon (@)

< F(a),

et donc, en faisant K — 0o, nous voyons que la série infinie ) -, converge absolument
pour définir, en presque tout x € R, une certaine fonction mesurable finie :

4.4) KIL)rr;Oan(x) =: f(z) € R.

C’est elle, notre fonction désirée, nous 1’avons faconnée ! Car de ce qui précede, I'in-
égalité valable presque partout :
fI<F,

d’ot |f|? < F? — souvenons-nous que f est a valeurs dans C, ce qui justifie ici la notation
module |f| — nous assure crucialement que :

/ |f(@)]?de < / F(z)*dz < oo,
Rd Rd

ce qui montre que :
f € L*R%.
Naturellement, on s’attend a ce que :

0= k:II—>mOO ank - f”LQ(Rd)’
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et pour vérifier cela, on remarque que I’inégalité valable par construction presque partout :
’f ng f } < 2F
assure la domination uniforme :
”fnk - fHLQ(Rd) < 2 ”F”LQ(Rd)
< 00,

donc grace au théoreme de la convergence dominée de Lebesgue, on conclut que la sous-
suite ( fnk)zoz1 de la suite ( J"}L)ZO:1 converge en norme L2 vers la fonction f € L?(RY) :

im [ )= F@)f e = [ i [0 = S do

k—oo d k—oo

[Utiliser (4.4)] = 0.

Pour achever la démonstration du théoréme de complétude de L2(IR%), il reste encore a
. . . N o) A~ . .o
faire voir que la suite entiére ( fn)w1 converge en norme L? vers la méme fonction-limite

f que la sous-suite (f,, ), ;-

Or cela découle logiquement de tout ce qui a été dit, puisque, si ¢ > 0 est arbitrairement
petit, en revenant a I’expression (4.3) de la Cauchycité de (f,,)22 ;, si un indice K > 1 de
la sous-suite est choisi assez grand pour que :

ng = N(e),
et pour que, grace a la convergence qui vient d’€tre établie :
anK - .f”LQ(Rd) < &,
alors pour tout n > N(¢), une simple inégalité du triangle :

an - fHLQ(Rd) g ”fn - an

< e+e,

L2(R%) + anx o f“m(md)

offre la délivrance. U

Une propriété additionnelle de L*(R?), surprenante au premier abord mais trés proche
du théoreme de Weierstrass d’approximation des fonctions continues par des polyndmes,
stipule qu’il suffit d’une famille dénombrable de fonctions pour approximer toutes les fonc-
tions possibles.

Théoréme 4.5. Dans ’espace L*(RY), il existe une suite de fonctions :
(f) ey € LA(R)
qui est dense :
VFeL*RY) Ve>0 3 fye € (fu)

o0

n=1 Hf - fN(f)Hp(Rd) < e
Démonstration. Introduisons la famille de toutes les fonctions combinaisons linéaires fi-

nies :
Z )‘@ ’ ]‘RQ(:U>7

finie

de fonctions indicatrices de rectangles d-dimensionnels compacts :

RQ = [CLLQ, blj(@] X - X [ad@, bd’(@] (—oo < a;,g<b;g <o)
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a coordonnées rationnelles :

aLQa bz,@ S Q (léiéd),
et a coefficients complexes :

)\@ € @ +1 Q,
dont les parties réelles et imaginaires sont elles aussi rationnelles. Comme Q¢ et Q? sont
dénombrables, et comme une réunion dénombrable d’ensembles dénombrables est toujours
dénombrable, cet ensemble de fonctions que 1’on pourrait appeler fonctions en escalier ra-

tionnelles a la propriété mirifique d’étre dénombrable. Apres rénumérotation, nous pouvons
donc le considérer comme étant une suite :

o0
{3 %01} = )2
finie

et nous allons démontrer que cette suite est dense dans L*(R?).

Soit en effet une fonction quelconque f € L?(R%) et soit € > 0 arbitrairement petit.
Pour tout entier K > 1, la fonction doublement tronquée définie par :

f(z) lorsque max |x;| < K etlorsque ‘f(x)’ <K,
Tif = 1<i<d
0 sinon
satisfait au moins ponctuellement :
2

et comme les valeurs f(z) sont nécessairement finies presque partout puisque | |f]* < oo,
on a (exercice mental) :

f(l’) = lim TKf(l’) (pour presque tout € R%).
K — o0
Le théoreme de la convergence dominée assure alors que :
0= K“_rPOO Hf - TKfHL?(Rd)'

Etant donné ¢ > 0 arbitrairement petit, il existe donc X = K(g) > 1 assez grand pour
que :

Hf_TKfHL2(Rd) < e/2

Or la fonction doublement tronquée Tk f est mesurable, elle est bornée et elle a comme
support un ensemble borné. Par conséquent, elle est intégrable :

1
Trxf € L*(RY).
On pense alors spontanément a un théoréme censé étre déja connu au niveau de ce cours.

Théoreme 4.6. [Densité de fonctions-types concretes] Les trois familles de fonctions sui-
vantes sont chacune denses dans I’espace L'(R?) pour la norme L' :

e les fonctions dites étagées, qui sont sommes finies d’ensembles caractéristiques de sous-
ensembles mesurables quelconques E C RY :

Z A1lg (AeC);
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e les fonctions dites en escalier, qui sont combinaisons linéaires finies de fonctions carac-
téristiques :
E A1lp (A€0),

de rectangles d-dimensionnels bornés :

R =[ay,b1] X -+ X [ag, by (as, bi €R);

e les fonctions continues a support compact :
O(R4 = d i = }
{fe%(R,(C) f OsurR\{1r2?<>§|xz|/K} pour K > 1 O

En appliquant la deuxieme assertion de densité a la fonction bornée T f de support
borné donc intégrable :
TKf S Ll (Rd)7

on trouve donc une fonction étagée :

telle que :

52

TKf_ZA']-R <ma

‘ finie
en norme L', mais pas pour I’instant en norme L2, et ¢’est pourquoi on ajuste la contrainte
d’approximation a €tre a I’avance aussi petite que 557 afin que tout se passe comme il le
faudra a la fin, notamment afin d’obtenir un majorant de la forme /2 4 ¢/2 = «.

Or un examen de la construction de cette approximante dans la démonstration du théo-
reme de densité montre qu’on peut aisément supposer que sa taille et son support ne dé-

bordent pas trop de celui de Tk f :
o |3 A1 <2K,
o RC {|z| <2K},

en abrégeant |z| := max{|z1], ..., |z4| }.
Ensuite, on perturbe tres 1égerement ces coefficients A € C en des coefficients ration-
nels :

L1(R4)

/\Q € Q+ i@,
et on perturbe aussi les extrémités des segments qui définissent les rectangles d-

dimensionnels R pour obtenir de nouveaux rectangles Rg a segments-extrémités dans Q
de telle sorte que :

€
D N1 =) Ag- g, < ,
finie finie L' (R) 24K
d’ou par inégalité triangulaire :
g2 g2 g2
T f — Ao -1 < = ,
2 fz R P MK T24K 12K

avec de plus :
[ ] ‘Z/\Q'lRQ| <2K,
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° R@ C {|ZL” < QK}
En particulier, on a la majoration aisée utile :

Tif = Ag-1g,

finie

max
|z|<2K

< 3K,

Pour vérifier que la fonction ainsi obtenue ) Ag - 1g, approxime alors f en norme
L? a e pres, il suffit de vérifier qu’elle approxime Tk f a £/2 pres, ce qui repose sur des
majorations-engrenages maintenant parfaitement huilées :

2 1+1
(‘TKf_Z)‘Q‘lR@ ) :/ Tif =) Mo 1n
finie L2(R%) |z|<2K finie
1 1
< Tk f — Ao -1 Tk f — Ao -1
mag [Tif =3 de 1, [ s > Ao n,
<BE|Tif =Y Ag-1g,
finie L1(R4)
82
< 3K
12K
2
_ (£
-(3),
d’ou au final par simple inégalité triangulaire :
‘f —> g 1g <N = T oy + | Ticf =D de- 1
finie L?(R?) finie L2(R?)
< g/2+4¢/2,
ce qui conclut. U

5. Définition des espaces de Hilbert abstraits et des bases hilbertiennes

Nous pouvons maintenant définir les espaces de Hilbert abstraits et généraux, sans égard
a leur dimension, i.e. sans mentionner qu’il soient ou bien de dimension finie, ou bien de
dimension infinie (dénombrable ou non-dénombrable).

Résumons notre parcours. Nous avons établi que ¢? est un espace vectoriel hermitien
complet en tout point analogue a C", afin de présenter et d’étudier un exemple concret et
tangible d’espace de Hilbert avant toute définition abstraite. Cette stratégie de type induc-
tif qui consiste a faire passer le concret avant 1’abstrait n’est pas dénuée de sens, puisque
nous verrons plus loin que fout espace de Hilbert abstrait de dimension infinie dénombrable
est isométriquement isomorphe a (* (Théoréme dit de Riesz-Fischer qui sera vu ultérieure-
ment). Nous utiliserons a présent les lettres f, g, h pour désigner des éléments d’un espace
de Hilbert, en ayant a 1’idée que les applications principales de la théorie ont cours dans
certains espaces de fonctions.

Définition 5.1. [Espace de Hilbert] Un espace vectoriel normé (H, | - |) sur C est un
espace de Hilbert s’il est complet et si sa norme :

| £ = /{fs ) (feH)
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provient d’un produit scalaire hermitien (-, -) satisfaisant les cinq axiomes suivants :

(i) (g,.f) =(f,9);
(i) (f'+f"9)=(f"9)+{f" q),
(f, g +9")=(f,9")+{f,9");
(iii) (\f,9) = X[, 9),
(fing) =0(f 9);
(iv) (f, f) e Ry;
) (f,f)=0=f=0.

En des termes équivalents, un espace de Hilbert est un C-espace vectoriel hermitien
(H (e >) qui est complet, ou encore un espace préhilbertien complet.

Observons sans attendre que les conditions (iv) et (v) assurent que \/(f, f) a un sens et
ne s’annule que si f = 0, et donc :

|F:= VAL )

est un bon candidat pour une norme, mais deux axiomes doivent encore étre vérifiés. Par
(iii), on a I’homogénéité :

INFI = N2 LEL = IAEL

En développant | f + tg|* et en raisonnant exactement comme dans la preuve du Théo-
reme 2.10, on établit I’'inégalité de Cauchy-Schwarz :

VigeH [{f,a)]<IfIgl.

I’égalité n’étant satisfaite que lorsque f et g sont colinéaires. De cette inégalité en majorant
les deux termes (f, g) et (g, f) dans :

If+9I* = (F+g. f+9) =1+ (f,9) + (9. /) + lal*,

on déduit ensuite 1’inégalité triangulaire :

If+ gl < 1£1+ 19l

ce qui achéve de montrer que +/(f, f) fournit une norme sur H.

La notion générale d’espace de Hilbert abstrait (du verbe « abstraire ») ces deux pro-
priétés et les pose comme définition. Les espaces de Hilbert permettent de résoudre de
nombreux problemes d’analyse : équations intégro-différentielles, séries de Fourier, sans
compter que les axiomes de la Mécanique Quantique postulent qu’il existe toujours un
espace de Hilbert correspondant a une expérience de microphysique donnée.

Si un espace préhilbertien n’est pas complet, on peut le compléter d’une maniere es-
sentiellement unique en un espace de Hilbert (complet), comme le propose de 1’établir
I’Exercice 22.

Théoréme 5.2. Etant donné un espace préhilbertien (Ho, (-, )n,), il existe un espace de
Hilbert (H (s )) — complet! — unique a isomorphisme unitaire pres satisfaisant :

(i) H D Hy;

(ii) H, est dense dans H ;

(D) (f.9)u = (f,9)n, pour tous f,g € Hy. O
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5.3. Cinq concepts abstraits fondamentaux. Maintenant, introduisons les notions de den-
sité, de séparabilité, de totalité, de familles orthonormées et de bases hilbertiennes.

Nous montons ici d’un cran en abstraction. Il est important de méditer la signification
des définitions qui vont suivre. Le moment de leur premiére apparition exige de se forger
des intuitions mathématiques rigoureuses. Le moment de leur compréhension exige aussi
de revenir sur leur signification lorsque nous aurons démontré quelques théoremes qui les
utilisent.

Définition 5.4. [Densité] Une partie D de H est dite dense dans H si :
VheH Ve>0 3feD telque |f—h|<e.

Autrement dit, les éléments de D sont arbitrairement proches de tous les élément de H.
Ou encore : Pour la topologie sur H naturellement issue de la distance d(f, g) := |f — ¢|
associée a la norme, la fermeture D=HdeD remplit / tout entier.

Cette notion de densité a aussi un sens dans les espaces vectoriels normés quelconques
(qui ne sont pas forcément de Hilbert), et méme dans les espaces métriques sur lesquels
seule une distance existe.

Définition 5.5. [Séparabilité] Un espace de Hilbert est séparable s’il posseéde un sous-
ensemble dénombrable dense. Autrement dit, H est séparable s’il existe une suite (fi)2,
d’éléments de H satisfaisant :

VheH Ve>0 3f, telque |h— fi] <e.

A nouveau, cette notion a aussi un sens dans n’importe quel espace métrique, par
exemple dans tout espace vectoriel normé (F, | - |g). La plupart des espaces de Hilbert
que I’on rencontre dans la théorie des fonctions sont en fait séparables, par exemple pour
p > 1 les espaces LP(R™) de fonctions telles que [ |f|P < oo, puisque ’on sait que la
famille des fonctions qui sont égales a une certaine constante rationnelle sur un hypercube
a coordonnées rationnelles et nulles ailleurs sont denses dans LP(R™); le Théoréme 4.5 a
au moins démontré cela en détail dans le cas p = 2, et la démonstration pour 1 < p < oo
quelconque est similaire.

Quelques-uns des énoncés abstraits que nous démontrerons ci-dessous ne feront pas
d’hypothese de séparabilité, mais on peut fort bien les comprendre en supposant mentale-
ment qu’ils sont séparables pour s’en faire une idée utile et adéquate.

On veillera a ne pas confondre le terme « séparable » avec la notion d’espace topolo-
gique X «séparé », qui par définition a la propriété que pour toute paire de points = # y
distincts, il existe deux voisinages ouverts non vides U > z etV 3 y telsque UNV = (.

Toutefois, cette notion de séparabilité ainsi définie ne tient pas encore compte de la
structure d’espace vectoriel de H, car on pourrait naturellement penser qu’avec une suite
(fe)72,, toutes les combinaisons linéaires des fj sont aussi données. Voici donc une défi-
nition plus appropriée.

Définition 5.6. [Totalité] Une partie F' d’un espace de Hilbert H est dite totale si ’en-
semble des combinaisons linéaires finies d’éléments de F' est dense dans /. Autrement dit,
la famille F' = (f;);c.» indexée par un ensemble .# quelconque est totale si :

Vhe H Ve>0 3JkeN 3Jf,,....fi, € F 3Fay,...,a,€C
telsque |h—ay fiy — - —ax fi,| <e.
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Enfin, la notion de base d’un espace vectoriel se généralise aux espaces de Hilbert, qui
sont le plus souvent de dimension infinie. Mais comme on dispose d’un produit scalaire, on
peut méme parler d’orthogonalité entre des vecteurs.

En géométrie euclidienne (dimension finie), toute famille de vecteurs qui est a la fois
orthogonale et de norme 1 est dite orthonormée, concept qui se généralise a la dimension
infinie.

Définition 5.7. [Famille orthonormée] Une famille {e;};c » d’éléments d’un espace de
Hilbert A est dite orthonormée si :
1 si il = ZQ,
0 si il 7& ig.

Mais parce qu’il n’est pas clair a priori que tout vecteur d’un espace de Hilbert A de di-
mension infinie puisse étre décomposé comme somme nécessairement infinie de multiples
de vecteurs d’une certaine base (puisqu’une telle somme pourrait fort bien ne pas conver-

ger), on définit un premier concept de base dans H en ne considérant que des combinaisons
linéaires qui sont finies.

Vi, € 5 Vig € 54 <€i17€i2> = 51‘171'2 = {

Définition 5.8. [Base hilbertienne] Une base hilbertienne de H, ou base orthonormée, est
une famille {e;};c.» de vecteurs de H qui est orthonormée, et qui est de plus totale.

En résumé, nous avons présenté cinq concepts fondamentaux au sujet des espaces de
Hilbert qui culminent en une définition prudente de la notion de base par laquelle I’infini
est rejeté dans la densité, a travers I’hypothése que la famille {e;};c » est totale. Comme
cela arrive trés souvent en mathématiques, un champ définitionnel présenté au début d’une
théorie se pose en attente de théorémes plus informatifs qui vont métamorphoser 1I’appré-
hension des concepts en les rendant plus clairement concrets et manipulables. La suite des
événements va donc rendre plus compréhensibles ces définitions.

5.9. Bases hilbertiennes et séparabilité. Maintenant, que peut-on dire lorsque H est sé-
parable ? Naturellement, on peut s’attendre a ce que tous les concepts se ramenent a des
collections dénombrables d’objets. Deux résultats fondamentaux confirment cette intuition.

Proposition 5.10. Tout espace de Hilbert possédant une famille totale qui est une suite
(fx)22, (dénombrable) est séparable.

Démonstration. Voici le probleme : dans la définition de famille totale, les combinaisons
linéaires finies autorisées sont a coefficients complexes arbitraires, et 1’on sait que R et
C ne sont pas dénombrables, d’apres le fameux argument diagonal de Cantor. Toutefois,
on sait aussi que le corps des nombres rationnels Q, qui est dénombrable, est dense dans
R, d’ou il découle immédiatement que Q + ¢ Q est dense dans C. Fixons maintenant un
entier £ > 1. L’ensemble % (f) des combinaisons linéaires a coefficients rationnels des k
premiers éléments de la suite :

ayfi+ -+ ay fr (a; €Q+iQ)
estégala (Q+:Q) x - - - x (Q+1iQ) avec exactement k facteurs, et comme le produit d’un
nombre fini d’ensembles dénombrables est dénombrable, % (f) est dénombrable. Puis-

qu’une réunion dénombrable d’ensembles dénombrables est elle aussi dénombrable, 1’en-
semble :

G () =G UGS U UG U
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est lui aussi dénombrable. Cet argument nous permet donc de remplacer les combinaisons
linéaires finies a coefficients complexes par des combinaisons linéaires finies a coefficients
rationnels. Mais il nous reste a vérifier scrupuleusement la densité.

Revenons donc a notre suite ( fx)?°, qui est totale par hypothese. Ainsi :

VheH VYe>0 3Jk>1 3Jay,...,a,€C

telsque |h—ai fi — - —a fi]| <e.
Pour tout j = 1,.. ., k, choisissons alors un a; € Q + i Q tel que :
r e
|45 — 4| < EmaxaATIRD

ce qui est possible (observons que nous avons ajusté a I’avance la trés grande proximité
de a;- a aj, cf. ce qui va suivre). Maintenant, majorons la différence entre A et la nou-
velle combinaison linéaire a coefficients rationnels en faisant apparaitre (artificiellement)

la combinaison linéaire initiale que 1’on contrdle par hypothese :

|h—ay fr = —a fill = |h —arfi = —afir — (a) —a1) fr — - = (a), — ax) fil
<|h—aify = —apfil + |ay —ail [ fil + -+ |ag, — ax| | fi]
<&+ mmmanrmn Al + -+ 150
et rmmarern Ko max (Ll el )
< 2e.

On voit donc que tout élément h € H peut &tre approximé a 2¢ pres par un élément de
%, (f). En conclusion, I’ensemble €”(f) des combinaisons linéaires finies a coefficients
rationnels de la suite ( f;)7° ;, ensemble qui est dénombrable, est bien dense dans H, ce qui
acheve cette preuve tres détaillée. U

Commentons cette démonstration. Un premier moment nous a convaincu pour des rai-
sons de théorie des ensembles que les combinaisons linéaires finies a coefficients com-
plexes pouvaient &tre remplacées par des combinaisons a coefficients rationnels, ces der-
nieres étant dénombrables. La densité de Q + ¢Q dans C est donc la cause principale de
la vérité de cette proposition. Mais I’argument complet de preuve n’est pas terminé, et la
seconde partie de la démonstration repose sur la manipulation d’inégalités. Toutefois, avec
I’expérience, le mathématicien se forge 'intuition que normes et valeurs absolues sont
faites pour que la densité passe au travers sans probleme, et donc il se convainc que la
deuxieme partie de la démonstration va de soi.

Corollaire 5.11. L'espace (2 = {z = (2){2,: z € C, Y |z]* < oo} est séparable.

Démonstration. Pour ¢ > 1 entier, soit ¢; := (0,...,0,1,0,...) le i-eéme vecteur de base,
avec 1 a la 7-eme position, et 0 ailleurs, de telle sorte que 1’on peut écrire :

[ee]
zZ = (Zl,...,Zi,...) = Z Zi €.
i=1
La convergence Y |z]? < oo assure que, pour tout ¢ > 0, il existe I = I(g) > 1 assez

grand pour que :

Z ’Zi‘z g 827

i=I+41
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d’ou I’approximation :
I

Z — Z Z; €
i=1

qui montre que la famille dénombrable de vecteurs (e;)$2; est totale dans (2. La Proposi-

tion 5.10 qui précede acheve alors le travail. U

< g,
Lo

Voici maintenant le premier résultat fondamental de la théorie des espaces de Hilbert.

Théoreme 5.12. Tout espace de Hilbert H de dimension infinie qui est séparable posséde
une base hilbertienne qui est dénombrable.

Extrayons le sens de cet énoncé : la séparabilit¢ de [ (dénombrabilité d’un sous-
ensemble dense) est cause de la dénombrabilité d’au moins une base hilbertienne. Est-ce
vrai pour foute base hilbertienne ? Oui, et nous le verrons juste apres.

Démonstration. Soit donc (g, )22 ; une suite dense dans H. Pour commencer, en inspectant
ces €éléments les uns a la suite des autres :

91, 92, 93, 94, g5, .- -,

on décide de ne conserver un élément g, que s’il n’appartient pas a 1’espace vectoriel
engendré par les n précédents éléments gy, go, ..., g,. De la sorte, on extrait facilement
une sous-suite (g, )72, telle que les k vecteurs g,,,, gny, - - - , gn,, SONt toujours linéairement
indépendants entre eux, quel que soit £ > 1, en se souvenant que par construction, on a
aussi :
Vect (gnl, nas s Gnpe_ys gnk) = Vect (gl,gg,gg, . ,gnk_l,gnk).

Maintenant, en appliquant le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt, on peut
construire une nouvelle suite (g;)7° ; telle que :

e Vect (:(jl, e ,§k) = Vect (gm, e ,gnk),
e Les k vecteurs (g1, .., gx) forment une base orthonormée,

et ce, pour tout £ > 1. Sachant qu’une base hilbertienne est une famille orthonormée qui
est de plus totale, I’assertion suivante conclura la preuve du théoréme.

Assertion 5.13. Alors la suite infinie dénombrable (ﬁk)?:l est totale dans H.

En effet, soit h € H quelconque et soit ¢ > ( arbitraire. Comme par hypothese la suite
(gn)o2, est dense dans H, il existe un entier N > 1 tel que |h — gn| < . Mais par

n=1
construction, il existe un certain autre entier inférieur ou égal nx < N tel que :

gn € Vect (gl7 ...,gn) = Vect (gnl, . ,gnK) = Vect (f]'l, o ,@'K).
Donc il existe des constantes ay, ..., ax telles que ce vecteur gy s’écrive comme la com-
binaison linéaire finie :
gy = a1 g1 + -+ ag gr,
On a donc démontré que pour tout h € H, quel que soit € > 0, il existe une combinaison
linéaire finie a; g1 + - - - + ax §x de la suite (ﬁk):il telle que :
Hh—a{g} — s — GK§K|’ < €.

Ceci exprime précis€ément que la suite orthonormée (gk) :ozl est totale et la preuve du théo-
reme s’acheve. U
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Mentalisons a nouveau la démonstration en essayant de la reparcourir pour embrasser
ses causalités et surtout, la résumer adéquatement. Comme on part d’une suite dénombrable
dense et que I’on veut construire une base, on peut supprimer les vecteurs inutiles. Bien
entendu, il faut orthonormaliser. Mais cette opération change completement les vecteurs.
Heureusement, tout reste dans une suite grandissante d’espaces vectoriels, et I’on ne perd
pas les éléments de H atteints par densité pourvu que 1’on s’autorise des combinaisons
linéaires quelconques (notion de totalité).

Proposition 5.14. Si H est un espace de Hilbert séparable, toute famille orthonormée de
H est de cardinal au plus dénombrable.

Démonstration. Soit donc {e;};c» une famille orthonormée dans H. Pour prouver que .&
est au plus dénombrable, il suffit de démontrer I’existence d’une injection de . dans N*.
Remarquons tout d’abord que si 7 et i sont deux éléments distincts de ., on a :

||€i1 — €iy "2 = <€i1 — €y, €ip — €i2>
= <€i17 ei1> - <6i2> eil>o - <ei17 61'2)0 + <€i27 €i2>
2
c’est-a-dire |e;, — e, = V2.
Par séparabilité de H, il existe une suite dénombrable (g,)>°; dense dans H. Pour

chaque indice i € .#, il existe donc un élément g, ;) de cette suite qui approche assez
bien e; :

?

lei — gngiy] < %2,

et ici, \/g
petite.
En choisissant pour chaque ¢ € .# un seul entier n(7) parmi tous ceux qui vérifient cette
inégalité, on définit alors une application . — N*, i — n(i).
En ins€rant —g,,i,) + n(iy) — Gn(iz) T 9n(ir) €t €n utilisant I’inégalité triangulaire, on a

alors pour tous i; # s :

\/5 - ||€i1 — €4y ”

qui semble une marge d’erreur assez grossiere sera en fait une quantité assez

< e = gnin |+ 19n) = il + 19ngia) — €l
< N Gnti) = Gniiny | +2 %2,
d’ou:
‘/TQ < N9ngin) — Gntin |-
On en déduit immédiatement que g,(;,) # gn(in) et donc que n(i;) # n(iz) pour tous
i1 # 1o distincts. Ainsi, I’application i — n(i) de .# a valeurs dans N* est injective, ce
qui implique Card(.#) < Card(N*) et termine la preuve. d

Corollaire 5.15. Si H est séparable, toutes ses bases hilbertiennes sont de cardinal fini ou
infini dénombrable. U

Proposition 5.16. Soit H un espace de Hilbert ayant une base hilbertienne {e;}ic #. Si
f € H est orthogonal a tous les e;, i € 7, alors f = 0.

Cet énoncé, valable sans aucune hypothese sur le cardinal de .#, implique qu’a une
base hilbertienne, on ne peut jamais ajouter un vecteur de norme 1 qui est orthogonal a tous
les vecteurs de ladite base. En termes plus abstraits : une base hilbertienne est une famille
orthonormée qui est toujours maximale pour I’inclusion.
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Dans la démonstration de cette proposition et aussi dans les énoncés qui suivront, nous
seront amenés a calculer la norme au carré de la somme de deux ou plusieurs éléments,
comme nous 1’avons déja fait quelques fois auparavant. Observons donc a I’avance que
I’on a la formule :

A+ fot - FflP=(h+ ot ot fo it ot + i)
= AP+ 117+ + [ fel?+

+ Z f11>f12 Z <.fi27fi1>'

1<i1<io<k 1<i1 <igo<k

Comme (f;,, fi,) = (fi,, fip), le résultat peut étre contracté en :

ot Sl = 1A+ AP+ 2Re Y (fars fa):

1<i1<io<k

Définition 5.17. Deux vecteurs z et w d’un espace hermitien (E, (-, )) sont dits orthogo-
naux lorsque leur produit scalaire est nul :

0= (z,w).

Lorsque les f; sont orthogonaux entre eux, cette formule se réduit a une simple expres-
sion du théoreme de Pythagore :

Lfo -+ £l = LA+ + 1

De plus, si chaque f; est dilaté d’un facteur \; € C, on a aussi :

[Acfot e A Sl = AP AL+ I

Dans le cas de deux éléments (k = 2), la formule se réduit bien entendu a :

I +gI” = [£1” + 2Re (f, g) + lgI*.

et lorsque f est orthogonal a g, on a le théoréme de Pythagore :

1f +gI* = 1£I* + lal*.

C’est quand on éleve les normes au carré que le formalisme se préte le mieux aux cal-
culs : souvenons-nous en !

Démonstration. Comme la famille {e; },c.» est totale dans H, pour tout ¢ > 0, il existe une
combinaison linéaire finie ;. , a; e; pour j variant dans un sous-ensemble fini 7 C .7,
telle que :

<E.

[ e
jes

Elevons les deux membres de cette inégalité au carré. L orthogonalité de f a tous les e
et I’orthonormalité de la sous-famille {e;};c , nous permettent alors d’éliminer les termes
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Croisés :

=R (f S we )+ Y lael?

|£=3 ae
j€s

s jies
= | fI* - Z 2Re [aa [ e] + Z |a; | e[
ies i€s
= [£1P+ ) lasl

ies
Mais comme par hypothése, cette quantité est < €2, et que les termes obtenus |f]? et
> jc s laj|? sont tous deux positifs, on en déduit que | f[* < & (etaussique -, , a;]* <
2, mais cela servira pas). L’inégalité | f| < e étant valable pour tout € > 0, on en déduit
If] = 0, puis f = 0, comme annoncé. O

6. Meilleure approximation et projection orthogonale

Comme nous 1’avions dit lorsque nous anticipions avec ¢2 1’étude des espaces de Hilbert
H abstraits et généraux, 1’intérét principal du produit scalaire hermitien, c’est la possibi-
lité de faire de la géométrie quasiment comme en dimension finie. En particulier, on peut
conceptualiser la notion de projection orthogonale sur un sous-espace vectoriel de dimen-
sion finie de H, en s’imaginant intuitivement que tout se passe comme, par exemple, dans le
plan ou dans I’espace a trois dimensions (réelles ou complexes). Mais I’intérét principal de
la vision géométrique appliquée aux espaces de Hilbert, lesquels sont la plupart du temps
des espaces de fonctions, c’est que la géométrie va apporter des informations nouvelles et
treés intéressantes sur les fonctions.

Dans I’étude de la géométrie euclidienne en dimensions deux et trois, on utilise régulie-
rement les projections orthogonales sur une droite ou sur un plan. Il en va de méme pour la
géométrie dans un espace vectoriel complexe de dimension finie muni d’un produit scalaire
hermitien. Qu’en est-il en dimension infinie ? Comme on le sait, les calculs et la géométrie
sont simples lorsqu’on rapporte toutes les quantités a une certaine base orthonormée fixée
a I’avance.

Pour raisonner avec un peu plus de généralité, considérons une famille orthonormée
quelconque {¢; };c» dans un espace de Hilbert, sans aucune hypothése sur le cardinal de .7 .
Bien entendu, on pourra s’imaginer mentalement pour fixer les idées que H est séparable
(puisque c’est dans ce cas-la que la théorie possede des applications riches et nombreuses
aux espaces de fonctions), que .# est dénombrable et méme que {e;};c» est une base
hilbertienne.

Pour déchiffrer le sens d’un théoreme mathématique, et a un niveau supérieur, pour
appréhender plus globalement une théorie mathématique donnée, il est recommandé (gym-
nastique intellectuelle nécessaire) de lire régulierement les énoncés qui sont un peu trop
généraux en les reformulant mentalement avec des hypotheses plus concretes.

En tout cas, soit {¢;};c» une famille orthonormée de H. Considérons alors un sous-
espace vectoriel £ de dimension finie de /. On peut, sans réelle perte de généralité, sup-
poser que £ est engendré par un certain nombre fini des e;, car cela revient a s’imaginer
que la famille {e; };c » a été adaptée a I’avance a £. Soit donc _# C .# un sous-ensemble
fini et :

E=FE, = Vect(c(ej:jE j)
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Soit h un vecteur quelconque de H. Comment projette-t-on h orthogonalement sur £/ ? Y
a-t-1l une formule ? Certainement oui en dimension finie, mais rappelons les idées géomé-
triques et vérifions que tout se généralise bien a la dimension infinie.

Le projeté orthogonal 7 »(h) de h sur E , doit vérifier deux conditions suivantes :
o ;s (h) € Vect(e;: j € ), c’est-a-dire qu’il existe des constantes a; € C, j € _Z,

telles que :
mo(h) =Y aje;;
jies
e C’est un projeté orthogonal.

Mais que veut dire orthogonal, ici? Elaborons une figure, H étant représenté par un plan,
L' étant représenté par une droite (comme / et E sont tous deux des espaces vectoriels,
on doit spécifier I’origine sur la figure). La seule maniére de s’imaginer que 7 ,(h) est un
projeté orthogonal, c’est de dire, comme le fait voir la figure, que :

le vecteur h — 7 »(h) est orthogonal a tous les vecteurseg, k € _Z.

Et cette simple condition géométrique impose une équation sur les coefficients inconnus

aj;:
0:<h— Z aje;, ek>

JjESL

= (h, ex) = Y a; (ej, ex)
jies N

qui permet de les déterminer tous uniquement :

5k

ar = (h, ex) (ke 7).

Proposition 6.1. [Projection sur un sous-espace vectoriel de dimension finie] Soit
{e;}ic.s une famille orthonormée d’un espace de Hilbert H et soit ¢ C .9 un sous-
ensemble fini quelconque. Alors le projeté orthogonal 7 4 (h) de h sur le sous-espace vec-
toriel de dimension finie :
E y :=Vectc(ej: j€ 7)
est donné par :
Tp(h)=> (he)e;.
i€t
Cette formule est exactement la méme que celle connue en géométrie euclidienne : les

coefficients de la combinaison linéaire sont de simples produits scalaires. Il est important
d’observer que c’est 1’orthonormalité de la famille qui a rendu aussi facile la détermination
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des coefficients a;, car sinon, si les produit scalaires (ej, ex) avaient été quelconques, il
ke 7

€
ies

N’oublions pas de noter au passage que le théoreme de Pythagore s’applique :
[21? = I7 s (W + |h = 7 ()],

puisque i — 7 »(h) est orthogonal (d’apres la définition) a 7 , (h).
Ainsi par anticipation, on pourrait dire que le vecteur b — ,(h) est la projection ortho-
gonale de h, parallelement a E ~, dans I’orthogonal :

EL = {feH: (f.g)=0 Yge B},

mais il y a une petite subtilité de la théorie : lorsqu’un sous-espace vectoriel £ C H est
de dimension infinie (ce qui n’est pas le cas ici!), on ne peut pas en général parler de
supplémentaire orthogonal £, car il faut supposer de plus que E est fermé pour que la
formule :

aurait fallu inverser la matrice ((e NG k)) pour déterminer tous les q;.

H=FE®E*

soit vraie, nous en dirons plus ultérieurement. Pour I’instant, nos sous-espaces £  sont de
dimension finie, car nous avangons (tres) prudemment vers la dimension infinie.

Maintenant que nous avons bien conceptualisé la notion géométrique de projeté ortho-
gonal, nous pouvons le caractériser en termes analytiques de la maniere suivante.

Théoréme 6.2. [Meilleure approximation] Soit {¢;},c., une famille orthonormée quel-
conque dans espace de Hilbert H. Pour toute partie finie non vide ¢ # () de .7, si l’on
introduit une notation abrégée pour le produit scalaire de [ avec chaque e; :

ci(f) = (f, e:) (ie.7),

alors pour tout vecteur f € H et pour toutes constantes quelconques a; € C, j € ¢, on

a l’inégalité :
Hf— > c(fe < Hf— > aje
ies ies
De plus, cette inégalité est une égalité lorsque et seulement lorsque a; = c;(f) pour tout

je 7.

E 4

7 7 (h)

Géométriquement parlant, 1’inégalité exprime que la distance de f a sa projection or-
thogonale est toujours inférieure a la distance de f a un élément guelconque de I’espace
vectoriel £ 7,2 savoir :

[f =7 (DI <1f =gl
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pour tout g € £ , de la forme g = je g @ €. Par ailleurs, la notation ¢;(f) pour dire
«1-eme coefficient de f » est quelque peu inspirée de la théorie des séries de Fourier, nous
en reparlerons.

Avant la démonstration, voici une interprétation en termes de théorie des fonctions de
ce théoreme. Si I’on définit la distance de f a F , par :

d(f, Bp) = inf 1f .

le théoréeme précédent nous dit alors que cet infimum est un minimum et que ce minimum
est atteint en I’unique point g := 7 ,(f). Autrement dit, la projection orthogonale de f sur
E 4 est la meilleure approximation de f par un €lément de ’espace vectoriel £ . Ainsi,
lorsque H est un espace de fonctions « compliquées » et lorsque _# indexe un ensemble fini
de fonctions-types «simples », le théoréme dit que 7 »(f) est la meilleure approximation
de la fonction f comme combinaison linéaire de ces fonctions-types simples.

Démonstration. Comme nous I’avons déja signalé, il est avantageux d’élever au carré toute
inégalité entre normes, car les normes au carré se prétent mieux aux calculs grace a leur
expression = (f, f) en fonction du produit scalaire hermitien. Nous avons d’ailleurs
déja établi a ce sujet la formule élémentaire :

|2+ w]* = |2* + |w]? + 2Re (z, w).

Ici, dans le terme 51. étudier | f — 37, aje;]?, fa}isons apparaitre —m 4 (f) + 7r ,}g.( f) comme
terme central, appliquons la formule élémentaire et changeons en ) _, Y I’indice de som-
mation pour la deuxieéme somme :

Hf— a; e; —Hf Zc] e]—i—z ci(f )ej
i€t

JG/

J/ J/
-~
w

2

Z:f—ﬂj(f)

[r=m [ + | () - a) e
ke g

#2Re (£ = m (1), ey () = o))

Or nous avons déja vu que le terme souligné a la derniére ligne s’annule, puisque f—7 »(f)
est, par définition, orthogonal a tous les e, & € ¢ . D’autre part, grice a I’orthonormalité
des ey (on a |ex| = 1), on en déduit que :

2 2 9
=X ae| = |- 0] + X leth) —al’
jes ke s
Le dernier terme a droite étant positif, on a bien I’inégalité annoncée :

lr = ae| =m0
jes

+

et cette inégalité n’est une égalité que lorsque la somme >, , [ck(f) — ar|? a termes

positifs que nous avons fait disparaitre s’annule, ce qui implique c¢;(f) = a; pour tout
ke 7. O
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Corollaire 6.3. Soit {e;};c., une famille orthonormée de H. Alors pour tout f € H et
toutes parties finies & C _¢ nonvides de %, ona :

[ =X awe| <[r=3 awe
jes jex
Démonstration. 11 suffit d’appliquer logiquement le théoreme avec a; := ¢;(f) pour j € %

etavec a; :=0pourj e #Z\J7 . O

Puisque la logique mécanique n’éclaire rien, dévoilons la signification géométrique de
cette inégalité :

<

If =7 (O <|f =7 ()]

Autrement dit, plus un espace vectoriel grossit par inclusions croissantes, plus par projec-
tion orthogonale, 1I’approximation offerte s’améliore.

7. Bessel, Parseval, Plancherel, Développement dans une base hilbertienne

Dans le théoréme ci-dessous, il faut observer que la famille {e; },c » n’est pas supposée
totale et qu’elle peut méme étre finie. En fait, lorsque {¢;};c » est une base hilbertienne,
I’'inégalité de Bessel deviendra une égalité que 1’on appellera I’identité de Plancherel, voir
la suite.

Théoréme 7.1. [Inégalité de Bessel] Si {e;};c.» est une famille orthonormée au plus dé-
nombrable de H, alors pour tout vecteur f € H :

2
Dol enl I < oo
ics
Démonstration. Soit ' C .# un sous-ensemble d’indices fini quelconque. Nous avons
déja vu que la projection orthogonale 74 (f) de f sur E s = Vectc(e;: i € ') est
orthogonale au vecteur f — w4 ( f), donc le théoreme de Pythagore appliqué deux fois nous

donne : ,
I = 3 trene] +]r =3 (ree
ic.s!

{
i€’
> H Z (frei) e
ics’
= Z ‘ <f7 ei>
ics’
ce qui donne I’inégalité de Bessel pour toute famille finie .’ C .#. Or .% est dénombrable,
donc a la limite on obtient I’'inégalité de Bessel (les sommes partielles finies d’une série

numérique a termes > 0 qui est bornée convergent vers une limite majorée par la méme
borne). Ul

2

2

2

)

Proposition 7.2. [Convergence commutative] Soit {¢;}>°, une suite orthonormée dans
un espace de Hilbert. Si I’on note ¢;(f) := (f, e;) pour tout f € H, alors la série :

o0

Z ci(f) e

=1

converge commutativement dans H, a savoir, les deux conditions suivantes sont satisfaites :
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o il existe un unique élément g € H tel que

n

e

=1

e pour toute bijection T: N* — N*, on a aussi, avec le méme élément g :

lim Hg - Z cr(i) (f) €
=1

n—oo

= 0.

A nouveau, la suite orthonormée (e;)°; n’est pas supposée totale afin de gagner en
généralité.

Démonstration. Grace a I’inégalité de Bessel, on sait déja que :
(0.9]
S lalhE < P < oo
i=1

Donc cette série de réels positifs converge dans R, . Par conséquent, la suite de ses sommes
partielles vérifie le critere de Cauchy dans R, a savoir :

Ve>0 dI>1 <i1, ip =21 = Z lei(F)> < g).
11 <1<t2
Mais en raison de 1’orthonormalité de la suite (e;)?°,, ona:
2

H > alfe| = Y lal <e

11 <12 11 <1<t2

Cette derniere inégalité montre donc que la série vectorielle . c¢;(f) e; constituée d’élé-
ments de [ vérifie le critere de Cauchy. Comme tout espace de Hilbert est supposé complet
par définition, cette série converge donc (pour la distance de ) vers un certain élément g
de H, qui est bien siir unique.

La convergence commutative est un phénomene général partagé par toutes les séries a
termes positifs ou nuls, en particulier par Y .-, |ci(f)[.

Lemme 7.3. Si > ;| ay est une série a termes réels a;, > 0 qui converge vers un élé-

ment ¢ € R, alors pour toute bijection quelconque 7: N* — N*, la série renumérotée
oo N A 21 2

Y re1 Gr(k) cOnverge a nouveau vers le méme élément { € R,

Démonstration. Afin de montrer que la limite est la méme, considérons tout naturellement
la différence des sommes partielles jusqu’a un (grand) entier 7 :

’ Z Qg — Z Q7 (ko)

k1=1 ko=1

Si, pour deux indices k; et ko, on a k; = 7(k»), le terme ay, — a,@,) s annihile. Dans la
différence entre les deux sommes, il reste donc, a un signe + pres, seulement les termes qui
n’apparaissent que dans une seule somme.

Rappelons que la différence symétrique </ A% entre deux sous-ensembles .o/ et 4 d’un
ensemble & est constituée de I’ensemble des éléments de & qui n’appartiennent qu’a un
seul des deux ensembles <7 et Z. En utilisant la notation 2¢ := &\ 2 pour désigner le
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complémentaire d’un sous-ensemble & C &, on peut aussi écrire cette différence symé-
trique comme :

ANB = (o4 N B) J(7° N B).
En revenant a notre différence entre deux sommes, si nous notons :
H={1,2,3,...,n}A{r(1),7(2),7(3),...,7(n)},

nous pouvons donc la majorer, en tenant compte du fait que | + ax| = ay, :
n n
DRI SYRHI D S

k1=1 ko=1 ke,
o0

< Z Qg

k=min(J4,)

Pour démontrer que cette derniere série majorante tend vers z€ro avec n, il suffit donc de
vérifier que min.#;, devient arbitrairement grand quand n tend vers I’infini.

Fixons alors un entier NV quelconque. La condition min(.%;,) > N est réalisée des que
tous les entiers j = 1,2,3,..., N — 1 sont aussi dans I’ensemble {7(1),7(2),...,7(n)}.
Mais pour garantir cela, il suffit que :

n}max{T_l(j): 1<j<N—1},

et cette derniere quantité est finie. Ceci démontre que min(.%,,) tend bien vers I’infini avec
n, et conclut la preuve. U

Avec les notations du lemme, I’orthonormalité de la suite (e)?2 ; nous permet aussi de
majorer pour toutn € N :

I alne— 3 el e
k=1 k=1

par un majorant qui tend tout aussi bien vers zéro quand n tend vers I’infini. Ceci acheve la
preuve du théoreme. U

2

= laNF< Y lal)P

ke, k=minJy,

Voici enfin I’énoncé qui présente les espaces de Hilbert séparables comme des espaces
munis de vraies bases (infinies dénombrables) avec lesquelles on peut faire des calculs
essentiellement comme en dimension finie.

Théoreme 7.4. [Décomposition selon une base hilbertienne] Soit H un espace de Hilbert
de dimension infinie qui est séparable. Si {e;}°, est une base hilbertienne (dénombrable)
de H, alors tout vecteur f € H se décompose de maniére unique comme combinaison

linéaire (infinie) des e; :
f= Z(f&i) Cis

ou la série converge ( commutatlvement) pour la topologie de H, a savoir : pour toute
bijection T: N* — N*, ona :

0= lim Hf feT()

n—oo
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Réciproquement, étant donné une famille orthonormée {e;};c » de H (nécessairement
de cardinal infini dénombrable), si 'on a f = .., (f,ei)e; pour tout f € H, alors la
famille {e;: i € Z} est en fait totale, et ¢’est donc une base hilbertienne.

Démonstration. Nous savons qu’il suffit d’établir la convergence vers f de la série lorsque
7: N* — N* est I’identité. Démontrons donc que la quantité :

= Hf f ez> i
=1
tend vers z€ro lorsque n tend vers I'infini. Observons d’ores et déja que le Corollaire 6.3
nous informe que la suite 9,, est décroissante.
Puisque par hypothese, la collection {e;}3°, est totale dans H, pour tout ¢ > 0 de la
forme ¢ = % > 0 avec k € N* grand, il existe une combinaison linéaire finie :

Nk

E aL.; €;

=1

des e; jusqu’a un certain entier ny (qui dépend de k) a coefficients complexes a;; (qui
dépendent aussi de k) telle que :

1

nk
Hf—z Qg €| < s
i=1

Mais grace a la propriété de meilleure approximation énoncée par le Théoreme 6.2, on
a automatiquement :

nk—Hf (f.e)e

Hf a;m ell — 0.
k—o0
Ainsi, la sous-suite (0, )32, des (5n tend vers zéro lorsque k — oo, et comme (0y,),>1 est
décroissante, c’est donc la suite (6,,)°° , fout entiere qui converge vers zéro. Ceci prouve la
Z..° o

convergence dans H de la série > .~ (f,e;) e; vers f.

Pour ce qui est de la réciproque, si I’on indexe 1’ensemble dénombrable .# par des

. . o0 . . s s
entiers ¢ > 1 la convergence de ) .~ (f, e;)e; vers f signifie précisément que les sommes
partielles > i, ([, ei)e; peuvent étre rendues arbitrairement proches de f, donc la famille
{e;}32, est totale. d

Lemme 7.5. [Continuité de la norme] Si (f;)52, est une suite dans un espace de Hilbert
quelconque H qui converge vers un élément f., € H, a savoir :

lim | fi — fool = 0,
k—o00
alors les normes de fj, convergent aussi vers la norme de f :

fim il = [ fcl
o

Démonstration. En élevant au carré la norme de f;, en faisant apparaitre —f., + foo, €n
développant :

[fel? = 1fx = foo + fool® = I = foc I + 1 fl® + 2Re (fio = fox, foc),
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et en appliquant I’'inégalité de Cauchy-Schwarz apres une inégalité triangulaire :

Lfel? = 1fool?] < U fi = fool? + 20 fi = ol 1ol

on majore la différence || f1|? — | f-|? par une quantité qui tend par hypothese vers zéro
lorsque k& — +o0. U

Théoreme 7.6. [Identité de Plancherel] Si H est un espace de Hilbert séparable de di-
mension infinie (dénombrable) muni d’une base hilbertienne {¢e;}3°,, alors la norme au
carré de tout vecteur f € H :

f= Z (f.€i)ei
i=1

qui est décomposé selon cette base s’obtient simplement en sommant les modules au carré
de ses coefficients :

1P =3 [¢enl”

[Identité de Parseval] Plus généralement, le produit scalaire (f,g) de f avec un autre

élément quelconque g de H :

9= Z (9,€:) €

i=1
qui est lui aussi décomposé selon cette méme base, s obtient en sommant les produits
(conjugués) de leurs coefficients :

[e.o]

<f7 g> = Z <f7 €i> <97 6@'>'
i=1
Ce qu’on appelle «identité de Plancherel » n’est donc autre que la version du Théoreme

de Pythagore en dimension infinie : immortalité et renouveau d’un théoreme vieux de vingt-
cinqg siecles ! Et bien entendu aussi, I’identité de Parseval est la généralisation aux espaces
de Hilbert de la regle bien connue de calcul du produit scalaire x,y; +- - - +x,y, entre deux
vecteurs de R” ayant les coordonnées (z1, ..., x,) et (yi, ..., y,) dans la base orthogonale
canonique.

Démonstration. Si {e;}5°, est une base hilbertienne de H, on sait que : pour tout f € H,

la somme partielle :
n

Z <f7 €i> €;
i=1
tend vers f lorsque n tend vers I’infini. Par continuité de la norme sur H, on en déduit aussi
la convergence dans R :
n
2
H Z <f7 ei>€i
i=1

ce qui, grace a I’orthonormalité des e;, signifie précis€ément que I’identité de Plancherel est
satisfaite :

— | fI7,
n—00

ST ife)l = IfP
=1
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Pour la preuve de I’identité de Parseval, nous avons besoin d’un énoncé sur les opé-
rateurs continus entre espaces vectoriels normés qui nous permettra de réinterpréter la
fameuse inégalité de Cauchy-Schwarz. Le théoreme suivant, que nous rappelons avec sa
démonstration, ramene les problemes de continuité a des majorations sur les normes.

Théoreme 7.7. . Soient (F,| - |r) et (G,| - |¢) deux espaces vectoriels normés et soit L
une application linéaire de F' dans G. Les trois propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) U’application L est continue a l’origine ;
(ii) ’application L est uniformément continue ;
(iii) il existe une constante C' > 0 telle que ’on ait :

VieF |L(Nle <Clflp
La derniere inégalité (iii) exprime que la norme d’opérateur de L, définie par :
IZ(H)le
I ZllLin(pcy = sup =7 = sup [L(f)]e
o fle e

est finie et qu’elle est majorée par :
I LllLin(ra) < C.

Dans les applications concretes aux espaces de fonctions, on est souvent amené a essayer
de majorer |L(f)| s en faisant apparaitre || f || & une constante pres dans le majorant. Bien
entendu, lorsqu’on manipule des inégalités strictes, on perd de I’information, et la constante
que I’on obtient est presque toujours strictement supérieure a la norme d’opérateur ||L]|.
Raffiner les calculs afin d’obtenir la meilleure constante C, ¢’est-a-dire || L||, ouvre souvent
sur des questions mathématiques délicates.

Démonstration. Montrons que (i) implique (iii). La continuité a I’origine dit que pour tout
e > 0, il existe n > 0 tel que |f|r < 7 entraine |L(f)|¢ < e. Prenons ¢ = 1. Soit

maintenant f € F' quelconque, mais non nul. Nous pouvons alors appliquer 1’inégalité
IL(f)|e < 1auvecteur f' :=n W qui satisfait bien sir | f’| < 7, ce qui nous donne :

L) e < 1= IL(Nle < 5 1 flF (v f € F\{0}),

mais cette derniere égalité est aussi valable pour f = 0, puisque L est linéaire.
L’implication (ii) = (i) étant triviale, il reste a montrer que (iii) entraine (ii). Mais en
appliquant (iii) a f — g avec f,g € H, étant donné ¢ > 0 arbitrairement petit, il suffit de
choisir n = ¢/C pour garantir que :
(I1f = glr <n) = (ILf — Lyl <€),

ce qui acheve la preuve. U
Maintenant, I’inégalité de Cauchy-Schwarz :

[(F,9)] < 1fHgl

montre simultanément que les deux applications suivantes, linéaire et sesquilinéaire, de H
a valeurs dans C et appelées « produit scalaire avec un vecteur fixé » :

Lg: f—(f,9) et Li:gr—(f,9)
H—C H—C

sont continues.
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Nous pouvons revenir maintenant a I’identité de Parseval. Tout d’abord, si on applique
I’'inégalité élémentaire déja vue en (2.4) :
2|22 < J2* + 127
satisfaite par deux nombres complexes arbitraires z, 2z’ € C au terme général de la série

> (f,ei) (g, e;), on déduit que cette série est absolument convergente, puisque :

2> (el el <DL el + 3 g el

=[£I+ gl < o0

grice a I’identité de Plancherel. Comme {e; }32, est une base hilbertienne, le Théoréme 7.4
nous assure que :

n n
Z (f,eiye;s — f etque: Z (g,ei)e; — g
n—oo n—oo
i=1 i=1
pour la topologie définie par la norme de H. Mais comme nous venons de voir que le
produit scalaire est une forme bilinéaire continue sur H (en raison de I’'inégalité de Cauchy-
Schwarz), on en déduit aussi que :

n n
<Z<f>ei>€ia Z<g7€i>ei> r;)o <.fag>7
i=1 i=1
ce qui, grace a I’orthonormalité des e; et a la bilinéarité du produit scalaire :

n

Z Z <f> 6i1> <g>€i2> <6i176i2> = Z <fa 6i> <g>€i>

i1—=1 o—1 i=1
11 12 51‘1,1'2 7

signifie précisément que I’identité de Parseval est satisfaite :

Z <f7 €i> <97 ei> = <f7 g>
i=1
La démonstration détaillée est terminée. O

Proposition 7.8. [Unicité du développement] Soit {e;}:°, une base hilbertienne dénom-
brable d’un espace de Hilbert séparable H de dimension infinie, et soit (a;)$2, une famille
de scalaires telle que la série Y ;| a;e; converge au sens de la topologie de H vers un
élément f = a;e;. Alors a; = (f,e;) pour tout i > 1.

Démonstration. Par hypothese, nous avons donc :

k
Ji = Z aie; — f
) k—ro00

lorsque £ tend vers I’infini. D’autre part, pour tous entiers ¢ > 1 et k > 1, on a par
orthonormalité des e; :

a; si ¢ < k
e;) = .
(fi» i) 0 sii=k+1.

Pour tout ; fixé, la suite de nombres complexes (( fr, ei>)2°:1 est donc constante égale a a;
a partir du rang k£ > i. Ainsi, elle converge (trivialement) vers a;.
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Par ailleurs, toujours avec ¢ fixé, nous savons grace a I’'inégalité de Cauchy-Schwarz que
I’application f — (f,e;) de H a valeurs dans C est une forme linéaire continue. Comme
fx tend vers f pour la topologie de H, on en déduit que :

<fk7 €i> — <f7 ei>'
k—o00
Par unicité de la limite dans C, on en déduit finalement que a; = (f, ;) pourtouti > 1. O

Une application linéaire L entre deux espace vectoriels normés (F, | - |r) et (G, | - |c)
est une isométrie sion a :

IZ(Nle = 1f1F

pour tout élément f € F. Il en découle immédiatement que L est injective. Si elle est de
plus surjective, on dit que L est un isomorphisme isométrique.

Théoreme 7.9. [Riesz-Fischer] Tout espace de Hilbert H séparable de dimension infinie
est isométriguement isomorphe a (2.

Cet énoncé est la généralisation, en dimension infinie dénombrable, du théoréeme d’apres
lequel tout espace vectoriel hermitien de dimension finie n est isomorphe a C"” muni du
produit scalaire hermitien standard z,w; + - - - + 2,W,. Il est important d’ajouter qu’il y a
autant d’isomorphismes isométriques entre H et £* qu’il y a de bases hilbertiennes, et donc
qu’aucun tel isomorphisme isométrique n’est canonique.

Démonstration. Rappelons que ¢ est 1’espace des suites infinies dénombrables z =
(21,22, ..., 2i,...) de nombres complexes z; € C telles que :

o
212 =)l < oo,
i=1

et que c’est un espace de Hilbert pour le produit scalaire hermitien :

[e.9]
(z,w)p = Z 2; Wy,
i=1

de maniere entierement analogue a ce qui vaut en dimension finie.

Soit donc H un espace de Hilbert de dimension infinie qui est séparable. Bien entendu,
nous savons grace au Théoreme 5.12 que H possede une base hilbertienne dénombrable ;
notons-la comme auparavant {e;}5°;.

L’application qui va nous fournir I’isomorphisme isométrique est alors tout simplement
celle qui, a un élément quelconque f € H, associe tous les coefficients de son développe-
ment dans une telle base hilbertienne :

U: H— 2 fr— ((f, 6i>)§i1'
En effet, I’identité de Plancherel montre que W¥( f) est bien un élément de ¢? et que ¥ est
une isométrie :

(e =11 (vfeH).

L’injectivité de W en découle immédiatement. Par ailleurs, W étant clairement linéaire, cette
égalité interprétée comme inégalité |V (f)|- < |f|x montre que ¥ est une application
linéaire continue.
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Il ne reste plus qu’a établir la surjectivité de W. Soit donc z = (z;)32; un élément
quelconque de ¢2. Pour montrer ’existence d’un f € H tel que ¥(f) = 2, définissons une
suite (fx)52, d’éléments de H par :

k
Jr = Z 2 €4 (k>1).
i=1

Grace a I’orthonormalité des e;, on peut tester si le critere de Cauchy est satisfait :

Vi, Ykeki+1, f,—flP= Y |zl el

k1+1<i<ks
oo
< Z |Zi’2 ? 07
. k1—00
i=k1+1

et cette derniere quantité tend visiblement vers zéro lorsque k; tend vers I’infini. Donc la
suite ( fx)72 , est bien de Cauchy, et comme H est complet par définition, cette suite possede
une (unique) limite f dans H, ce qui s’écrit encore :

oo
f = Z Zi €4,y
=1

la série étant convergente pour la topologie de /. Mais d’apres la Proposition 7.8, on a
alors nécessairement z; = (f,e;) pour touti > 1, et donc ¥(f) = 2, comme annoncé. Fin
de la preuve ! O

Comme nous I’avions dit par anticipation au début de ces considérations, la notion pure-
ment abstraite d’espace de Hilbert séparable se ramene, via le choix d’une base hilbertienne
(orthonormée), a celle de I’espace 2 concret. Toutefois, comme les bases hilbertiennes sont
nombreuses et variables, I’isomorphisme W ci-dessus n’est en rien canonique; il indique
seulement que la combinatoire du calcul en coordonnées dans une base hilbertienne fixée
est exactement la méme que dans 1’espace /2, ce qui est néanmoins trés satisfaisant pour
I’intuition mathématique.

8. Polynomes orthogonaux
Soit un intervalle ouvert ]a, b[ non nécessairement borné avec :
—oo<a<b< .
Définition 8.1. Un poids sur |a, b| est une fonction continue strictement positive :
w:  Ja,b[—]0, 00|,

dont tous les moments d’ordre n € N, a savoir les intégrales :
b
/ |z|" w(z)dx < oo
a

sont supposés finis.

Avec une telle fonction-poids w, lettre-initiale du mot anglais correspondant weight,
introduisons 1’espace vectoriel :

Aoy = {f € ¢ (Ja.b[.C) / @) w(e)de < oo}.
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On vérifie aisément que .77, est un espace préhilbertien muni du produit scalaire naturel :

M ::/ f(x)mw(x)dx,

o= ([ 1@ wte) d:c)é.

Toutefois, .77;, n’est pas forcément complet en général, et afin que ce soit un vrai espace
de Hilbert, il faut étudier des conditions spécifiques qui assureraient sa complétude.

et de la norme naturelle :

Avant d’entamer une telle étude, discutons le cas simple ol —o0 < a < b < oo ol
Iintervalle considéré [a, b] est compact, et ot le poids w € 4°([a, b], R* ) est continu sur
[a, b], de telle sorte que :

0 < c¢:= min w(z) < max w(z) =C < 0.
a<z<b a<z<b

Dans ce cas, nous allons argumenter que 1’on a 1’isomorphisme :
(Ao, |+ 1w) = (L2([a,b], C), | Iz2)-
Définition 8.2. Une application C-linéaire U: H — H' entre deux espaces de Hilbert —
ou simplement préhilbertiens — (H, (-,-)) et (H', (-,-)) est dite unitaire lorsque :
(i) U est bijective;
@) [U(f)], = 1£] pour tout f € H.

En particulier, U est une application linéaire continue.
De plus, U~': H' — H existe, est une application C-linéaire (exercice), et pour tout

f'e H,ona:
o= ) = @ DL
= | £,

donc I'inverse :
vt H — H
est aussi unitaire.
Ensuite, grace aux identités de polarisation énoncées dans le Théoreme 3.11, on dé-
montre (exercice) que U: H — H’ est unitaire si et seulement si :

<U(f)>U(9)>H/ = (f,9)u (YfEH, YgeH).

Terminologie 8.3. Deux espaces de Hilbert — ou simplement préhilbertiens — H et H’
sont dits unitairement équivalents lorsqu’il existe une application unitaire U: H — H'.

On se convainc alors aisément (exercice) que H est complet si et seulement si H' I’est.
Avec tous ces concepts, on s’apercoit (exercice) que 1’application :

I L*([a,b]) — H,
f— wz f
est une équivalence unitaire, ce qui offre le fait que .77, est complet. Une autre maniere de
procéder (solution de 1’exercice) est de regarder 1’application identité (!) :

I: L*([a,b]) — S,
fr— 1
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qui n’est pas en général une équivalence unitaire entre espaces préhilbertiens, mais qui
satisfait quand méme une premiere inégalité :

b
1Ol = [ @ u@ar < Clps

a

et une seconde inégalité :

b 2
IS < / @) wle)de = |12

qui remplissent le méme rdle argumentatif que 1’égalité des normes dans le contexte unitaire
en établissant un isomorphisme, et donc, puisque L?([a, b]) est de Hilbert, nous déduisons
que 7, est bien un espace de Hilbert lorsque [a, b] est compact, et lorsque w est continue
sur [a, b].

Revenons maintenant au cas général d’un intervalle ouvert |a, b[ non nécessairement
borné. Au moins pour tout n € N, ’espace .77, contient manifestement le sous-espace :

P, C I,
constitué des polynomes a coefficients complexes de degré < n.
Proposition 8.4. I/ existe une unique famille :

(Pn),

n=0

de polynémes unitaires P, = P,(z) de degré n qui sont orthogonaux deux a deux :
(Pn,, Puy)w =0 lorsque ny # no,
(Pnyy Poy)w >0 lorsque ny = no.

Démonstration. Puisque P, est unitaire, nécessairement Py(x) := 1, puis :

b
<P0aP0>w :/ 121U(.T) dr > 0.

Construisons F,, par récurrence sur l’entier n > 1, en supposant déja connus

Py, ..., P, 1. Comme deg(P;) = k, ces polyndomes Py, ..., P, ; forment une base de
I’espace vectoriel &Z,,_1. On peut donc chercher P, sous la forme :
P.(x)=a2" = \p_1 Poqa(z) — -+ — Xo Po(x),
ou les constantes \,_1, ..., A¢ € C sont inconnues. Mais les n conditions d’orthogonalité
supposées :
0= <Pn7 P0>w
0= <Pna Pn—1>w

se lisent comme le systeme linéaire :

0= (2", Po)w — )‘n—1<Pn—17PO>wO — = Xo(FPo, Po)w,
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lequel se réduit manifestement a un systeme diagonal par orthogonalité (hypothese de ré-
currence) :
0= <J’ﬂ7 PO)w - >‘0 <P07 P0>’w7
——

#0

la solution en les )\ étant visiblement unique. U

Exemple 8.5. Quatre familles de polyndmes orthogonaux interviennent fréquemment :

e Polyndmes de Laguerre : poids w(x) = e~ * sur I'intervalle [0, co|.

Polyndémes de Hermite : poids w(z) = e~ sur I'intervalle [—co, 00].

Polynémes de Legendre : poids w(x) = 1 sur I'intervalle [—1, +1].

Polyndémes de Tchebychev : poids w(z) = sur I’intervalle [—1,+1].

1
V1—z2

En revenant a un poids w(x) général dont les moments d’ordre n € N quelconque sont
finis, un calcul simple montre (exercice) que :

Py(x) =1,
etque:
fab rw(z)dx
fab w(z)de

Des formules générales simples permettent, dans les applications, de calculer rapidement
les polynémes orthogonaux uniques de P, (z).

Pi(x) =2 —

Proposition 8.6. Les polynomes orthogonaux associés a un poids w comme ci-dessus vé-
rifient les relations de récurrence :

Pn+1(I> = (SL’—Oén) Pn(x) _Bn Pn—l(x) (Vn=1),
avec les constantes :

_fabe( )2 (x)dx

n -

f P,(z)?w(z)dr
_ f P, (z)*w(z) dz
o TP P ) w(z) de’
Démonstration. Fixons n > 1. On sait que F, ..., P,;; forment une base de I’espace

vectoriel &, des polynomes de degré < n + 1. Comme les polyndmes sont unitaires, la
différence :

z P,(x) — Pyy1(x)

n’a plus de mondme en 2!, donc elle appartient 2 &2, & savoir elle s’exprime sous la

forme :
n

x Py(z) — Py (z) = Z cx Pr(x),

k=0
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avec certaines constantes ¢, € C. On doit donc démontrer que :
Cp = O,
Cn—1 = Bna
c,. =0 pour k=n—2,...,1,0.
A cette fin, pour un entier [ < n quelconque, multiplions ’équation précédente par
Py(z) w(z), intégrons sur |a, b] :

n

(@Pn, P)w = (Poy1, P)u_ =Y (Pry Pu
—0 N——r

ce qui, en tenant compte des orthogonalités, se simplifie agréablement comme :

<£C'Pn, Pl>’w =q <Pl7 Pl>’w7
——

#£0
et se résout en :
o (Pn, P)w
= -
(P, Pr)w
Lorsque | = n, on obtient I’expression annoncée :
" <Pn7 Pn)w
= .
Ensuite, lorsque [ = n — 1, on obtient :
¢ _ <:EPna Pn—1>w
A= TS5
" <Pn—17 Pn—l)w

mais le numérateur n’est pas encore celui de la constante annoncée 3,,. Qu’a cela ne tienne,
I’ astuce consiste a faire passer = de 1’autre coté :

(xPpn, Py 1)w = (Pn, ®Pp_1)w,
puis a faire observer que :
P,—xP,, € P,
est de degré < n — 1 par unitarité des polyndmes, d’ou I’orthogonalité :
(Pn, P, — 2P, _1)w =0,
c’est-a-dire :
<Pnu :L’Pn,1>w = <Pn7 Pn>w
et au final, on a bien transformé le numérateur de c,,_; pour faire voir qu’il est égal a celui
annoncé de 3, = ¢, _1.
Enfin et tres facilement, lorsque [ < n — 2, il est clair que le numérateur de :

<P ny TP >w

(Prs P)w

est nul, puisque = P, € &,,_1, et puisque P, est orthogonal a ce sous-espace. U

C =
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L’intérét principal des polyndomes orthogonaux est leur application aux équations diffé-
rentielles, en analyse numérique, en analyse complexe, en analyse harmonique, en proba-
bilités. En se restreignant ici au cadre des espaces de Hilbert élémentaires, on trouve un
résultat de meilleure approximation naturelle, conséquence directe d’un théoréme déja vu,
et qui a le mérite de s’appliquer dans des contextes tres variés.

Théoréme 8.7. Pour toute fonction f € S, appartenant i I’espace L* a poids :
H, = L* (]a, b, w),

il existe un unique polynéme R, (f) de degré < n qui minimise la distance a f dans I’es-
pace &, des polynomes de degré < n :

Ir =m0l = iof 17—,
Plus précisément, R, (f) est le projeté orthogonal de f sur &, O

Ce polyndme est appelé polynéme de meilleure approximation quadratique de [ a
Iordre n.

Démonstration. Comme le systeéme (Pn)zozo de polyndmes précédemment construits n’est
pas nécessairement orthonormé — il est juste orthogonal —, une 1égere précision concer-
nant I’expression du projeté orthogonal R, (f) sera bienvenue.

Si on cherche en effet R, (f) sous la forme :

alors les conditions :

0= <Rn(f>> Pn>w;

permettent aisément (exercice) de déterminer les (n + 1) constantes i, . .., i, et 'on
trouve :
- <f ) B k>w
R,(f)(x)= ———— Py (x),
(1) =3 1B Pele)
ce qui conclut. U

Maintenant, qu’en est-il de la complétude de ces espaces L? a fonction-poids w ? Le cas
ou I’intervalle d’intégration est borné :

—o<a<b<o

est tres accessible, tandis que le cas non borné, non traité ici, est plus délicat.

Théoréme 8.8. Si l'intervalle ouvert |a,b| est borné, alors pour un poids continu quel-
conque :
w: Ja,b[—]0, 00|

dont tous les moments d’ordre n € N sont finis :

b
/ |z|" w(x)dx < oo,
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la suite unique de polynomes orthogonaux unitaires (Pn)zozo de degré n pour le produit
scalaire (-, -),, est toujours une base hilbertienne de 7.

Notons que la notion de base hilbertienne a un sens dans tout espace préhilbertien, sans
en supposer la complétude.

Démonstration. 1l s’agit d’établir que la famille des polygones orthogonaux (Pn)zozo est
totale.

Supposons d’abord que f € €°([a, b]) est continue sur I'intervalle fermé [a, b]. Notons
Q. (f) le polyndme de meilleure approximation de degré < n de f, pas pour la norme | - |
mais pour la norme du sup :

wo

HfH%O([a,b]) = xzu[f’b] |f(@)]-
Le théoreme de Weierstrass stipule que :

0= lim [[f = Qu(f)

Alors par I'inégalité évidente :

%0([a,0])"

(/ab | (x) = Qu() ()| w(z) dx>2 < max | f(z) — Qn(f) ()] (/ab w(z) dx)Z

z € [a,b]

b 3
oy ([ w@ae)

(. s

quant‘it,é finie
on déduit instantanément que I’on a aussi :
0= lim [f—Qu(N),-
n— oo

Dans le cas général, rappelons que f est seulement supposée continue sur ’intervalle
ouvert |a, b[. Soit alors pour 0 > 0 petit avec 0 < b — a, la fonction affine par morceaux

xs(x): R —[0,1]

§a+25

L &S

0 a+0

dont on trouvera I’expression par formules (exercice). La différence :

=T xs
vaut 0 pres de a et pres de b. En utilisant :

0<1_X5<17
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On estime alors :

(1r-rl.) = [
a+26 b—o
< foo WP T

et ce dernier majorant tend vers 0 lorsque 6 — 0, parce que :

b
/ |f|2w < 00,
a

mesure<[a+5, a+20] | J[b— 26, b—(S]) =20 — 0;

26 b—éd

uu-muﬁmwm+/ £ xo)@) [P w(z) da

b—26

et parce que :

Par conséquent :
Ve >0, 46 >0, Hf—fX(;ngg.

Ensuite, avec ¢ > ( arbitrairement petit, puisque la fonction fxs est continue sur I’inter-
valle fermé [a, b], la premiére partie de la démonstration assure qu’il existe un polynome :

R € a@N(s)
de degré < N (e) assez grand pour que :
HfX(; - RHw g €

Alors I'inégalité du triangle :

|f =R, < |f=fxsl, + | £xs — B,
< e+teg,

montre que I’on peut toujours approximer f en norme | - |, avec une précision arbitraire
par des polyndmes, ce qui veut dire que la famille :

(1, x, 1’2, ) = (P(], Pl, Pg, )
est bien totale dans (A, | - |w)- O

Toutefois, malgré la beauté du Théoreme 8.8, lorsque I’intervalle |a, b n’est pas borné,
la suite de polyndmes orthogonaux (P, ), construits généralement n’est pas toujours to-
tale.

Exemple 8.9. Sur I'intervalle |0, col, soit le poids :

—logx — logx logz

w(z) == x =e

Nous affirmons que la fonction non identiquement nulle :
f(z) = sin (27 log z)

est orthogonale a tous les mondmes x" avec n > 0 entier, donc a tous les P, : elle n’est
alors approximable a € > ( arbitrairement petit pres par aucune combinaison linéaire des
P,.
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En effet, le changement de variable y = log =, d’ou €¥ dy = dz, permet tout d’abord de
vérifier que tous les moments d’ordre n > 0 de la fonction f :

oo oo 9
/ 2" 708 dy = / eYe M eVdy < oo
0 —

[e.e]
. A < . . a2
sont finis, grice a la petitesse écrasante de e~ ¥~ lorsque |y| — oo.

Ensuite, ce méme changement de variable permet de calculer comme suit le produit
scalaire :

(", fw = / e sin(27r y) e~V eV dy

= / et Dy=v” gip (2my) dy
oo 2
= / 6_(y+nT+l)2+‘<ntLl> 5in(27r y) dy
n 2 o0 n
— / e~ (W t"3)’ sin(27y) dy
[Changer ¢ := y + ] = e( e (—1)”Jrl / e~ sin (27T t) dt
= 07

pour confirmer, par simple imparité de t — sin(27 ), toutes les orthogonalités affirmées.

En utilisant des résultats d’analyse complexe (non admis dans ce cours), on peut démon-
trer le résultat suivant.

Théoréme 8.10. Sur un intervalle non borné |a,b[ C R, si la fonction-poids w: ]a,b[ —
R satisfait pour une certaine constante o > 0 :

b
/ w(z) e de < oo,

alors la suite de polynémes orthogonaux (P,,)>, construits dans la Proposition 8.4 consti-
tue une base hilbertienne de I’espace préhilbertien F,,, qui est alors un espace de Hilbert
en tant que tel. U

9. Projection sur un convexe fermé et théoreme de représentation de Riesz

Le théoréme suivant joue un rdle trés important dans les applications aux espaces fonc-
tionnels : tout comme le théoréme du point fixe, il affirme 1’existence d’un unique élément
vérifiant une certaine (in)égalité. Il sert notamment a établir 1’existence de solutions pour
des équations ou inéquations fonctionnelles.
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7% (f)

Définition 9.1. Un sous-ensemble 4 C E d’un R- ou C-espace vectoriel E est dit convexe
si le segment fermé défini par deux points quelconques lui appartenant :

Ve €6 Ve €6 VoKt ta+(1—t)e € €
est encore entierement contenu en lui.

Le théoreme suivant, qui requiert réellement que ¢ soit fermé, sera principalement ap-
pliqué au cas ol % est un sous-espace vectoriel fermé.

Théoréme 9.2. [Projection orthogonale sur un convexe fermé] Soir H un espace de
Hilbert quelconque (pas nécessairement séparable) et soit € une partie convexe non vide
de H qui est de plus fermée. Alors pour tout f € H, il existe un unique point de ¢, appelé
projection de f sur € et noté 4 (f), dont la distance a f soit minimale :

|f =7 ()] =min|f - g].

Démonstration. En se souvenant du Théoréme 3.11, ou en développant les carrés scalaires
du membre de droite, le lecteur vérifiera facilement la formule de la médiane :

ul? + Jol? = 2] 252" + % Ju — o] (u, ve H),

2

qui remonte a Pythagore et a Euclide

Posons maintenant :
d:=inf{|f—yg|: g€},

et établissons 1'unicité de w4 ( f) (I’existence viendra ensuite). Par contradiction, s’il existait
deux éléments distincts g et g, de € réalisant cette borne inférieure :

d=|f =gl =I1f— gl
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alors leur milieu @, qui appartiendrait aussi a I’ensemble convexe ¢, satisferait, via
I’identité de la médiane appliquée au := f —gyetav:= f — go:

2
2|lf — 22| = |f —al>+ 1f — g2* = 2192 — o]
= 2d° — % lg2 — g1l” < 22,

et donc le vecteur médian 232 € ¢ satisferait | f — £392| < d, ce qui contredirait
manifestement la définition de I’infimum d.

-

g2
gi1tg2
2

Géométriquement parlant, nous avons seulement utilisé le fait que, dans un triangle
ABC isocele en A, la hauteur AH issue de A est strictement inférieure a la longueur
isocele AB = AC.

A présent, établissons I’existence. Par définition de toute borne inférieure telle que d,
il existe une suite (gx )52, d’éléments de € telle que | f — gx| tende vers d lorsque & tend
vers 0o. Alors nous allons voir que la convexité de ¢ produit une espece de « miracle » qui
impose a toute telle suite d’étre automatiquement de Cauchy.

En effet, si I’on introduit a nouveau le milieu % entre deux éléments quelconques
gk, €t g, d’une telle suite, on peut a nouveau appliquer I’identité de la médiane a v :=

f=gnetav:=f—g:
+ 2
3o = gl = 1f = g I + 1 = gual® = 27572 = £~
Mais puisque ce milieu % appartient encore au convexe %, sa distance | % —f]
a f est automatiquement > d, donc on en déduit une inégalité :

g — g6 l> <1 f = g6 P+ 1 f — g0, |> — 28

qui montre que |gx, — gx,| peut étre rendu arbitrairement petit, pourvu que ki, ko > K
soient assez grands, puisque 1’on a par hypothese :

”f — 9k, H2 k1——>o>o d2 et ”f - ngHQ k;go d2'

Ainsi, la suite (gx )72 ; est bien de Cauchy. Mais I’espace de Hilbert H est complet, donc
il existe un unique élément g, € H qui est la limite des g lorsque £ tend vers I’infini. Et
comme % a été supposé fermé, cette limite g., appartient automatiquement a %, ce qu’il
fallait démontrer. U
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Théoreme 9.3. [Hyperplan de support] Sous la méme hypothése que H est un espace de
Hilbert quelconque (pas forcément séparable) et que € est une partie convexe fermée non
vide de H, le projeté my(f) sur € d’un élément quelconque f € H vérifie les inégalités :

Re<f—7r<g(f), h—7r<g(f)> <0, pourtout heE.

Réciproquement, si g € € est un point du convexe fermé qui vérifie les mémes inégali-
1és :

Re<f—g, h—g> <0  pourtout h € €,
alors nécessairement g est unique et n’est autre que le projeté de f :
g =me(f).

Lorsque I’espace de Hilbert H est défini sur R, on enleve les parties réelles ‘Re’.

hyperplan
de support

Géométriquement parlant et si on I'interprete dans un espace hilbertien réel, cette der-
niere caractérisation exprime que 1’angle entre le vecteur f — 74 /(f) et tout autre vecteur
h — m¢(f) d’extrémité un autre élément quelconque i € % est toujours > 7.

Autrement dit, tous les points h du convexe fermé % se situent dans le demi-espace
fermé :

{he H:Re(f —mg(f), h—me(f)) <O}
dont le bord, défini par I’ équation :
Re (f — 7 (f), h — 7 (f)) =0,

est lui-méme un hyperplan réel passant par le point projeté 4 (f) € €, hyperplan qui est
orthogonal au vecteur f — m¢(f). Ainsi, le projeté sur le convexe fermé ¢ s’identifie a
un simple projeté sur cet hyperplan réel. On nomme parfois « hyperplan de support» tout
hyperplan qui garantit qu’un objet géométrique se situe entierement dans un, et dans un
seul des deux cotés (fermés) qu’il définit.

Démonstration. Soit donc h € € quelconque. Pour tout réel ¢ avec 0 < ¢ < 1, le point :

h := g (f) + t(h — 1o (f))
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appartient aussi au convexe fermé %. On a donc une inégalité automatique que 1’on peut
développer :

Ime (f) = £I7 < 1he = fI
= |me(f) = f +t(h = me(f))
= lme(f) = fI? + 2t Re(me (f) = f. h—me(f)) + 2 |h — me (),

¥

et apres simplification évidente, cette inégalité se réduit a :
0 < 2Re(me(f) — [, h—ma(f)) + 8 |h— me (f)]2.

Avec a,b € R et a < 0, nous savons que at + bt? ~ at < 0 est négatif pour 0 < ¢ < ¢
petit. En faisant aussi 0 < ¢ < ¢ ci-dessus, on déduit donc que le coefficient de ¢ ci-dessus
ne peut pas €tre < 0, donc est > 0, ce qui établit I’inégalité voulue (noter le changement
de signe) :

Re <f - W(g(f)a h — W%(f>> < 07
valable pour tout h € €.

Il reste a établir I’unicité d’un élément g € ¥ satisfaisant :

Re(f_g7h_g><07

pour tout h € €. Or si g satisfait de telles inégalités, nous pouvons estimer la distance a f
d’un élément quelconque h € € eny insérant —g + g :

[h=fI?=lh—g+g—fI?=|h—g|*+2Re(h—g, 9 f) +lg - fI”
—— ~

>0 >0
2
z g —fI7
et déduire qu’elle est toujours supérieure ou égale a la distance de f a g. Or d’apres le

Théoreme 9.2 qui précede, un tel élément g existe, est unique, et n’est autre que g = w4 (f),
comme annoncé. 0

Définition 9.4. [Orthogonal a une partie quelconque] Dans un espace de Hilbert H quel-
conque, I’orthogonal d’un sous-ensemble B C H arbitraire est défini en toute généralité
comme étant constitué des vecteurs qui sont orthogonaux a tous les éléments de B :

B+ :={heH: (h,b)=0Vbe B}.

C’est un sous-espace vectoriel de H (exercice). On notera que B; C B, implique Bf D
BL.
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Lemme 9.5. [Trivial mais important] Soit B une partie arbitraire d’un espace de Hilbert
H quelconque. Alors son orthogonal :

Bt ={heH: (hb)=0 Vbe B}
est un sous-espace vectoriel de H qui est toujours fermé dans H.

Démonstration. En effet, si (h;,)?%, est une suite de Cauchy quelconque dans B~ satis-
faisant donc (hy,b) = 0, pour tout b fixé, 1’inégalité de Cauchy-Schwarz assure (exercice
direct laissé au lecteur) que, si I’on note /., son unique limite dans  (qui est complet), on
a encore (h.,b) = 0, ce qui montre bien que h., € B™. O

Proposition 9.6. [Supplémentaire orthogonal] Soient H un espace de Hilbert et F' un
sous-espace vectoriel de H qui est fermé. Alors son orthogonal :

Ft={geH:(f,g)=0 VfeF}

est un sous-espace vectoriel de H qui est lui aussi fermé, appelé supplémentaire orthogonal
de F'. Surtout, tout élément h € H se décompose de maniere unique sous la forme :

h=f+g avec fEF et gcF=*

En outre, les éléments f et g de cette décomposition sont orthogonaux entre eux et sont
les projections (orthogonales) de h sur les deux ensembles convexes fermés F et sur F'*,
respectivement, a savoir l’on peut écrire :

1
H=F&F*+  FnF={0}.

Démonstration. Observons que tout sous-espace vectoriel fermé de H est, en particulier,
un sous-ensemble convexe fermé de H.

Soit donc h € H et notons comme précédemment 7x(h) sa projection sur le fermé
convexe F’ (cette projection existe grace au Théoreme 9.2). Pour tout élément f’ € F et tout
scalaire A € C, le point mx(h) + A f" appartient a F' et on a donc d’apres le Théoreme 9.3
ci-dessus :

Re (h — mp(h), mr(h) + X f' —7p(h)) <0,
a savoir :
Re (h —mr(h), A f') <0.

Or un nombre complexe z qui vérifie Re (X z) < 0 pour tout A € C est nécessairement
nul (exercice élémentaire). Donc il vient :

(h —mp(h), [') =0,

et ce, pour tout f/ € F. Ceci montre que h — mx(h) appartient a F'* et prouve donc
I’existence de la décomposition :
h=np(h)+h—mpr(h).
—— —
=: feFr =:geF+
Quant a I'unicité, s’il existait une autre décomposition ~ = f' + ¢’ du méme type avec
f'€ Fetg € F*, levecteur u := f' — f = ¢’ — g appartiendrait a la fois & F et a F'-.
Or si u € F' appartient aussi a F~+, on doit avoir (u,u) = 0,donc u = 0, etenfin ' = f et
g’ = g. La preuve est terminée. U
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Corollaire 9.7. Comme a !’instant, soit H un espace de Hilbert quelconque et soit F' un
sous-espace vectoriel de H qui est fermé. Alors les deux conditions suivantes sont équiva-
lentes :

() F'=H;

(i) F+ = {0}.

Démonstration. Cette équivalence découle par simple logique (exercice mental) de la dé-
L

composition orthogonale qui précede H = F' & F~* et de son unicité. U

Lemme 9.8. Soir B une partie quelconque d’un espace de Hilbert H. Alors I’orthogonal
de B coincide avec I’orthogonal de son adhérence B :

B =B .

Démonstration. En effet, I’inclusion B C B donne immédiatement par retour a la défini-
tion :
B c B
Pour établir ’inclusion inverse B+ C EL, étant donné un vecteur quelconque h € B+,
a savoir (h, b) = 0 pour tout b € B, on doit démontrer que h € B, asavoir que (h,b) =0
pour tout b € B. Si donc (b;);2; est une suite de Cauchy d’éléments de B qui converge
vers un élément arbitraire b € B dans H complet :

Ve>0 3K >1 (k>ﬁf:¢”5—mngg,
I’inégalité de Cauchy-Schwarz (a nouveau elle !) nous assure que le nombre réel positif :

< Rl [[o— bl
< [hle

peut étre rendu arbitrairement petit, donc h est bien orthogonal aussi a tous les éléments
be B. O

Corollaire 9.9. [Critere de totalité] Soit H un espace de Hilbert quelconque et soit A C H
une partie quelconque. Alors les trois conditions suivantes sont équivalentes :

(i) A est totale,
(ii) ’espace vectoriel Vectgni(A) constitué des combinaisons linéaires finies d’éléments de
A a coefficients complexes posséde une adhérence :
Vectfin;(A) =H
égale a tout l’espace de Hilbert ambient ;

(iii) [’ensemble des vecteurs orthogonaux a tous les éléments de A se réduit au vecteur nul,
a savoir :

{0} =A={heH: (ha)=0Vac A}.

Démonstration. L’ équivalence entre (i) et (ii) est une reformulation de la notion de totalité
telle qu’elle a été définie au début de ce cours sur les espaces de Hilbert (exercice mental).
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Montrons 1’équivalence entre (ii) et (iii). Par linéarité du produit scalaire, il est clair que
I’orthogonal de A coincide avec 1’ortogonal de ses combinaisons linéaires finies :

AJ' = [Vectﬁn;(A)}L
Mais nous venons de voir que prendre I’orthogonal d’une partie B quelconque revient a
prendre 1’orthogonal de sa fermeture 5, donc :
/1L = [Vectﬁn;(A)}L = [Vectﬁni(A)}l.
Le Corollaire 9.7 vu il y a quelques instants appliqué a I’espace vectoriel fermé :
F = Vectﬂni(A)

disait alors que F' = H si et seulement si £+ = {0}, ce qui nous donne 1’équivalence
désirée. U
Théoreme 9.10. [Théoreme de représentation de Riesz] Soit H un espace de Hilbert
quelconque. A tout vecteur fixé gy € H, on peut faire correspondre la forme linéaire conti-

nue :
Lgo: f — <fagO>
H—C

« produit scalaire avec g ».
Réciproquement, étant donné une forme linéaire continue arbitraire L sur H, il existe
un et un seul vecteur gy € H tel que ’on ait :

L = Lgo = <'790>'

Démonstration. Vérifions tout d’abord que L, est une forme linéaire continue. Pour tout
f € H, Cauchy-Schwarz donne :

|L90<f)’ = ‘<f790>‘ < gola [ fla-
——

constante

Ceci prouve que L, est continue, et de plus, que sa norme d’opérateur satisfait :

|Lgo ()]
gl = sup =Z2== < lgolm-
20 | fla
Qui plus est, en considérant Ly, (go), on constate facilement que || Ly, || = |go|u-

Soit maintenant L une forme linéaire continue sur // non identiquement nulle. Le sous-
espace vectoriel noyau :
F = L7Y(0)
est fermé (puisque L est continue) et distinct de H (puisque L # 0). Grace au Corol-
laire 9.7, I’orthogonal '+ n’est donc pas réduit a {0} et il existe par conséquent un élément

non nul :
g € F\{0}.
Cet élément n’appartient alors pas a ', donc le nombre complexe :
A= L(g)
est non nul.

Ensuite, pour tout f € H on peut poser :

f=%g+<f—%g) =: i+ fa
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On remarque que le second terme f5, qui vérifie L(f,) = 0, appartientd F' = L~!(0) tandis
que fi, qui est un multiple de g, appartient 2 . En effectuant le produit scalaire avec g,
on obtient donc :

(f, 9) = (fr,9) + (f2.9) = % lg|* + 0.

— =0

11 suffit maintenant de poser gy := ﬁ g pour obtenir L(f) = (f, go) quel que soit f. Cela

montre que L est égale a L.
Enfin, I’unicité (facile) est laissée en exercice a tout(e) étudiant(e) consciencieux(se) qui
souhaite réussir a I’examen. O

Pour terminer ce chapitre, discutons brievement les notions d’opérateurs linéaires et de
leurs adjoints. Soient H; et Hs deux C-espaces de Hilbert.

Définition 9.11. Une application 7': H; — H, est appelée un opérateur linéaire, ou une
transformation linéaire, lorsqu’elle est C-linéaire :

T()\f—l—,ug) = AT(f)+nT(g) (YA L€EC,Vf,geHy),
dott T(0) = 0.

Définition 9.12. On dit qu’un opérateur linéaire 7': H; — H, est borné lorsqu’il existe
une constante 0 < C' < oo telle que :

”T(f>HH2 < C ||f||H1 (VfeH).

La norme d’opérateur de T', I'infimum de telles constantes C', vaut alors :
I7l = svp [T(£)]y,

I £z, <
On a alors une majoration fondamentale :
T, < NTW- 1 f 1, (vfem).
Avec H, = H, =: H, un exemple trivial est I’opérateur identité |d de norme ||Id|| = 1.
Lemme 9.13. La norme d’un opérateur linéaire borné T': Hy, — Hs vaut aussi :
171 = sup {|{T(f), 9| 1 fler, <1, N9l <1}

Démonstration. Si ||T|| < C pour une constante 0 < C' < oo, I'inégalité de Cauchy-
Schwarz donne, pour tout | f|x, < 1ettout |g]m, < 1:

(). g)m| < 1Tl - l9lm, < Clflm Mgl < C,
et ainsi, en faisant tendre ||| +— C':
sup {[(T(f). 9| Ifle <1, Jgl <1} < |IT0L

Pour I’inégalité inverse, faisons I’hypotheése, pour une constante 0 < C' < oo, que :
sup {‘(T(f)7g>H2‘ Hf”Hl <1 ”9HH2 < 1} < C,

et montrons que |T'(f)|x, < C| f|m, pour tout f € Hy, d’ott découlera ||T'|| < C, ce qui
donnera bien en faisant tendre C' vers ce supremum :

ITI < sup {[{T(f), 9)ra|: 1fllery <L, Ngler, < 1}
Lorsque f = 0ouT'(f) = 0,iln’y arien a faire.
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Supposons donc que f # 0 et que T(f) # 0, introduisons alors les deux éléments de

norme 1 :
/ R 1)

G

P = i

et appliquons-leur I’hypothese :
C = [T(f).9) ]
KT, T
[ AT

ce qui donne |T(f)|m, < C || f|u,, conclusion ! O

Définition 9.14. Une transformation linéaire 7': H; — H entre espaces de Hilbert est
dite continue si, pour toute suite (f,,)>2, d’éléments f,, € H; qui converge vers un élément
foo € Hy, on a aussi convergence dans Ho :

T(f.) — T(fx).
Proposition 9.15. On a équivalence entre :

(T: H, — Hy estborné> <= (T: H, — Hy estcontinu).

Démonstration. SiT est borné, et si f,, — f, il est clair que :
n—oo

|7(fa) = T(fo)l g, < MTU- 1w = fockm — 0,

donc T est continu.
Réciproquement, si 7' est continu, supposons par I’absurde qu’il ne soit pas borné, c’est-
a-dire que pour tout n > 1, il existe f,, € H;\{0} avec :

Alors le vecteur :
fl N fn

onfls,

est de norme |f; |, = %, donc f, — 0, et comme T est continu (en 0), on doit aussi
n—oo

avoir T'(f]) — 0, ce qui n’est manifestement pas cohérent avec :
n—oo

1T = S

L application la plus immédiate du Théoreme 9.10 de représentation de Riesz est la
construction, pour tout opérateur linéaire borné 7': H; — H,, d’un adjoint H; <+—
Hy: T™.

> 1. 0

Théoreme 9.16. [Adjoint] Si T': H, — H, est un opérateur linéaire borné (continu)
entre espaces de Hilbert, il existe un unique opérateur linéaire borné (continu) :

Hl — H2 : T*,
appelé I’adjoint de T, satisfaisant :

(T g = (£ T°(9)m (Vf€H, Vg€ Hy).
De plus :
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@ |77 =T
@) (T*)" =T.

1

Démonstration. Pour montrer (simultanément) 1’existence et I’unicité de 7™, observons que
pour tout g € H, fixé, I’application linéaire :

Ay: H — C
f—= (T(f) 9)u,
est bornée, parce que, comme 7' est borné, on peut estimer :
[Ao(F)| = (T(F). )
T 1, - N9lzz,

<
< 70 gl - 1 f 1,
= constante - | f] #, -

[Cauchy-Schwarz]

Le Théoreme 9.10 (magique!) de représentation de Riesz fournit alors un unique élément
h € H, tel que Ay(+) coincide avec le produit scalaire avec h :

AQ(-f) = <f7 h>H1 (VY feH).

On se convainc aisément (exercice) que la dépendance de h vis-a-vis de g est alors C-
linéaire, ce qui justifie de noter h = T™(g), avec un certain opérateur adjoint 1™ qui est
C-linéaire et qui satisfait bien au final 1’identité fondamentale :

<T<f)7g>H2 = <f7T*(g)>H1 (VfeH, Vg€ Ha),

qu’il est avisé de lire en voyant 7" « passer de I’autre c6té du produit scalaire en cueillant
une €toile ».
La propriété (1) s’obtient instantanément comme suit grace au Lemme 9.13 :

17 = sup {[{T(f), 9 |: 1l <1, |9l <1}
= Sup{‘(fvT*(g)>H2}: ||f||H1 <1 "g”Hz < 1}
< <1}

[Conjuguer] = sup {[(T*(9). o]+ 1flits <1, 9],
= 171l
Enfin pour la propriété (2), le bi-adjoint (77)* de 7', i.e. I’adjoint de 7™, étant défini par :
(T"(9), By, = (g, (T")" ()}, (Vg€ Ha, Vhe H),
ou, de maniere équivalente apres une simple conjugaison complexe, par :
(h, T*(g))u, = ((T7)*(h), 9) (Vg€ Ha, Vhe Hy),
une comparaison avec les identités qui définissent 7™ donne :
(T(h),9)m, = (T7)*(h), 9) (Vg€ Hz, Vhe Hy),
ce qui force T'(h) = (T™)*(h), d’ott comme annoncé 7' = (T™)*. O

Une identité de polarisation, que I’on peut vérifier par un calcul direct, va s’averer utile
dans un instant :

+i(T(f +ig), f +ig) —i(T(f —ig), f —1ig).
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Définition 9.17. Un opérateur linéaire 7': H — H d’un C-espace de Hilbert H a valeurs
dans lui-méme est dit auto-adjoint lorsque :

T =T.

Proposition 9.18. La norme d’opérateur ||T|| d’un opérateur linéaire T: H — H auto-
adjoint T = T" peut étre calculée comme :

ITI = sup {|{T(f), /)| Il =1}.

Ce résultat doit étre comparé a la formule du Lemme 9.13, valable pour tout opérateur
linéaire.

Démonstration. D’apres ce lemme, on a tout d’abord une inégalité dans un sens facile :

N = sup {[{T(f), /)] Iflm =1}
<sup {[(T(f).9)|: Iflm =1, gl =1}
=171
Pour I'inégalité inverse N > ||T| — qui requiert plus de travail —, observons tout

d’abord que pour tout vecteur h € H, grace a T = T, la quantité :
(T'(h), h) = (h,T"(h)) = (h,T(h)) = (T(h),h)
est réelle, et donc lorsqu’on prend la partie réelle dans 1’identité de polarisation ci-dessus :
1
Re [(T(f).9)] = § [<T(f +9)f+9) = (T(f—9). f - g>} +0+0,

deux termes s’évanouissent pour notre plus grand bien.
Car ensuite, I'inégalité |(T'(h), h)| < N |h|? découlant de la définition de N donne :

Re[(7(5). 9| < T [IF + 9P +1f = ol?]
(112 + I91?)-

[Identité du parallélogramme]

MIZ%IZ

En supposant || f|| < 1et |g| < 1, nous obtenons :
Re(T(f), 9)| < N.

Enfin, pour nous débarasser de cette partie réelle, il suffit de remplacer g par e?g avec
égal a ’argument de (T'(f), g), et nous obtenons :

(T(f),9)] < N VIfl=1, ¥ lgl = 1),

arrive — et clot ce chapitre ! U

10. Exercices
Exercice 1. Sur le Q-espace vectoriel de dimension finie 2 :
Q[\/ﬁ} = {a+ bV2: a,be Q},
on introduit les deux normes :
o oval, = lal 4Bl e atbva, = fatbval

et on se propose d’établir qu’elles ne sont pas équivalentes.
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(a) Commencer par vérifier que Q[v/2] est bien un Q-espace vectoriel de dimension 2, et que | - |1 et | - |2
sont bien des normes.

(b) Trouver une constante 0 < ¢ < oo assurant que :

clzlz < |zl (V2 € Q[V2)).

(c) Pour n > 1 entier, montrer que les deux éléments :
Ty 1= (1 — \/i)n et Yn = (1 + \/i)n
appartiennent 4 Q[v/2].
(d) Montrer qu’il n’existe pas de constante 0 < C' < oo telle que :
lzlh < C|zl2 (V2 €QIVA)).
Indication: Si z,, = a,, — by, V/2 et si Yn = Qp + by V2, avec ay,, by, entiers, montrer que a,, — oo lorsque
n — oo, puis, réaliser que |z, |1 — oo tandis que |z, ]2 — 0.

Exercice 2. Montrer qu’une forme sesquilinéaire quelconque ¢ sur un espace vectoriel complexe FE est
hermitienne si et seulement si 1’on a ¢(z, z) € R pour tout z € E. Indication: Considérer ¢(z, w) + ¢(w, z)
etaussi p(v=1z,w) + p(w, V=1 2).

Exercice 3. Montrer qu’il n’existe aucun produit scalaire dans R? dont la norme associée serait :

|, )] := max (|, [y)-
Exercice 4. Soit un intervalle fermé [a, b] C R avec —o0 < a < b < 0.
(a) Montrer que I’application :

b
(F9)— ()= [ 1(a) 30 da
définit un produit scalaire hermitien sur ’espace : '
¢ ([a,8], C)
des fonctions continues sur [a, b] & valeurs complexes.
(b) Cet espace ¢ ([a, b], C) est-il complet pour la norme associée ( fab | f () ]2 dm)% ?
Exercice 5. (a) Soit (E, | - |) un espace vectoriel normé sur C. Démontrer que sa norme | - | provient d’un
produit scalaire hermitien si et seulement si elle satisfait I’identité du parallélogramme :
V(zw) € B2z +wl + |z —wl® = 2(J] + |w]?),
et que dans ce cas, le produit scalaire hermitien qui définit | - | est nécessairement de la forme suivante :
(zw) = 3 (I + 0l = |z —wl® + v=1 |z + v=Tw|® - v=1 ]z = v=Tw]?).

Indication: Pour démontrer que la condition est suffisante, on pourra considérer 1’application (-, -) ainsi définie
et démontrer successivement qu’elle satisfait les cinq propriétés suivantes :

e pourtout z € E,ona (z,2) = |2]?;

e pour tout (z,w) € E2, ona (z,w) = (w, z);

e pour tout (z,w,t) € B3, ona (z +w,t) = 2(z,t/2) + 2(w, t/2);

e pour tout (2, w,t) € E3, ona (z +w,t) = (z,t) + (w,t);

e pour tout (z,w) € E? ettout A € C, ona (\z,w) = \(z, w).

(b) En déduire que pour tout p € [1, 00| tel que p # 2, il n’existe aucun produit scalaire hermitien sur 1’espace
LP([0,1], dz) des fonctions f: [0,1] — C de p-eme puissance intégrable dont dériverait sa norme :

1 1/p
Iflze == (/0 If(x)|pdx> < 0.

Indication: On pourra examiner ce que donne I’identité du parallélogramme appliquée aux deux fonctions :

' 1 size[0,1/2] .
frx— 0 size]l/2 ] et g:=1-—f
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Exercice 6. Soient E et F' deux espaces vectoriels réels munis chacun d’un produit scalaire (-, ) g et (-, ) p.
Soit f: E — F une application avec f(0g) = O telle que :

If(2) = f@W)lr = |z = yle,

pour tous x,y € E. Montrer que f est nécessairement linéaire. Indication: Montrer tout d’abord que f pré-
serve le produit scalaire.

Exercice 7. Soit f: E — F une application linéaire entre deux espaces vectoriels réels (ou complexes)
chacun munis d’un produit scalaire (hermitien) qui préserve la norme. Vérifier que f préserve alors aussi le
produit scalaire (hermitien).

Exercice 8. On note éﬁ I’espace des suites infinies © = (1,3, ..., %, ... ) de nombres réels x; € R telles
que 72, |#4]* < oo et on le munit du produit scalaire habituel (z, y),2 := 3,2, 2;y;. On considere aussi
la collection de suites infinies :

2

E = {(an)j’f:l: ay € R, Z % < oo}.
n=1

(a) Vérifier que /2 est contenu dans F.

(b) Montrer que F est un espace vectoriel sur R pour la loi de linéarité composante-par-composante :
Aan)pzy + 1 (B)pzy = (>‘ oy + Nﬁn)zozl'

(c) Montrer que :

<a7B>E = Z a’;fn

n>1
définit aussi un produit scalaire sur F.
(d) Montrer que I’application :

% —E
@Y

)
n=1

(23)iZy — (Pzi)iZy = (o)
est un isomorphisme isométrique, i.e. un isomorphisme linéaire satisfaisant |¢(z)[ g = |z[s pour tout z €
2.

Exercice 9. Soit {>° = {2 I’espace vectoriel des suites z = (z;)72, € C* vérifiant :

sup |z;| < oo.
i>1

(a) Montrer que la formule |z ¢ := sup,> |2;| définit une norme sur £°.
(b) Montrer que (>, | - |~ ) n’est pas séparable. Indication: Utiliser le fait que {0, 1N nest pas dénom-
brable, et, pour deux éléments z = (z;)72, € (™ et 2’ = (2)72, € £>° de composantes z;, z; € {0, 1} égales

seulement aux deux lettres dont le langage infra-primitif des ordinateurs est constitué, utiliser aussi le fait que
les deux boules ouvertes :

{wet*: Jw— 2z < i} et {w e ®: |w -2 < 1}
sont disjointes.

Exercice 10. Soit £ un R-espace vectoriel muni d’une norme | - |.
(a) Montrer que deux vecteurs =,y € E quelconques satisfont toujours I’'inégalité :

lzl, Iyl < max{lz +yl, |z —yl}.

(b) Montrer qu’une boule fermée entierement contenue dans une autre boule fermée a toujours un rayon qui
est inférieur ou égal a celui de la premiere ; précisément, si x1,x2 € E,siry,ro > 0etsi:

{zeB: |z—a1|<r} =By C By:={x€E: |z — x| <ra},

montrer que 11 < 2.
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Exercice 11. Montrer qu’aucune des deux normes suivantes sur C™ :
|2]o0 :=max {|z1], ..., |zn] } et Izl := |z1] 4+ -+ + |20l
ne dérive d’un produit scalaire.
Exercice 12. Soit un nombre 1 < p < co. On note £f. I’ensemble des suites infinies de nombres complexes :
z= (21,22,...,zi,...) e C™=,

dont la somme des puissances p-eémes des composantes converge :
o0
Z ’zi’p < 00.
i=1
(a) En utilisant le fait que la fonction R, 3> ¢ —— tP € R est convexe (lorsque p > 1!), montrer pour tout
0 < a < 1 T'inégalité :
P P p
2+ wl” < alf["+ 0 -a)|]"

(b) Montrer que la quantité :

o o 1/p
lelp = (Z =] )
=1

définit une norme sur ¢P et que /P est un C-espace vectoriel. Indication: Pour établir I’'inégalité triangulaire,

[
= Telotlels

(c) Montrer que P est complet pour | - .

poser o : ci-dessus.
(d) Lorsque p < 1, a-t-on une norme avec cette définition ?
(e) Soit a nouveau p > 1. On considere le sous-espace :

M, = {z = (2)52, € P Y0 2 = 0}.
Pour quelles valeurs de p > 1 ce sous-espace est-il dense dans P ?

Exercice 13. On note X I’espace des fonctions continues f: R — C qui sont sommes finies quelconques
d’exponentielles trigonométriques :
n
t) = Z ay, e'Oxt,
k=1

avecn € N, a;, € C, 0, € R quelconques. Etant donné deux fonctions f, g € X dans cet espace, on pose :

o) = Jim o [ s

(a) Montrer que (-, -) définit un produit scalaire sur X.

(b) Montrer que la famille (¢ — e*) < est orthonormée.
(c) L’espace X est-il de Hilbert ?

(d) L’espace X est-il séparable ?

Exercice 14. Soit (H, (-,-)) un C-espace de Hilbert.

(a) Si z,w € H satisfont Re (2, w) = |2|? = |w|?, montrer que z = w.
(b) Soient maintenant deux suites (z,)5%; et (wy,)S2; satisfaisant |z,|] < 1 et |w,| < 1. Si
lim,,— 00 (2n, wy) = 1, montrer que lim,,_ oo |2 — wy| = 0.

(¢) Silim, o0 |20 + wn| = 2, montrer que lim,, o |2, — wy| = 0.

Exercice 15. On munit le R-espace vectoriel R[z] C ¢°(R,R) des polyndmes réels d’un produit scalaire
quelconque (-, -), dont on note | - | la norme associée. A partir de la famille génératrice libre (xk)ZO:O de tous
les mondmes, le procédé de Gram-Schmidt construit une famille orthonormée (P;€ (:c)) OOZO

p—o avec deg Py =k
pour tout k > 0. Soit alors (Qk(x)):io la famille :
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o0

Lo est de Cauchy dans (R[z], | - ).
(b) Montrer que (R[z], | - |) n’est pas un espace de Hilbert.

(a) Montrer que la suite (Qk(x))

Exercice 16. On considere ¢ ([—1, 1], R) muni du produit scalaire L? :

1
(e = [ Fla)gla)da (oL,
-1
eton note || - |12 la norme associée, distincte de celle intrinséque aux fonctions continues :
= €O— ,1]).
Iflgo = max [f()] (f€€°[-1.1))

(a) Montrer que la suite, définie pour n > 1, de fonctions :
1

—1 lorsque -1z -7,
fulz) == {nz lorsque — % <z< %,
1 lorsque % <z <1,

est de Cauchy dans (€°[—1,1], ] - |2).

(b) Montrer que (f,,)%%, converge en norme L? vers la fonction :

-1 lorsque — 1<z <0,
foolz) =<0 pour = =0,
1 lorsque 0 < z < 1.

(c) Qu’en est-t-il en norme | - | o ? Interpréter.

Exercice 17. Une fonctionnelle linéaire :
L: L*([0,1],R) — R

est dite positive si :

(f > 0 presque partout) = L(f) > 0.
L’objectif est de démontrer que toute fonctionnelle linéaire positive est continue.
(a) Montrer que L(g) > L(f) des que f,g € L?[0,1] satisfont g > f presque partout.
(b) Montrer que L(|f|) > |L(f)|. pour toute f € L*[0,1].
(c) On raisonne par I’absurde, a savoir on suppose qu’il existe une fonctionnelle linéaire positive L sur

L?[0,1] qui n’est pas continue. Montrer qu’il existe une suite (uy);e, de fonctions uj, € L?[0,1] avec
uy, = 0 presque partout satisfaisant :

lugzz =1 et L(ug) > k2F (VE>1).

(d) Montrer que la série >~ | % est normalement convergente dans L?[0, 1].

(e) Soitdonc Y7, % =: u € L?[0, 1]. Montrer que I’on a presque partout :
Up
2k

Indication: Si une suite converge dans L? en norme L? vers une certaine fonction-limite de carré intégrable,

on peut toujours en extraire une sous-suite qui converge ponctuellement presque partout vers cette méme

fonction-limite.

< u (Vk>=1).

(f) Montrer que L(u) > k pour tout k > 1, et conclure.
(g) Lorsqu’on change la norme sur L2[0, 1], 1’énonce :
L positive = L continue,

peut devenir faux. Aprés avoir vérifié que L2[0,1] C L*[0, 1], donner un exemple de fonctionnelle linéaire
positive sur :

(LQ[Oa 1]7 " ! ”Ll)v
qui n’est pas continue.
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Exercice 18. Dans I’espace vectoriel ([0, 1],R) des fonctions continues sur I’intervalle [0, 1], muni de la
norme :

[flo := max |f(z)] (f €%°[0.1]),

trouver une famille (ej )72, qui est libre et totale, ainsi qu’une fonction g € 60, 1], telles que I’on ait deux
représentations :

oo

9= leex
k=1
oo

= Z Mk €k,
k=1

pour deux collections distinctes de coefficients réels (A;)72; et (ug)52,. Cela serait-il possible dans un
espace de Hilbert ? Indication: Penser a écrire e — 1 = )7 | %+

Exercice 19. Déterminer les trois constantes réelles a, b, ¢ € R qui minimisent la valeur de :
! 2
/ ‘x3 —az? —bx—c‘ dx.
-1

Exercice 20. On munit I’espace 4™ ([0, 1], R) des fonctions continiment dérivables sur [0, 1] du produit
scalaire :

1
(f.g) = / (f(@) 9() + f'(2) ¢ () da (96 0.1,

et on note | - | la norme associée.
(a) Montrer que (-, -) est effectivement un produit scalaire.
(b) Montrer que les deux sous-espaces suivants de ¢ [0, 1] — noter que 62 C €1 —:

V= {ge€"0,1]: g(0) =g(1) =0} et W = {he€?0,1]: K =h},
sont orthogonaux entre eux.
(¢) Vérifier que :
W = {z+— Xe® +pe " (\pn) € R?},
et exprimer la norme d’un tel élément général de W.
(d) Montrer, pour tout f € €*[0, 1], qu’il existe deux réels As, s € R tels que :
(¢ = f(@) = Ape” —ppe™™) € V.
(e) Etablir que V et W sont supplémentaires orthogonaux dans % [0, 1].
(f) Exprimer I’opérateur de projection orthogonale :

mw: €H0,1] — W.

(g) Maintenant, pour deux constantes réelles a, 5 € R fixées, on regarde :

Eop = {fe<€"0,1]: f(0)=a, f(1) =78}
Déterminer :

inf 2,
sanf | £1

1
Indication: Appliquer le théoréme de Pythagore a la décomposition d’éléments f € E, g sur V & W.

Exercice 21. Soit (H, | - | z) un espace de Hilbert. Montrer que sa boule unité fermée {f € H: | f|g < 1}
est compacte si et seulement si dim H < oo.
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Exercice 22. [Complétion d’un espace préhilbertien] Soit H, un C-espace vectoriel préhilbertien (pas
nécessairement complet), de produit scalaire hermitien (-, -) 7, défini positif. On considére la collection de
toutes les suites (f,,)>2 ; d’éléments f,, € Hy qui sont de Cauchy pour | - | g7, , on introduit la relation :

(fo)oa ~ (F21 = 0= lim [[fu = fo]p-
et on définit le quotient :
H = {(f)is € Ho} [ ~.
(a) Vérifier que ~ est une relation d’équivalence. On notera F' la classe d’équivalence d’une suite (f,,)02; €
Hy.
(b) Montrer que H hérite d’une structure de C-espace vectoriel.
(c) Montrer que H hérite du produit scalaire (-, -)  défini par :

<F7 G>H = nILmOC <fnagn>H07

ol F et G sont représentés pas ()22 1 et (gn)5 ;.
(d) Avec des suites constantes, vérifier que H O Hy, et que (f, g)u = (f, 9)n, pour tous f,g € Hy.
(e) Montrer que H est dense dans H.

(f) Montrer que H est complet. Indication: Etant donné une suite de Cauchy (F*)?° | dans (H, || ), chaque
F* étant représenté par une suite de Cauchy (%)% | d’éléments fX € Hy, montrer que 1’élément ' € H
représenté par la suite — dont on vérifiera qu’elle est bien de Cauchy — :

(f¥n)) e

olt N (k) > 1 est choisi suffisamment grand pour que :

1
|12 = ol < 3 (V0> N(k)),
satisfait :

0= |F - F*

k—o0 HH

(g) Enfin, soient H et H' deux espaces de Hilbert (complets) qui sont des complétions de Hy au sens ol :
I
HOCH7 HO‘ " = H? <.’.>H|H0 = <'a'>H07

HO CH/, FollllH’ — H/, <"'>H’

= () o
Montrer qu’il existe un isomorphisme C-linéaire ®: H — H' avec <I>‘ Ho = Idf7, qui est unitaire au sens
ou:

[®(F)||,;, = IFlu (VF e H).

Indication: Si F' € H est représenté par une suite ( f,,)>2; de Cauchy dans Hy, montrer que ( f, )22, définit
aussi un élément I’ € H'.

Exercice 23. Montrer que les deux ensembles suivants de fonctions sont denses dans L' (R9).
(a) Les fonctions étagées.

(b) Les fonctions continues a support compact.

Exercice 24. On note E le C-sous-espace vectoriel de L*([0, 1]) constitué des fonctions f: [0,1] — C de
carré intégrable pour lesquelles il existe une fonction notée Ay € L? ([O, 1]) vérifiant :

/0 ) ) dr = / " As(a) g da.

pour toute fonction ¢ € €>° ([0, 1]) de classe €° sur [0, 1] et dont le support :

supp(p) = {t € [0,1]: o(t) #0}

est un sous-ensemble compact de [0, 1].

(a) Montrer que F est un sous-ensemble dense de L2 ([O, 1])
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(b) Montrer que :

1 1
9= [ f@i@ e+ [ A T@ds
0 0
définit un produit scalaire sur F.
(¢) Montrer que F/, muni de ce produit scalaire, est un espace de Hilbert.

Exercice 25. [Polynomes de Hermite] On appelle n-¢me polynéme de Hermite le résultat de :
dr 2
Hn = (—1)" x27 —z7)
() = (1) e (o)
Obtient-on bien des polyndmes ? Pourquoi ?
(a) Calculer Hy, Hy, Ho, Hs, Hy, H5. Deviner des régularités qui semblent générales.
(b) Montrer que I’on a, pour toutn > 1:

H,(r)=2xH, 1(x) — H,_{(z).

n—1

(c) Raisonner par récurrence pour obtenir I’expression explicite :

Hy(x)=n! Y (=1) !

—_(22)"
1l — 29! ( ’
S gt (n —2j)!

et confirmer ce qui avait été deviné en (a).

(d) Montrer que les polyndmes de Hermite forment un systéme orthogonal par rapport au poids w(z) = e~

et que leur norme au carré vaut :
2
|Hnl, = 2" n! V.

Exercice 26. [Polyndmes de Legendre] Soit L?([—1, 1], C) I'espace des fonctions mesurables sur [—1, 1]
dont le module au carré est d’intégrale < oo, que I’on munit du produit scalaire usuel. On appelle polynéme
de Legendre de degré n > 0 le polyndme :

1 d»
Ln(x) = QTn' d.]j” [(1'2 — 1)1’7,}

(a) Pour deux entiers m > n > 0, intégrer n fois par partie 1’intégrale :

/ e~ ) L ) de

1 dxm dl‘"

en prenant itérativement la primitive du premier facteur et en déduire que L,,, est orthogonal & L,,.

(b) Par la méme méthode, calculer | L, ||%2[7171].

(c) En déduire qu’il existe une constante strictement positive ¢, > 0 — que 1’on précisera! — telle que
(¢n Ln), oy €St un systeme orthonormal de L*([—1,1],C).

Exercice 27. On dit qu’un sous-ensemble ./ d’un espace métrique est précompact si pour tout ¢ > 0, il
existe un nombre fini de parties 27, . . ., 2%, de < toutes de diametre < ¢ dont la réunion Uy << @ = &
est égale 4 <. Soit alors .2/ un sous-ensemble quelconque d’un espace vectoriel normé (E, || - |). Démontrer
que <7 est précompact si et seulement si .27 est borné et si pour tout € > 0, il existe un sous-espace vectoriel
F. de E de dimension finie tel que pour tout a € <7, on a dist(a, F;) < e.

Exercice 28. Soit a = (a,,)2%, une suite quelconque de nombres réels strictement positifs. On note £2 la
collection des suites de nombres complexes z = (2,,)22; telles que la série Y~ | ay, |2,|? soit convergente.
(a) Vérifier que £2 est un espace vectoriel sur C.

(b) Démontrer que 1’expression :

)
<Zn7 wn>éi = E Qp, Zn Wy,
n=1

définit un produit scalaire sur ¢2.
(c) Démontrer que 1’application :
o0
Lot (Zn)pzy — (V Gn Z”)n:1

est un isomorphisme isométrique de ¢2 sur ¢%. En déduire que ¢2 est aussi un espace de Hilbert.
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(d) Soient (an)22, et (b,)52, deux suites de nombres réels strictement positifs. Démontrer que, si 0 =
lim,,— oo %, alors la boule unité fermée de éi est un sous-ensemble compact de 83. Indication: Utiliser I’Exer-
cice 27.

Exercice 29. Montrer qu’un opérateur linéaire T': H; — Ho est automatiquement borné lorsque H; est de
dimension finie, et que tel n’est pas le cas autrement.

Exercice 30. Soit (¢;)52, une base hilbertienne de L? (R%). Montrer que la collection doublement infinie :

(5(x) or(®)) ;s

constitue une base hilbertienne de L?(R? x R?). Indication: Commencer par vérifier I’ orthonormalité. Ensuite,

avec F € L*(R? x R?) et pour tout k > 1 fixé, introduire Fy(z) := [ou F(z,y) ¢x(y) dy. En supposant
0 = (F, ©j0r) 12(rixRra) pour tout j, obtenir 0 = [, Fi(x) @;(z) dx.

Exercice 31. Soit £ C H un sous-espace vectoriel d’un C-espace de Hilbert H. Montrer que son bi-
orthogonal (E+)~ est le plus petit sous-espace fermé de H qui contient F.

Exercice 32. Soit H un espace de Hilbert et soit C' C H un sous-ensemble convexe fermé non vide. Montrer,
en utilisant un théoréme du cours, que 1’opérateur de projection ¢ sur C est 1-lipschitzien, au sens ou il
satisfait :

Ime(z2) — mo(z)] < v — 21,
pour tous x1,x2 € H.
Exercice 33. Soit 7 la projection orthogonale sur un sous-espace vectoriel fermé F' C H d’un C-espace de
Hilbert H :

7TFF:|dF et ’/TFFL:O‘

(a) Vérifier que mp o mp = mF et montrer que T, = TF.

(b) Réciproquement, si P: H — H est un opérateur linéaire borné satisfaisant P o P = P ainsi que
P* = P, montrer que P est la projection orthogonale sur un certain sous-espace fermé de H.

(c) Démontrer que tout sous-espace fermé F' C H d’un espace de Hilbert séparable H est aussi un espace de
Hilbert séparable.

Exercice 34. Soit £ C R? un sous-ensemble mesurable, et soit /' C L?(R?) le sous-espace des fonc-
tions qui s’annulent presque partout dans le complémentaire R?\ . Montrer que la projection orthogonale
7 : L?(R?) — F est donnée par :

mr(f) = f-1p (f €L*®RY).
Exercice 35. Soient 7, et mp, deux projections orthogonales sur deux sous-espaces fermés Fy, Fy C H
d’un C-espace de Hilbert H.

(a) Montrer que leur composition 7, o mp, est encore une projection orthogonale si et seulement si 7, ©
Tp, = T, © Mg, commutent.

(b) Dans ce cas, montrer que 7, © T, est la projection orthogonale sur F N F.

Exercice 36. Soit H un C-espace de Hilbert. On note .Z(H) ’espace vectoriel de tous les opérateurs
T: H — H (linéaires) bornés, muni de la norme d’opérateur :

IT = inf {0 < C <oo: [T(NI<CISI, VFeH}

(a) Montrer que |71 + Tz < || 71| + || 72| pour tous T1, T € £ (H).
(b) Etablir que la quantité :

d(Ty, 1) = Ty — T2
définit une métrique sur £ (H).

(c) Montrer que £ (H) est complet pour cette métrique.
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Exercice 37. [Déterminants de Gram] Soit K = R ou = C le corps des nombres réels ou le corps des
nombres complexes. Soit E un K-espace vectoriel préhilbertien, i.e. muni d’un produit scalaire (-, -) mais qui

n’est pas nécessairement complet (dans le cas ou E est de dimension infinie !). Soient eq, . . . , e,, des vecteurs
de E. On appelle matrice de Gramde ey, .. . , e,, la matrice :
1<j<n
Gram(eq,...,e,) := ( €;, €; )
( ’ ’ n) < (2] ]> 1<i<n’
I’indice ¢ numérotant ici les lignes. Son déterminant :
(er,e1) -+ (e en)
det Gram(eq, ..., €,) = . . .
<6n,€1> <en;en>
est naturellement appelé déterminant de Gramde ey, ..., e,.

(a) Vérifier que cette matrice est symétrique dans le cas K = R, ou hermitienne dans le cas K = C, a savoir
par définition égale a la conjuguée de sa transposée.

(b) Dans le cas de n = 2 vecteurs, que peut-on dire de Gram(ey, e2) ? Quel théoréme fondamental le Sherlock
Holmes reconnait-il ici sans aucune aide de son cher Watson ? Et qu’est-on tenté alors de conjecturer pour
toutn > 27

(c) Soit maintenant X = (x1,...,x,) € K" un vecteur-ligne quelconque et soit :
(Gram(e) - X)i

la i-#me composante du vecteur-colonne Gram(e) - X. Montrer par le calcul que ’'on a :

n 2
(X, Gram(e) - X ) = Z T;e;
i=1
(d) Montrer que la matrice Gram(eq, ..., e, ) est toujours positive, et qu’elle est définie positive lorsque et
seulement lorsque ey, . . ., e, sont K-linéairement indépendants.

(e) Le but principal de cet exercice est de montrer que si F' C E est un K-sous-espace vectoriel de dimension
finie n > 1 muni d’une base (e, . .., e,) qui n’est pas nécessairement orthogonale, alors pour tout z € E, la
distance au carré de x a F' est donnée comme le quotient suivant de déterminants de Gram :

2 detGram(ey,...,e,,)
det Gram(eq,...,e,)

[dist(z, F)]

Cette formule vient donc complémenter le cours, dans lequel on a systématiquement supposé que les vecteurs
étaient orthogonaux entre eux afin de simplifier grandement les formules. Commencer alors par justifier
I’existence d’un unique vecteur 7p(z) € F qui réalise la distance de x & F':

dist(z, F) < inf |~y
= ||m — ’ﬂ'F(:C)”
(f) Montrer par le calcul que :
(er,e1) -+ Aenen)  (mr(2),€1)
detGram(ey, ..., ey, ) = (emer) - (em en) 7<7TF($)733> +
(mp(x),e1) -+ (mp(),en) |7r(2)]
(e1,e1) (e1,€n) 0
+ (en,e1) (en,en) 0 , ’
(te(x),e1) - (mp(z),en) |z —7r(@)

et conclure.
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Exercice 38. On considere ici comme connu le théoréme de Weierstrass d’apres lequel la suite des monomes

0 ‘- . \
standard (m") e st totale dans € ([0, 1], R) pour la norme | - |0 de la borne supérieure. Puisque I'on a
(exercice rapide) :

Iflz2 < | fl%o,
pour toute f € L? ([O, 1]) , la totalité de cette suite est instantanément héritée par L?.
Etant alors donnée une suite (O‘")n>1 de nombres strictement positifs «,, € R* qui est strictement

croissante : o, < 11, on considere la famille, indexée par n € N*, des fonctions-mondmes :

[0,1] 5 & — z% € R,
qui appartiennent tous au sous-espace vectoriel dense :

0 2

¢°([0,1],R) c L*([0,1],R)
des fonctions continues sur le segment [0, 1] dans ’espace de Hilbert des fonctions de carré intégrable sur
. 1 2 .

[0, 1] muni de la norme standard [, f(x)? dz notée |f] .2, et on se demande : quand donc une telle suite

est-elle (aussi) totale dans L?([0,1]) ?
Pour tout N € N*, on introduit 1’espace vectoriel :

Eyn = VectR(xal,J;a?,...,xaN).

(a) Soit maintenant une fonction-mondme 2™ avec m € R quelconque. Montrer que :

inf Hac
fEEN

a; —Mm
o +m+1]

N
m _ 1
o= U

Indication: En appliquant le résultat de 1’exercice précédent, on se ramenera a deux déterminants de Gram que
I’on calculera par des techniques d’algebres linéaire ; notamment, on démontrera, en commengant au besoin
par examiner les petites valeurs N = 1,2, 3, que :

1 1 1
a1+ai+1 T ar+an+1 ai+m+1 2 2

; . . B [licicjcn (ai —a;)” Tlicicn (i —m)

1 1 1 - .
A anFontl  antmtT 2m+1) H1<i,j<N (ai +a; + 1) H1<’i<N (ozi +m+ 1)2
m—+4aq+1 e mtan+1 m+m—+1

(b) Montrer que la famille des fonctions-mondmes (xa")n>1 est totale dans 1’espace % ([0, 1], R) muni de

lanorme | - || .2 si et seulement si — joli Théoreéme dii & Miintz et & Szdsz — la série suivante diverge :
oo
1
E — = o0.
o
n=1 "
Indication: Premierement, dans la circonstance spéciale (la moins significative) ou la suite (O‘")n>1 est ma-
=

jorée :

sup a, = lim a, =: A < oo,
n—00 n—oo

de telle sorte que I’on a automatiquement ) _ . o% = 00, montrer que pour tout m € RT, ona:

N
lim
N—o0 -

=1

a; —Mm o
a;+m+1|

Deuxiemement, dans la circonstance (plus fréquente et plus naturelle) ot lim,, ai = 00, montrer tout
d’abord que I’on a aussi pour toute constante positive :
. 1
lim —_— =
n—o0 (, + constante
Ensuite, pour tout m € R fixé quelconque, choisir un entier N; >> 1 assez grand pour que o; > m pour
tout ¢ > Ny, prendre Ny > Nj arbitraire, et montrer que :

N2

o —m ) 1
lim — =0 < lim —_— =X
<A&Nw1V¥££Ab ai+—n1+—1 ) <Abmwi§;% ai+—n14—1 )
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(On pourra prendre le logarithme de ce produit et utiliser la majoration log(1 — ) < —a valable pour tout
0 < x < 1.) Pour conclure, effectuer une synthése lumineuse qui répond de manicre rigoureuse et compléte
a la question (b), en remplissant tous les raisonnements qui n’ont pas été explicitement indiqués.
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1. Espaces de fonctions 27-périodiques

Les espaces de Hilbert abstraits peuvent se réaliser concretement dans de nombreuses
situations ou ils permettent de résoudre des équations aux dérivées partielles en un certain
sens. Mais la premiere réalisation historique et naturelle des espaces de Hilbert provient
des séries de Fourier.

1.1. Fonctions sur le cercle unité (ou tore unidimensionnel). On note parfois ¢°(T)
I’espace des fonctions f: R — C qui sont continues et 27-périodiques :

f(0+2km) = f(0) (VOER, VEET).

Pourquoi la lettre T ? Parce qu’elle est I'initiale du mot « Tore » (de dimension un), et qu’un
tore de dimension k est par définition homéomorphe au produit topologique (S*)* = T* de
k copies du cercle unité :

T =25 :={(z,y) eR*: 2° +y*=1}.

Pour k = 2, on retrouve le tore 2-dimensionnel T? = S x S! qui est homéomorphe 2 la
partie en caoutchouc d’une chambre a air gonflée (grand cercle de la roue X petit cercle
d’une section orthogonale a la jante). Grace a la 2m-périodicité de f qui prend des valeurs
bien définies sur le quotient :

R/27Z = S' =T,

on peut en effet considérer que la donnée de f équivaut a la donnée d’une fonction :

£
f(e?) = f(0)
qui est en fait vraiment définie sur le cercle unité (tore unidimensionnel) :
T=5"={c"eC: geR}.

Le résultat de ces considérations préliminaires, c’est qu’il revient au méme de consi-
dérer des fonctions continues f qui sont définies sur le cercle unité, et des fonctions 2m-
périodiques définies sur R tout entier. En vérité, il s’avere plus pratique de travailler avec
des fonctions 27-périodiques, notamment parce que I’application de la regle de Chasles per-

met de modifier aisément les bornes d’intégration dans toutes les intégrales (nombreuses)
que nous rencontrerons, comme par exemple :

s a+2m
o= [ r)as
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pour tout a € R, identité que nous vérifions a I’instant comme suit.
Soit k& I’entier unique tel que a < 2km < a + 27. L'intégrale de droite se découpe alors

en:
/a+2ﬂ' /2k7r /a+27r

mais comme f est 2m-périodique, lorsqu’on remplace 6 par § — 2(k — 1) dans la pre-
miere intégrale et § par 6 — 2k7 dans la seconde, I’intégrande reste inchangé et les bornes
d’intégration pour les deux morceaux se recollent :

a+2m 2 a+2m—2km
/a f(0)do = /(1_2”{:_1)7r f(0)deo —1—/0 f(6)deo

2w

= [ ) a0

0

Ainsi, intégrer de 0 a 27, c’est la méme chose que d’intégrer sur n’importe quel segment
[a,a + 27] de longueur 27, car tout revient 2 intégrer sur le cercle S! tout entier. Nous
travaillerons donc avec des fonctions 2m-périodiques sur R en nous souvenant toujours
que le cercle S* est le vrai domaine d’existence (compact) de ces fonctions.

1.2. Espaces fonctionnels. On peut alors munir I'espace ¢°(T) des fonctions continues
2m-périodiques f: R — C de la norme de la convergence uniforme :

max ]f( )| _max|f( |-

Une seconde illustration du fait que la 27r—per10d1c1te ramene toute telle fonction f a la
fonction f(e) := f(6) définie sur le cercle unité est la suivante.

Lemme 1.3. Toute fonction 2n-périodique f € €°(T) est uniformément continue sur R.

Démonstration. 11 est connu que toute fonction continue f: X — C définie sur un espace
métrique compact (X, d) est automatiquement uniformément continue. Nous laissons au
lecteur le soin de vérifier soigneusement que le lemme en découle. U

Au-dela des espaces de fonctions continues, il y a les espaces de fonctions intégrables
sur le cercle. Rappelons que ces fonctions sont définies a un ensemble de mesure nulle pres,
et qu’en toute rigueur, une fonction dans L' (T) de module intégrable sur le cercle est une
classe d’équivalence de fonctions définies a un ensemble de mesure nulle pres, ce qui ne
change pas la valeur de I’intégrale. Dans la suite de ce cours, nous ne nous embarasserons
pas avec la distinction entre classes d’équivalences et représentants d’une classe, et nous
travaillerons avec les fonctions L' comme si elles possédaient une valeur bien définie en
tout point.

Définition 1.4. [Espaces de fonctions sommables] Pour tout réel p avec 1 < p < 400,
on définit I’espace LP(T) comme I’espace des fonctions mesurables f: R — C qui sont
2m-périodiques :

f(0 + 2km) = f(0) pour df-presque tout § € R

et dont I’intégrale du module puissance p converge :

| iers <o

—Tr
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On peut alors vérifier que 1’on a, comme pour toute fonction continue :
T do atm do
| urers= [ irers.
. 2 a—m 27

pour tout a quelconque dans R. De plus I’inégalité de Minkowski nous assure que LP(T),

muni de la norme naturelle :
™ dt 1/ P
p = t g
111 (/;Lﬂ)\zﬂ>

est un espace vectoriel normé, complet qui plus est grace a un théoreme di a Riesz.

Qu’obtient-on lorsque p = 400 ? On sait vérifier par un exercice que :

b 1/p
i ([ 1a01) = s Jg(o),
p—+00 a z€[a,b]

pour toute fonction mesurable bornée g € L>°([a,b]), et donc il est naturel d’introduire
aussi I’espace des fonctions (essentiellement) bornées sur le tore :

L>=(T) := {f mesurable 27-périodique : || f|L~ :=sup|f(0)] < oo},
feR

ou le «sup» est bien entendu pris a un ensemble de mesure nulle pres. La norme pour les
fonctions L>(T) est donc la méme que pour les fonctions ¢°(T), mais avec la clause du
« presque partout ».

Alors ces espaces sont emboités les uns dans les autres, I’espace L'(T) des fonctions
simplement intégrables étant le plus grand d’entre eux, et ’espace L?(T) se trouvant en
quelque sorte « au milieu de tous ».

Proposition 1.5. [Hiérarchie d’espaces fonctionnels sur le cercle] Pour tous entiers p et
qtels que 1 < p < q < o0, on a les inclusions ensemblistes :

(1.6) €' (T) — €°(T) — L>°(T) — L%T) — LP(T) — L'(T)

qui sont de plus des injections topologiques, au sens oit un espace vectoriel normé (E, | -
|£) s’injecte topologiquement dans un autre espace topologique (F, | - |r) s’il existe une
application linéaire injective .: E — F' et une constante C' < +oo telle que :

[e(e)lr < Clele,

pour tout vecteur e € F (autrement dit, s’il existe une application linéaire continue injec-
tive de E dans F)).

Démonstration. Vérifions seulement ici que €°(T) et L>(T) s’injectent topologiquement
dans L?(T), ou méme plus généralement dans LP(T). En effet, on peut majorer trivialement
toute intégrale d’une fonction par I’intégrale de son « sup », ce qui donne ici :

</_Z Ol %)Up

puisque la mesure % est de probabilité : foz7T % =1 U

1/p
< (sup 1£(O)F)
0€[0,27)
= sup |f(0)].
0€(0,27]
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Théoreme 1.7. Pour tout exposant 1 < p < oo, les fonctions continues sur le cercle unité
T = R/27Z sont denses dans LP(T) :

VgeLP(T) Ve>0 3£ €€ (T) |g-— fEHLP(T) < e.

Démonstration. Dans un cours d’intégration, en dimension quelconque d > 1 sur R4,
on démontre (rappel) que I’espace % (R?) des fonctions continues a support compact est
dense dans LP(R?), pour tout 1 < p < oo — mais comment procéde-t-on ?

Par densité dans LP des fonctions dites étagées, lesquelles sont combinaisons linéaires
finies de fonctions indicatrices 15 de rectangles fermés bornés :

R = H [ai,bi] (—oo<a; <b; <o),
1<i<d

la démonstration se ramene a faire voir que le résultat est vrai pour g = 1 :
Ve>0 3f. €% (RY) HlR - fEHLP(Rd) S &

ce qui est aisé, car il suffit de « lisser légerement les angles » du graphe de 1 pour le rendre
continu en s’ assurant de ne perdre que trés peu de volume, au sens L', ou au sens LP.

1 1

1g

a b a b

Sur le cercle unité T a la place de R?, pour les fonctions g € LP(T), la densité des
fonctions étagées étant certainement tout aussi vraie puisque T = R/27Z, il s’agit de lisser
légerement les angles de graphes de fonctions indicatrices 1, d’intervalles :

la,b] C [—m, ],

ce qui n’est qu’un cas particulier de ce qui vient d’étre vu, seulement en dimension d =
1! 4

2. Coefficients de Fourier de fonctions f € L'([—7,7]) ou f € L*([—, 7))

A partir de 1802, Joseph Fourier conduit des expériences sur la propagation de la cha-
leur dans les corps solides, et ces expériences lui permettront d’en donner un modele de
physique mathématique fondé€ sur la représentation des solutions en séries de fonctions tri-
gonométriques sin kx et cos kz. Aujourd’hui, les séries Fourier et les transformées de Fou-
rier jouent un role omniprésent en analyse, en arithmétique et aussi pour la transmission de
tous les signaux de télécommunications.

On notera parfois dans la suite pour abréger :

e, = em? (0 €R)

la famille des fonctions R — C exponentielles complexes de pulsation un entier n. € Z po-
sitif ou négatif quelconque. Ce sont les fonctions-modeles 27-périodiques avec lesquelles
nous allons travailler. Rappelons que la mesure de Lebesgue renormalisée :

de

o
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est une mesure de probabilité sur R/2n7Z = S', puisque 27 est (par définition depuis
I’ Antiquité pré-hellénique) la circonférence du cercle S de rayon 1. Entre les fonctions de
carré intégrable sur le cercle, on a bien entendu un produit scalaire naturel :

(f. gy = / " 1) 900

qui satisfait I’'inégalité de Cauchy-Schwarz :

| (F, 9)pa | < Fle Dglze.

Lemme 2.1. La famille de toutes les fonctions exponentielles-modéles (e, ),cz, = ()

nez
est une famille orthonormée de L*(T), a savoir :
T g—— df
0 .
<€n17 en2>L2 = /_W e einat % = 5n1,n2.
Démonstration. En effet, si ny # no, la fonction (™ ~"2)% admet la primitive % , et
I’intégrale s’annule par 27-périodicité :
ei(nlfnz)B 27
|:—:| B 0'
i(ny —n2) |,
.2
Et lorsque np = ny, onabien [;" 14 =1. O

Nous laissons au lecteur le soin de vérifier que la famille de fonctions réelles
{1} U {v/2cos (kO) } =1 U {V2sin (kO) } 5=
est elle aussi orthonormée sur le cercle.

La définition qui suit est formulée pour les fonctions dans L*(T) qui sont les plus nom-
breuses dans notre échelle topologique (1.6) ci-dessus.

Définition 2.2. Etant donné une fonction 27-périodique intégrable f € L'(T) quelconque,
on appelle k-¢me coefficient de Fourier de f le nombre complexe :

N 1o dO
— 0 —ikf 7
[ e
I’intégrale étant convergente :

N 0
)| = \ / (o) e 22
do

<[ 1ol \2—

1
< | fler-

Les progres les plus importants de la théorie des séries trigonométriques ont été réali-
sés des la premiere moitié du vingtieme siecle et ont été impulsés grace au développement
considérable de la théorie des fonctions d’une variable réelle, en particulier grace a la po-
pularisation de I’intégrale de Lebesgue. En fait, il existe des fonctions intégrables au sens
de Lebesgue qui ne le sont pas au sens de Riemann et dont la série de Fourier converge
partout vers la fonction, ce qui montre I'intérét qu’il y a a mettre la notion d’intégrale de
Lebesgue au fondement de la théorie des séries de Fourier.
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Réinterprétation 2.3. Lorsque f € L*(T), tout coefficient de Fourier s’interpréte aussi
comme étant le produit scalaire de f avec I’exponentielle-modele correspondante :

fy = [ 10T 5 = (r.a).

Il est important de remarquer que les coefficients de Fourier existent pour toute fonc-
tion f € L'(T) appartenant au plus gros des espaces de la hiérarchie topologique (1.6),
donc aussi pour tous les autres espaces fonctionnels LP(T), L*(T), L>=(T), ¢°(T), ¢*(T)
contenus en lui. Or cet espace L' des fonctions intégrables au sens de Lebesgue contient
énormément de fonctions, et c’est la raison pour laquelle il est a ’origine de certaines
pathologies qui ont beaucoup troublé de nombreux mathématiciens.

Définition 2.4. A toute fonction f € L'(T), on associe sa série de Fourier qui est la somme
infinie purement formelle, peut-&tre non convergente, et au sujet de laquelle on ne dit rien

pour I’instant :
S Fsy e
keZ
Lorsque f € L*(T), la série de Fourier de f s’écrit aussi :

> (fer)en

kEZ

comme la somme de ses projections orthogonales (f, ex) e;, sur toutes les exponentielles-
modeles ey,.

Dans les travaux originaux de Fourier, la série de Fourier est définie, de maniere alter-
native, en termes purement réels comme :

% + ; {ay cos (kO) + by sin (k6) },
ou les coefficients ag, ay, by s’expriment sous la forme des intégrales suivantes :
1" ap 1 [T cos
ag == — /_7r f(6)de, b T /_7r f(0) in (k6) do (k=1,2,3,...).
Nous privilégierons toujours le formalisme en termes des exponentielles €**?, et nous lais-

sons au lecteur le soin de se convaincre que ces deux types de formules pour les coefficients
de Fourier et pour la série de Fourier sont en fait équivalentes.

Question 2.5. [principale sur les séries de Fourier] Etant donné une fonction raisonnable
f(0) définie sur le cercle, est-ce que sa série de Fourier permet de la reconstituer, au sens
ou f serait la limite :

£6) = lim S,(7)(0)
des sommes partielles de sa série de Fourier, définies par :
k=+n
Su(£)(0) = ) F(k)e™.
k=—n

Puisque cette question, particulierement difficile, est riche d’une trés longue histoire,
nous allons nous appesantir un peu sur elle avant de revenir aux espaces de Hilbert dans
lesquels beaucoup de difficultés s’estomperont.
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3. Breve histoire dialectique des séries de Fourier

Afin d’attiser I’appétit de connaissances mathématiques, ouvrons ici une parenthese his-
torique et spéculative

(Il est clair que dans ce cours de niveau Licence 3 dont I’horaire est limité par un ar-
bitrage hiérarchique désincarné, a une vingtaine d’heures, nous sommes dans 1’incapacité
d’aborder en détail les considérations passionnantes qui vont suivre. Soyez donc curieux,
non seulement sur Internet, mais surtout en étudiant de vrais livres écrits par des professeurs
spécialistes. Lisez ! Vous deviendrez intelligents !)

En 1753, Euler a observé que les travaux de Bernoulli sur les mouvements d’une corde
fixée a ses extrémités semblaient impliquer que toute fonction se développe en série infinie
de sinus et de cosinus. A cette époque, les courbes étaient classifiées comme continues
lorsqu’elles étaient définies par une formule, et comme géométriques lorsqu’elles pouvaient
étre tracées a la main.

Joseph Fourier affirmait au début du 19°™ sigcle, en se basant sur des arguments de na-
ture physique que toute fonction continue f sur le cercle pouvait étre reconstituée comme
étant égale a la série infinie ), f(k:) e'®. Plus précisément, Fourier était essentielle-
ment persuadé que toute fonction 27-périodique « raisonnable », ou du moins issue de la
physique, devrait étre développable en série trigonométrique infinie, c¢’est-a-dire que 1’on
aurait :

k=+n

FO) = lim 3 F(k) e,
k=—n
pour tout § € R.

Toutefois, de nombreux « troubles dialectiques » se sont interposés sur le chemin des
mathématiciens a travers I’ histoire, et les choses se sont avérées ne jamais €tre aussi simples
que I’on aurait bien voulu le croire au premier abord. Pour cette raison, nous allons évoquer
partiellement la complexité des réponses qui ont pu leur étre apportées a travers 1’ histoire.

11 fallut attendre 1829 pour que le mathématicien allemand Peter Lejeune-Dirichlet dé-
montre un premier théoréeme véritablement général et rigoureux de convergence, sous I’hy-
pothése que la fonction f ne possede qu’un nombre fini de minima et de maxima sur le
cercle. Le Théoreme 11.2 ci-dessous qu’on appelle aujourd’hui « de Dirichlet » est en fait
un résultat différent, plus faible en quelque sorte, puisqu’il suppose que la fonction est de
classe €' par morceaux, alors que le théoréme original de Dirichlet admet éventuellement
une infinité dénombrable de points de discontinuité.

La question pour les fonctions qui sont seulement continues est restée ouverte tres long-
temps, étant donné que 1’approfondissement du concept général de continuité a fait décou-
vrir 2 Weierstrass (1861) des fonctions continues qui ne posseédent de dérivées en aucun
point, par exemple :

F(z) = b"cos (a"mz),
n=0

ol |b| < 1 pour assurer la convergence uniforme, donc la continuité, mais ot a est un entier
impair tel que le produit ab est > 1 + 37” Weierstrass a démonté que F' n’est néanmoins
dérivable en aucun point.

La vérité, que ne soupgonnait guere Fourier puisqu’il pensait en termes eulériens aux
fonctions analytiques sauf éventuellement en un nombre fini de points de discontinuité,
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c’est que le concept général de fonction continue au sens de la définition weirstrassienne
«&-0 » cache une ontologie extrémement riche et difficile a étudier.

Toujours est-il qu’il fallut attendre 1876 pour qu’un autre mathématicien allemand, du
Bois Reymond, construise une fonction continue dont la série de Fourier diverge (tend
vers I’infini) en un point. En modifiant et en adaptant cet exemple, on peut construire des
exemples un peu plus pathologiques de fonctions continues dont la série de Fourier diverge
en un nombre fini, voire infini dénombrable, de points sur le cercle.

Au final, en 1923, Kolomogorov a produit un exemple de fonction intégrable au sens de
Lebesgue, i.e. appartenant 2 L' (T), dont la série de Fourier diverge presque partout sur le
cercle T, et en 1926, il améliore ce contre-exemple, de telle sorte que la série de Fourier
diverge en tout point de T.

Entretemps, Lusin avait conjecturé en 1913 que la série de Fourier des fonctions L? sur
le cercle converge presque partout vers la fonction. Ainsi Kolomogorov semblait détruire
totalement les croyances « mystiques » de Lusin. En fait, ¢’était certainement la structure
harmonieuse d’espace Hilbert dont jouit L?(T) qui avait insufflé a Lusin cette idée-Ia.

Apres de nombreuses tentatives inabouties de pousser les techniques de Kolmogorov a
s’appliquer a certaines fonctions pathologiques du sous-espace L*(T) C L'(T), ce fut une
surprise fort surprenante lorsque le mathématicien suédois Carleson (récent récipiendaire
du Prix Abel) établit en 1966, apres sept années de recherches arides, acharnées et opposées
aux croyances partagées, la véracité de la conjecture de Lusin : Pour toute fonction f €
L*(T), ona:

k=4+n

FO) = tim 3 (k) e,
k=—n
pour presque tout § € T = R/277Z.

Cet énoncé fait partie du trésor des « démonstrations mythiques parmi les plus difficiles
de toutes les mathématiques ». Corollaire immédiat puisque °(T) C L*(T) : la série de
Fourier d’une fonction continue sur T converge presque partout vers la fonction.

Ainsi du Bois Reymond n’aurait-il de toute facon pas pu faire mieux que de faire diver-
ger sur un ensemble de mesure nulle la série de Fourier d’une fonction continue !

Dans la foulée, un an apres Carleson, le mathématicien américain Hunt montra que la
série de Fourier d’une fonction f € LP(T) converge presque partout vers f, deés que p > 1,
mais avec p < 400 aussi.

Donc Kolomogorov n’aurait pas pu faire mieux que de construire des contre-exemples
dans L'(T)!

3.1. Conclusion intermédiaire. Le probleme de la convergence de la série de Fourier est
un probleme difficile.

O Dans L"([—ﬂ, 7T]) pour p > 1, des théoremes positifs existent, mais ils requierent des
démonstrations qui vont bien au-dela d’un cours de L3 a I’Université.

[0 Dans le plus gros espace L' ([—7?, 7r]) des fonctions Lebesgue-intégrables, des contre-
exemples pathologiques existent.

O Dans L? ([—7r, 7T]) la structure d’espace de Hilbert aide considérablement, car elle ap-
porte a I’ Analyse toute la puissance et I’élégance de la Géométrie.

(] Un théoreme accessible en L3, qui est I’énoncé le plus important de ce chapitre sur les
séries de Fourier, et que nous allons démontrer completement, va nous apprendre que la
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série de Fourier d’une fonction f € L*(R /27Z) :

/ £ Eﬂm@

converge en norme L? vers la fonction :

0 = lim /
n—oo

(] Lors de la démonstration de ce théoreme, nous allons découvrir qu’il vaut mieux accé-
lérer 1a convergence des séries de Fourier afin d’éviter tous les phénomenes pathologiques
qu’elles recellent, et alors, par une sorte de « miracle » absolument imprévisible, de magni-
fiques théoremes simples de convergences vont s’avérer étre vrais, théoremes qu’il est tout
a fait possible d’enseigner en L3 !

k=+n

Z f zk@

_9

4. Lemme de Riemann-Lebesgue

Reprenons maintenant le cours a son rythme habituel. Dans I’éventualité d’une réponse
positive a la Question Principale, a savoir, dans les cas favorables ou la série de Fourier
d’une fonction redonne la fonction, i.e. lorsque :

k=+n

f _ ||_>m Z f zk@)

ne serait-ce qu’en un seul point € R / 277, la convergence d’une telle série implique,
comme on le sait, que son terme général tend vers 0 lorsque |k| — oo, avec les fonctions
les plus générales possibles, ¢’est-a-dire avec les fonctions L.

En fait, cette propriété est toujours vraie, sans méme supposer que la série converge.

Proposition 4.1. [Lemme de Riemann-Lebesgue] Les coefficients de Fourier f( k) de
toute fonction 2m-périodique intégrable f € L*(T) tendent toujours vers zéro a Uinfini :

0= lim f(k)= lim / £(0 -“ﬂed&

Démonstration. Si1’on effectue le changement affine de variable angulaire :
t=0+7/k, dt = df

dans I’intégrale définissant f(k) I’exponentielle e~**(~%) = —1 introduit un signe négatif
en facteur :

i o df mtn/k T 2 dt i ™ o, dt
— 0 —ikf 7 :/ —= —ik(t— _/ —= —ikt -
/_Wf()e on _Hﬂ/kf( k) o _ﬂf( k)e on

Donc astucieusement, on peut représenter le coefficient de Fourier en question comme %
que multiplie la somme de ses deux représentations :

o=y [ |rer-s(e-F) |5

™
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Mais si la fonction 27-périodique f est supposée continue sur le compact T = R/277Z,
donc uniformément continue, on a :

Ve>0 3IKeN telque (yky K = sup|f(0) f(e—g)\ge),

~

d’oli par une majoration évidente de I’intégrale, il en découle alors que |f(k)| < § pour

k > K, donc limjg o |f(k:)| = 0.
Maintenant, si f € L*(T) est seulement supposée intégrable, on sait par densité de €™
dans L' que pour tout € > 0, il existe une fonction g. € €°(T) telle que :

“ge - f”L1 <e

Mais alors pour tout k € Z, il est immédiatement clair que le k-eme coefficient de Fourier

de g. est e-proche de celui de f :
~ " _ixp A0 " do
[3.(k) - | wo—roye < [ lat)- o5
=g = fl <¢

—Tr
Or puisque g. est continue, il existe d’apres ce que I’on vient de voir K assez grand tel que
k > K implique |g.(k)| < . On en déduit |f(k)| < 2¢ pour k > K, et comme € > 0 était
ce qui était le but. U

o~

(k)] =

arbitraire, on a enfin 0 = lim_ 400 | f(K)],

Pourquoi ce Lemme s’appelle-t-il de Riemann-Lebesgue ? Tout simplement parce qu’il
avait déja été compris dans le cadre de la théorie de I’intégration de Riemann, bien avant
que Lebesgue ne le généralise (aisément) a sa théorie nouvelle englobante.

Corollaire 4.2. En notation complexe comme en notation réelle pour les séries de Fourier,
on a pour toute fonction dans L'(T,C) :

de
_ —zk@ o
N k||£100/ f 27 |k|—>oo/ f COS ke N |k||ll>noo/ f Sm k?@

Démonstration. Si f = u-1 v estla décomposition de f en deux fonctions a valeurs réelles
u,v € LYT,R), la premiére limite, qui vient d’étre démontrée, donne, pour & — oo
positif, en prenant aussi la limite de la suite conjuguée :

T db T oo df
_ —ik —ik 7
0 = kIer;o(/_ﬂ u(f)e 7 —i—z/_7r v(f)e 277)
T 2o df T do
~ lim (/ u(Q)e’ke——@'/ o(6) ¢ )
k—oo \ J_. 27 _ﬂ 2m

et elle donne aussi pour —k — —oo négatif :

T o db i 1 dO
_ . k0 . k6
0 = kll_r&(/ u(f)e —27T+@/7T v(f)e —27T)

™

v o A0 T do
. . —iko Y —ik6
=i ([ @ g =i [ @)

d’oll au moyen de quatre combinaisons linéaire visibles a I’ceil nu :

™ o df 4 o dO
. . —iko &Y _ . —ik0
0= |k||li>noo/ u()e o2 khz]oo/ v(6)e o’

™ s
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et ceci reconstitue les deux limites restantes, en prenant parties réelles et imaginaires. [

~

La raison principale de lim|; . f(k) = 0 n’est pas complétement visible dans ces dé-
monstrations, car elle a en vérité une origine purement géométrique. Pour fixer les idées,
prenons f a valeurs réelles continue et examinons le cas de :

4 dx
p— I. i .
0 \k’\TOO /—7‘{' > (kx) 27

Tragons les trois courbes :

{y=f()}, {y=-f2)}, {y = f(x)sin (kz)}.

{y=f(z)}
e 0 T >
{y = f(x)sin(kx)}
{y=—f(z)}

La courbe {y = f(z)sin(kz)} que ’on intégre, i.e. dont on calcule 1’aire de son hypo-
graphe, coupe I’axe horizontal un grand nombre de fois aux (2% + 1) points :

T
{0 — —k<L<k).
]g ( S )

Elle forme donc une série d’arches alternativement positives et négatives, d’autant plus
nombreuses que £ est grand. Les aires de deux arches successives ont tendance a se com-
penser, car ces arches ont méme base, et des hauteurs tres voisines.

5. Théoréme d’unicité dans ¢°(T)

Comme nous allons le voir dans la Section 15 consacrée au contre-exemple de du Bois
Reymond, la série de Fourier d’une fonction f € ¢°(R/27Z) ne converge pas en général
en tout point vers la fonction.

Toutefois, on s’attend a ce que lorsque la convergence est satisfaite, la série de Fou-
rier détermine la fonction de maniere unique. Nous formulons alors un résultat d’unicité,
valable pour les fonctions continues. Dans la démonstration de ce résultat, on va voir appa-
raitre un certain nombre d’idées nouvelles importantes et réutilisables.

Théoréme 5.1. Si f € €°(T) est une fonction continue sur le cercle dont tous les coeffi-

cients de Fourier :
—~ T . d
0=f(k)= [ [f(O)e™ —

. 2

s’annulent, quel que soit k € 7, alors la fonction est identiquement nulle.

La réciproque, vraie, est triviale.
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Démonstration. En décomposant f = u + ¢ v en sa partie réelle et imaginaire, on peut
manifestement se ramener a supposer que f est a valeurs dans R.

Raisonnons par contradiction : avec I’hypothese que f(k) = 0 pour tout k € Z, suppo-
sons néanmoins, quitte a changer f en — f, qu’il existe 0y € [—7, 7] tel que :

f(6) > 0.

Apres translation, on se ramene a #, = 0, et :

f) > 0.

A

L’idée maintenant est de construire une famille de polyndmes trigonométriques :

pu(0) = Z coefficients ' *? (neN),

finie

a savoir une famille de combinaisons linéaires finis des e, ce qui par linéarité des annu-
lations supposées 0 = [ f e~ donne toujours :

0= [ o) 10) 5

mais de telle sorte que le graphe des p,,(0) s’éleve comme un « volcan columnaire » resserré
autour de # = 0 de maniere a satisfaire simultanément la divergence :

/ @Y

o 2T n— oo
ce qui sera la contradiction recherchée.
Puisque f est continue en 0, il existe 0 < 0 < 7 petit tel que :

f8) =

Ensuite, introduisons la fonction :

1
5]"(0) pour tout |0] < 0.
p(0) := e + cos b,
ou £ > 0 est choisi assez petit pour que :
p(0)] < 1 —g pour tout § < |§] < 7,

ce qui est possible (exercice : dessiner ce que donne une petite translation verticale positive
du graphe de 6 — cos @ sur [—7, 7]).
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- -0 -n 0 no9 m
Puis, choisissons un 77 > 0 avec 1 < ¢ tel que :
€
p(f) > 1+ 5 pour tout |6| < n,

ce qui est tout aussi possible puisque p(0) = & + 1. Enfin, introduisons des puissances
n-emes élevées :
pa(0) = [p(9)]" (neN).
Puisque f est continue, elle est en particulier bornée :

M; = rgea%v(e)! < 00.

En développant les puissances :
e 1 =i ) n

pa(6) = (€+ 5

= Z coefficient - ™7,

—n<k<n

I’hypothese que f(k) = 0 pour tout k € Z implique bien par linéarité de 1’intégrale que :
T do
0 :/ pa(0) f(6) or (VneN).
- T
Mais par ailleurs, on a une premiere majoration de la partie de cette intégrale qui
concerne la « base du volcan » :

do do
F@)pa(0) 5—| < My Pn(0)] 5
/5<9|<7r 2m 5<|0]<n | 2m
n
€
ce dernier majorant tendant visiblement vers 0 lorsque n — oo.
zone haute
zone basse 1 T zone basse
-7 —5{ 0 /‘ o ™
zone
intermédiaire

De plus, notre choix de ¢ garantit que p(#) et f(0) prennent des valeurs positives pour
tout |#| < 0, d’ou la positivité de I’intégrale sur la zone intermédiaire :

do
FO) () Z > 0.
/NM (6) a(6) 5

Enfin et surtout, sur la zone haute, I'intégrale est minorée par une quantité :

[, s> 202 15)

qui tend visiblement vers oo lorsque n — oc.
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- 16]<n n<l6l<s s<lol<n

Au total :

Vv Vv Vv
zone haute zone intermédiaire zone basse
—00 >0 —0

et donc on a bien établi que cette intégrale tend vers oo lorsque n — oo, en contradication
flagrante avec le fait qu’elle doit par hypothese s’annuler. U

Corollaire 5.2. Deux fonctions continues f et g sur le cercle unité T sont égales :

f(0) =g(0) (VOeT)
si et seulement si tous leurs coefficients de Fourier coincident :
Flk) =g(k) wkez). O

L’idée de construire des familles de fonctions, a savoir ici des polyndomes trigonomé-
triques, qui pointent fortement a I’origine, mais qui s’écrasent ailleurs vers 0, joue un role
important et omniprésent en Analyse de Fourier, comme nous allons le voir dans la suite
du cours.

En tout cas maintenant, nous pouvons déduire une conséquence élémentaire, intéres-
sante, utile, que nous redémontrerons d’une maniere légerement différente ultérieurement
comme corollaire du Théoreme de Fejér.

Théoréme 5.3. Si une fonction continue f € €°(T) sur le cercle unité T = R/277Z est
telle que sa série de Fourier :
> k) e

kEZ
est absolument convergente au sens ou :
k=00 -~
> fk)| < oo,
k=—o00
alors f est limite uniforme ponctuelle des sommes partielles de sa série de Fourier en tout

point du cercle :
k=+n

£O) = tim > Fr)e,
k=—n

c’est-a-dire :

0= lim max
n—oo 0T

Démonstration. Puisqu’une série uniformément convergente de fonctions continues pos-
seéde une limite qui est encore une fonction continue, la majoration uniforme triviale :

‘eika‘ <1

)

assure que la série de Fourier de f converge normalement, donc uniformément sur le cercle

T. Notons alors :
k=oc0

9(0) = Y f(k)e*
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la fonction continue dont cette série est la limite. Il s’agit maintenant juste de faire voir que
g=1r!

Mais la convergence normale-uniforme — a nouveau elle — garantit via un théoreme
connu que lorsqu’on calcule les coefficients de Fourier de g, on peut intervertir sommation
et intégration pour réaliser que la fonction continue g possede les mémes coefficients de

Fourier :
T de
g(k) = 0) —
i = | a0
TR L o d0
— inf —ikt "7
/77 <n:z:oo fme ) o
— = o do
_ i(n—k)0
> Fo [ el
:Olorsmenyék
= f(k),
que la fonction continue f, et le corollaire que nous venons d’obtenir nous assure sans délai
que g = f! O

Maintenant, mentionnons une condition suffisante pour que f soit égale a sa série de
Fourier, et beaucoup plus simple que la convergence absolue, puisqu’elle repose sur de
simples intégrations par parties.

Théoreme 5.4. [Elémentaire] Les coefficients de Fourier de toute fonction f € €>(T)
deux fois continiiment différentiable sur le cercle unité décroissent a l’infini comme :

~ 1

f(k) = O(W) lorsque |k| — oo,
de telle sorte que la série de Fourier ) f(/{) e* de f converge absolument sachant que
> # < 0.

Démonstration. En effet, puisque f est de classe 62, dans I'intégrale qui définit son k-&me
coefficient de Fourier :

fiy = [ r@ye s,

on peut en intégrant par parties primitiver deux fois I’exponentielle de maniere a faire

apparaitre deux fois une division % :

foy = [ e
—1ik6

_ € " 1, kg 40
_{f(g) —ik}_ﬂo+ik/ﬂf(9)e o

1 / e T 1 " " —ik6 db
_0+%[f(0) —ik}ﬂ +(i/<:)2/ (@) e o

o 1 " i —ik6 d(9
k2 /Trf(@)e 21
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Puisque f” est continue, elle est en particulier bornée :
My :=max |f"(0)] < oo
g = max| ()] ,

et donc on obtient bien :

fol < 5 [ 1ol

. 2

ce qui conclut. U
En utilisant des intégrations par parties itérées, on démontre le résultat général suivant.

Théoreme 5.5. [Décroissance des coefficients de Fourier] Les coefficients de Fourier
de toute fonction f € €*(T) qui est continfiment différentiable jusqu’a un ordre { > 1
satisfont :

~

f(k) :O(]k%) lorsque |k| — oc. O

Corollaire 5.6. Lorsque { > 2, la série de Fourier f(k‘) e’ de f converge absolument
vers f(0) en tout point § € T. d

6. Théoréme fondamental de la base hilbertienne sur L*(T)

Contrairement aux phénomeénes pathologiques possibles dans L*(T), lorsqu’on travaille
dans L?(T), la théorie des séries de Fourier se comporte de maniére remarquablement har-
monieuse : tel est I’objet de la Section qui débute. L'une des raisons « métaphysiques »
profondes de cet état de fait tient a ce que toutes les formules ont, grace au produit scalaire,
un sens géométrique intrinséque lorsque les fonctions appartiennent a L?(T).

Nous laisserons donc pour I’instant de c6té la démonstration des criteres classiques de
convergence (voir par exemple la Section 11 pour le Théoreme célebre de Dirichlet), afin
de revenir a la famille élémentaire des fonctions exponentielles-modeles (€*?);.cz, qui est
orthonormée dans L?(T). Cette famille est de plus fotale, comme 1’énonce le résultat fon-
damental du cours qui fournit la premiere illustration vraiment intéressante d’espace de
Hilbert qui sera utile ultérieurement dans les applications.

Théoréme 6.1. [Convergence en norme L? des séries de Fourier] La famille de toutes les
fonctions exponentielles-modéles (e;,)rcz, = (¢*9) ez est une base hilbertienne de L*(T) :

™
o dt
/7r 2m
et donc toute fonction f € L*(T) se développe en une série trigonométrique :
F= fk)e™
keZ
qui est convergente vers f pour la norme L? sur le cercle, au sens précis ou :

0= Iim/ 4
n—oo [_

k=+n

1) =S Flkyet?

2
o
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De plus, rappelons que nous savons déja qu’une telle série qui est convergente en norme
dans un certain espace de Hilbert est aussi automatiquement commutativement conver-
gente, a savoir dans notre cas : pour toute bijection 7: N — N, on a de méme :

s
0= lim
n—oo [_

Mise en garde importante. Toutefois, insistons sur le fait que la convergence en norme L?
vers [ de la série de Fourier ), _, f(k)e™’

k=+n

F=Y () e

k=—n

2

ne signifie aucunement que ’on ait f(0) =

Y kez J?(k) e™ pour tout, ou méme pour presque tout, # € R. La convergence affirmée
par le Théoreme 6.1 fondamental a lieu seulement au sens d’une intégrale. En fait, il se
pourrait tres bien qu’en tout point 6, les valeurs de S,,(f)(6y) « sautent tout le temps » sans
jamais converger.

Démonstration du Théoréme 6.1 fondamental. 1”idée consiste a faire un détour par les
fonctions continues, en utilisant le plongement topologique de ¢°(T) dans L*(T) exprimé
Nz < | - |0 (facile) :

T do do
i = ([ 10 2" < ot [ L = it

valable pour toute fonction h € €°(T). Toutefois, un ingrédient important va nous man-
quer pour la démonstration complete et nous I’admettrons temporairement avant d’étre en
mesure d’en donner une preuve infra dans le Corollaire 7.7.

Affirmation 6.2. [admise temporairement] La famille des exponentielles-modeles
(eike)kez est totale dans I’espace (¢°(T), | - |40).

Autrement dit, pour toute fonction h € €°(T) et pour tout £ > 0, il existe une combi-
naison linéaire finie a coefficients complexes des e’*? qui satisfait :

Hzfinie ak eik@ - hH%O <e€

Soit maintenant f € L?(T) une fonction de carré intégrable quelconque, comme dans

le théoréme. Grace 2 la densité de I’espace des fonctions continues dans (L*(T), | - | 12),
pour tout £ > 0, il existe une fonction i € €°(T) qui est e-proche de f en norme L?
[ = fllez <€

Mais alors on peut majorer grace a I’inégalité du triangle et au plongement de 4™ dans L? :

I = Smeaw ez <17 = Az + [} = Ci 0.
€+ ”h - Zfinie Ak 6
€+e,

N

N

ce qui acheve la preuve. U

Ainsi, toute fonction f € L*(T) s’identifie, au sens L?, a son développement en série
de Fourier ) _, _, f(k’) ¢, Nous avons donc 13 I’exemple le plus paradigmatique d’espace
de Hilbert, et il en découle que tous les théoremes de la théorie abstraite des espaces de
Hilbert s’appliquent 2 L*(T). En particulier, nous avons le :
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Corollaire 6.3. [Bessel, Plancherel, Parseval] Pour toutes fonctions f,g € L*(T), ona :
e inégalité de Bessel : pour tout sous-ensemble ¥ C 7 :

S iiwr= 3| [ et < [T ior g

ke ¢ ke 7
dt 4 dt
—zkt 2
t .
/_ f /_ |f( )| or’
e identité de Parseval :

Zf :Z/ F(t) ekt dt/ —g(t)e—ikt;i_jr: " f(t)g_t)d_jr

k€EZ kez v - -

e identité de Plancherel :

> k)P =

kEZ keZ

Signifions a nouveau que le Théoreme de Riesz-Fischer, d’apres lequel tout espace de
Hilbert complexe séparable est isométriquement isomorphe a (2, s’interprete en théorie des
séries de Fourier d’une maniere absolument nette, explicite et remarquable.

Théoreme 6.4. Sur le cercle unité T = R / 2nZ, Iespace des fonctions de carré intégrable :
2 T o dt
L*(T) = < f: T — C mesurables | f(t) 5. <
. T

s’identifie a l’espace :

6(C) = {= = (hex Sf!%ﬁ<cm}

k=—o00
via [’application « prise de coefficients de Fourier » :

L*(T) — £,(C)

P (fw),, = ([ o)

de telle sorte qu’on peut écrire, seulement au sens L* :

= flk)e?

kEZ

6.5. Renormalisation. Tous les concepts et théoréemes qui précédent et qui suivent concer-
nant les fonctions 27-périodiques sur R se transferent aux fonctions f: R — C qui sont
périodiques f(x + T') = f(x) d’une certaine période 7" > 0 quelconque grice au change-
ment de variable évident :

0 :==x T
qui les rend 27-périodiques. Pour k£ € Z, les coefficients de Fourier de f valent alors :

1 [T  gm
= T/o f(x) e *T dg,
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et la série de Fourier de f est, sans parler de sa convergence :

keZ
En particulier, les identités de Plancherel et de Parseval, ainsi que le théoréme de conver-
gence en norme L? vers [ lorsque f € L?[0, T, sont vrais. D’autres théorémes qui suivent
seront tout aussi vrais, et nous nous contenterons de les énoncer seulement dans le cas
standard ou T = 2.

6.6. Remarque sur la convergence des séries de Fourier. Nous avons insisté et nous
réinsistons ici sur le fait que le Théoréme 6.1 fondamental énonce seulement que
> ik<n [ (K) e™ converge vers f(-) en norme L2, et non pas ponctuellement, méme au sens
de la convergence simple. Toutefois, un résultat fondamental de la théorie de 1’intégrale de
Lebesgue est le suivant.

Théoréme 6.7. Soit f,, € LP([a,b],C) une suite (n > 1) de fonctions de puissance p-éme
intégrable (1 < p < o0) définies sur un intervalle [a,b] C R. S’il existe une fonction
f € LPa, b] vers laquelle les f, convergent en norme LP :

im / 1£(2) — ful@)Pdz = 0,

n—o0

alors il existe au moins une sous-suite (fnk)k>1 telle que :
fui(2) — [(2),
k—o0
pour presque tout x € [a, b]. d

Par conséquent, puisque nous venons donc de démontrer — en admettant temporaire-
ment le Corollaire 7.7 — que 'on a :

im | 15 0)0) — 1) 2 — o,

n—oo [_ 21

il découle de ce résultat qu’il existe toujours une sous-suite (S, (f)),_, de la suite
(Sa(f ))20:1 des sommes partielles de la série de Fourier d’une fonction f € L*(T) telle

que I’on ait convergence ponctuelle simple :

lim S, (f)(0) = f(6),

k—o0

en presque tout point # € T du cercle unité.

C’est vraisemblablement pour cette raison, et en connaissance de ce résultat, que Lu-
sin a d0 émettre sa conjecture en 1913. Mais il faut bien insister sur le fait que ce qu’a
démontré Carleson en 1966 était vraiment beaucoup plus fort, puisqu’il a démontré que la
suite complete (Sn( f ))n>1 convergeait presque partout vers f, sans avoir besoin de passer
a aucune sous-suite extraite.

La convergence d’une sous-suite ne prouve rien sur le comportement de la suite com-
plete. Fixez-vous par exemple une sous-suite constante, donc trivialement convergente,
mais sur les autres termes, choisissez n’importe quelles valeurs qui sautent n’importe com-
ment, qui divergent dans tous les sens, vers —oo, vers +00, sans aucun contrdle : vous
avez alors une sous-suite qui se comporte de la meilleure maniere tout a fait « suitement
correcte », mais alors que dire de la sauvagerie de la vraie suite complete !
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7. Produit de convolution et séries de Fourier

Contrairement 2 ce qui se passe dans L?(T), lorsqu’on travaille dans le «gros» es-
pace L'(T), il n’existe aucun produit scalaire, mais il est quand méme possible d’écrire la
«projection» f(k)e*? de f sur la k-me exponentielle-modele sous la forme d’une inté-
grale :

—~ , dt T . dt
ik _ —ikt zk@ — ik(6—t) *
Fayers = [ gyt S [ o &
g dt

[Posert := 6 — ] = 3 f(6—1t) ekt 5

les arguments ¢ et  — ¢ des deux fonctions f(-) et ¢’* étant interchangeables grace a un

simple changement de variable affine dans I’intégrale. Cette écriture nous sera extrémement
utile dans la suite.

Définition 7.1. Le produit de convolution f g entre deux fonctions intégrables f € L*(T)
et g € L'(T) est la fonction visiblement 27-périodique définie par :

~ [ swgo-v;

Avant de revenir (plus tard !) a I’espace de Hilbert intéressant L*(T) C L'(T), il s’avere

BN

en effet plus naturel d’étudier le produit de convolution dans le plus gros espace L'(T), a
cause d’un résultat qui justifie in fine le bien-fondé de cette définition.

Théoréme 7.2. Le produit de convolution f * g entre deux fonctions f,g € L'(T) est une
fonction qui appartient encore a L*(T), et dont la norme L' satisfait ’inégalité simple :
| f *QHLI(T) < | flever - lglrer).
De plus, il est commutatif :
frg=ygxf.

Démonstration. Tout d’abord, pour vérifier que fT |f * g| < oo, c’est au théoréme de
Tonelli qu’il faut faire appel, puisqu’une intégrale double apparait nécessairement :

JLseowize< [, ] oo ol

Tt dy
[Poser 9 := 6 — ], :/ |f(t) o / lg(9) 9
-7 —t

et cette inégalité montre directement que la norme L' de f * g est controlée par le produit
des normes L' de fetde g :

I+ glee < 1F 1z gl

Ensuite, puisque le fait que f g est L' garantit que f* g(6) prend des valeurs finies € C
en presque tout ¢ € T, le méme changement de variable ¢t := 6 — ¢t que plus haut montre
que le produit de convolution est commutatif :

fra0) = [ 509005 = [ 10-190)5- g5 0)

x 2
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On voit d’ailleurs aussi que f * g est bilinéaire par rapport a chacun de ses deux ar-
guments. L’associativité, que nous n’utiliserons pas, est satisfaite, et peut étre envisagée
comme I’Exercice 2. U

Ainsi, toujours avec f € L!(T), en posant :
er(t) = e,

le produit de convolution nous permet d’écrire la «projection » fA(k:) e simplement
comme :

Flk)e* = fxep(0) =ep = f(6).

Mais alors la n-eéme somme partielle de la série de Fourier de f peut s’abréger sous la
forme de la convolution de f avec une certaine fonction :

SuNO) = 3 e =3 fren(8) =+ ( 3 ) 0)

k=—n k=—n

qui est la somme des exponentielles-modéles e, pour |k| < n, que I’on appelle habituelle-
ment noyau de Dirichlet, et que 1’on calcule tres facilement :

k=+n
D,.(0) := Z otk _ o—int [1 4?4y ei2n9]
k=—n
_ im0 ei2n+1)0 _
ef — 1

oi(n+3)0 _ —i(n+3)0
ci0/2 _ o—i0/2
_sin((n+3)0)

sin (£)

Pour n = 1,4, 7, les graphes de D,,(#) sur [—m, 7] peuvent étre représentés comme suit.

15

ST Q@U

Proposition 7.3. Si f € L'(T) est une fonction Lebesgue-intégrable quelconque sur le
cercle unité, alors pour tout n € N, la n-éme somme partielle S, (f)(0) de la série de
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Fourier de [ s’écrit comme le produit de convolution :

T < 1 d
5.(1)®) =D £6) = [ Wﬂe—wé
. 5
de f avec le noyau de Dirichlet :
sin (n + 3)t)
D,(t) := sin (%)
2n+1 sif € 2n.

sif & 217,

Démonstration. 1l nous reste seulement a observer que la limite D,,(¢), lorsque ¢ tend vers
D) 9 41, puisque sint =t + O(t*) ent = 0. O

2

2ml avec | € Z est bien égale a —2-

Cette représentation intégrale compacte de la n-eme somme partielle de la série de Fou-
rier de f est le point de départ des démonstrations de tous les criteres de convergence
classiques, que nous traiterons ultérieurement.

Pour compléter la démonstration du Théoréme fondamental 6.1 dans L?, revenons main-
tenant aux sommes de Fejér, qui ne sont autres que les sommes de Cesaro des Sy (f) :

H

n—

on(f) = So(f) +51(f)2""+5n1(f> _ % Su(f) mene).

B
Il

Nous avons dit que cette simple idée de faire les sommes de Cesaro accélérait remarqua-
blement la convergence, ce que nous allons voir en détail maintenant.

Par simple linéarité et de maniere treés similaire a ce que nous venons de faire pour
réexprimer S,,(f)(0) sous forme compacte, on peut représenter la n-éme somme de Fejér
on(f) sour la forme d’une convolution de f (a gauche) avec une certaine fonction :

n—1 n—1 n—1
1 1
n n

k=0 k=

k=0 0

SEES

on(f) =

qui n’est autre que la moyenne de Cesaro des noyaux de Dirichlet :

3

F . DotDit- 4Dy 1 . ;.
n

n
k=0

et que 1’on appelle habituellement noyau de Fejér F,,(0).

A nouveau, ce noyau se calcule explicitement en fonction de 6, et il va se produire un
spectaculaire miracle, découvert par Fejér en 1908, qui fut a I’origine de développements
majeurs dans I’ Analyse mathématique.

Lorsque 6 = 0 (et d’ailleurs aussi, lorsque 6 € 277Z), on a tout d’abord :

1 1

n



7. Produit de convolution et séries de Fourier 103

Mais génériquement, on a § ¢ 277, et alors en utilisant ’expression explicite de D,,(6), on
peut calculer progressivement :

nFn(é’):i sin (s(iﬁ:-g)g)e) _ 1 _

k=0

) nb/2 _ —inf/2
61716'/2 € : € A }
eif/2 _ g—ib/2
ing/2 SIN (nd/2)
sin (6/2)

et il est remarquable de constater alors que ce noyau prend des valeurs qui sont toujours
positives. Pour n = 5, 8, 10, les graphes des F,, sont les suivants.

Proposition 7.4. [Propriétés du noyau de Fejér] Pour toute fonction f € L'(T) et tout
entier n € N*, la n-eme somme de Cesaro :

So(f)+Si1(f)+ -+ Sui(f)

n

Un(f) =

des sommes partielles Sp(f)(0) = =% A(l) ¢’ de la série de Fourier de f s’exprime

comme la convolution (a droite ou a gauche) :

on(f)=F.xf=fxF,
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de f avec le noyau de Fejér :

1 [sin(50)
Fu(®) =3 7 [ sin(9)
n

2
} sif & 2n,

sif e 2rzZ,

qui ne prend que des valeurs positives. De plus, pour tout entier n € N*, l'intégrale sur
[—7, +]| de ce noyau positif est toujours égale a 1 :

T do
1= [ RO = IFulu

—T

ce qui montre que la fonction 2n-périodique continue 0 — F,,(0) est une densité de proba-
bilité sur tout intervalle de longueur 2. Enfin, pour tout réel 6 > 0 fixé et arbitrairement
petit, la portion de I'aire du graphe de F,, située hors du petit intervalle [—§, | autour de 0
tend vers zéro quand n tend vers l’infini :

—6 ™
(7.5) 0= lim (/ Fn(e)ﬁ+/ F.a(6) d—9>.
n—oo \ J_. 2m 5 2m

Cette derniere propriété montre que toute 1’aire sous le graphe de F,, se concentre autour
de zéro, et c’est surtout grace a elle que nous allons pouvoir démontrer que la série de Fejér
o.(f)(0) de toute fonction continue 27-périodique converge uniformément vers la fonction
f sur I'intervalle [—, 7|, un résultat inacessible (et d’ailleurs faux) lorsqu’on ne considere
que les sommes de Fourier S,,(f)(6).

Démonstration. Le fait que ["_F,(0) % = 1 provient évidemment de la méme propriété

| :r D..(0) % = 1 qui est satisfaite, comme on 1’a déja vu, par le noyau de Dirichlet :

™ 9 1L (7 o 1
Fo(0) — = — Dr(0) — = —n = 1.
/_7r <)27r ng/_7r k(>27r nn

Fixons maintenant 6 > 0 petit. La parité du noyau F,,(#) nous rameéne a estimer :

/; Fn(9)$.

Or la fonction § + sin*(f/2) est croissante sur Iintervalle [0, 7], puisque sa dérivée
sin (6/2) cos (6/2) y est positive, donc on a :
VO el[sn] sin*(8/2) > sin’(5/2),
c’est-a-dire :
1 1 1

sin“(#/2) " sin®(§/2)  Constantes
En majorant alors simplement sin?(n6/2) < 1, on en déduit une majoration de la quantité
a estimer par un majorant :

™ T ain2 m
og/ Fn(Q)ﬁ:l/ sin“(nfd/2) d@gl/ 1 do
é 0 1)

T on sin?(6/2) T Sn Constantes 7
1 1
=~ n Constantes

Vo eldn|.
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qui tend visiblement vers 0 comme % lorsque n tend vers +-oo (le petit nombre réel 6 > 0
restant fixé). Ceci acheve la preuve de la proposition. U

Nous pouvons enfin énoncer et démontrer le fameux théoreme de convergence qui est
utilisé de maniere cruciale dans le Théoreme 6.1 fondamental d’apres lequel — rappelons-
le — la famille des exponentielles-modeles (e**?).c; forme une base hilbertienne de

L*(R/27Z).

Théoréme 7.6. [Fejér] Si f € €°(T) est une fonction continue 2m-périodique sur R, alors
ses sommes de Fejér o,(f) convergent uniformément vers f sur Uintervalle [—m, 71| (donc
aussi sur R tout entier) :

VFEGT) [oulf) —~ Fleo — 0.

C’est en effet la conséquence (presque immédiate) suivante que nous avons utilisée en
I’admettant temporairement dans I’ Affirmation 6.2.

Corollaire 7.7. La famille des exponentielles-modéles (eike) yez, €5t totale dans [’espace

(#°(T), |-

).

Bien entendu, la notion de totalité que nous avons définie dans un espace de Hilbert se
généralise, dans les mémes termes, aux espaces vectoriels normés dont la norme ne dérive
pas d’un produit scalaire : exercice d’assimilation conceptuelle.

Démonstration. En effet, les sommes o,,(f) sont les moyennes de Cesaro des sommes par-
tielles S, (f) de la série de Fourier de f; ces dernieres étant manifestement des combinai-
sons linéaires finies des €**?, il en va de méme pour les premieres. D’ailleurs, il y a méme

une formule explicite :
nFa(0)=> " (n—Ik|) ™,
|kl<n
qui se démontre en créant une pyramide que I’on additionne verticalement :
nF,(0) = Dg+Dy+---+ D,y
= 1+
+e P14+’
Lok 4 =i 4 |y iy 200

_ Z (n— |l€|) 6@'1@97

|k|<n

les deux termes pour |k| = n s’annulant, puis par convolution :

BN = Fur 10 = S (111 gy e

cette derniere formule montrant bien que o,,(f)(#) est un polyndme (trigonométrique) en
les deux variables (e~ ).
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Le théoreme que nous venons d’énoncer stipule donc bien la convergence vers f en

norme ¢ de la suite o,,(f)(#) de combinaisons linéaires finies d’exponentielles-modeles
ik0

e, U

Démonstration du Théoréeme 7.6. Toutes les considérations préliminaires qui précedent
nous permettent maintenant d’écrire la différence entre la fonction f et sa n-éme somme
de Fejér 0,,(f) sous la forme d’une seule intégrale :

7 (N)0) = 16) = (Fux F)O) — 0
~ (RO - 10) [ Fu0 g

—T

T dt
= Fn(t 0—t)— f(0)] —,
| Rolre-n-r0) 5
dans laquelle apparaissent les différences f(6 —t) — f(#) entre les valeurs de f. Et comme
le noyau de Fejér est positif, on en déduit la majoration, valable pour tout § € [—m, 7] :
T dt
(10 = 7O < [ Fut) |16 -1~ 10)] 5.

Examinons ce majorant : on voudrait bien qu’il tende vers zéro lorsque n tend vers
oo ; or nous nous rappelons que la masse de F,(¢) est concentrée autour de ¢t = 0, et
pour les valeurs petites de ¢, il est clair par continuité de f que |f(0 — t) — f(0)| est
petit, uniformément en 6 € [—, 7]. Il faudra donc découper I’intégrale fjﬂ en un premier

morceau ff 5 autour de 0 qui va étre petit grice a la petitesse de |f(0 — t) — f(6)| pour

|t| < 4, et un second morceau f:j + f gr qui va lui aussi étre petit grace a petitesse de F,,
exprimée par 1’équation (7.5) :

n—0o0

0= lim [,(6) ou: I,(d) ::/ Fn(ﬁ)d—e.
s<t|<r

Formalisons rigoureusement cette stratégie de démonstration.
Ainsi, puisque la fonction 27-périodique [ est uniformément continue sur R tout entier
d’apres le Lemme 1.3, 0n a :

Ve>0 36>0 telque (|t <0 = max|f(0 1)~ f(60)] <2).

Fixons donc un € > 0 arbitrairement petit. Bien entendu, on peut toujours imposer au ¢ ci-
dessus d’étre inférieur a 7. Découpons alors ’intégrale majorante en question selon |t| < ¢
et selon § < [t| < 7 et appliquons les majorations que nous avons anticipées :

dt
DO =101 < [ B0 1015+ [ FOL10=0-10)
dt dt
) Egg #6910 AI@ Foll) g ¥ 21 e /a<|t|<7r Fut) o

/A

g TR0 9l 1,06)

o 2w
20 1,(0).

<e+2|f

dt

or



8. ‘Bons noyaux’ et convolution 107

Or puisque 7,,(9) tend vers 0 lorsque n tend vers Iinfini, avec le méme & > 0 arbitrairement
petit que nous avons fixé a I’instant, il existe un entier N > 1 assez grand pour que :

n = N = 2|f|g 1.(§) <e.
En conclusion, nous avons €tabli que pour tout € > 0, il existe un entier N > 1 assez grand
pour que :

(n>N::¢%gxm—fwM<%) Vo e R,

et ceci termine de démontrer que o, ( f) converge uniformément vers f en norme ¢°. [

8. ‘Bons noyaux’ et convolution

Dans la démontration du théoréeme de Fejér, nous avons construit une suite de polyndmes

trigonométriques :
LRy
F.(0) = —— )€
0= (-5

—n<k<n
qui pointait fortement a 1’origine # = 0, et s’abaissait vers 0 sur tout [—m, —d] U [J, 7]
avec 0 < 0 < 7 arbitrairement petit. Comme résulat, nous avons pu extraire le compor-
tement d’une fonction au voisinage d’un point. Maintenant, nous abstrayons les propriétés
du noyau de Fejér, et nous formulons un cadre a priori beaucoup plus général dans le-
quel des résultat de convergence de type Fejér seront valables, presque sans aucun effort
supplémentaire.

el

—T 0 s —T 0 s

Définition 8.1. Une famille de fonctions-noyaux :

{Ka(O)},2,

définies sur le cercle unité T = R/27Z et au moins de classe 6" est dite étre une famille
de bons noyaux lorsqu’elle satisfait les trois propriétés suivantes :

T
1:/m@?

-

(a) pourtoutn > 1:

(b) il existe une constante M > 0 telle que, pour toutn > 1:

mwﬁ<w
r 27 ’
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(¢) pourtout 0 < § < 7:

do
0= lim / K (0)| .
n—o0 Jsciol<n 2w

En pratique, on rencontre surtout des fonctions-noyaux a valeurs K,,(f) > 0 positives,
et alors (b) est conséquence triviale de (a).

On peut interpréter de tels K,,(6) comme des distributions de poids sur le cercle unité :
la propriété (a) signifie que K,, assigne la masse 1  la totalité du cercle [—m, 71| /27Z, et la
propriété (c) signifie que cette masse se concentre de plus en plus autour de I’origine 6 = 0
lorsque n — oo.

Voici donc la généralisation naturelle du Théoreme de Fejér.

Théoréme 8.2. Etant donné une famille de bons noyaux sur le cercle unité T = R /277 :

{Kn(e)}n>17

pour toute fonction continue f € €°(T), la suite des convolées :

Fka®) = [ H0-0K0) 5

converge en norme €° vers f :

0= lim <max ’f K, (6) — f(e)D.
n—oo \ €T
Classiquement, une telle famille {K,,} de bons noyaux est appelée une approximation
de I'identité, puisqu’elle redonne la fonction a la limite.
Ici, la convolution :

Feka0) = [ 500K, 5

s’interprete naturellement comme une moyennisation a poids, a savoir la valeur moyenne
de f(0 — t) sur le cercle affectée de la distribution de poids K,,(¢). Et crucialement, cette
distribution de poids K, () se concentre de plus en plus au point t = 0, avec toujours une
masse totale égale a 1, et donc a la limite, on extrait la valeur :

L- f(0—0) = f(6).

Autrement dit, I'intégrale affecte a la limite toute la masse au point ¢ = 0.

Démonstration. La preuve requiert une 1égere variation de la démontration du théoreme de
Fejér.

Par uniforme continuité de la fonction f € %°(T) continue sur le cercle compact T,
pour tout € > 0, il existe 6 > 0 tel que :

< = [fO—-1)-F0)] <=
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Kn(t)

=7 t=0 T

Grace a la propriété (a) que la masse de K,, vaut toujours 1, on peut écrire la différence
a estimer :

(F #K)(6 /f 1 Kll) 5 (0) 1
ﬂ

Ensuite, on découpe I'intégrale comme :

|(f xKp)(0) = f(0)] = /W [f(6—1t) — f(0)] Kn(t)ﬁ

- 2m
dt
S 0= Ka 0 —t)— f(0)||Kn
< /ﬂ@ (0 —1) = £(0)]] 2W+/M@ (0 —1t) — £(0)| [Kn(t)
<e /_7T ‘Kn(t)‘%+2HfH%O(T)/ e |Kn(t o

dt
<eM+2 HfH(KO(T) /6<|t|< |K 27T

= ¢ - constante + (Quantité — 0),

n—o0

ce qui conclut. U

Rappelons que les sommes partielles de la série de Fourier d’une fonction f € €°(T)
sont :
Su(f)(0) = (f * D) (9)
i dt
= 0 —t)D,(t) —,
[0 —1)Du(0) 5

—T

en termes du noyau de Dirichlet :
sin (2 +1)¢
sin (%)
On pourrait alors se demander de maniere tout a fait 1égitime si la famille {D”}n>1 est
une famille de bons noyaux au sens de la définition qui précede, mais malheureusement, ce

n’est pas du tout le cas, car la condition (b) de bornitude uniforme des normes L' n’est pas
satisfaite, et nous allons démontrer dans peu de temps que :

T dt 4
/7r D, (¢ —zﬁlognJrO(l).

Dn(t> =

2T

ﬂ
‘27r
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9. Principe de localisation

Maintenant, revenons au probleme initial (Question 2.5) : étudier la convergence de
la vraie série de Fourier d’une fonction f € L'(T). Nous savons que la n-¢me somme
partielle de la série de Fourier de f s’écrit comme le produit de convolution :

5.()0) =D s 10) = [ D0 S6-1)5

™

de f avec le noyau de Dirichlet :
sin (n+ 3)t)
D,.(t) := sin ()
2n+1 sif ¢ 2n7.

sif & 217,

Proposition 9.1. [Principe de localisation] Si f, g € L'(T) sont deux fonctions Lebesgue-
intégrables sur le cercle T qui coincident dans un intervalle ouvert non vide |0y — 0, 60y 0|,
d > 0, centré en un point 0y € T, a savoir f(0) = g(0) pour tout 6 € |0y — 9§, Oy + d], alors
leurs deux séries de Fourier en 0y ont le méme comportement (convergence ou divergence)
en ce point :

0= lim [Sn(9)(60) — Su(f)(6o)].

Démonstration. En soustrayant les deux formules de convolution avec le noyau de Dirichlet
écrites pour f et pour g, on obtient :

Sn(9)(00) — Sn(f)(0o) = Dy x (g — f) (6b)

- /_ﬁ Do (t) [9(60 — t) — f(Bo — )] jfr
B /o Do (t) [9(60 — 1) +9(00 +1) — f(60 — 1) — f(6o +1)] 371;

puisque le noyau de Dirichlet est pair. Mais comme par hypothése, g(f) = () pour tout
0 avec |0 — 0y| < 0, I'intégrale f(f disparait et il reste donc seulement :
/” sin ((n 4 3)t) by (0) dt
5 sin (%) P\ o
pour une certaine fonction hy, € L'(T) qui est écrite entre crochets ci-dessus. Mais il se

trouve que pour tout 6 avec 0 < 0 < et pour foute fonction h € L'(T), le fait que le
numérateur —-~ du noyau de Dirichlet soit borné par ( ) lorsque ¢ varie seulement dans

h(()) est intégrable sur [0, 7] :

[0, 7] permet facﬂement de voir que la fonction
T h(t) | dt 1 T dt 1

| it or S | MOl 57 < o Il

5 |sin(t/2)]2m " sin(3) Js 2r " sin (3)

Enfin, le lemme de Riemann-Lebesgue (Corollaire 4.2) s apphque grace a la présence de

sin ((n + 3)t) :
lim [S,(9)(60) — Sn(f)(60)] = lim /5 sin (n+ 3)t) =

n—00 n—00
= 0’

ce qui conclut la preuve. U
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Ce résultat montre que le comportement de la série de Fourier d’une fonction f en un
point 6, € T dépend seulement des valeurs qu’elle prend dans un voisinage ouvert autour
de 6, aussi petit soit-il. Cette propriété des séries de Fourier est quelque peu surprenante
car dans la série de Fourier de f, les valeurs des coefficients f f f(0) e~ de
dépendent visiblement de la définition de f dans un intervalle de perlodlclte complet 101
[—7, 7).

Corollaire 9.2. Sous les mémes hypotheses, si la série de Fourier de f converge vers une
limite { en un point 0y € T, alors la série de Fourier de g converge vers la méme limite {
en ce point 0. O

10. Constantes de Lebesgue

Un examen plus approfondi de la démonstration du principe de localisation ci-dessus
permet d’observer, au-dela de similarités évidentes, une différence majeure entre les deux
noyaux de Dirichlet D,, et de Fejér F,,.

Lemme 10.1. Le noyau de Dirichlet et le noyau de Fejér sont tous deux pairs et ils satisfont,
pour tout nombre arbitraire (petit) d avec 0 < 6 < 7 :

dt N dt
0= lim / D,(t) — = lim 2/ D,(t) —,

dt T dt
0= lim / Fo(t) — = lim 2/ F(t) —.
n=o Jscli<n 2T n—00 5 2m
Plus généralement, pour toute fonction h € L'(T), on a pour tout nombre arbitraire (petit)

davec) << 7:
dt

0= lim / D,(t) h(t
n—00 s<|t|<n <> ()27T

dt
O:Iim/ F.(t)h(t) —.
n—o00 s<|t|<r ( ) ( ) 2

Cependant, I’analogie entre les deux noyaux D,, et F,, s’arréte la, et tandis que F,, prend
seulement des valeurs positives et que sa norme L' :

[Frlzr =1 (n>1)
est toujours égale a 1, le noyau de Dirichlet D,, quant a lui prend alternativement des
valeurs positives et négatives, et surtout, sa norme L' tend vers Iinfini :

4
IDnlz: = ;Iogn—i—O(l) (n>1).
La git la raison profonde pourquoi les théorémes de convergence pour les séries de

Fourier sont difficiles.

Démonstration. Sans utiliser le Lemme de Riemann-Lebesgue, nous avons déja vu que
Iintégrale de F,, sur {0 < |0| < 7} tend vers zéro lorsque n — oo, dans I’équation (7.5).
Mais il y a en fait beaucoup mieux, son supremum sur {J < |f| < 7} est majoré par une

quantité :
1 [sin(26)7?
max F,(f) = max — (29) <
5<|0| < s<lol<r n | sin (5)

1

sin”(2)
——

constante

SEES
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qui tend visiblement vers 0 lorsque n — +oc. Ensuite, comme |F,(¢)| = F,(t) pour tout

t € T, on en déduit aisément :
dt 1 1 dt

| R < [ Ol

s<ltl<n m| " nsin®(3) Js<p<n ™

1 1

< -
S sin(2)

”h”Ll — 0,
n—0o0

pour toute fonction h € L*(T).
Les deux mémes propriétés pour le noyau de Dirichlet D,, se démontrent de la méme
maniere.

Estimons maintenant la norme L' du noyau de Dirichlet,

1Da]

quantités appelées constantes de Lebesgue dont on doit donc démontrer qu’elles tendent
vers +o0o comme log n. Commencons par établir les deux inégalités fonctionnelles prépa-

ratoires :
t3
t— 3 <sint < ¢,
pour tout t € [0, co|. Intégrer I’inégalité triviale cost < 1 donne I’inégalité connue sint < ¢
valable pour tout £ > 0. Autrement dit : —¢ < — sint, inégalité que I’on intégre a nouveau
pour obtenir, apres transfert a gauche de la constante 1 d’intégration :
t2
1-— 5 < cost,

inégalité valable sur [0, oo[. Enfin, une troisieéme et derniére intégration donne 1’inégalité
désirée :
t3
t— 3 <sint < ¢,
satisfaite sur [0, co].
Ensuite, en remplacant ¢ par £, I’inégalité préparatoire devient :
tot ot
—— — <sin—- < —.

2 48 2 "2
Par inversion, les inégalités et les extrémités échangent leurs roles :
2 1 2 1

t Ssin(l) St -2

Or sur lintervalle [0, 7], on a I’inégalité (Iégerement grossiére) % < 1, et en appliquant
I’inégalité :

1 <142z,
—x

dont on vérifie qu’elle est trivialement satisfaite pour 0 < x < %, on déduit que :
2 1 2
< <

t Ssin(l) St

Ll
67

a nouveau pour tout ¢ € [0, 7.
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Maintenant, par parité de la fonction qui définit le noyau de Dirichlet, sa norme est égale

a:
2 [T Isin(n+3)t|
HDn”Ll == 2— / —2 dt
T Jo sin (%)

En appliquant les inégalités vues a I’instant, on déduit aisément :

]sm n+ 3)t| Tt
<D, ||L1——/ 2 PN gy < 27?/0 I (4 ) d
1 [t
<—/ at
™ Jo 6
_7T
12

Dans ’intégrale considérée a I’instant qui approche donc |D,, |1 2 O(1) pres, on pose :

. 1 y dot dt _dv
n+-|t=:v u:
2 ’ t

ce qui la transforme en deux morceaux dont le second est d’une contribution négligeable :

T el 1 nt+5 |
z/ |sin (n + 3) t] g / 2 |sinv| o
T Jo t 0 v

nTw | nr+% |
|sin v| 2/ 2 |sin o]
dv + — dv .
/0 o T r e

Naturellement, grace aux changements de variables linéaires v := k7 + u effectués pour
k =0,...,n — 1, I'intégrale restante (le premier morceau) se décompose en une somme

d’intégrales sur [0, 7] :
2 [ |S|n v| sinuf u|
s /0 Z / km 4+ u

En définitive, on obtient (la valeur absolue disparait) :

D], == Z/ S'"“udu+0(1)+o(%),

expression dans laquelle la constante qui se cache dans le O(1) n’a pas été modifiée et peut
€tre prise égale a 5
Tout d’abord, le terme pour £ = 0 de cette derniere somme est majoré par :

2 [T sinu
— —du < 7.
T Jo U

Ensuite, pour tout entier k avec 1 < k < n — 1, les inégalités triviales :
1 < 1 < 1
kr+7n  kr+u o kn

2
™
2
™
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valables pour tout u € [0, 7], multipliées par la quantitée positive sin u, intégrées sur [0, 7|,
puis sommées pour k allant de 1 a n — 1, donnent :

) 1
sinu 2 1 T sinu
— d — — du .
PSS [ IR L [
H_/

=2 =2

Or on est en mesure de s’imaginer que 1’étudiant sait pertinemment que :

—_

| =

3

=logn+~+0(2),

i

1

ou 7 est la constante d’Euler (sinon, 1’étudiant en question est prié de se cultiver sur la
question). Donc on obtient :

4 1 sinu
P(—I+Iogn+7+0 ) Z/ k7r—|—u
4
< ﬁ(logn+’y+0(%)).

En faisant le bilan de toutes les inégalités établies jusqu’a présent, on conclut par exemple
que :

4
E+w+—7+o( ),

ce qui conclut. U

4
104~ 25 og] <

Question laissée en suspens : quelle est la valeur exacte de la constante c telle que :

4
D, = & logn +c+0(2)?

11. Théoréme de Dirichlet

Rappelons que I’on identifie les fonctions définies sur le cercle unité T = R / 2mZ avec
les fonctions 27-périodiques définies sur R, de telle sorte qu’il suffit de considérer ces
fonctions sur n’importe quel intervalle de longueur 2 7.

Définition 11.1. Sur le cercle unité T = R / 277, on dit qu’une fonction f a valeurs dans
C est € par morceaux s’il existe un nombre fini £ > 0 de points :

—T < <l < o<l 1<, <

tels que les trois conditions suivantes sont satisfaites :

(i) il existe § > O (tres petit) tel que f est de classe €', i.e. continiiment différentiable, sur
la réunion :

} - 7'l'—(57 91[ U }91, 62[ y - u }6’,1_1, eﬁ[ U }(9,{, 7T+5|:,
(ii) pour tout 1 < A < &, les deux limites suivantes a gauche et a droite existent :

f-(05) = Jim f(0x +1) et F+(05) = Jim f(0x +1);
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(iii) pour tout 1 < A\ < &, les deux dérivées suivantes a gauche et a droite existent :

f(Ox+1) — f-(0x) (O +1) — f1(0))

’ 1 / |
fo («9,\) = tlino ; et f+(9,\) = tlino ; :
< >
Bien entendu, en tous les autres points 6 # 0y, A = 1,. .., k, la fonction est continue :
f* (0> = f+(9)7

dérivable, avec dérivées a droite et a gauche qui coincident :

fL8) = f1(0) = f.(6).
Pour tout entier n € N, rappelons I’expression de la n-¢me somme partielle de la série
de Fourier de f :
k=+n N
Sulf) = Y F(k)e™.
k=—n
Ce fut un grand probleme historique d’étudier quelles conditions la fonction f doit satisfaire
pour étre égale a sa série de Fourier :

k=00 N
f6) = >0 k) e
k=—o00
? L
en un point 6y € T donné, en presque tout point # € T, voire méme en tout point § € T.
En 1847, Peter Lejeune-Dirichlet fut I’'un des premiers mathématiciens a avoir démontré
un théoréme rigoureux de convergence. Le théoreme que Dirichlet a vraiment démontré
stipulait que si, au voisinage d’un point #, la fonction f n’a qu’un nombre fini de maxima
et de minima, autrement dit, si elle est en fait monotone a gauche et a droite dans des
voisinages assez petits de 6, alors la convergence désirée a lieu.
L’histoire des mathématiques étant faite de grands mysteres inexplicables, actuellement,
ce qu’on appelle Théoréme de Dirichlet est un autre théoreme, I’une des ‘stars’ de I’ensei-
gnement de 1’ Analyse de Fourier de par le monde, célébrité que voici.

Théoréme 11.2. [de Dirichlet] Si une fonction f: T — C est €' par morceaux, alors
en tout point 0 € R, la série de Fourier de f converge vers la demi-somme de ses limites a
gauche et a droite :

. _ [-(0) + f+(0)
m Snlf) =
demi-somme qui est égale a f(0) en tout point de continuité de f.

Lorsqu’on analyse finement la démonstration, on est naturellement amené a ‘découvrir’
un théoreme légerement plus général, que nous nous proposons maintenant d’expliquer.

Fixons ¢, € T. Tout d’abord, puisque toute fonction admettant une limite en un point
reste localement bornée au voisinage de ce point, il est clair que les deux hypotheses d’exis-
tence de dérivées a gauche et a droite :
f2(60) = Jim f + t)t f-(6) et Fi(60) = Jim

< >

f(0o+1) — fi(6o)
t
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— limites qui coincident d’ailleurs lorsque 6y # 01, ..., 6, —, assure qu’il existe > 0 et
0<C <ootelsque:

< C (VY 0<t<6),

’f(‘go —t) — f-(6h)
t

'f(eo +1t) — f1(0o)

; < C (Y 0<t<d).

Ainsi, les hypotheses du théoreme plus général suivant sont en fait satisfaites en tout point
0y € T par le Théoreme 11.2 de Dirichlet, et donc, nous pouvons nous concentrer a partir
de maintenant sur ce nouvel énoncé.

Théoreéme 11.3. Soit une fonction 2 w-périodique f: R — C qui est Lebesgue-intégrable,
c’est-a-dire L', sur [—7, |. Si, en un point 0y € R, les deux hypothéses suivantes sont
satisfaites :

(i) les deux limites suivantes a gauche et a droite existent :

f-(0) = lim (60 +1) et f+(0o) = lim f(6o +1):

(ii) il existe 0 > O tel que :
b N 5
/ f(0o—1t) — f-(6b) dt < oo ot /
0 0

t
alors la série de Fourier de f en 0, converge vers :

im (kin f’\(k)eikeo) _ f-(0) + f+(60)

n— 00 2

f(0o+1) — f1(6o)
t

dt < oo;

k=—n

Démonstration. Rappelons que la n-eéme somme partielle de la série de Fourier de f en un
point quelconque ¢ € T se contracte comme la convolution :

5.060) = [ Dut) 1015
de la fonction f avec le n-éme noyau de Dirichlet :
sin (n + %) t
sin(4)
Or il se trouve que ce noyau, quotient de sinus, est une fonction paire de t, et par consé-

quent, on peut décomposer 'intégrale de convolution ci-dessus, changer de variable, et
rassembler les termes :

/: Dn(t)f(e—t);l—; = /i idem+/0ﬂ idem

D.(f) =

oser u := —t
T du T dt
= [ otwser gt [ o se-n;g

- ["ou 10 -0+ 0+ 0] 5
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En le point 6, ou les deux hypotheses (i) et (ii) sont satisfaites, pour établir le théoréme,
il s’agit donc d’estimer la différence :
_(0 0 T dt _ (0 )
Sn(f>(60)_f ( 0)+f+( 0) _ / f ( 0)+f+( 0)

. Du(t) (B — 1) 5 — =

—T

dt f-(6o) + f+(6b)
2m 2 ’

_ /0 Du(t) [f (6o — ) + f(60 + 1)]

et de montrer qu’elle tend vers 0 lorsque n — co. Mais puisque :

T 0 T g
1:/ Dn:/ Dn+/ Dn:2/ D..
- - 0 0

on peut, de maniere tres agréable et tres astucieuse, ré-écrire le 1 de la demi-somme

2
M comme I’intégrale fow D,, et absorber-factoriser le tout dans une unique in-

tégrale :
_(00) + f+(6 T dt
.90 — EOEE) [ [0y — ) = £ 00+ 00+ = .00)] 5
0
La démonstration se terminera alors grace a I’assertion suivante. U

Assertion 11.4. Les deux limites suivantes sont nulles :

0 = tim [ Do) 00— -]
0= Jim [ 0.0 [7(60+0) - £i(60)] 5

Démonstration. Par symétrie, il suffit bien entendu de traiter seulement la premiere. C’est
alors a cet instant précis qu’il faut réinsérer 1’expression explicite du noyau D,,, en faisant
mieux apparaitre le fait que la singularité qu’il incorpore au dénominateur se comporte
simplement comme du % :

sin(n+3)t
sin (%)
sin (n + %) t t

t sin (%)’

1

sin(%)

se convainc tout aussi aisément que la fonction :

Dn(t) =

puisqu’on se convainc aisément que la fonction se comporte comme % ent =0, eton

[O, 7T] — R+
13
sin (%)
est continue bornée sur [0, 7| ; en effet, il suffit de vérifier qu’elle se prolonge par continuité

avec la valeur + = 2 en ¢t = 0, mais aussi, on peut se rappeler que plus haut, on a méme
2

établi I'inégalité 2 < @ < 2 + L valable pour 0 < ¢ < m, qui suffit manifestement

aussi pour faire voir le caractere borné.

t —
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Alors la premiere intégrale dont il faut établir qu’elle converge vers 0 lorsque n — oo
peut étre ré-écrite sous une forme qui fait clairement apparaitre la deuxieme hypothese (ii) :

/Owsin<(n+%)t>, _t _[f(eo_t)_f_(eo) it

sin(%) t o2
S—— ~
€O sur [0,m] L1 sur[0,7]

. 7

Vv
=: une certaine fonction g € L1[0,7]

On se retrouve alors dans la situation typique d’un énoncé simple et célebre, ce qui
conclura, la seconde intégrale se traitant de la méme maniere. U

Lemme 11.5. [de Riemann-Lebesgue général] Sur un intervalle compact |a,b] C R, avec
—00 < a < b < oo, soit une fonction g € L'([a,b],C). Alors on a :

b
0= lim /g(t)ewtdt,
IWL:ROO a

b
0= | I‘im / g(t) sin(wt) dt,
weR a

b
0= | I‘im / g(t) cos(wt) dt.
weR a

Démonstration. Par densité des fonctions en escalier dans L', il suffit d’établir ceci pour
une fonction indicatrice :

g = 1[c,d]7
avec a < ¢ < d < b quelconques.

Or, comme on connait une primitive évidente de 1’exponentielle (ou du sinus, ou du
cosinus, la démonstration serait similaire), il est facile de calculer I'intégrale :

/ l[c,d](t)e“"tdt:/ et dt
eiwt d
- %],

eiwd - eiwc
B iw ’
et puisque les deux exponentielles au numérateur sont de module égal a 1 — I’hypothese
w € R est importante ! —, il est instantané que la majoration :

d
- 2
/ ezwtdt‘ < =
c |w]

montre bien la nullité de la limite ! Les sinus et les cosinus se traitent de maniere analogue.
U

12. Théorémes de Dini et de Jordan

Le Théoreme de Dirichlet fut, historiquement parlant, le premier résultat sur les séries de
Fourier qui ait été démontré de maniere absolument rigoureuse. Il est important de noter que
la fonction f est supposée continiiment différentiable (a quelques exceptions pres, finies en
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nombre), et que cette hypothese est globale, i.e., la fonction f est supposée « raisonnable »
sur tout intervalle de période ayant la longueur 27.

Or Riemann (éleve de Dirichlet) a observé, dans sa these d’habilitation en 1854, que la
convergence de la série de Fourier d’une fonction ne dépend en fait que du comportement
de la fonction dans un intervalle ouvert arbitrairement petit autour de 0y, cf. le Principe
de localisation 9.1. Ce phénomene mathématique peut déja s’observer lorqu’on examine
attentivement la preuve du théoréme de Dirichlet.

En tout cas, deux autres criteres de convergence classiques pour les séries dus a Dini
et a Jordan vont a présent ne faire que des hypotheses locales sur le comportement de la
fonction.

Théoréme 12.1. [de Dini] Si, en un point 6y € T, une fonction intégrable f € L'(T) est
telle que l’intégrale impropre suivante :

/7r Sl — 1)+ f(6o+1) —2f(6)]| db
0 t 2

converge, alors la série de Fourier de f converge au point 0y vers la valeur attendue f(0) :

k=+n

lim > Flk) et = f(6y).
k=—n

Démonstration. En fait, ce théoreme découle d’une adaptation simple de la démonstration
du Théoreéme 11.3 ci-dessus, puisque I’on peut écrire :

S0~ 100) = [ Do) [£00—0)+ 500 +1) ~27(00)] 32
T ! t [ fl—1t)+ f(Bo+1)—2f(6)] dt
B / S'”<(”+§>t>'sm(g)[ t on
€ L'([0,7])

et raisonner de la méme maniere en appliquant I’hypothese de convergence de I’intégrale de
la valeur absolue de la fonction entre crochets, et en appliquant a nouveau le Lemme 11.5
général de Riemann-Lebesgue U

En particulier, I’hypothese de Dini est satisfaite s’il existe un réel a« > 0 et une constante
C' > 0 tels que I’on ait, pour tout &’ dans un certain intervalle ouvert (non vide) centré en

902
[£(0') = f(Bo)] < C10" = 60|,
puisque I’on peut alors majorer le numérateur par :

|f(0o—1t) — f(Oo)| + | f(6o —t) — f(Oo)] <2Ct%,

et parce que I’on sait bien que I'intégrale impropre en zéro fo %a df < +o0 converge.

Définition 12.2. Une fonction f: R / 277, — C est dite holdérienne d’exposant 0 < o <
1 en un point 6, € T s’il existe une constante 0 < C < oo telle que :

|[F(8") = f(Bo)] < C|0"— 60"

Evidemment, f est alors continue en 6. Holder a globalisé ce type d’hypothese de la
maniere suivante.
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Définition 12.3. Une fonction f: R / 2nZ, — C est dite holdérienne d’exposant 0 < o <
1 s’il existe une constante C' > 0 telle que :

[f(6") = f(O)] < C10" = 6",
pour tous 6, 0" € R.

On notera alors :
¢(T)
I’espace des fonctions a-holdériennes sur T, qui sont manifestement continues.
Définition 12.4. Lorsque o = 1, c’est-a-dire lorsque :
50" = @<l -9,
on dit que f est Lipschitzienne.

Donc le théoreme de Dini avec une telle hypothese globale nous donne comme corollaire
le :

Théoreme 12.5. La série de Fourier de toute fonction f € €*(T) avec 0 < a < 1
converge vers la fonction en tout point du cercle unité T = R / 2.

Mais ici, la convergence n’est pas forcément uniforme. Plus bas, on démontrera le Théo-
reme dit «de Bernstein », d’apres lequel la série de Fourier converge méme normalement
lorsque % < «¢ < 1. Par ailleurs, I’Exercice 20 donne la croissance :

70 = ()

On notera au passage que notre hiérarchie d’espaces fonctionnels vient de s’enrichir
par I’apparition de ce qui peut €tre considéré comme 1’espace des fonctions qui ont une
«dérivée d’ordre égal a un réel o €0, 1] quelconque » :

%'(T) — €°(T) — ¢°(T).

On démontre, ce que nous laisserons en exercice, la complétude de ces trois espaces fonc-
tionnels.

Proposition 12.6. Les trois espaces vectoriels : €°(T) muni de la norme :
|/

¢“(T) pour 0 < o < 1 muni de la norme :

g0 = rgg{lf(@)h

£(0") — f(6)]
o (= 0
et €*(T) muni de la norme :
Fler = max | £6)] + max|(0)

sont chacun complet.
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Mais alors, que se passe-t-il lorsque o« — 0 dans les espace €*(T) ? Il semblerait que
I’on retrouve les fonction continues €°(T), et peut-étre que le théoréme de Dini-Holder
admet des généralisations qui s’ appliqueraient aux fonctions qui sont seulement continues ?

Malheureusement, cette question de savoir si la série de Fourier d’une fonction continue
(en tout point) converge en tout point vers la fonction, question motivée par la croyance
du pere de la théorie, Fourier lui-méme, que tel devait €tre bien le cas, cette question a
connu un destin particulierement imprévisible, dialectique et chaotique — nous y revien-
drons lorsque nous détaillerons le contre-exemple de du bois Reymond.

Pour revenir aux criteres classiques de convergence, présentons pour terminer un dernier
espace fonctionnel classique. Soient —oo < a < b < o0, et soit une fonction réelle :

f:]a, ] — R.

Partager [a, b] en sous-segments revient a se pourvoir d’une collection d’un certain nombre
fini v > 1 de points :

A= {a=z0<a < - <xpy <z =Db}.
Définition 12.7. La variation (absolue) de f sur A est la quantité positive :
Vi(A) = |f(a) = fla)] + [f(@1) = flaa)] + -+ [ fla—) = F(B)]
= 3 |Fae) = fla)|-

1<k<v
Par inégalité triangulaire, il est clair que :
‘f(a) - f(b)‘ = ‘f(a) — f(w1) + f(21) = fze) + -+ fzo-1) — f(b)‘
< V(A
Définition 12.8. La variation totale de f sur [a, b] est la quantité positive :

Vila,b] :==supV,(A)
A

= sup Z | f(ze1) = f(z)

a<$1<m<mu—r<b1<H<V

Y

nombre éventuellement infini appartenant a [0, co].
On dit que f est a variation bornée lorsque cette quantité est finie :

0 < Vya,b] < oo.

De ce qui précede, on déduit I’inégalité assez grossiere |f(a) — f(b)| < V¢[a,b], qui
peut devenir intéressante lorsqu’on 1’applique a la restriction de f a de petits intervalles
[e;d] C [a, 0] ;

(12.9) |f(e) = f(d)] < Vile,d).

Lemme 12.10. Toute fonction monotone (croissante ou décroissante) g: [a,b] — R est a
variation bornée égale a :

Vyla,b] = |g(a) — g(b)|.
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Démonstration. Si, par exemple, g: [a,b] — R est décroissante, pour toute collection
A={a=x9<x1 <---<x,_1 <z, =>b},onaalors sans valeurs absolues :

0 < Vy(A) = gla) = g(@1) + g(@1) — g(w2) + -+ + g(z—1) — 9(b)
= g(a) — g(b) < oo,
la somme étant téléscopique, calculable, constante, finie, indépendante de A. O

La somme f = g; + --- + gx d’'un nombre fini K > 1 quelconque de fonctions (mono-
tones ou pas) possede une variation totale toujours majorée (exercice) par :

Vf[aab] < Vgl[aa b] + e _'_Vgx[a’b]?

et donc, lorsque ¢, . . ., gx sont toutes a variation bornée, f 1’est aussi.
Ce qui est remarquable, c’est que les fonctions a variation bornée se ramenent de cette
maniere a des fonctions monotones.

Théoréme 12.11. Toute fonction a variation bornée f: [a,b] — R peut étre représentée
comme différence :

f =g ha
entre deux fonctions g, h: |a,b] — R (faiblement) croissantes.
Démonstration. Pour tout z € [a, b], et toute collection finie A C [a, b] qui contient le point

x, de telle sorte que A = A; U A, se partage alors en deux sous-collections concernant
la, z] et [z, b], on a trivialement :

Vi(Ar) + Vi(Az) = Vi(ALUAy),

et en prenant le supremum sur A et sur Ao, sachant qu’il y a plus de collection A C [a, ]
que celles qui contiennent le point z, on obtient :

(12.12) 0 < Vyla,z] +Vy[z,b] < Via,b] < oo.
Pour a < 2’ < 2” < b, le méme raisonnement sur [a, 2’| donne :

Vf[aa x/] + Vf[m/v :L'”] < Vg [a, x//]a
>0

ce qui montre que la fonction qui interprétera le premier role :
g: x — Vyla,z]

est croissante !
Pour montrer que la deuxiéme fonction h qui vaut alors nécessairement i := g — f et
s’exprime donc manifestement comme :

h: x +—— Vyla,z] — f(x),

est elle aussi (faiblement) croissante, avec a < 2’ < 2” < b, il suffit de minorer la diffé-

rence -

Vila, o)~ Vyla,a') — f(a") + F(&')
[Appliquer (12.12) sur [a, z"]] Vyl2!, 2" — (f(x") — f(:p’)) O
0

VoWV

[Appliquer (12.9) sur [z, z"']]
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Puisque les fonctions monotones sont Riemann-intégrables, les fonctions a variation
bornée le sont elles aussi, et pour cette raison, il est naturel de quitter temporairement le
cadre de la théorie de Lebesgue, pour revenir au cadre riemannien plus ancien.

Comme on sait que les fonctions monotones admettent en tout point des limites a gauche
et a droite, il en va de méme pour les fonctions a variation bornée.

Théoreme 12.13. [de Jordan] Si f: T — R est a variation bornée sur le cercle unité
T = R/27Z, alors la série de Fourier de f converge en tout point 0y € T vers la moyenne
des limites a gauche et a droite de f en ce point :

f*(90)+f+(90) — lim Sn(f)(00> _ nleoo Z ]/C\(k) eik9o‘

2 n—00
|k|<n

Démonstration. Par linéarité, il suffit de traiter le cas ou f est monotone, puis croissante
quitte a remplacer f par — f, ce que nous supposerons dorénavant.

Pour atteindre cette convergence, comme dans la preuve de I’ Assertion 11.4, on se ra-
mene a démontrer que :

sin(wt)

?

0

dt,

|w]—o0

im [ 60+ 0) £.(60)]
0
et en introduisant la fonction croissante :

g(t) == f(Oo+1t) — f(0o),

qui satisfait 0 = g, (0), il s’agit donc d’établir que :

0 < lim /Wg(t)sm(wt)dt.

|w|—o0 t

En remplagant au besoin ¢(0) par ¢, (0), ce qui ne change pas la valeur de I'intégrale a
droite, on peut méme supposer que g est continue a droite en 0.
Découpons alors I’intégrale en deux morceaux, au moyen d’un certain 0 < § < 7 tres

proche de 0 :

T : é . ™

/ o) SNt) gy / o(t) S gy / IO Gty
0 t 0 t st

N~
— 0
|w|—o00

la seconde intégrale tendant vers 0 lorsque |w| — o0, grice au Lemme de Riemann-

Lebesgue, puisque @ devient Riemann-intégrable sur [, | pour fout choix de 0 < 6 < 7.
Pour atteindre 1’objectif, il suffira donc de faire voir que la premiere intégrale peut étre
rendue arbitrairement petite par un choix de 0 < § suffisamment petit. Commengons par

un préliminaire utile.

o M sint ,
Lemme 12.14. La limite lim e dt existe.
0

M—00

On peut méme démontrer qu’elle vaut 7, ce a quoi I’Exercice 19 se consacre, mais nous
n’aurons pas besoin ici d’une information aussi précise.
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Démonstration. Observons que % est continue en ¢t = 0, et y prend la valeur 1, donc est

continue sur [0, oo]. Soit M > 0. Il existe un unique entiern > 1 tel que (n—1)7 < M < n,

et alors : ,
/ sin g — Z/ sin dt—i—/ sin .
o 1t (h—1)r T (n-m ¢

k=1 (. / (.

N~
=:ag — 0
M—00

I’intégrale rémanente tendant vers 0 lorsque M (donc n) tend vers oo, puisque :

/M sint ’ /M dt /’” dt
T dt] < — < -
(n—1)m t (n—1)m t (n—1)m t

il — 0
S (n—1)7 oo

Quant a la somme (contribution principale), vue comme série numérique ZZ: ay, elle
est alternée, car sint est de signe (—1)*~! sur | (k — 1), k|, et car:

(k+1)m sin
0 < ’(lk+1| :/ Mdu
k

- U
km . km .
sint sint
[Poser u =: 7 + {] = / udt < / uaHf = |ayl,
(k=1)r T+ (h—1)x t
donc grace a un théoréme connu, la série infinie alternée ZZO:(] aj, converge. O

Corollaire 12.15. 1] existe une constante 0 < C' < o< telle que

M
sint
/ —~ dt‘ < C, pour
0
tout M = 0.
Démonstration. En effet, en tant que fonction de M, cette intégrale est continue (et méme

&Y, et comme elle posseéde une limite a ’infini, hors d’un gros intervalle compact [0, M;],
elle doit rester proche de sa limite a I’infini, donc étre bornée. O

Si nous revenons maintenant a la premiere intégrale f(f g(t) S'tﬂ dt laissée sur le bord
de notre route, un instrument puissant permettant de raccourcir de nombreuses démonstra-
tions — censé étre déja assimilé grice au cours d’Intégration — déclenche alors 1’instant
magique tant attendu.

Théoréme 12.16. [Deuxieme formule de la moyenne] Sur un intervalle [a,b] C R avec
—00 < a < b < oo, étant donné deux fonctions :

e f:[a,b] — R Riemann-intégrable,

e g: [a,b] — R monotone (donc Riemann-intégrable),

il existe toujours un point intermédiaire a < ¢ < b tel que :

[ @ = o [ s m [ @ 5

L’intérét majeur de cette deuxieme formule de la moyenne, c’est que la fonction mo-
notone g sort de I’intégrale! Si donc nous I’appliquons a notre intégrale délicate, nous
obtenons I’existence de 0 < £ < 9 tel que :

J in(w ¢ sin(w % sin(w
/Og(t)ﬂdtzfﬂ_(o)o/o #dﬁg_@)/g ﬂcht,
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le premier terme disparaissant, puisqu’on s’était ramené a I’avance a 0 = ¢ (0) = ¢(0), et
le second terme tendant vers O avec § > 0 :
0 = lim g_(d),

0—0
>
puisque par croissance et positivité de g :

0 < g-(9) < g(d).
~~

—
§—0
>

[e=]

Ainsi grace a tout ce qui précede, et en supposant w > 0, puisque le cas w < 0 est équi-
valent, nous pouvons majorer 1’intégrale ‘sur le gril’ en question :

/0 e sinter) dt‘ — Jg_(6)]- /5 * sin(wt) dt'

g 1
o (8)] . / sm (wt) / sin(w ‘
|9-(5)] i i

[Poser u := wt] _ ‘g_((m. / smu / s|nu
0 0

[Corollaire 12.15] < |g, (5)| 20,

par une quantité qui tend effectivement vers 0 lorsque =5 0. U

13. Séries trigonométriques versus séries de Fourier

Une question naturelle est la suivante.

Question 13.1. Toute série trigonométrique ar €0 4 coefficients a;, € C est-elle la
g q kez

série de Fourier d’une certaine fonction f € L*(T) ?

Cette question est tout a fait naturelle, puisqu’il faut connaitre la généralité et I’extension
des étres mathématiques.

En fait, la réponse s’avere €tre négative pour une raison assez simple : le Lemme 4.1 de
Riemann-Lebesgue énonce en effet que les coefficients de Fourier fA(k:) de toute fonction
f € L'(T) tendent vers 0 lorsque |k| — oo.

Par ailleurs, Cantor a démontré en 1870 qu’une série trigonométrique ) _, _, ay e* ne
peut converger pour toute valeur de 8 € T que si ay — 0 lorsque k& — oco. Plus géné-
ralement, Lebesgue a démontré que cette condition est encore nécessaire pour que la série
trigonométrique converge en tout point d’un ensemble de mesure positive sur T.

Donc la question peut étre relancée.

uestion 13.2. Toute série trigonométrique ax, ¥ dont les coefficients complexes
Question 13.2. Tout trig trig rez Q€ dont 1 fficient. pl
ay, satisfont :

0 = lim |(lk|
|k]—o0

est-elle la série de Fourier d’une certaine fonction f € L*(T) ?

La réponse est : non !/, car Fatou a construit un contre-exemple qui apparait dans le livre
de Lebesgue en 1906.
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Théoreme 13.3. La série trigonométrique :

f: sin(n 6)

—~ log n

dont les coefficients tendent vers 0 n’est la série de Fourier d’aucune fonction g € L'(T).

Démonstration. Rappelons pour commencer que les noyaux de Fejér s’écrivent :

nF,0) = Z (n— |k) e™

|k|<n

et, pour toute fonction 27-périodique Lebesgue-intégrable f € L'(T), que :

k=4+n |k’| N
(13.4) Fox fO) = (1 - 7) F(k) ei®®.
k=—n

ot f(k) := ST f(t) e 4L désigne le k-eme coefficient de Fourier de f.

Lemme 13.5. Soit g une fonction dans L*(T) telle que g(0) = 0, et soit G(t) := f(f g(s)ds
sa primitive s’annulant en 0. Alors G est 2m-périodique et :

R 1 2m
G(0) = — 2 . sg(s)ds.
Démonstration. Etant I'intégrale d’une fonction L', la fonction G(t) = [i g(s)ds est

continue, et sa 2r-périodicité équivaut a g(0) =0 :

2w+t t 2w+t
G(t+2nm) = / g(s)ds = / g(s) ds+/ g(s)ds = G(t).
0 0 t .

Pour calculer G(0), il vaut mieux considérer fozw au lieu de [” . La fonction (¢, s) —
g(s) étant intégrable sur le triangle {(¢,s) € R?: 0 < s <t < 27}, le théoreme de Fubini-
Tonelli nous permet d’échanger 1’ordre de 1’intégration double qui apparait naturellement,
et en prenant bon soin des bornes, on obtient la réponse :

- 27 dt 1 2 t 1 27 2
G(0) = /0 G(t) o7 om ; (/0 q(s) dS) dt = or /0 ds /5 g(s)dt
1 2

=5 | ds2m =) g(s)

1 2w
o )0 g(s)ds,
car I’intégrale correspondant au terme souligné s’annule, puisque g(0) = 0 par hypothese
(encore elle!). ]

Assertion 13.6. Pour tout k € Z\{0}, ona :
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~

Démonstration. Envisageons I’identité affirmée sous la forme équivalente g(k) = ik G(k),
ce qui revient a dire que nous partons de la définition :

0= [ aten i

et que nous prenons avantage du fait que la primitive G' de g s’annulant en zéro peut étre
considérée, ce qui nous permet d’intégrer par parties :

Q)

T Q o dt
(k) = [G(t) e—%’“} — / G(t) (—ik) e™™ =
. o 2m
T 4y dt
=ik G(t)e ™ —
' /_W (t)e 2m
= ik G(k),
le terme souligné s’annulant grace a la 27-périodicité de G observée a I’instant. U
Nous affirmons maintenant que :
R . /g\(k> i k=n R k=-1 R
FoxG(0) = G(0) —i Z = T Zg(k:)—Zg(k) :
1<|k|<n k=1 k=—n

En effet, en posant § = 0 dans I’identité (13.4) ci-dessus que 1’on applique présentement a
notre primitive G, en utilisant les relations démontrées jusqu’a ce point, et en réorganisant,
on obtient effectivement :

F, % G (0) = iﬂ (1 - %) Ak =GOy + Y (1 - |nﬁ|> G(k)
k=—n 1<|k|<n
5 kY 1.
=GO+ Y (1= = 4(k)
Ve n > ik
—Go)-i Y W +- |—Z|§(k)
1<[kl<n 1<[k]<n
4 /g\(k?) i k=n R k=-1 R
- G<O> - 1<lkl<n T ! ﬁ <k1 g(k) - kz—:n g<k))

Assertion 13.7. Ona :

Démonstration. 1l devient enfin possible de raisonner sur 1’identité intéressante obtenue a
I’instant.

Comme la fonction G est continue, le théoreme de Fejér assure que F,, * G(0) converge
vers G(0) = 0 lorsque n tend vers +o0o. Par ailleurs, le lemme de Riemann-Lebesgue
appliqué a la fonction g € L!(T) fournit les deux limites :

0= lim g(k) et 0= lim g(k).
k—o0 k——o0
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Le théoreme de Cesaro, d’apres lequel les moyennes arithmétiques de toute suite ayant une
limite déterminée ont forcément la méme limite nous donne alors aussi :

a1 +---4+73 a(=1)+---+73(—
0= m W+ +gm) 9D A g(en)
n—00 n n—00 n
Il découle donc de notre identité intéressante que la limite, quand n tend vers oo, de la
somme Zl<|k|<n 95) existe et qu’elle n’est autre que —1 G( ), ¢’est-a-dire si I’on revient

a son GXPI'CSSIOII 1ntegrale .

- 2
g 1
fim S S L / sg(s)ds,

1<|k|<n

comme asserté. O

A présent, pour tout couple d’entiers (p, ¢) tels que 0 < p < g et tout § Z 0 mod (27),
on se propose de calculer :

) ezn@ —e inf
S sin(n) =y
21
n=p n=p

n procédant comme suit :

3
Il
_
3
I
=]
3
S

] einf _ g—inb etP? [1 +ef ... ei(qu)e] e [1 Fe 0 4.4 efi(qu)e]
sin(nf) = % = 5

3
I
=
3
I
=

et ila—p+1)0 _ 1 e~ 0 —ila—p+1)0 _ 4

2 e —1 2§ e=i0 — 1

; j(9—p+tl j(9—p+tl _i(9=pt1l i _i(9=pt1l _i(9=pt1l i(4—pt1
62p9 62( 5=)0 61( 5=)0 —e i(4=5=)0 e ipf e i(4=5)0 e i(4=5 )9_61( 50

- - ) -0 ) - -0 -0 )
21 iz ez — e i3 27 e iz e iz — iz

IR0 sin(1=EELYg  —i(45R)0 gin(—1=EF1)g

2 sm(§) 2i sin(—%)
sin(17LEL)g (1(452)0 _ —i(15R)0
T sin(g) 2
in(4=etlyg
— MS'”( 29,
sin(3)

De cette derniere expression explicite découle que la comme en question somme est majo-
rée par :

1
sin(%)’
a savoir on a la majoration :
n=q
1
Z sin (n@)‘ —‘
2 sin(2)

Rappelons maintenant un critere de convergence de séries, qui sera redémontré en détail
plus bas.

Théoréme 13.8. [Critére de convergence d’Abel] Si une suite (a,,)5°, est positive, dé-
croissante, convergente vers z€ro :

Qp, 2 Ap+1 2 07

—
n—oo
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et si la suite (Y, by) _, est bornée, alors la série :

o0

Z akbk

k=1
converge.

Indications de preuve. Si (ay)g>1 et (bx)r>1 sont deux suites de nombres réels quelconques,
alors pour tout n > 2, on établit tres facilement par récurrence I’identité élémentaire :

n—1 n
Z(ak—ak+1>[bk+"'+b1} - Z akbk—an(bl+--~+bn),
k=1 k=1

sorte d’intégration par parties discrete.
Ensuite, puisque R est complet, il suffit de montrer que la suite :

(54
k=1 n>2

est de Cauchy. Mais la suite —a,,(b; + - - - + b,) est de Cauchy, puisque a,, — 0 et puisque
par hypothese, il existe une constante B > 0 telle que |b; + - - - + b,,| <

Il reste alors a examiner le membre de gauche dans I’identité d’intégration par parties
discréte, et pour tout couple d’entiers (p, ¢) avec 1 < p < ¢ < n — 1, on estime :

Z (ar — apsr)[bk + -+ b1]| < B Z |ar — aps)

p<k<q p<k<q

=B Z ay — app1 = B(a, — ag11),

quantité qui peut &tre rendue arbitrairement petite pourvu que p soit assez grand, puisque
ap — 0. Ul

De ce théoreme de convergence, on déduit que le
Lemme 13.9. La série trigonométrique :
= sin (n6)
; log n
est convergente en tout point 6 € T.

Démonstration. Notons tout d’abord que pour § = 0 modm, la série considérée

0) . .
S S'Ir; (gnn est bien entendu convergente, puisque tous ses termes sont nuls.

Nous pouvons donc supposer que # Z 0 mod 7, d’olt —5— Al ( ;< ~+00.

Or nous avons vu plus haut que les sommes partielles Zn:p sin(nf) sont majorées, en
valeur absolue, par une quantité finie qui est indépendante de p et de q. Comme de plus la
suite positive n +—> @ est décroissante pour n > 2 et tend vers 0, le critere d’ Abel assure
bien que la série trigonométrique :

i sin(nd)
—~ logn
converge pour tous ces autres ¢ € T fixés non égaux a 0 modulo 7. U
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Lemme 13.10. Ona :

"1

—~_ ~loglogn.
Zklogk cglogn
k=2

Démonstration. Gréce au principe de comparaison entre » et f , par le simple changement
de variable y := log =, dy = £, on trouve :

x

n 1 n 1 logn 1
Z N/ d:z::/ —dy ~ loglogn,
—~ klog k 5 xlogx | Y

og2

et cet équivalent tend vers 1’infini quand n tend vers oc. U

Fin de la démonstration du Théoréme 13.3. Supposons par I’absurde qu’il existe une fonc-
tion g € L*(T) dont la série de Fourier :

> (k) e

kEZ
est cette série trigonométrique :
k=-2 o0
—1 ik 1 k0
€+ ",
kZOO 2ilog (—k) ; 2ilog, k

c’est-a-dire dont les coefficients de Fourier g(k) seraient donnés par :

0 pour |k| < 1;
g(k) = m pour k > 2;
Segmy  Pour k< 2

On en déduit I’'imparité de ces coefficients :

9(=k) = —g(k),

et donc aussi, la parité de la fonction k +— @, pour |k| > 1. D’apres I’ Assertion 13.7, si

une telle fonction g € L'(T) existait, la suite indexée par un entier n :

B a1 1
2 T TRl 0 2 ek

1<|k|<n

devrait avoir une limite finie lorsque n — 4-00, mais nous venons de voir dans la question

z 2z Z.. N LR o0 1 . . . .
précédente que la série a termes positifs ) -, Thogk divergeait — contradiction conclu-
sive!

14. Convergence normale des séries de Fourier
et Théoreme de Bernstein

Revenons maintenant au Théoreme de Fejér pour en dévoiler une belle et élémentaire
application. Soit 2 nouveau f € €°(T). Si la série de Fourier :

Su(f)(0) = Flk)e™

k€EZ
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de f converge normalement, i.e. si ), |f(k)| converge, alors S,(f)(f) converge uni-
formément sur le cercle unité (majorer |¢*?| simplement par 1) vers une certaine limite
£(0), donc les sommes de Cesaro de la série de Fourier de f :

n n—00

convergent vers la méme limite ¢(6), mais le Théoreme de Fejér dit justement que cette
limite n’est autre que f(6)! Ceci redémontre le Théoréeme 5.3.

Proposition 14.1. Toute fonction f € €°(T) dont la série de Fourier converge normale-
ment :

D )] < o0

keZ

est égale a sa série de Fourier :
F0) =Y fk)e™,
kEZ

en tout point 6 € T du cercle unité. U

Mais ce n’est pas seulement par chance que la série de Fourier d’une fonction continue
donnée converge normalement, car un théoreme assure que tel est le cas, pourvu que la
fonction soit holdérienne d’exposant assez grand.

Théoréme 14.2. [Bernstein] Soit f € €°(T) une fonction continue 2r-périodique sur le
cercle unité pour laquelle il existe une constante K > (0 et un exposant o avec % <a<l

telle que :
70"~ 1)) < K16" ~ 01,

pour tous 0’0" € T. Alors la série de Fourier de f converge normalement vers f sur T.

~

Démonstration. Ainsi, le but est d’établir que Y, ., | f(k)| < +oo. A cette fin, pour tout
h € R, introduisons la fonction :

gn(0) := f(0 +h) = f(0 = h),

qui est continue sur le cercle et 2w-périodique. Pour tout & € Z, le k-¢me coefficient de
Fourier de cette fonction se calcule aisément comme suit :
do

G0 = [ [0+ me - g0 —me ] 2

’T ) do ’T ) do
_ 0 —ik(0—h) *¥ / 0 —ik(6+h)
/_ﬂf()e | 10 i

—ike ﬁ

— (eikh . e—ikh) g f(g) e o

~

= 2isin (kh) f(k).
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L’identité de Plancherel, qui s’applique a notre fonction f puisque ¢°(T) C L*(T),
nous donne ensuite :

[ 1ol 52 =X lawf

kEZ

= alsin (k) | 7).

keZ
Or par hypothese d’holdérianité de f, la fonction gy, satisfait 1’inégalité fondamentale :
|gn(0)] = [ 16 + 1) — f(0 = h)| < K (2h)°,

donc sa norme L? au carré sur le cercle peut étre majorée bétement par :

" 2 db 2 520 1 20

lgn(0)|” = < K*2°* h**,
x 2w

et en revenant a ce que Parseval nous avait fourni, on obtient une inégalité (on place le ; a

droite) :

1
4
S~ Jsin (k)] | 7R < § K22

kEZ 4

qui va constituer le vrai point de départ de la démonstration.
Ici, eu égard a notre objectif d’établir la convergence normale de la série de Fourier de
f, nous aurions bien aimé voir a gauche de cette inégalité la bonne somme :

> |fk)

keZ

2
)

mais hélas, chaque terme de cette série est pondéré par un facteur perturbateur |sin (kh) 2,
et I’on sait que la fonction sinus peut prendre des valeurs proches de 0. De plus, il |y améme
aussi un exposant carré qui nous géne quelque peu, car c’est la somme »_, | f (k)| avec
exposant 1 qui nous intéresse ; heureusement, ce second probleme sera réglé ultérieurement
grace a I’'inégalité de Cauchy-Schwarz.

Pour corriger lee probleme, nous allons nous focaliser sur les termes pour lesquels le
sinus perturbateur a en fait des valeurs proches de 1, disons > % pour fixer les idées, de
telle sorte qu’on ait, a un facteur % pres, la bonne somme.

Plus précisément, posons h := %7 avec p > 1 entier dans Iinégalité obtenue a I’instant
en supprimant le terme correspondant a £ = 0, ce qui nous donne ’inégalité :

(k[ 2 K2, @ w
S
K2 7T2a
=T

et décomposons la somme ), . en:

S D IR D

keZ* 20|k|<2t  21k|<22  22<|k|<23
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En particulier, Ia méme 1négalité est alors satisfaite trivialement par la sous-somme
D _ar-1<|4|<o» PUisque tous les termes de ), ;. sont positifs :

. km
sin oot

Maintenant, si la valeur absolue |k| de ’entier k& € Z satisfait donc :

2

- 9 KQ 7r2a
‘f(k)‘ < T 220477

D

2r—1|k|<2pP

2P~ k| < 2P,

pour un tel entier positif quelconque p > 1 reli€ au choix de h = 5, il est clair alors que
T <L ||

1S ot < %, d’ ol :
_ km
Sin 2p+1

et I’on en déduit I’inégalité plus intéressante :

2

2 22ap’
2p—1g|k|<2P

valable pour tout entier p > 1.

Certes, I’exposant de ‘fA(k)] est égal a 2 ici, mais I’astuce classique qui consiste a faire
apparaitre un facteur 1 dans I’inégalité (finie) de Cauchy-Schwarz :

n

S

i=1

i 1- a;
i=1

(S (5

i=1

A (£9)

i=1

[N]
VRS
) 3

~~

D=

pour se débarrasser, au prix d’un facteur /n, de I’exposant 2, donne dans notre situation :

X s (3 ) (3 1wer)

2r—1|k|<2p

N|=

- b opel _ op1 B 35 T
[Utiliser 2P — 2P~ = 2P771] =27 — —
23 29P

K x¢
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Si donc I’exposant d’hdldérianité « est strictement supérieur a % comme on |’a supposé
dans le théoreme, il est clair que la série a considérer :

SFwI=>" > |fk)]

kezZ* p=1 2p—1<|k|<2p
K = 1\’
(6%
< el 1
22 2972
—— P=1
constante
< 00
est majorée par la série géométrique infinie convergente de raison le réel —+ qui est < 1.
2972
La démonstration du théoréme est terminée, maintenant. |

15. Contre-exemple de du Bois-Reymond 1876

Comme nous 1’avons déja signalé, la théorie des séries de Fourier a connu un boule-
versement spectaculaire au moment ou ont été découvertes des fonction continues dont la
série de Fourier ne re-converge pas vers la fonction de départ. Ces phénomenes surpre-
nants ouvraient un champ d’investigation, notamment en direction de nouveaux espaces
fonctionnels tels que les espaces de fonctions holdériennes f € €“(T) sur le cercle.

Rappelons que lorsque % < a < 1, le théoréeme de Bernstein — démontré plus haut
dans le cours — stipule qu’on a la convergence absolue : >, , !f(k)| < 00, qui assure
que la fonction f(0) = >, ., f(k) e* coincide avec sa série de Fourier en tout point du
cercle unité. C’est donc lorsque I’exposant de régularité est inférieur : 0 < a < % que des
phénomenes nouveaux sont suceptibles d’apparaitre.

Afin de transmettre au mieux la substantifique mcelle des choses, nous allons inverser
volontairement 1’ordre logique de la présentation, en admettant (provisoirement) que pour
tout entier ' > 1, on a la majoration uniforme de la somme symétrique suivante :

eike

1<|k|<K

< T+ 4.

Ces inégalités uniformes seront établies par la suite.

Théoreme 15.1. [Contre-exemple de du Bois-Reymond 1876] /I existe une fonction
continue :
ger € C°(T)

sur le cercle unité T = R /2x7Z dont les sommes partielles de la série de Fourier :
Sk (SJBR)(Q) = Z ger (k) e
k| <K

n’ont pas de limite finie en § = 0 lorsque K tend vers 'infini, a savoir plus précisément,
il existe une fonction continue ggr € €°(T) telle qu’il existe une sous-suite (K J)n>1 satis-
faisant :

Sk, (98r) (0) — —o0.

En particulier, il n’y a aucune chance que la série de Fourier de ggg prenne la méme
valeur que gggr en = 0!
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Démonstration. La recette consiste a briser la symétrie de la somme uniformément bornée
ci-dessus, et plus précisément a observer que sa partie négative :
k0
>
~K<k<—1

n’est absolument pas uniformément bornée sur T, puisque sa valeuren § = 0 :

1
- Z i log () — Yeuler +0(1)
k=1

tend vers —oo comme —log K.
Introduisons alors les deux notations suivantes pour la somme symétrique initiale et
pour celle qu’on a obtenue en capturant sa partie négative :

ez‘k@
fr@) = Y

k A . s, .
1< |RI<K tous deux des polyndmes trigonométriques,

B etk? | a savoir appartenant a Q [ew e‘ie} .
fr(0) == Z ’

—K<k<—-1

Ensuite, effectuons un déplacement-translation de toutes les fréquences de ces deux
polyndmes trigonométriques en les multipliant tous deux par ¢?*%)? ce qui nous donne
deux nouveaux polyndmes trigonométriques :

Pic(6) = €@ f,(6),
P (0) = ¢ f(0).
Exercice rapide : calculer leurs expressions sous forme de somme.

Utilisons alors I’assertion suivante, dont la démonstration est laissée au lecteur-étudiant
soucieux de tout détailler.

Lemme 15.2. Etant donné un polyndéme trigonométrique quelconque :
: k6
Q) =) Qe
finie
alors pour tout n € N, la n-eme somme partielle de sa série de Fourier :
k6
S.(Q)0) = 3 Quel
|k|<n
collecte seulement les fréquence de valeur absolue inférieure ou égale a n. U
Nous nous intéresserons non pas a toutes les sommes partielles de la série de Fourier de

Py, mais seulement aux trois familles suivantes (exercice rapide : vérifier que les formules
sont correctes grace I’expression de Py calculée ci-dessus) :

Py lorsque n > 3K,
Sn(Px) =< Py lorsque n = 2K,
0 lorsque n < K — 1.

Ce qui est intéressant dans ces formules, c’est que pour n = 2K, on trouve P qui a une
valeur absolue élevée ~ log (K)en 6 = 0.
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La suite de I’argument consiste a itérer cette construction jusqu’a I’infini au moyen
d’une suite d’entiers (K j) ce qui produit donc une suite de polyndmes trigonomé-

triques :

j>1°

Pr; (0) = "7 fr,(0),

mais on veut assurer en méme temps que leurs fréquences ne se mélangent absolument
pas. Comme P contient des e’k seulement pour K < k < 3K (d’apres la solution a un
exercice laissé en chemin plus haut), il est clair qu’il suffit de demander que :

K 41 > 3K j
pour tout 7 > 1. Nous choisirons plus précisément une telle suite K; plus bas.

Voici alors notre candidat pour produire une fonction continue de type du Bois-
Reymond dont la série de Fourier ne convergera pas en 0 :

oo
1
ger(0 E — Pr; (0
J=1 J
2
Ici, on a mis un facteur-poids - 52 parce que la somme " °° i1 12 = % converge, et parce que

nous avons admis avant d’énoncer le théoréme que I’on a les majorations uniformes :
| Pr, (0)] < 7 +4,

pour tout j > 1 ettout § € T, de telle sorte que la série que nous venons d’écrire converge
normalement donc uniformément vers une certaine fonction continue (qui va €tre patholo-
gique!).

Maintenant, qu’en est-il des sommes partielles :

Sn(ger)(0)

de sa série de Fourier ?

Choisissons directement n := 2K; pour «pointer 1a ou ¢a fait mal ». Comme dans le
lemme ci-dessus, prendre la n-somme partielle d’une série normalement convergente d’ex-
ponentielles e**? revient a capturer seulement ses fréquences satisfaisant |k| < n. Pour en
capurant donc les fréquence satisfsaisant |k| < 2K, on prend d’abord tous les polynémes
Py, ..., Pk,;_, dans ggr, puisque la plus haute fréquence, celle qui est la plus haute dans
Pr, ,este (3KJ 1) et I’on a par hypothese 3 K;_1 < Kj, donc < 2 Kj. On se convainc
alors alsement (exercice de compréhension) que :

7—1
1 1
SQKJ (QBR) (0) = Z 2 P, (0) + ) PK]-(H) )
=1 \‘7 ,
\",_/ terme potentiellement
somme gentille méchant

uniformément bornée

ou, fait important, on n’a conservé que la moiti€ inférieure-négative Py de Pk, .
J
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Mais alors la premiere somme est 2 nouveau uniformément bornée en valeur absolue,
puisqu’elle est :

somme gentille <

Au contraire, le dernier terme possede une valeuren § = 0 :

1 __ 1
— P (0) = — — log (K;)
J J
qui n’a pas de raison particuliere d’étre bornée. A vrai dire, en prenant pour K ; les valeurs
doublement exponentielles :
K; := 3%,

on se convainc mentalement que la condition /;; > Kj est (largement) satisfaite, tandis
que la valeur en § = 0 du « terme potentiellement méchant » :

1 ;

— —log (3%) — — 0

j2 g< ) Jj—00
tend vers I'infini négatif (exercice visuel). Donc en 6 = 0, c’est le terme effectivement
méchant qui entraine avec lui la somme gentille pour les précipiter tous deux ensemble
vers I’infini négatif'!

En conclusion, nous avons donc bien construit une fonction continue ggg sur le cercle

et une suite d’entiers (2K j)j>1 telles que :

— o0 = .Iim SQKj (gBR) (0),
J—00
ce qui conclut la démonstration. U
Exercice de compréhension mathématique : effectuer un résumé mental des arguments
utilisés.
Exercice de réflexion plus profonde : méditer sur le fait que la fonction ggg ne peut pas
étre de classe €', eu égard au théoreme de Dirichlet.

16. Sommation d’Abel et noyau de Poisson

Pour se convaincre completement de la véracité de ce contre-exemple, il reste encore a
établir I’uniforme majoration :

eike

< T+ 4.

2

1<|k|<K

Plusieurs approches existent, et nous choisirons celle — classique — qui nous fera faire
un détour par la théorie du noyau de Poisson, puisque cette théorie montre des similarités
frappantes avec la théorie du noyau de Fejér. Nous effectuerons ainsi une bonne transition
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avec le chapitre suivant dans lequel les « bon noyaux de convolution » seront étudiés en tant
que tels et dans toute leur généralité.

Soit pour commencer une fonction f € L'(T) qui appartient a I’espace le plus « gros »
des fonctions sur le cercle dans la hiérarchie des espaces fonctionnels dont nous sommes
partis. Elle possede donc des coefficients de Fourier, et I’on peut considérer sa série de

Fourier complete :
Z f( k’) k0

kEZ
Fejér a eu cette idée géniale de prendre les sommes de Cesaro des sommes partielles de cette
série de Fourier pour en accélérer la convergence, ce qui donnait un résultat spectaculaire
de convergence uniforme lorsque f € €°(T). Fejér a « taclé » du Bois-Reymond !
Or un autre procédé d’accélération de convergence avait ét€ mis au point bien aupara-
vant par Abel au début du 19°™ siecle, lequel que voici !

Définition 16.1. Une série de nombres complexes » ., ¢, est dite sommable au sens
d’Abel de somme un nombre complexe ¢ € C lorsque les deux conditions suivantes sont
satisfaites :

(i) pour tout rayon 7 satisfaisant 0 < r < 1, la série :

o0

Z cprt =1 A(r) € C

k=1
converge vers un nombre complexe A(r) dépendant de 7 ;

(ii) ce nombre possede une limite quand 7 tend vers 1 par valeurs inférieures :
¢= lim A(r).

r—1-

On a alors un résultat général dont nous n’aurons pas réellement besoin mais qu’il est
naturel de citer ici, et qui pourrait tout a fait faire 1’objet d’un exercice a un moment donné
amusant de 1’année.

Théoreme 16.2. [Admis] Pour toute série Zk>1 ¢, de nombres complexes, les implica-
tions suivantes sont satisfaites :

convergence classigue = Cesaro-sommabilité == Abel-sommabilité,
a savoir plus précisément :

lele Ck + Zi:l Cp + -+ Zszl Ck

lim = ( aussi
. K . K— o0 K )
lim E cp =: L existe | — 00
K — oo . k .
k=1 lim E cpr” = { aussi,
r—1- 1

1 2 K 0

. _1 G+ 1 Ct+ -+ 1 Ck . . .

lim k=1 2kt k=1 = ( existe | = lim E cp " = 0 aussi.
K— oo K r—1- 1

Aucune de ces implications ne peut étre renversée, comme le montrent les deux séries
(divergentes!) :

1—1+1—1+1—1+4-- et 1—24+3—445—6+---,
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ce dont on se convainc par une réflexion-exercice. Et si 1’auto-exercitation ne fonctionne
pas, pour bénéficier de 1I’aide d’un coach sportif, on se reportera a I’Exercice 14.

Ce théoreme général nous donne alors instantanément 1’idée de soumettre au procédé
d’Abel 1a série de Fourier de toute fonction sur le cercle, en espérant voir apparaitre la aussi
une accélération bénéfique de convergence. C’est a ce moment-la que va entrer en scene le
célebre noyau de Poisson.

Soit donc un rayon r satisfaisant 0 < r < 1. Avec Abel, on modifie comme promis la
série de Fourier d’une fonction f € L!(T) en multipliant ses mondmes par une puissance

correspondante de 7 :
oo

A©O) = Y M fR) e,
k=—oc0
Noter que le facteur d’écrasement des coefficients de Fourier /¥ est symétrique par rapport
a ’origine dans Z, ce qui assure que les termes de la série tendent rapidement vers 0 dans
les deux directions, négative et positive.
Orsi f € L'(T) est intégrable au sens de Lebesgue, ses coefficients de Fourier satisfont
la majoration uniforme (exercice mental) :

|F(R)| < I f]er,
donc par conséquent, A,.(f)(0) converge normalement grace a la majoration élémentaire :
> MR < 21 lp
1—r

k=—o00

Ensuite, comme pour les sommes de Cesaro de la Série de Fourier de f, le point-clé
c’est que ces sommes d’ Abel peuvent elles aussi étre écrites comme des convolutions avec
un (nouveau !) noyau qui « nait spontanément dans un calcul » :

ANO = 3 ke
k=—00
_ kioo 7,,|k| ( _: f(t) efzkt ;ii) ik0
:/: f(t)< i I e—i’““—@))g—;,

=:P.(0—1t)

ou interversion de la sommation et de 1’intégration sont bien entendu aisément justifiables
(exercice). On voit alors en effet apparaitre ici une convolution de f avec une certaine
fonction nouvelle (qu’on appelle noyau de Poisson) :

o0

P.(0) := Z rlkl gkt

k=—o00
qui admet en fait aussi une expression explicite contractée :
1—r?

T 1 _—2rcosf+r2

P.(0)
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Il est manifestement clair qu’on doit s’attendre a une telle contraction, puisque 1’expres-
sion sommatoire de P,.(6) montre deux séries géométriques ! Pour conduire le calcul a la
maniere astucieuse des « sioux-mathématiciens », posons :

wi=re?,

de telle sorte que la somme a calculer s’écrit (exercice visuel) :

P.(0) = i w* + i w”.
k=1 k=0

Mais comme 0 < r < 1, ces deux séries sont égales, respectivement, a :

1 w -0+ (1 —w)w
—w 15 (-w(-u
1 — |wf?
T WP
1—r?

1—2rcosf +r?’

ce qui €tait annoncé. On vérifie d’un seul coup d’ceil que le dénominateur ne s’annule
jamais, puisque 0 < r < 1 et puisque |cosf| < 1.

Maintenant que ce calcul a été effectué, nous pouvons revenir en arriere et exprimer,
donc, que la sommation au sens d’Abel de la série de Fourier d’une fonction f € L'(T)
intégrable au sens de Lebesgue sur le cercle revient a effectuer une convolution avec le
noyau de Poisson :

AN & Z rlfl F (k) e
k=—o0
= _ﬂ 10 Pr(ﬁ—t);l—;
— [+ P.(8).

Le second « miracle » aprés celui (similaire) des noyaux de Fejér (F,) _ estalors que cette

famille de noyaux de Poisson (PT) 0<r<1 — indexée par un parametre continu 7 € [0,1] au
lieu d’étre indexée par un entier n >1,ce qui ne constitue pas une différence essentielle —
satisfait des propriétés qui sont exactement les mémes que celles que nous connaissons
déja.

Proposition 16.3. Lorsque r — 1~ tend vers 1 par valeurs inférieures, la famille des
noyaux de Poisson :
(PT(Q))O<T<1

constitue un bon noyau de convolution au sens ou elle jouit des trois propriétés fondamen-
tales suivantes :

(i) P.(0) > 0 est strictement positif 2m-périodique pour tout 6 € T et tout 0 < r < 1;

(ii) son intégrale totale sur le cercle :

1= po?
| P

. 2



16. Sommation d’Abel et noyau de Poisson 141

est constamment égale a 1;

(iii) pour tout o > 0 petit, on a convergence uniforme :

[P

— 0,

CO([~m,—dule,n]) . 1-

ce qui implique notamment aussi [’annulation des valeurs intégrales :

, -0 df ” df
01'#”3—(/_” Pr(e)§+/5 Pr(e)%).

Démonstration. On vient de voir que le dénominateur du noyau de Poisson ne s’annule
jamais sur le cercle — qui est compact — donc cette fonction :
1—7?

1—2rcos +r?’
manifestement 27-périodique, est ¢ sur T, et visiblement aussi, elle est strictement posi-
tive, puisque r < 1.

Par convergence normale-uniforme, on peut intégrer terme a terme la définition initiale
de P,.(6) sous forme de série infinie, ce qui donne presque sans effort :

m A T e dO
k=—o0 -

—T

P,.(0)

[Annihilations évidentes pour |k| > 1] =047 +0
=1.

Enfin, si on suppose pour fixer les idées que
minorer :

+ <r < 1,alors pour § < || < 7 on peut

1—2rcosf+1r? = (1—7)>+2r (1 — cosh)
——

négliger
cela

> 2r (1 — cos@)
=1

— cosd .

minorant > 0
uniforme en r

Aini donc, griace a une telle minoration qui produit une majoration de la contribution du

P . . 2 , .
dénominateur dans le noyau de Poisson 121—7"2, nous déduisons que :
—2rcos0+r
1—r?
POl —— — 0
(6) < 1 —cosd r—i1-
ce qui conclut la vérification de (iii). O

Grace a ces trois propriétés dont jouit la famille des noyaux de Poisson, exactement la
méme démonstration qu’avec le noyau de Fejér produit sans effort le théoreme fondamental
suivant.

Théoréme 16.4. Soit f € €°(T) une fonction continue 2m-périodique sur le cercle unité
et soit la famille :
1—r?

1 — 2rcos@ + r?

P.(0)
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indexée par 0 < r < 1 des noyaux de Poisson. Alors on a :

0= lim | f—f*P,

r—1-

€O(T)’

Dans I’examen partiel 2012 apparait la version LP du théoreme de Fejér que nous
n’avons pas démontrée dans le cours magistral.

Théoréme 16.5. Pour toute f € LP(T) avec 1 < p < oo, ona:
0= lim If = f = Fn”LP(T).

Nous ne produirons pas la démonstration ici (se reporter au corrigé qui a été rédigé).
Une démonstration entierement similaire donne le méme résultat avec le noyau de Poisson.

Théoréme 16.6. Pour toute f € LP(T) avec 1 < p < oo, ona:
0= TI_'{?, |f = f P"HLP(T)‘

17. Fonction en dents de scie

Maintenant que cette petite excursion divertissante s’acheéve, on commence a s’impa-
tienter de savoir pourquoi et comment une majoration uniforme du type :

eikO

1<|k|<K

<7+4

peut étre satisfaite ?

La réponse que nous allons proposer — il y en a d’autres — va utiliser le noyau de
Poisson en observant pour commencer que la série infinie complete :

6ik9
>

keZx

est la série de Fourier d’une fonction extrémement simple (dangereuse ?), dite fonction en
dents de scie définie par :

i(m—40) lorsque 0 <O <
fos(0) == 1 .
i(—m—0) lorsque —71<6<0

i q

—im

Cette fonction, que 1’on prolonge bien entendu a R/27Z en la rendant 27-périodique,
est impaire :
fos(=0) = — fos(0).

Elle est discontinue précisément en tous les points de 27Z.
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Lemme 17.1. Le 0-eme coefficient de Fourier de cette fonction en dents de scie s’annule :

0= fDS(O)’
tandis que pour tout k € Z*, il vaut :

—~ 1

fos(k) = +.

Démonstration. 1l s’agit d’un calcul au cours duquel il est facile de se tromper — et de
s’énerver — plusieurs fois, donc nous le détaillerons lentement comme suit :

0 .
f(k;) :/ Me—ike d9+/0 %e—ike do

o 27

_ im0 +/0 e gy [0 e ﬂ+/ﬂ e
2m —ik | __ _x 21 —ik 2m —ik |, o 2m —ik

T

A ce moment-13, les deux termes soulignés s’annulent visiblement ensemble. Il reste deux
exponentielles intempestives. Mais comme :
_ eiﬂ' + eiTr =0
elles s’annihilent aussi ensemble ! Au final :
~ 1 1
k)= —+ —

ce qui termine ce calcul qui de toute facon ne peut pas ne pas étre quelque peu laborieux.
O

Ainsi donc, les sommes partielles de la série de Fourier de cette fonction en dents de
scie sont justement les sommes :

ik0

Sic(fos)@) = > =

1<|k|<K

que nous voulons majorer uniformément par une constante telle que 7 + 4.

Sachant que cette fonction en dents de scie est manifestement ' par morceaux —
et méme % par morceaux —, on pourrait se dire qu’une application du Théoreme de
Dirichlet qui assure que sa série de Fourier converge vers la somme des demi-valeurs limites
a gauche et a droite en tout point va produire une majoration uniforme, mais cela ne suffit
pas!

En effet, la convergence ponctuelle (non uniforme!) :
h(z) = lim h,(z)
n— oo

d’une suite de fonctions h,,: [0,1] — R vers une fonction A: [0, 1] — R en tout point
x € [0, 1] n’implique pas en général que la suite des fonctions h,, est uniformément bornée
sur [0, 1] (exercice : trouver un exemple).
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Il nous faut donc d’autres arguments pour démontrer I’énoncé tant repoussé grace auquel
nous avons pu construire une fonction continue ggr dont la série de Fourier diverge en un
point :

Proposition 17.2. Les sommes partielles de la série de Fourier de la fonction fps en dents
de scie satisfont la majoration uniforme :

oik0
>

I<|k|<K

< 7w+ 4.

Démonstration. Comme promis, commengons pas soumettre cette série de Fourier :
§ 7 ik0
fD5<k e
keZ
au procédé de sommation-accélération d’ Abel avec bien stir 0 < r < 1:

fos x P.(0) = Z 7k ]?D\s(k) e

keZx*

k6
_Z k| €
— r —_—
k
keZ*

Grace au fait que le noyau de Poisson possede de bonnes propriétés, on en déduit la majo-

ration :
dt

| fos * P(6 ‘—'/ fos(0 —t)P (t)%

=m-1.
Ceci montre donc que pour tout 0 < r < 1 et pour tout # € T, on a la majoration uniforme :

e
|kl
E r < T
k
keZ*
Grace donc a une utilisation du noyau de Poisson — qui nous a permi de faire une ex-
cursion touristique intéressante —, nous sommes dans la situation de pouvoir appliquer

I’assertion suivante.

Lemme 17.3. Soit une série numérique ", ., cx de nombres complexes c;, € C. §’il existe
une premiere constante positive A telle que :

o0

k

sup 1T’ <A<

o<r<1

k=1
et s’il existe aussi une deuxieme constante positive M telle que :

supk}ck} M < o0,

E>1
alorson a:
K
sup ch < A+2M.
K>1 |1
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Démonstration. Donnons alors un nom a la sommation d’ Abel de la série initiale :
oo

A(r) == Z cprt
k=1
qui converge (exercice mental), et estimons sa proximité a la /-eme somme partielle que
I’on veut majorer avec K > 1:

K 00 K K 00
C — CkaZZCk—ZCka— Z Cka
k=1 k=1 k=1 k=1 k=K+1
K 00
:Z (ck—ckrk)— Z Cka.
k=1 k=K+1

En abrégeant aussi cette K-eme somme partielle au moyen de la notation :

K
CK = E Ck,
k=1

on obtient donc grace a I’'inégalité triangulaire :

K o0
Ce—Al < S lal ="+ 3 falr
k=1 k=K+1

Or une factorisation élémentaire suivie des majorations triviales r' < 1 donne :
l—rf=1-r)Q+r+-+r*")
<(1—r) -k,

inégalité que 1’on reporte pour obtenir une inégalité comportant deux sommes :

K 00
|Ck — Al < (1-7) Z ke + Z |c| 7.
k=1 k=K+1

Utilisons a présent deux fois la deuxieme hypothese, d’abord sous la forme inchangée
k |cx| < M pour la premiére somme, et ensuite sous une forme légerement adaptée pour la
deuxieme somme :

|Ck| < — < — (k>K+1),

ce qui nous donne :

k=1 k=K+1
M K+l
<(1-rKM+ —
( ) + K1l-r
[Majorer simplement »*** < 1] <(1—-r)KM+ M L
h = K1-r

Maintenant, choisissons alors le rayon d’une maniere trés astucieuse pour que le membre
de droite soit borné, ce qui est possible (youpi!) :
1

=1-—.
" K
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On obtient en effet :

Ok — A1 ] < %KM—F%i
= 2M.
Pour conclure la démonstration, il suffit d utiliser I’inégalité triangulaire :
K
| =[]
k=1
<AL +2M
<A+2M,
ce dernier majorant étant uniforme (et explicite !). U

Ainsi donc une application de ce lemme a notre série :
k0

kez*
que nous devons ré-écrire sous la forme d’une seule sommation :
o—ik0 ikt
2 +
( —k k
S T N

=:cg

avec les deux constantes A := 7 et M := 2 (exercice visuel) nous donne la majoration
uniforme :
ik0
Z <7m+2-2
1<|k|<K
annoncée. O

18. Equidistribution

Définition 18.1. Si 2 est un nombre réel, on notera :
[z] = Entz

la partie entiére de x, a savoir le plus grand entier inférieur ou égal a x. En soustrayant a =
sa partie entiere, on obtient la partie fractionnaire de x :

(x) =2 — [a],

qui est un réel appartenant a [0, 1].

Définition 18.2. Deux nombres réels x, y € R sont dits congrus modulo 7Z :
r =y modZ,

lorsque leur différence x — y € Z est un entier.

Ainsi, tout nombre réel x € R est équivalent a un unique nombre réel appartenant a
[0, 1], qui est précisément sa partie fractionnaire (). En fait, réduire un nombre modulo Z,
c’est oublier son chiffre avant la virgule.

Maintenant, étant donné un nombre réel v € R, regardons la suite de ses multiples :

v, 27, 37, 47, 57, ...,
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Une question est alors de déterminer ce que devient cette suite lorsqu’on la réduit modulo
7

(v, @2n, BGn, @n, 6,
Voici deux observations préliminaires.

Lemme 18.3. (i) Si v € Q est rationnel, seulement un nombre fini de (k ~y) sont distincts.

(ii) Si v € R\Q est irrationnel, tous les nombres (k) sont mutuellement distincts.

Démonstration. En effet pour (i), lorsque :

p
V==
q

)

les ¢ premiers termes de la suite sont :

/ey, 2p/e), Gple), ..., ((e—Vp/e), (gp/q)=0,

et visiblement, la suite commence a se répéter elle-méme, puisque :

((g+1)p/q) =(1+p/q)
=(p/q),

et ainsi de suite. Mieux encore, lorsque 7 = p/q € Q est rationnel 1’Exercice 29 montre
que la suite périodique de tous les points (k p/q) visite tous les points :

12 —1
0, -, = .., 1=

q q q
de maniere essentiellement équilibrée, cf. ce qui va suivre.

Y

Pour (ii), si au contraire il existait deux entiers distincts k; # k5 tels que :

(k1) = (k27)
ceci voudrait dire que :
kiy —kay € Z,

d’ou 7 est rationnel, contradiction. U

En fait, on peut méme montrer a moindres frais que pour v € R\Q irrationnel, la suite :

(k)

est dense dans [0, 1] : c’est le théoreme dit de Kronecker, mais ici, il s’agit de viser un
énoncé plus profond d’aprés lequel la suite (k) visite en moyenne tout sous-intervalle
[a,b] C [0, 1] en proportion exacte a la mesure de cet intervalle.

Définition 18.4. Une suite de nombres réels :

&1, 8, ooy &y oo € ]0,1]

est dite équidistribuée lorsque, pour tous :
0<a<bgl

on a:
Card {1 <k < n: b
b—g— lim 21 n: & € la b}
n— oo n
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Autrement dit, pour n > 1 grand, la proportion des n nombres &3, &, . . ., &, qui appar-
tiennent a ’intervalle quelconque [a, b] devient asymptotiquement égale au quotient :

mesure([a, b])
mesure([0, 1[)’

c’est-a-dire que les & se distribuent de maniere équitable et homogene partout dans les
sous-intervalles de I’intervalle complet [0, 1].

En vérité, I’ordre dans lequel apparaissent les £, est important, comme le montrent deux
illustrations.
La suite :

1 0 1 2 0 1 2 3 1 2 3 4

57 ) §7 57 ) 217 Zu 17 ) 57 57 57 57 SR

est équidistribuée (exercice), car elle se déplace dans I’intervalle de maniere tres régulicre.
Toutefois, étant donné une énumération quelconque :

(rk)k>1

de tous les nombres rationnels Q > ry, si on perturbe artificiellement I’ordre d’apparition
de ses termes par exemple comme :

£ = Trs2  lorsque k est pair,
70 lorsque k est impair,

0,

alors il est clair qu’aucune équidistribution ne peut avoir lieu, puisque la ‘moitié’ de la suite
se voit contrainte de visiter le seul point 0.

Théoreme 18.5. Pour tout nombre irrationnel :

v € R\Q,

la suite des parties fractionnaires :

Iy, 27, By o k) s

est équidistribuée dans |0, 1], et, en particulier, elle est dense.

Démonstration. Soient donc :
0<a<b<l,
et soit la fonction indicatrice :
Lo (7)
de 'intervalle [a, b].
Si on étend cette fonction comme fonction 1-périodique sur R, alors (exercice mental) :

Card {1 <k <n: (kv) € [a,b]} = Z Liog (k7),
k=1

et I’énoncé du théoreme peut €tre reformulé comme la propriété de convergence :

1

1 n
E kz:; l[a,b](k”}/) n:))() Jo 1[a,b}(x) d:i.

~
=b—a
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Une telle reformulation élimine la difficulté technique de travailler avec des parties frac-
tionnaires, et — plus en profondeur dans le cceur unitaire des mathématiques —, elle remet
un probleme d’ Arithmétique entre les mains puissantes de I’ Analyse.

L’énoncé crucial ci-dessous est en fait une généralisation de la propriété de convergence
désirée, et sa démonstration — élégante dans sa maniere d’emprunter un raccourci sédui-
sant — repose sur une mobilisation de I’ Analyse de Fourier !

Lemme 18.6. Si f € €°(R, C) est une fonction continue 27-périodique, alors pour tout
nombre irrationnel :

7 € R\Q,

on a la convergence :
1 © !
- f(ky) — / f(z)dx.
n n— 0o 0
k=1
Démonstration. Divisons les arguments en deux parties.

Dans la premiere étape, vérifions la validité du résultat lorsque f est une fonction expo-

nentielle quelconque :
e2i7r€:1:
avec :

(e,

et dans ce cas nous allons étre aidé par la simplification majeure qu’offre la contraction
d’une sommation géométrique :

G+q+-+q" =¢q

l1—gq

Pour ¢ = 0, a savoir pour f = 1, on a bien (sans limite) :
1 1
0

n

Pour ¢ # 0 entier, puisque ~y est par hypothese irrationnel, on est certain que :

e217r£'y 7é 1’
et apres sommation géométrique :
1 ) ) ) ) 1 — €2i7r nl~y
- |:€217r€7 + 627,7r2€7 4t eQzTrnZv] — 621%7 —
n 1 —esmty
on peut majorer :
n 24 nly
l 6217r kb l einﬁv 1 €
n n 1 — ezimty
k=1
< 1 2
S n ’1 _ e2i7r£7|
—_—
constante
— 0,
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donc on a bien :

0= lim § 6217rk€'y
n— 0o n

1
— / €2z7r€'y dZL',
0

cette derniere intégrale étant connue pour s’annuler !

Ensuite, la propriété de convergence énoncée par le lemme étant manifestement linéaire
par rapport a la fonction f, on en déduit instantanément que pour tout polyndéme trigono-

métrique :
l') _ Z Qé eQiﬂZq},
finie
on a aussi :
1 & !
Sy e o [ ewa
n = n— 0o 0

Pour conclure, la deuxieme étape consiste simplement a mobiliser un raisonnement par
densité.

En effet, grice a la densité des polyndmes trigonométriques comme ci-dessus dans
¢ (R/Z) — conséquence du théoreme de Fejér renormalisé de R/27Z a R/Z —, étant
donné une fonction continue 1-périodique quelconque f sur R comme dans le lemme, pour
tout € > 0, il existe un polyndome trigonométrique Q = Q. tel que :

max |f(z) — Q)] < e.

Mais alors on peut aisément estimer en insérant () deux fois :

S F(kn) - Olf(x)dx - ;gﬂm)—i;wv ZQM /Q ) da +/ Q) da /f
.
< o 2 [r) - Q)+ . ZQM /Q )da| + /!Q(I)ff(x)ldz

tend vers 0
par ce qui précéde

< £+ (Quantité¢ — 0) +¢,
et donc quand n est assez grand, le tout est < 3 ¢, ce qui conclut. U
Pour achever la démonstration du théoreme d’équidistribution, sachant que la fonction

indicatrice 1j,4(2) n’est pas continue de telle sorte que le lemme ne s’y applique pas
directement, c’est encore un raisonnement par densité qui va permettre de conclure.
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En effet, choisissons deux fonctions 1-périodiques positives continues affines par mor-
ceaux :

+ —
fz et [
qui encadrent 1j,; — en supposant 0 < a < b < 1, le cas ol ¢ = 1 étant laissé au
lecteur — :

o< 1y < fF
qui sont bornées par 1, et qui coincident avec 1, except€ sur les deux intervalles :

la—e, a+e| U Jb—e, b+¢|
de longueur totale petite 2 ¢, de telle sorte que :
1 1
b—a—2¢e < / fo(z)dr < / fF(x)de < b—a+2e.
0 0
Une sommation sur les inégalités d’encadrement donne alors :

] — ] — ] —
- > f (k) < - > Ly (ky) < - > (k)
k=1 k=1 k=1

J/ J/

TV NV
1 ,p— 1 4
Wt Jo £ Wt Jo £

mais puisque les deux fonctions f= et f sont continues, le lemme principal ci-dessus a
déja démontré que les extrémités gauche et droite tendent vers les intégrales correspon-
dantes, et donc :

n—oo M n— oo

b—a—2e < Iimimcl Z l[a,b](kv) < Iimsup% Z 1[a7b](k7) <b—a+2e¢,
k=1 k=1

et comme ¢ > () était arbitrairement petit, c’est que la limite existe bel et bien et qu’elle
vaut :

b
b—a= / 1 () dz,
comme programmé par la reformulation effectuée plus haut. U

Observons que le dernier résultat établi, est tout aussi vrai — avec une démonstration
quasiment identique — pour la fonction indicatrice 1,5 d’un intervalle ouvert.

Corollaire 18.7. Pour toute fonction 1-périodique f: R — C qui est Riemann intégrable,
on a encore la convergence :

%g f(kv) 7 /01 f(x)de.

Démonstration. La Riemann-intégrabilité de f s’exprime, pour tout ¢ > ( arbitrairement
petit, par I’existence d’une subdivision A = A(e) de [a, b] :
A = {0:a0<a1<---<a,,_1<ayzl},
telle que, si on définit une fonction en escalier inférieure :
f(x) si x = ay pour un unique 1 < A\ < v,

esc . . . .
A(x) = : inf }f si ay_1 < x < ay pourununique 1 <A < v,
a)—1,a)
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ainsi qu’une fonction en escalier supérieure :

f(x) si x = ay pour un unique 1 < A < v,
fesc(@) = sup f si ay—1 < x < ay pourununique 1 <\ < v,
l[ax—1,ax]

alors la différence entre leurs intégrales est petite :

/ fesc d T — / esc < € ,

et I’intégrale de f s’en trouve enfermée :

(18.8) / s < /f < /fA

Mais pour une fonction indicatrice d’intervalle (ouvert ou fermé), on a vu a la fin de la
démonstration du théoreme précédent que :

1 n
ﬁ Z 1}%71,%[(1{: 7) — (a/\ - aA—l),

n—00
k=1

ceci étant vrai pour tout 1 < \ < v, et si ensuite, on se rappelle que les fonctions en escalier
sont combinaisons linéaires finies de fonctions indicatrices d’intervalles :

ZSC = Z ] inf f 1]11)\ 1%[( )+f<0) 1{0}_'_ +f()'1{1}/7

ay)— 1a>\
1<A<k ’

d’integrale =0

A = Z sup  f+ Ljay yan((7) + £(0) - Loy + -+ + (1) - 1qay,

1K<k }a)\—17a)\[

Vv
d’intégrale =0

on déduit (exercice) de toutes ces visions explicites agréables que :

E fesc ]{7 7 n_mo / esc
1 A / A
- E k — d
n £ fesc( 7) noo Jo fesc (fL’) L

Pour terminer, en revenant a l'inégalit¢ 3¢ < [ < fefc, des sommations-
moyennisations finies donnent :

- Zk y [R(x) d < %Zzzl f(k’y) < - Zk 1 Lc(w) dx

oo(—nl/ ln—)oo
fO esc f() esc

puis en tenant compte de [ (f4. — f£°) < e etde (18.8), sachant que & > 0 était arbitraire,

cet impitoyable pressoir vertical extrait en son centre la liqueur substantifique terminale :

1 < !
E;f(lm) TH—C;/Of(x)dx. O
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Notons que ce résultat n’est pas satisfait par les fonctions plus générales qui sont inté-
grables au sens de Lebesgue, comme le montre la fonction indicatrice :
]-Z—l—’y YA

toujours avec v € R\Q irrationnel, fonction 1-périodique nulle presque partout qui montre
la non-coincidence :

1 — !
- Z 1Z+’yZ(k 7) =1#0 = / 1Z+72-
[ 0

Voici maintenant I’interprétation du lemme et de son corollaire, en termes de ce qu’on
appelle des systemes dynamiques. Ici, le contexte est celui du cercle unité centré en 0 dans
C paramétré par un angle 6. Or une rotation d’angle 27 v :

p: 0 — 0+ 21y
envoie le cercle unité sur lui-méme.

Comment cette action-rotation évolue-t-elle avec le temps ?

En d’autres termes, comment les rotations itérées qui sont les compositions :

02 03 ok
Py P Py ey Py,

et sont elles-mémes des rotations :
pF=po-iop: O — 0+ 21kn,
k foi
018

se comportent-elles en moyenne lorsque k — 0o ?
A toute fonction Riemann-intégrable, on peut associer 1’effet par composition de ces
rotations itérées :

F(p0),  f(p20), f(p2@), ...... . (@), :

ou bien entendu pour tout k£ € N :
F(p°"(0)) = F(0 + 27ky).

Dans ce contexte paradigmatiquement simple, le théoreme ergogique de Birkhoff pour
ce systeme dynamique stipule que la ‘moyenne temporelle’ :

lim Z f(pOk(Q))

n— oo

existe pour tout # € R et est égale a la ‘moyenne spatiale’ :

1 ™
> | s

toutes les fois que v € R\Q est irrationnel. Bien entendu, cette assertion n’est autre qu’une
reformulation du corollaire qui précede, une fois qu’on a effectué le changement de va-
riable :

0 =2mx.

Si I’on revient au probleme des suites équidistribuées, on observe que la démonstration
du théoreme précédent fournit aussi le résultat suivant.
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Théoreéme 18.9. [Critére d’équidistribution de Weyl] Une suite de nombres réels de
Uintervalle [0, 1] :

517 £2a 537 SRR fka BRI

est équidistribuée si et seulement si, pour tout entier non nul ¢ € 7.*, on a :

Démonstration. Une direction de cette condition nécessaire et suffisante a en fait déja été
rigoureusement établie, tandis que ’autre direction réciproque (aisée) est proposée dans
I’Exercise 31. U

19. Une fonction continue nulle part dérivable
(avec les moyennes retardées)

Dans cette section, nous exhibons une fonction continue qui n’admet de dérivée en au-
cun point.

Théoreme 19.1. Erant donné un nombre réel 0 < o < 1, la fonction :

Fal8) = F(8) = 32 S
n=0

définie par une série normalement — donc uniformément — convergente, est continue
mais elle n’admet de dérivée en aucun point 6 € R.

Intuitivement, la série dérivée terme a terme :
. — S on
i § 2n(1 a) e 2" 6
——
n —> 0

a de tres fortes de chances de ne pas converger, puisque le module de son terme général
tend vers 1’infini ! Toutefois, cette observation n’est pas une démonstration, et c¢’est afin de
réaliser réellement une telle divergence qu’apparait une somme d’exponentielles e*? qui
est tres lacunaire, au sens ou seules les fréquences £ = 2™ qui sont des puissances de 2 sont
présentes.

Démonstration. La preuve raconte d’une maniere fort éloquente trois méthodes différentes
de sommation d’une série de Fourier.
Premierement, la méthode ordinaire de convergence des sommes partielles d’une fonc-
tion g € L'(T) :
k=+n

Sul9)(0) = Y Glk)e™

k=—n

se représente graphiquement en plagant des points a hauteur 1 au dessus des entiers k
compris entre —n et + n.
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A

9000000000090 0000000O0CGCEY

Y

ey 0 -~

Deuxiémement, la ‘césarorisation’ de S,,(f) due a Fejér :
o (a)(0) SO+ 5@+ + 5,1(6))

Troisiemement et dernicrement, la sommation par moyennes retardées :

An(g) = 202n(g) — on(y)
possede une allure graphique symétrique de forme trapézoidale :

\
1

9000000000000 0000000000Q

car I’on vérifie (exercice) que :

An(g)(0) = Z G(k) e + Z ( — g)ﬁ(k) ikt

|k|<n n+1<|k|<2n
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Ces sommations par moyennes retardées A,,(g) cumulent les avantages des sommes de
Fourier S,,(g) et de Cesaro-Fejér 0,,(g) : elles conservent la propriété d’étre représentées
par des ‘bons noyaux’, positifs, centrés en 0 et de masse constamment égale a 1, tandis
que pour les séries qui ont des propriétés lacunaires, elles redonnent essentiellement les
sommes partielles simples de Fourier.

En particulier pour notre série trigonométrique lacunaire :

f="fa0 sz e,

n=0

en observant par convergence uniforme que, pour k£ < —1:

-~ e R R L./
f(k’):/ (ZﬁeQO)e k9§

- n=0

1 n do
2227104/ e 7T7

o)

car 2" — k > 1, et que, pour des entiers n = 2" qui sont puissances de 2, on a (exercice) :

n

(192 A (£)(O) = 50(N0) = D iz 7.

k=0
Lemme 19.3. La famille des noyaux de Fejér :

Fult) =) (1 —~ |§|>

|k|<n
L]

n

possede des dérivées qui satisfont :

IFL(t) < n(2n+1),

1 3
IFl.(t)] < 3 (W2+?),

Démonstration. En effet, dans I’expression explicite :

Fult) =) ( —~ %) ekt

|k|<n | ,
<1

et simultanément aussi :

pour tout t € R.

les coefficients-poids sont tous < 1 en valeur absolue, donc quand on dérive terme a terme

cette somme finie :
k|
Fi.(t) = ik 1—‘
(0= Y ik (1= )
—_———

[k[<n

[<n
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et quand on majore sans finesse par < n le module de ces nouveaux coefficients-poids, on

obtient bien, vu qu’il y a 2n + 1 termes :

|EL(t)] < n(2n+1).

Deuxiemement, une dérivation de I’autre expression (close) :

= 228D,

donne (exercice visuel) :
F (1) = sin (§¢) cos (§¢) 1 cos (3)sin’*(5¢)
" sinQ(%) n sin3(§)
Maintenant, dans le deuxieme numérateur a droite, on décompose le carré :

sin2(§ t) = sin (g t) - sin (% t),

et on majore dans un premier temps en négligeant au numérateur les deux cosinus < 1 et
aussi deux sinus numératoriaux sur trois tous < 1 en valeur absolue :

1 +lsin (Z¢)

sin®(4)  nosin®(%)

F. ()| <

Ensuite, la fonction impaire :
[-m, 7] — R
t — sin (%)
t

étant en-dessous de sa tangente d’équation ¢ —— 5 sur [0, ], et au-dessus de sa corde

d’équation t — % t, a savoir satisfaisant I’encadrement classique :
1 H 1
L1t] < sin ()] < 3§ ¢ (It <m),

on poursuit et on termine la majoration par :

comme annonce. O
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Supposons maintenant en raisonnant par contradiction que la série trigonométrique la-
cunaire :

1 o
f(e):Zﬁeze
n=0

admette une dérivée en un certain point 6, € T du cercle unité.

Proposition 19.4. Etant donné une fonction g € €°(T) continue sur le cercle, si sa déri-
vée :
Oo+1t) —g(0
“mg( o+1) —g(f)

t—0 t

= g/(90)7

existe en un certain point 6y € T, alors en ce méme point les dérivées des sommes de Fejér
sont controlées comme :

4(9) (o) = Oflogn),
et de méme pour les sommes retardées :

An(9)'(6o) = O(logn).

Démonstration. Comme o,,(g) est le résultat de la convolution de f avec les noyaux de
Fejér :

i dt
7)) = [ Falto = 9(6) 57
o T
une dérivation sous le signe somme donne :
i dt
760 = [ Fue - tg(t) 5
o T
= F}, * g(6h)
= g F,(6o)
i dt
= F.(t)g(6—1t) —
| Fat-n g

car I’opérateur * de convolution est commutatif. Mais puisque F,, est 27-périodique :

- [52] - [

on a par soustraction astucieuse :

7960 = [ FL(0) [o(60 1)~ gl60)] 5

_7r 2m

Maintenant, g étant supposée dérivable en 6 = 6, il existe une constante Cj, > 0 finie
telle que (exercice) :

|9(60 — t) — g(00)| < Coltl,

pour tout |¢| < 7. Il en découle instantanément que :

/ " / dt
(a0 < Co [ R0 15
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Alors une application intelligente des deux inégalités du lemme qui précede permet de
majorer en découpant I’intégrale :

oY@l < G [ 0] W5+ 0o [ RO g
dt m 1 dt
< Con(2n+1) Agi |t o + Co| 7 + 7) /1<|t<7r m%
— %w +CO(7r2 + g)%[logw— Iogil
< constante + constante - logn
= O(Iogn).
Enfin :
An(g)' (o) = 202n(9)"(6o) — on(9)"(f0)
= O(logn) 4+ O(logn)
= O(Iog n),
ce qui conclut. U

Qui plus est, on a aussi pour la méme raison :
Aan(g)'(6o) — An(g)'(00) = O(logn).

Maintenant, en revenant a notre série trigonométrique lacunaire :

SN .
f(e):2%6297

n=0

et en prenant dans ce qui vient d’étre obtenu :
n=2""1
on obtient en supposant (par I’absurde) que f = g est dérivable en point 6 :
|Aon (f) (6) — Aga1(f)'(60)| < constante - log (2").

Mais par ailleurs, le fait que la série soit lacunaire assure, en revenant a (19.2), que cette
soustraction ne consiste qu’en un seul terme pour tout 6 :

Bon (1)0) = Bys (F)O) = 5z 7",

dont la dérivée en 6 = 0, vaut manifestement :
Ay (£) () — Dyr (f) (B) = 12707 20,
et donc son module :
|A2:(£)(B0) — Ago-r (f)(60)| = 20
ne peut absolument pas étre majoré par :
constante - log (2”)

lorsque n — oo, puisque 0 < @ < 1, ce qui est la contradiction conclusive. U
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20. Une fonction continue nulle part dérivable
(d’apres Lebesgue)

, Département de Mathématiques d’Orsay, Université Paris-Sud
La premiere fonction continue sans dérivée découverte par Weierstrass :
oo
W(z) = Z a" cos (b"x),
n=1
avec 0 < a < 1 et b > 2 entier satisfaisant :
ab > 1+ 3—7T,
2
ne convient pas pour un enseignement élémentaire, ce qui a conduit Lebesgue a rechercher,
en 1939, a améliorer cet exemple en simplifiant au maximum les arguments et en réduisant
les connaissances requises au strict minimum. L’exemple de Lebesgue est inspiré des dé-
veloppements en série de Fourier lacunaires, et il possede 1’avantage de montrer que des
fonctions non dérivables peuvent se présenter au cours d’un calcul d’allure tout a fait nor-
male. Nous allons détailler tres scrupuleusement chaque étape du raisonnement afin d’en
assurer 1’élémentarité.

Théoreme 20.1. La fonction :

L(z) == Z 2% sin (2”2 x)

n=1
est continue 2m-périodique sur R par convergence normale, mais elle n’admet de dérivée
en aucun point x € R, a savoir plus précisément, en tout point x € R, il existe une suite :

qui tend vers zéro telle que :
L(x + hp) — L(x)
I .
Démonstration. Pour x € R quelconque il s’agit donc d’examiner la limite :
L(z+ h) — L(z) i 1 sin (2”2(m + h)) —sin (2”2 x)

flL—>0 h - AL h

oo = lim
m—0o0

n=1
La premiere astuce simplificatrice de Lebesgue consiste a choisir des h € R petits et
suffisamment spéciaux pour annihiler tous les termes de cette somme de quotients différen-
tiels, a partir d’un certain ordre m + 1 > 2 arbitraire, et nous prétendons (avec Lebesgue)
que cela est possible avec par exemple :
h :=h,,
o
T om2+1?
sachant qu’un autre choix similaire suivra ultérieurement pour compléter 1’argumentation :
N N
h :=h,,
3m

= om2+1’
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Ainsi donc avec h = h,,, dans la somme infinie que 1’on découpe :
[o.@] m o0
SIS
n=1 n=1 n=m+1

tous les quotients différentiels de la deuxieme somme-reste infinie pour n > m + 1 :

>2

2
2 . 2 277/ . 2
sin (2” (x + QH)) —sin (27" z) _sin <2” x + Y 7r)> —sin (2" z)
Py B P

=0
disparaissent simplement grace au fait que y — siny est 27-périodique, et donc le quo-
tient a examiner se réduit a :
L(z + him Zm: 1 sin (2 (z + hy,)) — sin (27" )
h 2n [,

n=1
De méme, on vérifie aisément que 1’on a aussi pour les mémes raisons la troncature
similaire :

L(z +h,,) —L(z) i 1 sin (27 (x + b)) —sin (2" x)
h, B 2n h,

n=1

. 1. e, e, . .. , 2 .
Maintenant, la seconde idée qui était implicitement cachée dans les 2", c’est de faire
en sorte que dans ces sommes finies :

3
L

m
E = + m-&me terme,

n=1 1

3
Il

le dernier terme non nul surpasse considérablement la somme de tous ceux qui le précedent
afin de faire diverger a souhait les quotients différentiels.
Plus précisément :

L(z + ) — L(z) m=1 4 sin (2”2(x + hm)> — sin (2"2 )

1 sin (2”‘2 T+ g) —sin (2m2 m)

o :;2_” i T om

T
2m2+1

Vv Vv
somme & controler dernier terme a faire diverger

avec des expressions similaires lorsque h,,, est remplacé par h! .
Puisqu’il s’agit de contrdler une somme » " de quotients du type :
sin (a(z 4+ h)) —sin (az)
h Y
un énoncé auxiliaire élémentaire sera le bienvenu.

Lemme 20.2. Etant donné a > 0 fixé, pour tout x et tout 0 < h < %,
sin (a(z + h)) —sin (a )

h

ona:

< 2a

)
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Démonstration. La formule :
sin (a+ ) = sina cos 8 + cos a sin 3
permet de développer :

sin (a(z 4+ h)) —sin (az) = sin (az) cos (ah) + cos (az) sin (ah) — sin (az)
= cos (ax) sin (ah) + sin (az)[cos (ah) — 1].

Ensuite, les majorations standard :
|S|n y‘ y
lcosy — 1| < =

valables pour tout y € R (exercice de révision) permettent de déduire :

2
sin (az + ah) — sin (ax) . {ah)
< 1-|ah :
2
a
= — |h
a+ 3 ||
< 2a,
ce qui conclut. U

Pour les termes de la somme a controleravec 1 <n<m —1,ona:
a=2"

et alors :
T

- 2m2+1

satisfait bien 0 < h < % (exercice mental), donc le lemme s’applique pour majorer la
somme en question :

m—1

1S|n 2% (2 + hyn)) — sin (2 |
E — 2 2”
hon 2”
n=1 n=1
m—1
2 2n —-n
n=1

—9 [20 T A 2<m—1>2—<m—1>]

(m—1)*—(m—1)

<2y o
k=0
—9 2(m71)27(m71)+1

— 2m2 —3m+4



8. Polynémes orthogonaux 163

En revenant donc au quotient différentiel laissée en chemin plus haut :
1 sin (2’”2 x + g) — sin (27”2 :U)

m s
2 2m2+1

N J/
-~

dernier terme

— O(2m2_3m+4) 4 gmPmil 1 [sin (27"2 T+ %) —sin (2’”2 x)},
——

L(z + hpy) — L(2)
hm

=0 (2m2—3m+4) +

dominant N ~~
lorsque m — co assurer que cela soit non nul

il suffirait d’assurer que le terme entre crochets soit uniformément non nul pour que la
. . 2_ . . < . . . sy 2
domination de 2" ~™*! contraigne ce quotient a diverger vers 1’infini, comme cela a été
annoncé.
Cependant, ce terme entre crochets :
N m2 s H m2 S m2 M m2
sin (2 T+ 5) —sin (2 x) = cos (2 x) —sin (2 x),

J/ J/

vV Vv
=:am =:Bm

n’est pas forcément uniformément minoré, en valeur absolue :
|04m - 5m ‘ .

Mais c’est la qu’intervient I’'idée anticipée d’effectuer aussi les constructions avec
I’ autre suite :

3m
h;n = om2+1’
2m +1
puisqu’alors 1’autre terme entre crochets afférent :

L(z + 1) — L(z) i sin (2m2 T+ 37”) —sin (2m2 :C)

=0 (2m2—3m+4) +

n 2m e
m=—om m=—m 1 M m T M m
:O(223+4)—|—22 “3—7T[sm(22x+37>—sm(2Qx)},
devient égal a :
— cos (2’”2 z) —sin (2m2 T) = —Qm — B

Lemme 20.3. Deux nombres réels « et 3 contraints par la relation :
A+ p2=1
satisfont toujours :
max (ja — 8], la+8]) = 1.

Démonstration. En effet :

o= B+ |a+ 8] =a®—2a8 + 82+ a®+ 208+ §2

=2,
donc "'une au moins des valeurs absolues est > 1. ]
Ainsi, au moins une des deux suites de quotients différentiels :
L(z + hm) — L(x)| gm*=m-+1

hom T

[am . 5m} + O<2m2—3m+4)’
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ou :
L(z+h!)—L(z)| 27 —mt o g
e t) ZLE)| 27 o)
diverge vers oo lorsque m — oo, fin de la démonstration ! U

21. Exercices

Exercice 1. Soit f € L!(T, C) une fonction 27-périodique sur R Lebesgue-intégrable.

> : for (B — [T —ik6 do £ ; .
(a) Montrer qu’avec ses coefficients de Fourier f(k) = [*_ f(f)e 5-» la série de Fourier de f :

Z f(k‘) ko
kEZ
peut se ré-écrire sous la forme :
FO)+ 3" [F(k) + F(—k)] coskt + > i [f(k) — (k)] sin kf.
k=1 k=1

o~ ~

(b) Lorsque f est paire, montrer que f(k) = f(—k) pour tout k& > 0, de telle sorte qu’on obtient une série
de cosinus.

~ ~

(c) Lorsque f est impaire, montrer que f(k) = — f(—k) pour tout k£ > 0, de telle sorte qu’on obtient une
série de sinus.

(d) Lorsque f(0 4+ m) = f(0) pour tout # € R, montrer que f(k) = 0 pour k € Z impair.
(e) Montrer que f € L*(T,R) est a valeurs dans R lorsque, et seulement lorsque :

= ~

f(k) = f(—k) (VkE€Z).

Exercice 2. Soient f,g,h € L'(T) trois fonctions Lebesgue-intégrables sur le cercle unité T = R/277Z.
Montrer I’ associativité du produit de convolution :

frlgnh) = (frg)xh.
Exercice 3. Soit la fonction 27-périodique impaire définie sur [0, 7] par 6 (7r — 0).
(a) Dessiner le graphe de f.

(b) Calculer les coefficients de Fourier de f.

(c) Montrer que pour tout § € R,on a:

k=1
k impair

Exercice 4. Soit f la fonction définie sur [—, 7] par f(0) := |6)].
(a) Dessiner le graphe de f.

(b) Montrer, en les calculant, que les coefficients de Fourier de f valent :

f(k) 3 pour k=0,
B %,;Uk lorsque k € Z*.

(¢) Ecrire la série de Fourier de f en termes de sinus et de cosinus.

(d) Au point 8 = 0, en déduire les deux formules d’Euler :

Lo |2 8 k2 6
=1 k=1

k impair
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Exercice 5. Sur I'intervalle [—, 7], avec § > 0, on considere la fonction :

0 lorsque ¢ < |0] <,
1) = 0
1- % lorsque 0 < |6] < 6.
(a) Dessiner le graphe de f.
(b) Montrer que :
) 2. 1 — cos(nd)
f(6) = 2 +2 ,; a5 cos(nf) (Vo €[—mx]).

Exercice 6. Soient deux réels positifs 0 < p < 7 et h > 0, et soit, sur le segment [0, 7], la fonction corde
pincée définie par :

0h
— lorsque 0 < 6 < p,
p
0) :=
f(0) I
lorsque p < 0 < T,
T—p

—T 0 o
Montrer que ’on a, pour tout € [—7, 7] :
fo) = Z Ay, sin(mb),
m=1
avec :
2h si
Am = Sm(mp) Vm>=1).
m? p(m —p)

Exercice 7. (a) Effectuer la démonstration complete du Théoreme 5.5.

(b) En appliquant le Lemme de Riemann-Lebesgue, montrer qu’on a en fait, lorsque |k| — oo :
~ 1
k) =ol — ).
7 = ()
Exercice 8. Soit la suite (ay,),cz définie par :

lorsque k£ > 1,
ap ‘=

O =

autrement.

Vérifier que (ax) € ¢3(Z), mais qu’il n’existe aucune fonction intégrable dont les coefficients de Fourier sont
égaux aux ay.

Exercice 9. Montrer qu’il existe une constante ¢ > 0 telle que pour toutn > 1, il existe une fonction continue
fn € €°(T) avec |f,| < 1 telle que :

Sn(fn)(0) = clogn.
Indication: La fonction g,, égale a 1 1a ou le noyau de Dirichlet D,, est > 0 et égale a —1 la ou D,, est < 0
conviendrait, si elle n’était pas discontinue. Approximer alors g,, par une fonction continue appropriée f,.
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Exercice 10. (a) Montrer que pour o € R\Z réel non entier, la série de Fourier de la fonction définie sur

[0, 2] par :
T i(r—6)a
sin(ma)
est égale a :
X gind
= ontal

(a) Appliquer I’identité de Plancherel pour en déduire que :

(oo}

1 72
Z (n+ a)? - (sinma)?’

n—=—oo

Exercice 11. (a) Montrer que :

1 1
T ST F
— (@2n+1)* 96 —nt 90
Indication: Introduire la fonction f définie sur [—, 7] par f(#) := |6, calculer ses coefficients de Fourier, et
appliquer I’identité de Plancherel.
(b) Montrer que :
oo o
1 6 1 6
St 4 Yaae
(2n+1)° 960 nS — 945

n=0

n=1
Indication: Utiliser la fonction 27-périodique impaire g définie sur [0, 7] par g(0) := (7 — 0).
Exercice 12. Soit & € C\Z un nombre complexe non égal a un entier.
(a) Calculer les coefficients de Fourier et la série de Fourier de la fonction 27-périodique définie sur [—, ]
par f(0) := cos(ad).
(b) Obtenir la formule suivante due a Euler :

oo

) S S
n?—a2 222 2atan(ar)’

n=1

(c) Pour u € C\7Z, montrer que :

1 > U
cotanu = E+2 E m
n=1
(d) Pour @ € C\Z, montrer que :
oo
am (—1)nt
= 1+2a°
sin(a) * ; n? — a?

(e) Pour 0 < o < 1, montrer que :

oo ta—l T
/0 t+1 sin(am)’

Indication: Découper I’intégrale fooo en fol + floo, puis effectuer le changement de variable ¢ = % dans la
seconde intégrale. Ensuite, les deux intégrales étant de la forme :

1 tyfl J
t
[) Tt (0<y<1),

montrer que cette derniere vaut :

= k+
Enfin, pour conclure, appliquer la question (d).



21. Exercices 167

Exercice 13. Au-dela de ce qui précede, 1’objectif est de trouver une formule générale pour les sommes
d’Euler :

i 1
— n2m,’
ou m > 1 est un entier quelconque. Le cas des puissances impaires, pour lequel aucune formule close n’est
connue, ouvre sur de nombreux problemes qui excitent toujours la sagacité des mathématiciens contempo-
rains.

On définit les nombres de Bernouilli comme apparaissant dans le développement en série entiere de :

z B, ,
1T
n=0
(a) Vérifier par un calcul manuel que :
1 1 1
0 ) 1 3’ 2= 5 3 =0, 4 307 5 =0

n—1
1 1

By = ——— <"Z )Bk

n+ o

(¢) En écrivant :

Z z > B, .
—1-Zz -_n _n
er —1 2+7§ n!z’

montrer que B,, = 0 pour tout entier impair n > 3.

(d) Montrer que :
o 22n B2n 9
zcotanz = 1+ E (—1)”Wz"

n=1

(e) Soit la fonction zéta définie pour s > 1 réel par :

W)=
n=1

En utilisant I’Exercice 12 qui préceéde, montrer que :

2
xcotanx = 1 —2 ((Qm) 2",
s m

m=1
(f) Conclure en obtenant la formule explicite générale suivante, valable pour un entier m > 1 quelconque :
27r)2m
2¢em) = (—1ym B g
Exercice 14. [Cesaro, Abel, Tauber] (a) Si la série Z;ozl ¢ =: { converge vers une limite finie, montrer
qu’elle est aussi Abel-sommable, i.e. qu'on a aussi £ = lim, 1 > po, cxr”. Indication: Vérifier qu’on peut
p :

supposer £ = 0. Avec :
S = Cc1+ -tk (k>1),
montrer, pour tout K > 1, I’identité d’Abel :

K K
Z cpr® = (1-7) Z spr? 4 serSTL
k=1

k=1
Laisser s’envoler K — oo pour obtenir :

i crt = (1—7) i sprF.
k=1

k

=1
Enfin, montrer que le membre de droite tend vers 0 lorsque r =1
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(b) Trouver une série Z/?i1 cprk qui ne converge pas, tandis que Iimr?l Zzozl crrk existe.
(¢) Montrer I’implication « Cesaro-sommable =—> Abel-sommable » :

S1 + + s >
lim 22— 7% — pexiste | = lim E e ¥ = ¢ aussi.
K — oo K r—1 P

<

Indication: Vérifier qu’on peut supposer £ = 0, et établir I’identité :

Z art = (1 —r)? Z koyrk,
k=1 k=1

les moyennes de Cesaro des sommes partielles de la série étant abrégées par :

O 1= (k>1).

(d) Trouver une série Y, ; ¢ telle que limy_, o S5 p’existe pas, tandis que Iimr?l > oney ekt

existe. Indication: Observer que si Zzozl ¢y, est Cesaro-sommable, i.e. silimy_ o w =: / existe, alors
< tend vers 0 quand k — oc.

(¢) Montrer que si une série >~ ; ¢ est Cesaro-sommable, ef si ¢, = o(7), ¢’est-a-dire si de plus 0 =

limg_ o0 k ci, alors 220:1 ¢ converge aussi vers /. Indication: Etablir et utiliser I’identité :
(k=1Dcp+---+c2
k

Sk — Ok — (k>2).

- o0 k . . . _ 1 oo s

(f) Montrer que si I|mr?1 Sopey cer® =: Lexiste e si ¢, = o), alors Y7, cj, converge aussi vers /.
. . . e K K ..

Indication: Estimer la différence entre Y, _; cj et > p_; ¢, " en choisissantr =1 — 1.

Exercice 15. Pour 0 < r < 1 et pour 6 € R, soit comme précédemment le noyau de Poisson :
1—72

P,) = ———M——.
() 1—2rcosf + r2

2 . 92 82 L. 2 . .
(a) Montrer que I’opérateur laplacien A := 57— + 252 s’écrit en coordonnées polaires :

T or2  rdr 2 9027

(b) Montrer que la fonction :

P,

00
satisfait dans le disque unité ouvert D := {x +iy € C: 22 +y% < 1} = {re??: 0 < r < 1,0 € R}
I’équation :

u =

0 = Au.

(¢) Montrer, pour tout € R, que :
0 = lim u(r,0).
r—1
<
Autrement dit, v est une fonction non identiquement nulle dans le disque unité D solution de 1’équation de
Laplace Au = 0, et qui posseéde pourtant une valeur au bord identiquement nulle sur le cercle unité T = 0D.

Exercice 16. (a) Démontrer rigoureusement le Théoréme 16.4, d’abord sous la forme suivante : si f € L*(T)
est intégrable, et si fp € T est un point en lequel f est continue, alors les sommes d’Abel de f y convergent
vers f(0p) :

m (P, f)(6o) = f(6o).

li
r—1
<

lim A,(/)(00) =

(b) Ensuite, démontrer completement le Théoréeme 16.4, avec convergence uniforme, sous 1’hypothese que
f € €°(T) est continue en tout point du cercle unité T.
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(¢) Soit une fonction f € L'(T) qui posséde, en un certain point fy € T, une discontinuité de premiére
espéce, au sens ol les deux limites a gauche et a droite :

}!ig‘of(@o +h) = f-(bo) et }llig]of(eo +h) = f4(6)

existent. Montrer que :

tim A, ()(60) = f7(9o);f+(9o)_

Indication: Apres les avoir justifiées, utiliser les valeurs :
1 0 do 4 do
- = P.(0) — = P.(0) —.
2 /_ - ( )27'( /0 ( )27r
Exercice 17. Soit f(z) = 1{4,4)(z) la fonction indicatrice d’un intervalle fermé [a, b] C [, 7] avec a < b,

définie par :
1 lorsque x € [a, ],

1 =
fa.0) (%) {O autrement.

(a) Montrer par le calcul que la série de Fourier de f vaut :
b—a —ina efinb

e — .
+ . 6277,9 )
2T ZZ 2imn

ne

n#0

(b) Montrer que si a # — 7 ou si b # T, cette série de Fourier ne converge pas absolument en certains points
6. Indication: Il suffit de faire voir que pour de nombreuses valeurs de n, on a ‘sin(n 90)’ > ¢ > 0, au point
central 8y := (b — a)/2.

(c) Toutefois, montrer en utilisant les sommations par parties d’ Abel que cette série de Fourier converge en
tout point § € R/277Z. Que se passe-t-il lorsque a = — 7 et b = 7 ? Indication: Si (ax)7 ; et (bx)7>; sont
deux suites de nombres réels quelconques, alors pour tout n > 2 on a la sommation par parties :

n—1 n
D lak —aria)[br 4+ 1] =D arby — an (b + -+ by),
k=1 k=1

ce qui permet de déduire le Critere de convergence d’Abel : Si la suite (ak) est positive, décroissante,

o0

o k=1
4, . . n 3 2. oo

convergente vers zéro, et si la suite (Y _, bk)n—l est bornée, alors la série ) .~ arby converge.

Exercice 18. [Poincaré, Wirtinger] Deux inégalités établissent une relation entre la norme intégrale L?
d’une fonction et celle de sa dérivée.

(a) Si f: R — C est une fonction T-périodique avec T' > 0 de classe ¢! de moyenne 0 = fOT f(x)dx
nulle, montrer que :
T2 T

2

T
| @l s <

Indication: Utiliser Bessel, Plancherel, Parseval.
(b) Montrer qu’on a égalité lorsque, et seulement lorsque f(z) = Asin(2% z)+ B cos(2% z) avec A, B € C.

(¢) Toujours avec f comme ci-dessus, et avec g de classe 4! et T-périodique (sans étre nécessairement de
moyenne nulle), montrer que :

[ e

(d) Sur un intervalle [a,b] C R avec —00 < a < b < oo, pour toute fonction de classe ¢! satisfaisant
0 = f(a) = f(b), montrer que :

b —a)? b
/ |f(:r)’2dx < (b7T72)/ ’f’(x)|2dx.

Indication: Prolonger f a I’intervalle [2a — b, a] comme fonction impaire de x — a sur [2a — b, b], puis comme
fonction T-périodique de période T' := 2(b — a), afin de pouvoir appliquer la question (a).

2 2

<

T T
’f(ac)‘ da:/o ‘g (a:)‘ dx.

2
47 0
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(e) Montrer qu’on a égalité lorsque, et seulement lorsque f(x) = Asin (7r z _“) avec A € C.

b—
(b—a)?

(f) Montrer que la constante “—;

ne peut pas étre améliorée.

> sinx T
de = —.
/0 z 2

Indication: Partir du fait que I'intégrale de D,, () sur [—, 7] vaut 27, utiliser le fait que la différence :

1 2
—F 3
sing 0

Exercice 19. Montrer que :

est continue sur [—, 7], et appliquer le lemme de Riemann-Lebesgue.

Exercice 20. Soit f: R — C une fonction 27-périodique intégrable.
(a) Pour k£ € Z, montrer que :
-~ T 10 A0
s —ik6
fy == [ ro+p) e g

puis que :
~ T f(O)— f(O+ T o dO
oy [ LOSO5D)  db
. 2 27
(b) Lorsque f € €(T) est a-hdldérienne, avec 0 < a < 1, & savoir lorsqu’il existe une constante 0 < C' <
oo telle que, pour tous 8, h € R :

|F(0+h) = f(0)] < Clh|*,

(c) Montrer que cette estimation de croissance des coefficients de Fourier d’une fonction f € ¢*(T) avec
0 < a < 1 ne peut pas étre améliorée, en utilisant la fonction :

£ =% 2,%@”“9.

£=0

montrer que :

Indication: Vérifier d’abord que f € €“(T), puis que f(k) = 7% quand k = 2° est une puissance de 2.
Ensuite, découper :

FO+R)—fO) = >+ >
Pour estimer la premiére somme, utiliser la majoration |1 — e%®| < |6], valable pour 6 petit. Pour estimer la
seconde somme, utiliser I’inégalité triviale |e?® — €| < 2.
Exercice 21. Si f est une fonction réelle bornée monotone sur [—, 7], montrer que :
. 1
o) =031 ):

Indication: On peut supposer que f est croissante, avec |f| < M < oo. Commencer par vérifier que les
coefficients de Fourier de la fonction indicatrice 1, ;) d’un segment quelconque [a, b] C [—, 7] croissent au
plus en O (ﬁ) Ensuite, montrer que toute combinaison linéaire finie de telles fonctions indicatrices :

J
§ : Aj Lia; 10,00
i=1
avec :

et avec :
—T=a<a < <aq-o1<a=m,
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a des coefficients de Fourier qui croissent au plus en O(ﬁ), uniformément en le nombre J > 1 de termes.

En sommant par parties (Abel), utiliser le fait que la somme téléscopique > (A; — A;_1) est bornée par 2 M.
Enfin, approximer la fonction monotone f par de telles sommes.

Exercice 22. Montrer que les coefficients de Fourier f(k:) d’une fonction continue f € ¢°(T) sur le cercle
unité peuvent tendre vers 0 lorsque |k| — oo d’une maniére arbitrairement lente, en montrant que pour
toute suite (ex)rez convergeant vers 0 lorsque |k| — oo, il existe une fonction f € €°(T) telle que
|f(/€)| > ¢, pour un nombre infini de valeurs de . Indication: Sélectionner une sous-suite (e, )52 ; satisfai-
sant y_ 7 | gy, < 00.

Exercice 23. L’objectif est de donner une preuve alternative de la Proposition 17.2, d’apres laquelle les

expressions :
k0
>
INIIN
sont bornées uniformément, indépendamment de K > 1 etde 6 € R.

(a) SiDy(#) désigne le noyau de Dirichlet, vérifier que :

eikO

X sin 0
2% > p => gfa) :%/0 (D (t) — 1) dt.
k=1

1<[k|<K

oo

(b) Conclure en utilisant le fait, déja éclairci dans 1’Exercice 19, que sint gt < oo,
] que Jo 7

Exercice 24. Soit D,, le noyau de Dirichlet. Déterminer la constante c telle que :
4 1
IDn] . = > logn +c+O(2).
Quelle serait la constante suivante dans le reste O (%) = % + O(%) ?

Exercice 25. [Phénoméne de Gibbs] Soit f la fonction en dents de scie définie sur [0, 27| par :
0 en 0 =0,

5 lorsque 0 < 0 < 27,

et prolongée a R tout entier par 27-périodicité.
(a) Vérifier que :
7 = f1(0)~ J-(0).
(b) Montrer que la série de Fourier de f est :
1 etk? > sin(k0)
2 Z [ Z k-

kez* k=1

(c) Montrer, pour tout entier K > 1, que la K'-¢me somme partielle Sk (f)(0) = Z,[f:l w de cette série
de Fourier satisfait :

T T sint T
S 0)— - = —dt — —.
o2, S () — 3 /0 ¢ 2

0.5 1 1.5 2 25 3
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Ce résultat est la manifestation d’un phénomene universel concernant la convergence des séries de Fourier
de fonctions ¢! par morceaux, au voisinage de toute discontinuité de premiere espece. Lorsque K devient
grand, I’amplitude des oscillations tend vers une limite strictement plus grande que 1’amplitude — le saut
f+(0) — f_(0) — de la discontinuité, atteignant jusqu’a 8,9% de ce saut, alors que la largeur de la zone
d’oscillation tend vers zéro, c’est-a-dire que les soubressauts s’évanouissent en se déplagant vers le trou de la
discontinuité, ce qui est nécessaire a cause du théoréme de convergence de Dirichlet.

Exercice 26. L objectif est de produire de maniere tres élémentaire une fonction continue qui n’est dérivable
en aucun point, grice a des «empilements fractal » de singularités non dérivables simples. Sur [—1, 1], soit
la fonction (z) := |x| non dérivable en 0 que I’on prolonge a R tout entier comme fonction périodique de
période 2.
(a) Montrer que la fonction :
o0 3 n
x) = - 4"
1@ =3 (3) etara)
n=0

est continue sur R.
(b) On fixe xg € R. Pour tout entier m > 1, soit d,, := i% ﬁ, ou le signe + est choisi de telle sorte
qu’aucun entier ne se trouve entre 4™z et 4™ (xg + J,,). On considere le quotient :

90(4"(960 + 5m)) — (4"x0)
Tn = S .

Montrer que sin > m+ 1, ona~, = 0, tandis que pour 0 < n < m, ona |y,| < 4™ avec égalité |v,,| = 4™.
(c) En utilisant ce qui précede, obtenir I’estimée :
f(@o 4+ 0m) — f(20)
Om

(d) Conclure que f n’est pas dérivable en x.

1 m
> 5 (3" +1).

Exercice 27. [Théoréme de Dirichlet original] Montrer que la série de Fourier d’une fonction continue sur
T = R/27Z qui ne posséde qu’un nombre fini de minima et de maxima converge vers la fonction en tout
point, et ce, qui plus est, uniformément.

Exercice 28. L’ objectif est de démontrer qu’avec 0 < a < 1 quelconque, la série trigonométrique :
i sin(nd)
« )
n=1 n
qui converge pour tout § € R, n’est la série de Fourier d’aucune fonction f € L(T).
(a) On introduit le noyau de Dirichlet conjugué :

n

D,.(0) =i Z sign(k) et = Z sin(k0),

[kl<n k=1
ot la fonction signe est définie par :
-1 lorsque k < —1,
sign(k) := ¢ 0 pour k=0,
1 lorsque k£ > 1.
Montrer que :
5,(0) — cos(6/2) - cos((n+ 3)0)
sin(6/2)
(b) Montrer qu’il existe une constante 0 < ¢ < oo telle que pour toutn > 2 :
/ ID.(0)|d0 < clogn.

—T

(c) Montrer, pour toute fonction intégrable f € L'(T), que :
(f* 5n)(0) = O(logn).
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(d) Aboutir a la contradiction :
"1
Z i O(logn).
k=1

Exercice 29. Soit p/q un nombre rationnel avec p et ¢ deux entiers premiers entre eux, et, sans perte de
généralité, avec ¢ > 1. On définit une suite de nombres réels appartenant a [0, 1[ par :

& = (kp/a),

ou (y) := y — [y] = y — Enty est la partie fractionnaire d’un nombre réel quelconque y € R. Montrer que la
suite (£x)72; est équidistribuée sur les ¢ points de la forme :

0, 1/q, 2/¢, ..., (¢—1)/q

a savoir précisément, montrer que pour tout entier 0 < a < g,ona:
Card{k: 1<k <n, (kp/q) =a/q} 1 40 1
n g n)
Indication: En utilisant une identité de Bézout 1 = rp + sq avec r, s € Z, montrer que pour tout entier [ > 0
il existe un unique entier k satisfaisant les deux conditions :

o lg<k<(+1)gq
e (kp/q) =a/q.

Ensuite, diviser n > 1 par ¢ :
n=sq-+r,
avec s > 0et 0 < r < g, et établir que :
< Card{k: 1<k <n, (kp/g) =a/q} < s+ 1.

ou 7 est la partie fractionnaire de :

(%)

n’est pas équidistribuée dans [0, 1[. Indication: Montrer que :

(555 (55

est solution de la récurrence de Fibonacci :

Exercice 30. Montrer que la suite (Wk) zozp

Uk+2 = Uk+1 + Uk,
avec conditions initiales ug = 2 et u; = 1.

Exercice 31. Montrer la réciproque du théoréme de Weyl : si une suite de nombres réels &1, &o, . .. dans [0, 1]
est équidistribuée, alors pour tout entier £ € Z* :

= lim § 2z7rZ§k
n—oon

Indication: 11 suffit de montrer que pour toute fonction continue sur [0, 1] :
1

2@ [ e

n— oo

et on pourra commencer par vérifier cela dans le cas ou f est la fonction indicatrice d’un intervalle [a, b] C
[0,1[.
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Exercice 32. Montrer que pour tout réel a # 0, et tout réel 0 < o < 1, la suite des parties fractionnaires :
(@l?), (a2, ..., A(ak%)y, ...,

est équidistribuée dans [0, 1[. Indication: Etablir que pour tout réel b # 0 :
Z eQiTrbk” _ O(no) + O(nl—a)’
k=1

en montrant tout d’abord que :

n n n 1
2imbk 2imw bz _

S [Tt a0 Y ).

k=1 1 k=1

Exercice 33. Montrer que pour tout a € R, la suite des parties fractionnaires :

(alogl) , (alog2), (alog3), ..., (alogk), ...,
n’est pas équidistribuée dans [0, 1[. Indication: Comparer la somme >, _, e?"*!°¢* avec une intégrale.

Exercice 34. Soit f une fonction périodique sur R de période 1, et soit (£;)%°  une suite qui est équidistribuée
dans [0, 1].

(a) Lorsque f est continue de moyenne fol f(x) dz = 0 nulle, montrer que ’on a uniformément en z :

n

0= f(x+ &).
1

o1

lim —

n—oo N
k

Indication: Etablir d’abord cela lorsque f est un polynéme trigonométrique.
(b) Lorsque f est seulement Riemann-intégrable sur [0, 1] et & nouveau de moyenne fol f(z)dx = 0 nulle,

montrer que :
1 2
0= lim / dz.
n— o0 0

U3 et &)

k=1
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Convolution et régularisation

Frangois DE MARCAY

Département de Mathématiques d’'Orsay
Université Paris-Saclay, France

1. Rappels sur les espaces LP(R?)

Dans tout ce chapitre, nous travaillerons en dimension finie d > 1 sur R? avec des
fonctions f: RY — C a valeurs complexes. Bien entendu, la mesure de référence est la
mesure de Lebesgue :

der = dxq---dzg.

Pour un exposant 1 < p < oo, soit ’espace des fonctions de puissance p-€éme inté-
grable :

LP(RY) := {f: R? — C mesurables telles que / |f(z)|P dz < oo},
R4

ces fonctions mesurables étant considérées a un ensemble de mesure nulle pres, comme
I’exige la théorie de I’intégration.

Lorsque p = oo, I’espace LP(R?) devient I’espace L>°(R?) des fonctions mesurables
f: R? — C telles que la quantité suivante :

£, :=inf{M >0 tel que 0 = mesure({z € R?: |f(z)| > M})}

< 00,

est finie, quantité dont on démontre alors qu’elle constitue une norme sur L>°(R?). Mais
la plupart du temps, nous exclurons I’étude du cas p = oo, car L* n’est pas un véritable
espace de fonctions intégrables.

En supposant donc 1 < p < oo, effectuons alors quelques rappels de résultats fonda-
mentaux d’un cours d’intégration, sous forme de théoremes énoncés sans démonstrations,
résultats qui sont tout aussi valables en remplagcant R? par un sous-ensemble mesurable
quelconque £ C R4,

Définition 1.1. Deux nombres réels p et p’ appartenant a I’intervalle ouvert |1, oo[ sont dits

conjugués lorsque :

p P
Par extension, on dit aussi que 1 et co sont conjugués.
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L’inégalité suivante dite « de Holder» généralise la classique et basique inégalité de
Cauchy-Schwarz :

<( [ v ([ wra)”

valable pour tout couple de fonctions f et g dans L?(RY), sachant que 2’ = 2 puisque
1 1

s+ =1

2 T2

(1.2) f(@) g(x) de

‘Rd

Théoreme 1.3. [Inégalité de Holder] Pour toute paire d’exposants conjugués p,p’ avec
1 < p,p’ < o0 et toute paire de fonctions mesurables f € LP(R?) et g € LP(R?), le
produit f(z) g(x) appartient a L*(R?), et sa norme L' est contrélée par le produit simple
et nu des normes LP et LP de f et de g :

I gler < 1f 1z lgl 2o,

a savoir en d’autres termes plus explicites mais complétement équivalents :

<([seras) ([ owrw)

De cette inégalité, on déduit que LP(IR?) constitue un vrai espace vectoriel normé.

(1.4) f(z) g(x) dx

‘Rd

Théoreme 1.5. [Inégalité de Minkowski] Pour tout exposant p € [1, 00| et toute paire de
fonctions mesurables f,g sur RY telles que f(x)P et g(x)P soient intégrables, i.e. appar-
tiennent a L*(R%), on a :

(1.6) (/Rd|f(a:)+g(x)‘pda:); < ( 5 ]f(x)|pda:);+ (/Rd ’g(x)‘pdx);.

Grace a cette inégalité triangulaire, la quantité :

= ( [, \f(x)i"dx)‘l’

constitue bien une norme sur I’espace LP(R?). Voici maintenant un résultat beaucoup plus
profond.

Théoréme 1.7. Pour 1 < p < oo, I'espace vectoriel normé (LP(R?), | - | 1») est complet
et séparable. U
Pour la distance dist (f, g) := | f — g » issue de la norme, rappelons que la complétude

signifie la convergence dans I’espace ambiant de toute suite de Cauchy :
V (fn)r2, satisfaisant (‘v’&t >0 3INE)>1 VYne2n 2N(E) | fun = fur| p < 5)
3 fs € LP appartenant a I’espace en question avec 0 = nIme H fn— fOOH e
et que la séparabilité signifie I’existence d’une suite dénombrable dense :
J(hy)or, € LP VYge P Ve>0 dn(e) Hg - hn(f)HLP <e.

Un autre autre résultat utile se révele incidemment lorsqu’on examine la démonstration
de la complétude de LP(R?).
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Théoreme 1.8. Etant donné une suite quelconque de fonctions ( f,,)2, appartenant toutes
a LP(R?) qui convergent en norme LP vers une certaine fonction f, € LP(R?) :

0= an - fOOHLP(]Rd)’

. . . . 9] .
il existe au moins une sous-suite ( fnk) L, qui converge ponctuellement presque partout :
lim fnk (J}) = foo(:c) (pour presque tout x € R?). O
k—00

Enfin, le résultat classique suivant de densité va s’avérer €tre I’outil le plus utile pour
tout ce chapitre.

Théoréme 1.9. L’espace €°(R?) des fonctions continues & support compact sur R est
dense dans (LP(R?), | - |1») :

Ve LPRY) Ve>0 3geGRY) |f—gllppe <& O

2. Translations dans LP(R?)

Définition 2.1. Soit ¢ € R? un vecteur constant et soit f € LP(R?). On appelle translatée
de f par a, et on note 7, f, la fonction définie pour tout x € R? par :

(Taf)(:v) = f(x —a).

Théoréme 2.2. Si deux fonctions mesurables [ et g vérifient f(x) = g(x) pour presque
tout v € RY, et si a € RY est un vecteur constant, alors 7, f(x) = 7,9(x) pour presque tout
x € R? aussi. On peut donc définir, pour tout p € [1,+o0|, U'application quotient 7, sur
Iespace LP(R?) par la formule ci-dessus 7, f(x) := f(x —a). De plus, T, est une isométrie
linéaire de LP(R?) dans lui-méme pour tout p € [1,+00] :

|7aflo = 1£]Le-

Enfin, pour tout p € [1,+00|, a ’exclusion de p = +0o0, et pour toute fonction f € LP(R?),
ona:

(2.3) 0= lim |[7af = f -
Démonstration. On a tout simplement :
{z e R 7,f(2) # 1ag(z)} = {z €R": f(z—a)# gz —a)}
=a+{z¢€ RY: f(x) # 9(z)},
donc grace a I’invariance par translation de la mesure de Lebesgue, si le second ensemble
est de mesure nulle, le premier 1’est aussi. C’est pourquoi I’on peut définir 7, sur LP(RY).
Ensuite, si 1 < p < +o0, I'invariance par translation de la mesure de Lebesgue est

encore utilisée pour vérifier la conservation de la norme LP (poser y := x — a, d’ol
dyl"'dyd:dxl"’dxd):

(I7afle)” = / [f(z —a)Pda = / fW)IPdy = (1f1ze)".
Rd R4
Le cas p = +o0 se traite séparément en notant que :

VueR, {zeR%: | f(x))>u}=a+ {zeR" [f(z)]>u}.
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L’invariance de la mesure de Lebesgue par translation (a nouveau elle!) entraine alors la

N

conservation de la norme L°° a travers 7, :
”fHLOO :=inf{M > 0 tel que mesure({z € R?: |f(z)| > M}) =0}
=|7afl Lo

Soit maintenant p € [1, +oo[, al’exclusion de p = +oc. Pour démontrer la continuité de
la norme LP par rapport aux (petites) translations, a savoir pour établir (2.3) ci-dessus, nous
commencerons par supposer que f € %°(RY) est continue a support compact, avant de
vérifier qu’il suffit d’utiliser la densité de ¢°(R¢) dans LP(R?) pour conclure. La densité :
souvenons-nous en !

Si donc f est continue & support compact, elle est uniformément continue sur R tout
entier, donc pour tout £ > 0, il existe n = n(e) > 0 tel que :

la] <7 = (VmERd, (@ —a) — f(z)| <5).

Par suite, des que I’on suppose |a| < 7, on peut estimer la puissance p-éme de la norme
LP de la différence entre 7, f et f comme suit, en restreignant « bétement » I’intégration a
I’ensemble ol ni f ni 7, f ne s’annulent :

(s = £1,)° = [, \fle =a) = fo)]*da

/ 1f(e —a) — f(2)]Pde
(a+{f#0})U{f#0}

(mesure(a + {f # 0}) + mesure({f # 0})) &
?mesure({f #0}) e”.

J/

<
<

-~
constante<oco

Or la mesure (de Lebesgue) de la fermeture de I’ensemble des » € RY en lesquels f(x) # 0
est éVidEmment finie, puisque cet ensemble est, disons, contenu dans une certaine boule
fermée B(0, R) de rayon R > 1 assez grand. Comme tout terme :

constante - P

tend vers zéro lorsque ¢ — 0, ceci montre, comme voulu et comme désiré, que :
0= lim |7.f = f||

pour toute fonction f € €°(R?).
Supposons maintenant en toute généralité que f € LP(R?). D’apres le résultat de densité
rappelé et admis ci-dessus, il existe une suite ( f,,)>°, de fonctions f,, € €°(R?) telles que :

|fo—f|,, — 0 lorsque n — oc.

Or on peut estimer la norme LP de la différence entre 7, f et f en y insérant les quatre
termes —7, fn + Tofn — fn + fn qui s’additionnent a 0, et en appliquant ensuite 1’inégalité
triangulaire (Minkowski!) a trois membres, ce qui donne :

I7af = Flloo < l7af = 7afull o + et = full o 1 = o
=2 ”fn - f”LP + HTafn - anLp-
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Si maintenant € > 0 est un nombre réel arbitrairement petit, il existe un entier N, tel
que :
| fne = flee < 5
Mais puisque cette fonction fp_ est continue a support compact, la premiere partie de la
démonstration assure qu’il existe un 7). suffisamment petit pour que :

la| <n. = ||7afn. — | <5

Enfin, si ’on pose n := N, dans le jeu d’inégalités triangulaires effectué a 1’instant, on
obtient qu’avec le méme 7). :
ol <ne = [maf =l <2545 =

ce qui acheve notre premiere démonstration basée sur un argument de densité — Dieu sait
qu’il y en aura d’autres ! U

3. Produit de convolution dans L'(R9)

Définition 3.1. On dit que deux fonctions mesurables f et g de R? a valeurs dans C sont
convolables si, pour presque tout z € R?, 1a fonction :

t— f(z —1)g(t)
est intégrable, i.e. appartient 2 L'(R?). Lorsque c’est le cas, on définit alors le produit de
convolution (ou la convolée) de f et de g par :

)@ [ fa-ngta

Le changement de variable x — x — ¢ montre alors que g et f sont convolables des
lors que f est g le sont, avec en bonus la commutativité (exercice impératif : vérifier cela!) :

fxg=gx*],
c’est-a-dire :

» flx—1t)g(t)dt = /Rd g(x —t) f(t)dt.

Evidemment, si f est convolable avec deux fonctions g; et go, alors pour toutes
constantes A, Ay € C, la convolée de f avec A\ g1 + Ay g9 existe et I’on a la linéarité
par rapport au second facteur :

FrAigr+Xg2) =M fxgi+ A f*go,

d’ou il découle aussi, grace a la commutativité, que le produit de convolution * est en fait
bilinéaire par rapport a chacun de ses facteurs gauche ou droite.

Cette définition du produit de convolution, qui est possible «si la fonction ¢ +—
f(z —t)g(t) est intégrable », proceéde par abstraction d’une condition de définissabilité
minimale. Lorsque les fonctions appartiennent a des espaces fonctionnels raisonnablement
réguliers, par exemple 1’espace des fonctions continues a support compact ou 4’ a support
compact, on vérifie grace au théoréme de Fubini et grice a des changements de variables
élémentaires — exercice impératif : vérifier cela! — que le produit de convolution est de
plus associatif

[ (gxh)=(fxg)xh
Toutefois, avec la définition minimale énoncée ci-dessus, quelques « pathologies » (2 ou-
blier rapidement ...) peuvent se produire, comme le montre I’Exercice 4 ci-dessous. En
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tout cas, lorsqu’on suppose que les fonctions appartiennent a L!(R?), tout se passe tres
bien comme le montre le premier théoréme fondamental suivant.

Théoréme 3.2. Soient deux fonctions f € L*(RY) et g € LY(R?). Alors pour presque tout
r € R la fonction :

RSt f(t)g(x —t) € C
est intégrable, i.e. elle appartient & L'(R?), donc la convolution de f et de g a un sens, et,
de plus, cette convolée :

frg(x) = g flz—1t)g(t)dt
g f(t) g —t)dt

appartient & L*(RY) avec un contréle de sa norme L' par le produit nu et simple des normes
Lide fetL'deg:
I gler <Tfler - lgler

Démonstration. Nous traiterons le cas d = 1, les arguments pour d quelconque ne deman-
dant qu’une adaptation mineure quant au formalisme des signes d’intégration.

Commengons par observer que I’intégrale double, étendue a R X R tout entier, du produit
des deux fonctions positives | f(z — t)] et |g(t)] est finie :

// Fl@—1)]1g(t |dtdm—// ()] dt | f(z —t)| do

[poser y =z — :/ g<>\dt/ F()] dy
gl 1715
< 00,

majorée par le produit des normes L' de ¢ et de f. Grace au théoréme de Fubini-
Tonelli ceci entralne que pour presque toute «tranche unidimensionnelle horizontale »
{z = constante}, la restriction de la fonction de deux variables :

(t,z) — f(z —1)g(t)
a ladite tranche, a savoir I’application d’une variable :
t— f(x—1t)g(t)
est (de valeur absolue) intégrable sur R par rapport a dt. Aussi I'intégrale qui définit la

convolution entre f et g existe-t-elle bien pour presque tout x € R.
Ensuite, I’inégalité triangulaire évidente entre intégrales :

f g (@) </°° = 1) ()] dt,

—00

intégrée par rapport a dz sur R :

£ 2ol = [ 1 rg@lds

/ / F(o =) [g(t)| dt da

= gl 11,
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permet d’obtenir, grace a une répétition du calcul qui précede, I’inégalité annoncée sur les
normes L'. Ceci acheve la simple et belle démonstration de notre tout premier résultat sur
I’opération de convolution. U

4. Produit de convolution et support

La notion de support joue un role important dans la théorie des opérateurs de convo-
lution. Lorsqu’une fonction est continue, son support est tout simplement 1’adhérence de
I’ouvert constitué des points en lesquels elle prend des valeurs non nulles :

si f€C°(RY):  suppf={zeR: fz)#£0}.
L’idée sous-jacente, c’est qu’un point est dans le support d’une fonction si la fonction n’est
pas nulle en ce point, ou a la rigueur, s’il existe d’autres points arbitrairement proches en
lesquels la fonction est non nulle, et cette idée est tout a fait adéquate lorsque la fonction
est continue.

Cependant, on sait bien que la théorie des fonctions mesurables, des fonctions L' au
sens de Lebesgue, des fonctions LP, n’a un sens qu’a un ensemble de mesure nulle pres,
et la définition du support valable pour les fonctions continues ne peut alors plus avoir de
sens cohérent. Par exemple, la fonction indicatrice de I’ensemble des nombres rationnels

dans R, a savoir :
1 sizeQ,
1ofa) = {

0 siz € R\Q,

a la propriété évidente que la fermeture de 1’ensemble des points ol elle ne s’annule pas
remplit R tout entier :

{z eRI: 1g(z) #0} =Q =R,

bien que cette fonction indicatrice soit nulle presque partout, puisque 1’ensemble des
nombres rationnels est de mesure nulle dans R. Il est clair qu’au sens de la mesure, cette
fonction 1g doit étre considérée comme s’identifiant a la fonction identiquement nulle, et
par conséquent, on ne peut pas définir la notion de support pour les fonctions mesurables
ou intégrables en calquant la définition naturelle qui était valable pour les fonctions €°,
€1, €% ou 6.

La solution a toutes ces errances dialectiques n’est pourtant pas difficile. Il suffit de rai-
sonner par passage au complémentaire, comme le dévoile tres précisément la Proposition-
Définition suivante.

Proposition 4.1. [Définition du support des fonctions définies a un ensemble de mesure
nulle pres] Soit Q un ouvert de R? et soit f une fonction mesurable définie dans ) et a
valeurs dans C. On considere la famille (w;);c.» de tous les ouverts w; C S tels que, pour
chaque i € ., on ait :

f(x) =0 pour presque tout r € wy,

et on introduit leur réunion ensembliste complete :
W= U Wy,

qui est bien siir un sous-ensemble ouvert de (). Alors (proposition) on a de méme :

f(z) =0  pour presque tout x € w
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et (définition) on définit le support de f :
supp f = Q\w

comme étant le complémentaire, dans [’ouvert ambient €}, de ce plus gros ouvert w sur
lequel f s’annule identiquement (a un ensemble de mesure nulle pres).

Démonstration. Par définition des w;, il existe, pour chaque i € .#, un ensemble négli-
geable .4, C w; en dehors duquel f ne prend que des valeurs exactement nulles :

Veew \ A, flx)=0.

Le «hic » ici1, c’est que la famille des w; n’a aucune raison, en général, d’étre dénombrable,
et donc, qu’on ne peut pas conclure directement : la réunion des .#; est de mesure nulle elle
aussi (en appliquant 1’énoncé bien connu que toute réunion dénombrable d’ensembles de
mesure nulle est elle aussi de mesure nulle).

Heureusement, on va pouvoir se ramener au cas dénombrable par le procédé suivant,
dit d’exhaustion, qui est classique en Analyse. Considérons a cet effet, pour tout n > 1,
I’ensemble :

K, = {z € w: dist (z,R"\w) > 1} N B(0,n)
constitué de tous les points du gros ouvert w qui sont :
e situés a une distance > % de I’extérieur R? \w, a savoir enceints a I’intérieur de w
par une bande de sécurité d’épaisseur % ;

e contenus dans une (grosse) boule fermée de rayon n, pour que tout soit compact.

Alors il est intuitivement suggestif que ces compacts K, forment une famille dénombrable
et que, lorsque n se rapproche de 400, les K, «remplissent » de plus en plus w tout entier.
En effet, le lecteur est invité a vérifier rigoureusement que :

K,CK,; etque: w= U K,.
n=>1

En particulier, on a pour tout n > 1 fixé :

Par compacité de K,,, on peut alors, pour tout n > 1 fixé, extraire de .# un sous-ensemble

fini .7, tel que :

’LG] n
Parce que toute réunion dénombrable d’ensemble finis est elle-méme dénombrable, 1’en-
semble 7 := U, .%, est dénombrable et I’on voit ainsi :

w:UKnCU Uwi:Uwi

nz1 nzl iesy i€ g

que I'ensemble w = Uje » w; (puisque I'inclusion inverse Uje y w; C w est trivialement
satisfaite) est réalisé comme réunion maintenant dénombrable d’ouverts w;. Comme par
hypotheése f(z) = 0 pour tout z € w; \ .4 hors de I’ensemble de mesure nulle .4}, et
comme la réunion dénombrable :

JV::U N
ic g
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des ensembles de mesure nulle .4; lorsque I’indice 7 parcourt _# est encore de mesure
nulle, nous en déduisons que :

f(z)=0 pourtout z € w\ AN

en dehors de cet ensemble .. Ceci acheéve de démontrer que f = 0 presque partout sur w,
et conclut enfin I’argument qui devait donner un sens completement cohérent a la définition
généralisée du support. U

Proposition 4.2. Soient f et g deux fonctions convolables. Alors :

supp f * g C supp f +suppg,

oit la somme A + B de deux sous-ensembles A, B C R? est définie par :
A+ B = {a—i—b: a € A, bGB},
eton C désigne, comme a I’accoutumée, I’adhérence d’un sous-ensemble C' C R4,
Démonstration. Pour tout x en lequel f * g est bien définie, si 1’on introduit I’ensemble :
Alz) = {t e RY: (x—t)csuppf ettc supp g},

alors pour t ¢ A(x), le produit f(x —t) g(t) = 0 s’annule donc le domaine de I’intégrale
de convolution se restreint spontanément a A

frg(x /f:zc—t t)dt = / f(x—1t)g(t)dt.

Assertion 4.3. Lorsque x §Z (supp f + supp g), on a A(x) = () — exercice mental laissé
au lecteur —, donc f x g (z f@ = 0. U

Si donc nous introduisons le sous-ensemble de R :

L= supp f + supp g,
et si I’on désigne, comme a I’accoutumée son complémentaire par E¢ := RY\ E, alors
I’ Assertion nous dit que :
f*g(x)=0 pourtout x € £

donc par conséquence directe, pour tout x dans Iintérieur de E°.
Un exercice élémentaire de topologie générale montre alors' que pour tout sous-
ensemble £ C R% ona:
intérieur(E°) = (E)".
On déduit de tout cela que :

f*g(x) =0 pourtout z € (suppf —i—suppg) ,

1. En voici la solution. Si 2 € Int E¢, il existe une boule ouverte B, (z) de centre x et de rayon £ > 0
telle que ) = B.(z) N E, ce qui signifie £ C R%\ B.(x), et comme R?\ B, (z) est fermé, cela implique :

E c RNB.(x),

d’ol il découle que = ¢ F, c’est-a-dire x € (E)°.

Inversement, si z € (E)C ensemble qui est ouvert en tant que complémentaire du fermé E, il existe une
boule ouverte B.(z) de centre x et de rayon ¢ > 0 telle que ) = B. N E, d’ou aussi ) = B. N E, ce qui
signifie x € Int E°.
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et par définition exacte du support, cette derniere relation exprime précis€ément que :

supp (f * g) C supp f + suppg. O
5. Convolution dans LP(R?)

Théoréme 5.1. Soient deux fonctions f € L*(R%) et g € LP(R?), avec 1 < p < oc. Alors
pour presque tout v € R, la fonction :

R'sy— f(y)glz—y)eC

est intégrable, i.e. elle appartient a L' (R?), donc la convolution de f et de g a un sens.
De plus, cette convolée f * g appartient & LP(R?) avec un contréle de sa norme LP par
le produit nu et simple des normes L' de f et LP de g :

[ gle < 1FDer - Dgle-

Démonstration. Nous traiterons seulement le cas d = 1, car le cas d quelconque ne présente
qu’une légere différence quant au formalisme.

Observons d’abord que le cas p = 1 a déja été vu dans le Théoreme 3.2 ci-dessus.
Nous pouvons donc supposer que p > 1, d’ot 1 < p < +ooetaussi 1 < p’ < 4o0. 1l
va étre nécessaire de restreindre pour commencer les considérations a un sous-ensemble
compact de R, donc nous introduisons la fonction indicatrice 1}, d’un intervalle fermé
[a,b] C R, avec a < b (si 'on travaillait dans R?, on introduirait a la place un produit
[a1,b1] X -+ X [ag, by de tels intervalles fermés), laquelle vaut bien entendu :

1 six € [a,b];
Loa(®) = {0 si x ¢ |a,b].

En effet, grace au théoreme de Fubini-Tonelli et grace a 1’inégalité de Holder, on peut
montrer que 1’intégrable double suivante, tronquée par rapport a x au moyen de cette fonc-
tion indicatrice :

/O; </Z 1f()l g(xy)ll[a,b](ac)dy> dr = /O:O |f(y)] </Z g(xy)|1[a7b](gg)dl~> dy

1
7

<[Tuwi( [ |g<x—y>*’dx)‘£ (/ ) ay

1
= £l lglze (b —a)®

< o0

est convergente, i.e. est de valeur finie. Il découle alors du théoreme de Fubini appliqué a
I’intégrale double initiale que, pour presque tout = € [a, b], 1a fonction :

y— [fW)| |g(x = y)| Loy ()
=fW)]| |g(z —v)|

est d’intégrale finie par rapport a y sur R, et comme I’intervalle [a, b] choisi a I’instant était
arbitraire, on en déduit immédiatement sans effort que la méme conclusion est en fait vraie
pour presque tout x € R, puisque tout x quelconque peut étre inclus dans un tel intervalle
[a, b].

De plus, cette méme inégalité, bien entendu, montre aussi que I’application :

2 1n () / T W) 9o — vl dy
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est intégrable sur R.
En appliquant alors I’inégalité de Holder au produit suivant de deux fonctions (souli-
gnées chacune pour plus de clarté) :

|

y— fW)Flg(z — )| [fW)]°
=|fW)|lg(z —y)]

on en déduit une inégalité auxiliaire a conserver en mémoire :

[ 1o —wiar< ([ 1swtioe-ora) ([ i)

1
o7

52 - ([ vwiliste —y>|de)'l’ (1712)".

—00

Nous pouvons maintenant examiner la norme LP du produit de convolution f * g, que
nous éleverons a la puissance p-¢me, afin de déterminer si elle est finie :

p
dx

(Hf*gHLP)p:/Z ‘/Z fy)g(z—y)dy

<[ ([ 1nllste i) ae

[Utiliser (5.2)] </_ /OO If(y)l\g(w—y)lpdy(ufllu)" dx

[Fubini-Tonell] = (Hf HLl) i / ( / l9(z —y)IP da:) [F(w)l dy
eov=a = ()" [ le@Pd [ 1wy
p
o P
= (112)” (lglze) " 11
P p
ri=o = (I1fle) (lgles)”,
et cette derniere inégalité, dont il ne reste plus qu’a prendre la racine p-¢éme, montre bien
que f * g appartient & LP(IR%). O

« Découvrons » maintenant dans ce cours la premicre manifestation d’une propriété par-
ticulierement « magique » que possede le produit de convolution : il rend le résultat f * g
plus régulier que ne le sont séparément f et g, et c’est cette propriété de régularisation
qui constitue le theme principal de ce chapitre. En effet, le théoréme suivant montre que
la convolution f * g (z) de deux fonctions f et g qui appartiennent a des espaces LP et
LP" d’exposants conjugués n’est pas seulement définie pour presque tout z € R? (comme
nous le savions au niveau de la définition initiale du produit de convolution), mais mieux,
que cette convolution f * g (z) posséde une valeur bien définie € C pour tout x € R, et
beaucoup mieux, que la fonction z — f * g () est continue, et méme beaucoup mieux
encore, qu’elle est uniformément continue sur R? tout entier.
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Théoréme 5.3. Soit un exposant p € [1, 00| et soit p’ son exposant conjugué. Alors pour
toute paire de fonctions [ € LP(R?) et g € LP' (R?), la convolée :

Frata)= [ gt

est une fonction partout définie et bornée sur RY, avec le contréole de sa norme L™ par le
produit nu et simple des normes LP de f et L de g :

[ gloee < 1S 1o gl e
Qui plus est, cette convolée f * g est méme uniformément continue sur R? tout entier.

Nous allons voir principalement que pour f € €°(R?) et pour g € LP'(R?), la convolée
f * g est uniformément continue sur R,

Un théoreme général qui sera vu dans la suite du cours montrera que la convolution f*g
est essentiellement aussi réguliere que I’est le plus régulier de ses deux facteurs f et g, par

exemple, si f est €' a support compact, alors f * g est aussi 6’ (mais pas forcément a
support compact, en fait).

Démonstration. La premiere assertion découle aisément de 1’inégalité de Holder et montre
que la meilleure circonstance dans laquelle on peut convoler deux fonctions intégrables,
par exemple |f| et |g|, c’est lorsque les exposants sont conjugués 1’un et I’autre :

1ol @) = [ 17Ol lata =0l at

1 1

<( [ wor) ([ 1ste-or)"

donc pour tout z € R, la valeur de f * g () est bien définie par une intégrale qui est
absolument convergente :

[fx g @) <[f]* gl () < [Flze |9l 2o,
ce qui fournit immédiatement 1’inégalité annoncée :

[ * gl < flee l9) e

Traitons maintenant la continuité uniforme de f * g sur R%. Comme souvent, un rai-
sonnement par densité sera possible ensuite. Supposons donc d’abord que f € €°(R?) est
continue & support compact, toujours avec g € LP' (R?).

Si la philosophie générale est respectée, on doit s’ attendre par conséquent a ce que f * g
soit elle aussi continue (pas forcément a support compact) ; ce qui est remarquable ensuite,
c’est que la densité (supposée connue dans ce cours) de €°(R?) dans LP(R?) va permette
de déduire que f * g est aussi uniformément continue lorsqu’on suppose seulement que
f € LP(R?), comme nous allons le voir a la fin de la démonstration.

Soit donc f € €°(R%) et g € L (R?). Notons K := supp f, ensemble compact d’inté-
rieur non vide (sinon f = 0), et introduisons la fonction indicatrice 1 de K. La fonction
f étant continue sur ce compact K, elle y est en fait continue uniformément :

o

Ve>0 dn=n)>0 (VU,UEK: |u—v\§n:>]f(u)—f(v)\<€>.

De cette inégalité, on peut déduire une inégalité 1égerement plus attrayante car préparée
sous forme tres pratique pour la suite.
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Réexpression de ’uniforme continuité. Pour tous u,v € R? avec |u — v| < n(e), ona:
[f(u) = f)] < e (1x(u) + 1x(v)).

Démonstration. Tout d’abord, lorsque u et v appartiennent tous deux a K, on trouve 2¢ a
droite, ce qui fonctionne puisque 2¢ > ¢.

Ensuite, lorsque 1’un des deux arguments u ou v appartient a i, disons u pour fixer les
idées, tandis que I’autre, v, appartient 2 R\ K, on trouve au moins un point v’ € [u, v] qui
appartient 2 K N (RN\K), d’ou f(u') = 0et |t/ —u| < npuis |f(u) — f(v)| = |f(u)]| =
[f(u) = [f(W)] <e.

Enfin, lorsque u et v appartiennent tous deux au complémentaire R%\ K, on trouve
|f(u) — f(v)] =10 — 0] = 0 a gauche et 0 a droite aussi. O

Grace, donc, a cette inégalité auxiliaire générale, on peut alors estimer la différence
entre les valeurs de la convolée en deux points quelconques u et v avec |u — v| < n(e) de
R? qui sont n-proches I’un de I’autre :

If*g(u)—f*g('v)|</ Flu—1t) — F(o— 1)) |g(t)] dt

Rd

([ =gl [ e -ol)a)

< 2e|1kfee gl o

N

en utilisant 1’inégalité de Holder. Mais comme |1z # 0 puisque Int(K) # () par hy-
pothese (sinon f = 0), et comme on peut supposer depuis le début que |g|;» 7# 0 (sinon
f * g = 0), on déduit de cette inégalité que, quitte a choisir 7 plus petit, f * g est uniformé-
ment continue sur R? tout entier :
Ve>0 dn= n<;> <Vu,v cRY: Ju—v| <n = ‘f*g (u)—fx*g (U)| < 6).
2[1kclre ol

Pour terminer, voici le raisonnement par densité annoncé ci-dessus. Puisque % + # =1,
I’un des deux exposants conjugués p ou p’ est < co. Quitte a intervertir f et g, on peut donc

supposer que f € LP(R?) avec p < oo. D’aprés un théoréme connu, il existe une suite
(fx)x>1 de fonctions f;, € €°(R?) telle que :

0= lim ”fk: — f”Lp.
k—o0

Grace a la premiere partie de la démonstration, on sait déja que pour tout entier £ > 1, la
convolée f;, * g est uniformément continue sur R?.
Estimons alors la différence entre f * g et fy * g, en appliquant naturellement 1’inégalité

de Holder :
1f*g—fexgl e == Fe)* 9|

<N = fell o ol o

Or, puisque le membre de droite tend par hypotheése vers 0 lorsque & tend vers oo, il en
découle que f * g est limite uniforme, en norme L>°, de la suite de fonctions fj * g qui sont
toutes continues uniformément sur RY,

Lemme 5.4. Si une fonction mesurable presque partout bornée h € L>*(R?) est limite
uniforme :

0 = Jim A~ Al .
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d’une suite {hy}32, de fonctions hy, uniformément continues sur R? :
Ve>0 Fn(e) >0 (\u—v| < mp(e) = }hk(u)—hk(vﬂ < 5),
alors h est elle-méme continue sur R® aussi, et méme, uniformément continue.

Preuve. Soit ¢ > 0 arbitrairement petit. Fixons un entier k£ > 1 assez grand pour que :
|hi(u) — h(u)| < e (VueRY),

quitte a changer les valeurs de / sur un ensemble de mesure nulle.
Alors avec 1) := ng(e) il vient :

vl <y = |plu) = h)| = |A(w) = hy(u) + he(u) = hi(v) + hi() = A(v)|

< ‘h(u) — hk(u)‘ + ‘hk(u) — hk(v)‘ + ‘hk(v) — h(v)|
<ete+e,
ce qui montre bien que h est continue, uniformément sur R U

En conclusion, il suffit d’appliquer ce lemme aux fonctions :
h = fxg, hy == fr*xg. U
6. Inégalité de Young

Le résultat suivant fournit une estimation améliorée lorsque les deux fonctions convolées
n’appartiennent pas exactement a des espaces conjugués.

Théoreme 6.1. [Inégalité de Young] Soient 1 < p,q,r < oo trois nombres réels tels que :
1 1 1
S =-+1
P 4 r

et soient deux fonctions f € LP(R?) et g € L9(R?). Alors la convolée f * g appartient a

L'(RY) et sa norme L" satisfait la majoration :

|f*g

Observons que 1’on a p,q < r nécessairement, car si on avait par exemple p > r, d’ou
% < %, alors al’aide de 0 < % < 1il viendrait par addition %—i—i < %—i— 1, ce qui contredirait

Y

r < [ flee |9l e

I’hypothése S + o = | + 1, et le méme argument s’applique pour justifier q < r.

Démonstration. Le cas r = +o00 correspond exactement au Théoreme 5.3 qui vient d’étre
démontré. Supposons donc désormais que r < +o00. Comme on a (nécessairement) p,q < r,
on a aussi p,q < +oc.

Dans le cas o p = g = 1 pour lequel r = 1, le premier Théoréme 3.2 assure que f * g
est intégrable et que :

(6.2) If* gl <1fle gl

Traitons maintenant le cas général en admettant provisoirement que 1’inégalité cruciale
suivante :

(63) (119 @) < (17122)® (lglie) ™ -(1F1P * 11 (2)

vV
constantes

est satisfaite pour presque tout z € R
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Dans le second membre de cette inégalité (6.3), on a par hypothese |f|P € L et |g|9 €
L', et puisque L' x L' C L', on voit que le membre a droite de I’inégalité est une fonction
intégrable par rapport a x, d’ott I’on déduit que le membre a gauche est dans L', ce qui
revient a dire que | f| * |g| appartient a L"(R?), c’est-a-dire en détail :

/Rd (/ |f(l’—t)|!9(f)|dt>rdx<oo,

I1 découle en particulier de cette inégalité que la fonction ¢ — f(x — t) g(t) est intégrable
pour presque tout z € R? fixé, et donc que la convolée f * g () est définie pour presque
tout z € R%.

Maintenant, grace a (6.2) et a (6.3), on peut estimer la puissance r-eme de la norme L'
de cette convolée :

) = [sa@rdae= [ [ -0

/Rd </R HES] fg(t)ldtyd;g

| f1xlgl ()
= (11 <1l

[appliquer 6.3)] < (|f]0)" " (lglLa)" q"‘l{fﬁ*lﬁfi”lﬁ
el eILl
[appliquer 6.2)] < (1f1z0)" " (lglze)™ " [1£1P|| 12 1919 1.
= (1F1ee)"" (ghea) ™ (1f1ze)® (1 12a)*
= (Ifze)" (1f12a)",

et en prenant finalement la racine r-eme de cette derniere inégalité, on obtient la majoration
annoncée dans le théoreme.

Il reste maintenant a établir (6.3). Notons p’ et q’ les deux exposants conjugués de p et
deq:

(Hf*g} rdm

N

1 1 1 1
-+ - =1 et -+ - =1.
p p q (4
De la relation ; + ¢ = ¢ + 1 qui existe par hypoth&se entre p, q et r, il vient :

1 1 1
o))
r q r p p/

d’ou en regardant les deux membres extrémes de ces deux jeux de trois égalités, on en
déduit les deux relations auxiliaires utiles dans un instant :

1=E42%,

(6.4) q 2
=249

r p/
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De la relation % + % = % + 1, on déduit aussi immédiatement que :

1 = —/+—/—|——.
p q r

Or il existe une :

Inégalité de Holder généralisée a trois termes. Pour tout triplet d’exposants réels 1 <
S1 < 400, 1 <s9 < 400, 1 <s3 <+ tels que :

1 1 1
1= =+ =+,

St S22 S3
et tout triplet de fonctions mesurables sur R? :
flGL517 f26L527 f3€LS37

le produit f,(x) fo(x) f3(x) appartient a L*(R?), et sa norme L' est contrélée par le pro-
duit simple et nu des trois normes L%, L** et L' de fi, de f5 et de f5 :

If1 fa fallor < | files | fallose | fslloos

a savoir en d’autres termes plus explicites mais complétement équivalents :

(6.5)

/Rd |f1(2) fo(z) f3(2)] do < (/}Rd 1 (@) dz>511 </]Rd @) dx)iz (/Rd . dz>;&'

En guise d’exercice, nous laissons au lecteur le soin d’établir indépendamment une telle
inégalité, ou plus simplement, de la déduire de 1’'inégalité de Holder a deux termes.

Pour I’appliquer avec la décomposition 1 = % + $ + % ci-dessus, nous observons
a dessein la décomposition suivante en trois termes dans laquelle les deux exposants de
|f(z — t)] et de |g(t)| sont adaptés pour étre chacun de somme égale a 1, si nous nous

rappelons les deux relations (6.4) :

(lg@®1*)* (If(x =) lg(®)7)" .

1
7
/A O\ J/

[f@ =Dl lg®)] = (1f(z = 1))

=: hi(z,t) ::7:2(15) =: hz(z,t)

~

Ainsi, en appliquant I’'inégalité de Holder a trois termes, nous obtenons :

(1 9@ = [ | ) ) o)

</R e ) </R |g(t)|th> p/ (/R |f<ﬂf—t)l"Ig(t)|qczt>1

P a
7

= (1) (lglae)? - (7P # 1) @)

d’ol, en prenant la puissance r-eéme de part et d’autre de cette derniere inégalité :

N
8
I
~
o
U
~

rq

(111D @) < (1F10)¥ (lgles) ™ - (L1 5 1917 (2)
= (1f12) ™ (Lglea) ™ - (£ * Igl) (@),

ce qui est (6.3) comme désiré. Le théoreme de Young est donc completement démontré.  []
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7. Non-existence d’une unité pour la convolution dans L' (R?)

Les théoremes précédents vont maintenant nous permettre de constater qu’il n’existe
aucune fonction v € L*(R?) qui serait une unité pour la convolution, a savoir qui satisfe-
rait :

uxf=fxu=f
pour toute fonction f € L!(R?). Ce constat un peu génant sera entierement « réparé » dans
la section suivante ol I’on construira des approximations de I’identité, a savoir des suites de
fonctions (uy, )=, dans L (IR?) qui auront la propriété que pour toute fonction f € L'(R?):

= lim |f —wpx flpr = lim [ f = fxufp.
k—o0 k—o0

En effet, supposons par I’absurde 1’existence d’un tel élément v € L'(R?) qui satisfasse
ux f = f*u= fpourtout f € L'(R?) et convolons alors u & une famille f, bien choisie
de fonctions, par exemple :

ePlzl® — o=p (:v§+---+x3)’

ou p > 0 est un parametre réel que I’on fera tendre vers +o0o. Par hypothese, on a donc :
(u e—p\-l"’) (z) = e Pl

pour presque tout x € RY, le paramétre p étant arbitraire.

Or le Théoreme 5.3 avec p = 1 et p’ = +o0o montre que la fonction convolée a gauche
est en fait (uniformément) continue sur R?, et puisque la fonction a droite est elle-méme
continue, 1’identité en question :

/ e—Plz=yl? u(y) dy = Pl
Rd

est alors satisfaite pour tout x € R%, ce qui devient avantageux.
En effet, on peut donc poser x = 0 et obtenir :

/ e "W u(y) dy = 1,
Rd

et ce, quel que soit le parametre p. Mais comme il est clair grace au théoreme de la conver-
gence dominée que I'intégrale a gauche tend vers zéro lorsque p — oo, cette absurdité
informatique 0 = 1 contredit I’hypothese de 1’existence d’une unité v € L'(R?) pour la
convolution . U

8. Approximation de I’unité dans L' (R%)

Définition 8.1. [Approximation de I’'unité] On appelle approximation de I’unité, ou unité
approchée, dans L'(R?) toute suite (¢;);>1 de fonctions mesurables intégrables sur R?
telles que :

e pour tout entier j > 1:
p; =20 sur Rd;

/ i) dz = 1;
Rd

e pour tout entier j > 1 :
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e pour tout réel 9 > 0 arbitrairement petit :
0= lim / v;(z) dw.
IO Jiz|>6

Nous avons déja vu, dans le chapitre sur la convergence des série de Fourier sur le cercle
unité T = R/27Z, que le noyau de Fejér :

s on 2
F.(0) = % {Ml sif & 2n,
n sif € 2n,
avait toutes les propriétés requises pour étre une approximation de I’unité, a savoir :
e ses valeurs sont positives : F,,(6) > 0 pour tout § € T;
e ce noyau F, est une mesure de probabilité sur le cercle unité pour toutn > 1 :

i do
- / Fu®) 2 s

o o

e pour tout réel § > 0 fixé et arbitrairement petit, la portion de I’aire du graphe de F,
située hors du petit intervalle [—9, §] autour de 0 tend vers zéro quand n tend vers

I’infini :
=0 df 4 db
— | F,(0) — F.(0) — ).
0 n5&</¥ w)%,+A (m2ﬁ>

La seule différence entre (F")n>1 et les (p;);>1 définies ci-dessus, c’est le domaine :

T = R/27Z et R? sur lequel on les considere, compact dans le premier cas, non compact
dans le second, mais nous allons voir et constaster que les théoréemes fondamentaux sont
essentiellement les mémes. En effet, dans la partie du cours consacrée aux séries trigo-
nométriques, nous avons établi le fameux et tres fondamental théoreme de Fejér, d’apres
lequel, pour toute fonction continue 27-périodique f € ¢°(T),on a:

0= lim |f—F,x*f
n—o0

wo = lim [f = fxFufgo,
les trois propriétés de F,, rappelées ci-dessus ayant été toutes utilisées dans la démonstra-
tion. Ce qui est remarquable ici, c’est que la ‘découverte’ faite par Fejér que les sommes
de Cesaro permettent de contourner le difficile probleme de la convergence des séries de
Fourier des fonctions continues a révélé 1’existence de trois propriétés élémentaires dont
jouissent les approximations de I’unité ¢; et permet d’ériger une théorie assez simple (ci-
dessous) qui a de nombreuses applications en Analyse.

En fait, il existe beaucoup d’approximations de 1'unité (y,);>; différentes dans leur
forme, mais similaires dans leur principe fondamental.

Exemple 8.2. [Approximations de Laplace, de Cauchy, et de Gauss] En dimension
d = 1, les trois exemples suivants jouent régulierement un rdle en Analyse et dans les
sujets d’examens ou de concours. Le troisieme est particulierement utile pour 1’étude de la
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transformation de Fourier.

Approximation de Laplace :  ¢;(z) = %e—j |=|

L ¥ 1
Approximation de Cauchy : () =2 ——
PP viooei(e) =i R
Approximation de Gauss : pi(zr) = J o1’ ?

V2r

Exercice de lecture impératif : se convaincre, pour chaque famille, que les trois propriétés
que doit satisfaire une approximation sont effectivement réalisées.

Théoréme 8.3. Si (p,);>1 est une approximation de I'unité dans L*(R?), les deux énoncés
suivants sont satisfaits.

(1) Pour toute fonction f uniformément continue et bornée sur R? :
f € Cgl?nift N LOO(Rd)7

la suite des convolées ( f* goj)j>1 converge uniformément vers f sur RY :

0= lim If = @i fl o

(2) Pour tout réel p € [1,+0o0] et toute fonction :
f € LP(RY),

la suite des convolées ( f = goj)j>1 converge vers f en norme LP :

= i £~ oy £l

[’étudiant averti aura réalisé ici que nous n’avons pas parlé, dans le chapitre sur les
séries trigonométriques, de convergence en norme LP des convolées F,, x f d’une fonction
f € LP(T) avec le noyau de Fejér F,,, et il aura deviné tout seul qu'un énoncé entiere-
ment analogue a (2) ci-dessus est aussi valable sur le cercle unité T : exercice requis, en
s’inspirant bien stir de la démonstration qui suit ci-dessous.

Démonstration. Traitons d’abord (1). La fonction f étant uniformément continue et bornée
sur RY, elle définit un élément de L>°(R?). Comme ¢; € L'(R?), le Théoreéme 5.3 montre
que la fonction ¢, * f est uniformément continue sur R? et bornée. 11 s’agit maintenant de
démontrer que :

?
g0 S 5).

A cette fin, majorons, pour tout entier ;7 € N*, la différence a étudier, en insérant 1 =
Jga ©;(t) dt alaplace du 1 dans —f(z) = —f(z)-1:

[ (fa=0= o) e
< [ e == @l e

Ve>0, 3JeN (vj>J, 1f*o;—f

|(f *¢5)(@) = f(z)| =
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Mais comme f € 6° .. (R?) est uniformément continue sur R, on a:

Ves0, 3n=un) (Vo yeR: |r—y <nle) = |f@) - fW)] < 3).

Il sera donc avantageux, comme dans la démonstration du théoreme de Fejér, de découper
I’intégrale majorante ci-dessus en deux morceaux :

I S
RO Jpt<ne) ()

de maniere a bénéficier de la petitesse des valeurs de f(z — t) — f(z) lorsque t est petit,
a savoir lorsque |t| < n(e), ce qui nous donne, en poursuivant la majoration commencée a
I’instant :

|(f *¢5)(@) = f(x)] <

N[

/ oi(t)di + / Fla— ) — 7)) oy(t) dt
[t|<n(e)

[t|>n(e)

<£ x—1t)— f(x)] ¢,(t)dt.
< +/M>n(6) F(e— 1) — f(@)] oy(t) dt

Toutefois, il reste un deuxieme terme intégral a estimer qui pourrait poser probleéme,
mais heureusement, il se trouve que la troisieme condition a laquelle est soumise une ap-
proximation de 1’unité est justement faite pour que ce deuxiéme terme soit lui aussi petit
lorsque j est assez grand, puisque I’on peut en effet le majorer simplement par :

[ -0 f@lema <o [ e
[t|>n(e)

[t1>n(e)
plus précisément, choisissons J € N* assez grand pour que :

£
ji=zJ= w;(t)dt < ———!
o) 4 fllo

ce qui est possible, puisque 7(g) > 0 est strictement positif. En sommant donc les deux
termes, on obtient que :

izJ=|(f*e)@) - f@)| <5+5,
pour tout z € RY, et comme ¢ était arbitrairement petit, on a bien démontré que f * p; tend

uniformément vers f sur R? tout entier.

Démontrons maintenant la deuxieéme assertion (2). Si donc f € LP(R?) avec p € [1, 00|,
il s’agit d’établir que f * ¢; converge vers f en norme LP. Nous allons d’abord supposer
que f est en fait continue a support compact, avant de raisonner par densité, comme nous
I’avons déja fait plusieurs fois.

Soit donc f € €°(R%). Evidemment, il existe un rayon positif R assez grand tel que la
boule fermée de rayon R centrée a I’origine contienne le support de f :

supp f C B(0, R).
Nous considérerons aussi la boule fermée de rayon double 2R :

B(0,2R) = {z € R?: |z| < 2R},
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afin de se garantir une certaine « marge de sécurité ». Notons 1,<2r la fonction indicatrice
de cette boule fermée et 1,~or la fonction indicatrice de son complémentaire, 1’ouvert

R\ B(0,2R). Puisque I’on a trivialement :
1ga = 1jz1<2r + 1jz>2R;
on peut décomposer :
froj—f=(f*e; = f)Lw<or+ (f* 05 — f) Las2r,
d’ou en prenant les normes LP via I’'inégalité de Minkowski :
If 05— fl,» < ﬂ(f *@; — f) 1\:v|<2RHL5+M (f*; = f) Laps2r] L -

~~ ~~
=1 =:1I

Montrons premierement que le premier terme I du membre de droite de cette inégalité
tend vers 0 lorsque j — +o0o. Comme f est continue a support compact dans R?, elle y est
uniformément continue et bornée, donc elle vérife les hypotheses de la premiere assertion
(1) du théoreme, assertion que 1’on peut alors appliquer, ce qui nous offre la convergence
uniforme :

0= lim |/ ;= /]l 4o-

Mais en effectuant la majoration élémentaire d’une intégrale par la mesure du domaine
d’intégration que multiplie le supremum de I’intégrande :

(725 = ) tiganl =

z|<2R

IU*%—fﬂ@VM)P

< (vol(g(o,z}z))f N f =05 = Fllo.

-

n'g
constante < co

on voit bien alors que ce premier terme I tend vers 0 lorsque j — oo, puisque le facteur a
droite Hf *(pj — f’ o tend vers 0.

Montrons deuxiemement que le second terme 11 du membre de droite de I’inégalité ci-
dessus tend également vers 0 lorsque j — co. Observons a cet effet que si # € R satisfait
|x| > 2R, alors f(x) = 0 et de plus :

VteRY, |t{|<R=|z—t|>R= f(z—1t)=0,

puisque supp f C B(0, R), d’oti pour de tels z avec || > 2R :

(fro;—fx)=froix)= [ [flz—1t)p;t)dt

:/éRﬂx—w%@Mt
(8.4) = f* (¢ 1 5r) (2).

Mais comme :

f e €RY c LP(RY,
et comme ;15 € L*(R?), le Théoreme 5.1 montre que cette derniére convolée f *
(gpj 1> R) appartient a LP, avec de plus majoration suivante :

1 * (5 L) | o < 1o - 15 Lisrll -
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A présent, le raisonnement est presque achevé, car on (on = I’étudiant qui commence a bien
comprendre en profondeur la théorie) reconnait a droite un facteur qui tend visiblement vers
0 lorsque j — 400 :

0= lim o) 11511
puisque ; est par hypotheése une approximation de I’unité . Ainsi, en revenant a (8.4)

dont on integre par rapport a x sur {|x| > 2R} la puissance p-éme, on peut effectuer la
majoration finale :

(11) =/|x>2R |(f * 05 = f) ()] :/|x>zR £ (25 1 50) (2)|" e

(1 * @i 1))
(171 ( Jestisal, )

constante < co — 0 quand j—o0

N

N

ce qui conclut la preuve de 1’assertion (2) dans le cas ou f est supposée continue a support
compact.

Il ne reste plus qu’a formuler le raisonnement basé sur la densité de €°(R?) dans
LP(R?). Soit donc une fonction quelconque f € LP(R?). Quel que soit ¢ > 0 arbitrai-
rement petit, il existe une fonction g € %°(R?) telle que :

I/ =gl <5

Mais comme la premiére partie de la démonstration s’applique a la fonction g € €2 (R?),
on a aussi I’existence d’un entier J = J, > 1

£

i>J = |g*e—g|,. <

Alors avec ce mé€me entier J, I’astuce déja vue d’insertion de quatre termes et 1’utilisation
d’une inégalité triangulaire triple montre que pour tout j > .J, on a aussi :

|/ 0i = Flpe <N =9 x¢ill o+ llg* 25 =gl o + g = fll o

/

Theoreme 511 < || f — g, [l + 9% @5 — all o + |9 — fll .o
el =1 <2|g— [l + |9*ei — 9l
<25+,
ce qui montre bien que 0 = lim;_, o Hf * (pj — fHLp, et acheve la preuve. Ol

2. Remarque en passant : le lecteur averti pourra aussi faire remarquer ici que la « marge de sécurité »
R = 2R — R entre les deux boules que nous avions choisie au départ n’était pas obligatoire, et que tout autre
marge de sécurité R = R + R’ — R correspondant a des boules fermées B(0, R) C B(0,R + R’) avec
R’ > 0 aurait tout aussi bien convenu, puisqu’on se serait ramené a constater a la fin que :

j—>oo||<p] [-I>R"|| p1»

ce qui est tout aussi vrai par hypothése, quel que soit le choix d’un R’ > 0 fixé.
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9. Fonctions > a support compact
Soient z = (z1, ..., zq) les coordonnées standard sur R?. On notera :
€ (R%,R) et € (R?, C)

les espaces vectoriels de fonctions infiniment différentiables sur R? a valeurs dans R et
dans C, respectivement. Les sous-espaces correspondants de fonctions dont le support est
compact seront notés :

€= (R%,R) et €= (R4, C),

la lettre .’ en indice inférieur étant I’initiale du mot compact.
Les dérivées partielles d’une fonction f de classe > seront notées :

aa1+~~~+adf
ozt - Oxy?

pour des multi-entiers (v, . .., ay) € N%,
La norme euclidienne sur R? sera notée :

x| == /a3 + -+ 2

Lemme 9.1. [Existence de fonctions lisses a support compact] La fonction définie par :

1
exp( — 1——W) lorsque |z| < 1,

0 lorsque |z| > 1,

V() =

est indéfiniment différentiable a support compact, i.e. :
Y € E€(RYLRY).

Démonstration. Manifestement :

suppy C B(0,1),

est compact. Reste a voir que v est €°°.
Introduisons a cet effet la fonction :

@p: R — R+
0 lorsque ¢ < 0,
t
{exp(—l/t) lorsque ¢t > 0.
Clairement, ¢ est € sur | — 0o, 0[ et sur |0, co[. De plus, toutes ses dérivées s’annulent

identiquement sur | — oo, 0].

Assertion 9.2. Cette fonction ¢ est en fait 6> sur R tout entier.

. . . Lo k .
Démonstration. 11 s’agit donc de faire voir que toutes ses dérivées ‘ZT,f sont continues en (.
Pour k£ = 0, c’est clair. Pour k£ = 1, la dérivée sur |0, 0o :
—1/t
e -0
—e WVt 50— ———
12 t—0

tend bien, aussi, vers 0 avec ¢t > 0, et la dérivée a droite en 0 vaut aussi 0.
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Maintenant, pour £ > 1 quelconque, on se convainc aisément qu’il existe un polynome
Py de degré 2k a coefficients entiers tel que :

k

donc la limite vaut encore 0 lorsque ¢ =7 0, et de mé€me pour la dérivée a droite en 0 de :
>

dkfl 3
dtk—l (6 l/t)' O

Grice a cette assertion, la fonction v s’avere alors étre la composée :
2
Y(@) =¢(1- |zl

de cette fonction ¢ qui est > ! avec la fonction z — 1—|z|?, laquelle est aussi € ! [

10. Convolution et dérivation

Nous allons maintenant « découvrir » que la convolution f * g est une opération régula-
risante « magique », au sens ou si ’'une des deux fonctions convolées, disons f, jouit d’une
régularité importante, alors quelle que puisse étre ’irrégularité de la fonction g, le produit
de convolution f * g hérite entierement de la régularité de f. Il peut méme se produire que
f * g posséde un type de régularité qui devient supérieur simultanément a celui de f et
a celui de g, dans certaines circonstances ou f et g mettent en commun leurs meilleures
propriétés.

Commencons par le cas ou f est continiment différentiable a support compact, et ou g
n’est qu’intégrable, donc éventuellement tres irréguliere, tres discontinue.

Théoréme 10.1. Etant donné deux fonctions :
f €€ (R et g€ L'(RY),

leur convolée f * g, qui existe dans L'(R?), est en fait de classe €' partout sur R?, et
ses dérivées partielles d’ordre 1 s’obtiennent simplement en convolant g avec les dérivées
partielles correspondantes de f :

81 (f*9) = (gi) *9 (i=1-d).

Autrement dit, la dérivation passe sous le signe d’intégration :

T =g ([ fa-vgwa) = [ a-ngma

oz,
_ (Sf) v glx).

Démonstration. Traitons d’abord le cas de la dimension d = 1. Soit h € R* petit. Par
linéarité, on calcule :

Frgla+h) — fxg(x) :/ (f(x+h—t)—f(x—t))g(t)dt’

h h

d’otr sans effort en soustrayant f’ x g(x) :

f*g(x+h}z—f*g(x)_f,*g(x) :/[R (f(fﬂ—“rh})b—f(:“_t)_f/(g;_t)) g(t) dt.
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Maintenant, la formule de Taylor avec reste intégral — que nous allons reconstituer soi-
gneusement — va nous permettre de justifier le fait que le quotient sous I’intégrale tend
uniformément vers f'(z — t).

A cet effet, posons :

z:=x—t,
considéré comme constant. La primitive de f’ est f :

feh) - ) = [ P lu)du,

donc en soustrayant i f'(z), envisagé comme constant :

fe ) = ) = f) = [ (P ) - () du.

En effectuant le changement de variable d’intégration :

u =:z2+hov,
d’ou : du =0+ hdv,

on introduit une nouvelle variable d’intégration v qui varie dans [0, 1], ce qui donne :

flz+h)—f(z)=hf(z)= h/o (f'(z 4+ hv) = f'(2)) dv.

J/

=: Rest\e’f/ (z,h)
Autrement dit apres division par h :

fz+h) = f(2)

(10.2) N

— f'(z) = Reste(z, h).

Or la dérivée f € €°(R) est uniformément continue (puisqu’elle est & support compact,
grace a un lemme déja vu), a savoir on a une inégalité d’uniforme continuité :

Ve>0 dn=ne) (]22 —z|<n = ‘f’(zg) — f’(zl)‘ <e Vz,2 € R).
Alors pour tout |h| < 7(e), puisqu’on a trivialement pour tout v € [0, 1] :

‘z+hv—z‘ < |ho|
< n(e),

I’inégalité d’uniforme continuité s’applique et permet de majorer :

1
|Reste (2, h)| < / |f'(z+hv) — f'(z)| dv
0

1
S/&dv
0

= E.
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Donc en revenant a I’équation (10.2), écrite avec z := x — ¢, multipliée par g(t) et intégrée,
on obtient :
frgle+h) — fxg()
h

— fxg(x)

/ Reste,(x — £, h) () dt
R

<e R@uﬂﬁ

=¢elglw,

et ce, pour tout |h| < n(e), ce qui conclut (exercice mental) dans le cas de la dimension
d=1.

Ensuite, en dimension d > 1 quelconque, on procede d’une maniere completemement
similaire, en considérant des petits vecteurs non nuls :

hi=(0,...,0,h,0,...,0),

avec h € R* a la :-eme position, et on obtient, en termes de :

L (of af
Restengi (z,h) := /0 (8_90, (z+ hiv) — a—gp@(z)) dv,
I’équation :

avec les mémes estimées conclusives (exercice de compréhension). U

Reste o (z —t, h) g(t) dt,

oz,

Théoréme 10.3. [Corollaire direct] Erant donné deux fonctions :
f e E>(RY et g € L'(RY),

leur convolée f x g est de classe €™ partout sur R%, et ses dérivées partielles d’ordre
quelconque s’obtiennent simplement en convolant g avec les dérivées partielles correspon-

dantes de f :
oo1ttaa aa1+~~~+adf
— (fxqg)=| ——— | % V(@1 ,.yrg) € NY.

&,ﬁfl,uaxgd(f g) (a$?1~--3$3d) g (¥ (e a) €N%)

Démonstration. Raisonner par récurrence sur I’ordre des dérivées, et leur ré-appliquer suc-
cessivement le théoreme qui précede. Exercice de compréhension : formuler un théoreme
valable pour f € €(R?) avec k > 1. O

Définition 10.4. Si f € L'(R?) et p € €>°(R?), on dit que f *  est une régularisée de f
par la fonction ¢.

Dans le méme état d’esprit, on peut établir d’autres résultats analogues qui sont des
variations de ces théoremes, et nous les proposons en exercice.

Théoréme 10.5. Soit f € €>°(R?), soit un exposant 1 < p < oo, et soit g € LP(R?). Alors
f * g est € sur RY et satisfait :

o1ttt a1+t
0 d _ ( 9, af >*g

oo = o

Démonstration. Détailler les arguments complets est proposé comme Exercice 17. U

(V (Oq,...,ozd) € Nd).
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11. Fonctions-plateau (de Saclay ?)

Les fonctions-plateau jouent un role essentiel en Analyse lisse : elles permettent en effet
de localiser I’étude au voisinage d’un point, ou au voisinage d’un compact arbitraire.

Définition. On appelle fonction-plateau — le génitif «de Saclay » n’existe que dans les
définitions qu’on donne 2 Orsay — sur R? relative & deux boules concentriques, toute fonc-
tion Y € €>°(R?) satisfaisant :
(i) pour tout z € R¢ :

0<x(e) <1

(ii) il existe 0 < a < b dans R tels que :

1 lorsque |z
x(z) = 0 lorsque ||

7

<a
> b

Le résultat principal de cette section va établir que tout ensemble fermé-borné absolu-
ment quelconque dans R?, i.e. tout compact K € R? — aux formes éventuellement les
plus étranges possibles —, admet des fonctions-plateaux égales a 1 sur lui, et égales a 0
dans le complémentaire :

R\ K.
d’un voisinage ouvert arbitrairement petit K. D K de lui, disons :
K. = {z e R?: dist(z,K) < ¢},

avec ¢ > 0 tres petit. Or la fonction indicatrice 15 de K, égale a 1 sur K, et a 0 sur
le complémentaire R?\ K ne convient pas tout a fait, parce qu’elle n’est pas ¢! Qu’a
cela ne tienne, nous allons régulariser cette fonction indicatrice 1) de K en la convolant
avec une fonction €’ a support compact p. dont le support est e-concentré autour de
0 € R?. Commencons par demander seulement que le support soit contenu dans la boule
unité fermée.

Lemme 11.1. I/ existe une fonction p € € (R?) satisfaisant :
() p = 0 sur R%;

(i) suppp C B(0,1);

(iii) 1 = [, p(x) dz

Démonstration. Nous avons vu il y a quelques instants au Lemme 9.1 que la fonction :

1
exp| — ——— lorsque |z| < 1,
b(x) = ( - |w|2>
0 lorsque |z| > 1

remplit les conditions (i) et (ii). Il suffit alors seulement de la dilater par une constante
appropriée pour assurer que son intégrale soit égale a 1 :

1
plx) = oo (),

ce qui conclut. U
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Une simple dilatation-renormalisation :

pe(x) = ép(g)

fournit alors la fonction recherchée ; € apparait a la puissance d-eéme au dénominateur, car
la mesure de Lebesgue dz = dz; - - - dry sur R? est d-dimensionnelle. En résumé :

Corollaire 11.2. Pour tout € > 0, il existe une fonction p, € €*(RY) satisfaisant :

(i) p- = 0 surR9;

(i) supp p. C B(0,¢);

(iii) fRd pe(x)dx = 1, c’est-a-dire 1 = f\:c|<e pe(x) d. O
Géométriquement et géographiquement, le bord du plateau de Saclay est plein d’irré-

gularités, de ravines, de semi-falaises, de sentiers qui le mordent, et pourtant, le plateau
existe ! Mathématiquement, voici ce qui lui correspond.

Proposition 11.3. [Existence de fonctions-plateau c-indicatrices €] Etant donné un
ensemble mesurable borné quelconque E C R? (pas forcément fermé), pour tout € > 0, si

on pose :

E. = {m € R?: dist(z, E) < 6},

E. = {z e R?: dist(z,E) < e} D E.,
alors il existe une fonction-plateau x. € € (R%, R ) satisfaisant :
(i) 0 < xe(z) < 1 pour tout x € R4;

(ii) x.(z) = 1 pour tout v € E = adhérence de F ;
(iii) x-(x) = 0 pour tout x € Rd\Ege.

Le fait crucial, c’est que x. est € : elle «descend » du niveau 1 vers le niveau 0 de la
mer, de maniere certes nécessairement « abrupte » lorsque € > (0 est petit, mais aussi lisse
qu’un toboggan de longueur < 3¢ — donc au final, mieux que le plateau de Saclay !

Démonstration. Comme nous 1’avons déja anticipé, il va suffire de prendre la convolée de
la fonction indicatrice 15 avec la fonction p. :
£

Xe =1 B * Pe-
Autrement dit :

Xe(x) = /Rd 1z (z — 1) pe(t) dt,

ce qui montre instantanément que x. > 0, et aussi en majorant la fonction indicatrice

simplement par 1, que :
/ 1-p(t)dt
Rd

< 1

N

Xe()

ce qui donne (i).

Ensuite, montrons que x|, = 1, d’ou il découlera par continuité que x. | = 1 aussi.

P ar
Le support de p. étant contenu dans la boule fermée B(0, ), on a en fait :

Xe(z) = /t|< 15 (z —t) pc(t) dt.
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Assertion 11.4. Pour tout x € E et tout [t| < &, onalg (v —t) = 1.

Démonstration. Autrement dit, il s’agit de voir que x — t € E., ie. que :
dist(zx — t, F) < e.
Mais comme x € F, on a au moins :
dist(z — t, F) < dist(z — t,z) = |t| < ¢,
ce qu’il fallait voir. U

Donc dans I’intégrale ci-dessus, on peut remplacer identiquement par 1 la fonction in-
dicatrice, ce qui donne, pour tout x € £ :

Yel) = /t|< Lptydt= [ pde=1.

et acheve (ii).

Soit maintenant x € Rd\Egg. On a encore :
W= [ 1pa-np
|t|<e

Assertion 11.5. Pour tout x € Rd\Egs ettout |t| < e ona:
dist(x — ¢, E) > e.
Démonstration. L'hypothése que dist(x, F') > 3 ¢ signifie :
Vye E  dist(z,y) > 3e.

Avec |t| < ¢, supposons par ’absurde que dist(x — ¢, E') < e. Ceci signifie que pour tout
0 <& e, ilexiste y € E avec :

dist(x — t,y) <e+¢€.

Mais alors I'inégalité triangulaire :

dist(z,y) < dist(z,z — t) + dist(x — ¢, y)
L<e+e+é
< 3¢,
apporte une contradiction. U

Pour terminer, on a donc toujours © — t & E. dans I'intégrale ci-dessus, donc 13 (x —
t) = 0, d’ou 'intégrale s’annule, ce qui achéve (iii). |

Théoréme 11.6. Soit K € RY un sous-ensemble compact quelconque et soit Q D K un
voisinage ouvert quelconque de K, éventuellement arbitrairement resserré autour de K.
Alors il existe une fonction-plateau x € €>°(R% R.) telle que 0 < x(x) < 1 pour tout
x € R? satisfaisant :

1 lorsque z € K;
x(@) = 0 lorsque = € RN\Q.
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Démonstration. Pour pouvoir appliquer la proposition qui précede, il suffit de faire voir
qu’il existe € > 0 tel que :

K. = {z € R?: dist(z, K) < 3¢} C Q.
Mais puisque €2 est un ouvert contenant K, la distance :

dist(K,RN\Q) := inf |z —y]
ygﬂgd\Q

=:6>0

est strictement positive (exercice de topologie métrique), donc en prenant € < g, le support
de la fonction . de la proposition qui précede satisfait :

SUpp Xe C [?35 C Q>
ce qui conclut. U
12. Suites régularisantes et densité de ©>°(R?) dans LP(R?)

En revenant aux fonctions p.(z) = 6% p(f) utilisées ci-dessus, et en prenant :

1
g = = (j>1)7
J
on obtient une suite de fonction (p;)32, satisfaisant ce qui suit.

Définition 12.1. On appelle suite régularisante dans R¢ toute suite :

(Pj );il

de fonctions satisfaisant :
(i) p; € €2 (RY):
(i) p; = 0;
(i) [, p; = 1;
(iv) supp p; C B(0, 5).

Alors nous pouvons effectuer une observation synthétique fondamentale : toute suite
régularisante est une approximation de I'unité dans L'(R?), mais bien mieux que les ¢,
dont il est question dans le Théoreme 8.3, parce que ces p; sont maintenant de classe 6!

On en déduit donc sans effort I’énoncé suivant, dans lequel les fonctions-approximantes
p; * f sont €.

Théoréme 12.2. Si (p;);2, est une suite régularisante appartenant & €°(R?), les deux
énoncés suivants sont satisfaits.

(1) Pour toute fonction f uniformément continue et bornée sur R? :
feB° . N LRY,

uni

. . . / d.
la suite des convolées ( f* pj)p1 converge uniformément vers [ sur R :
0= lim Hf — pj * f“gm
J—00

et chacune des fonctions p; * f de cette suite est €> sur R? tout entier.
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(2) Pour tout réel p € [1, 00 et toute fonction :
f € LP(RY),
la suite des convolées ( f* pj);il converge vers f en norme LP :
0= tim |7 oy ],

et chacune des fonctions p; * f de cette suite est €> sur R tout entier. U

Enfin, on obtient une conséquence remarquable : les fonctions les plus lisses possible,
a savoir les fonctions €°, méme a support compact, approximent a volonté les fonctions
irrégulieres continues ou intégrables. Cet énoncé raffine donc considérablement le théo-
reme de densité des fonctions étagées (non lisses!), voire continues a support compact,
dans I’espace des fonctions mesurables ou intégrables.

Voici donc un résultat profond et tres important pour toute I’ Analyse mathématique.

Théoreme 12.3. L’espace 6> (R?) des fonctions indéfiniment différentiables & support
compact est dense dans €° ... N L°(R?) :

Vge b NLOMRY) Ve>0 If.e€ R |g- f€||%0(w) <e.

ainsi que dans LP(R?) :
Vge Lp(Rd) Ve>0 df. € CKCOO(Rd) Hg — ngLp(Rd) <e.
Démonstration. Traitons seulement le cas LP. Soit donc g € LP(R?) et soit € > 0 arbitrai-

rement petit. Par densité — maintes fois utilisée auparavant — de 4°(R?) dans LP(R?), il
existe h € €°(R?) avec :

Hg - h”LP(Rd) < %-

Maintenant, le théoréme qui préceéde fournit un entier j(g) > 1 assez grand pour que :

[P =1 pjc

)HLP(Rd) < 3

Or nous avons vu dans le Théoréme 10.5 que h * pj.) est €°°, et de surcroit, elle est a
support compact, car une application de la Proposition 4.2 donne :

supp hv* pjcy C supph + supp pj()

c {ze R?: dist (2, supp h) < j(%)}ﬂ

ensemble manifestement fermé et borné !
Pour terminer, avec le choix évident :

fe == h*pje,
une simple inégalité triangulaire :
Hg - fé‘HLp(Rd) = Hg - h + h - h * pj(E)HLP(Rd) < % + %7

conclut les arguments. U
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13. Théoréme de Borel
Une application élémentaire des fonctions-plateau est le :
Théoreme 13.1. [de Borel] Pour toute suite de nombres complexes :
(a”)@o’ a, € C,
il existe une fonction indéfiniment différentiable :
f e € (R,C),
x — f(z),
dont les n-émes dérivées en x = () sont précisément les a,, :
F(0) = ay, (YneN),

a savoir de maniére équivalente, dont la série de Taylor a I’origine x = ( est prescrite par

les a,, :
n

Taylory®(f) = Z an T

n!
n>0

Bien entendu, si la décroissance des modules |a,| est assez forte lorsque n — oo, la

série entiere brute :
0 n

x
>
n!
n=0
peut fort bien avoir un rayon de convergence strictement positif, voire méme infini, ce qui
donnerait immédiatement une solution au probléme, mais en fait, le théoreme n’exige, et
c’est sa force, aucune hypothese sur la taille des a,,. Par exemple, ce théoreme s’applique
aussi pour :

2
ay 1= (n') ,
et I’on sait pertinemment que la série infinie :
E nla"
n=0
a un rayon de convergence nul, égal a 0, puisque :

1 n ) "
= limsup {/|a,| = limsup Vn! = limsup ((E> 27m>
e

rayon de convergence n— 00

S=

:OO’

grace a la formule (connue) de Stirling :

n!l ~ (E) 2mn.
e

Ainsi faut-il une nouvelle idée pour passer par-dessus cet obstacle, et cette nouvelle
idée, ce sont les fonctions-plateau qui vont nous I’offrir ... sur un plateau!

Démonstration. Introduisons en effet une fonction-plateau

¢ € € (R, [0,1]),
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satisfaisant :

1
1 lorsque |z| < =
p(z) = e i<y
0 lorsque |z| > 1.
On peut construire une telle fonction en adaptant légerement les arguments qui précedent.
En tout cas, le graphe d’une telle fonction a I’aspect trés parlant suivant :

A

=
D=

Maintenant, puisque ¢(z) = 1 pour |z| < 3,ona
x'ﬂ n
gp(x)-anm =1-a, i

et donc la propriété évidente des dérivéesen x = 0 :

dF " a, lorsque k =n,
daf \ "™ 'l =0 ~ |0  sinon

est encore satisfaite lorsqu’on multiplie par ¢(z), et méme plus généralement encore, lors-
qu’on multiplie par :

© ()\ :C)
pour A > 0 arbitraire, puisque p(A ) = 1 quand |z| < 55,  savoir on aencore en z = 0 :
dk:

:Cn
@(90(”) m)

L’idée principale va alors consister a choisir des A = \,, qui dépendent de n pour corri-
ger la série ) | a,, 77 de maniére a la rendre convergente. Plus précisément :

a, lorsque k = n,
.10 sinon.
=0

Proposition 13.2. On peut choisir des \,, > 1 pour tout n = 0,1,2,3,... de telle sorte
que la série :

n

f(x) = Z e (M) - an %

n=0 N’
=t fn(z)

= fu()
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converge normalement sur R, donc uniformément, et de telle sorte de plus que pour tout

ordre de dérivation arbitraire k = 0,1,2, ..., la méme série dérivée k fois terme a terme :
(k)
> [P(@)
n=0

converge aussi normalement sur R, donc uniformément, ce qui assure grdce a un théoréme
connu que la fonction est indéfiniment différentiable :

f e €°(R,C).
De plus, le choix explicite simple :
An = max(1, |a,|)

convient.

Démonstration. Comme la fonction ¢ est °°, pour tout entier £ € N, sa dérivée k-eme
©®) est continue, et comme elle est identiquement nulle pour |z| > 1, les quantités :

) (] — ®© () — M <
max | ()| = max [ ()| < 00

sont toutes finies.
Fixons maintenant £ € N un entier quelconque. Rappelons que la dérivée k-éme d’un
produit de fonctions est donnée par la formule :

k!

k1
ki1+ko=k

Cette formule appliquée ici au produit :

fa(@) = an (A ) - %

donne :

B k! ko dMo x
dgk ) = O k%;:k Fitkt M) g e)

= 1
= O pour |z|> pve
et< Mkl en valeur absolue
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Le membre de droite étant 1dent1quement nul pour |z| > +, on peut majorer la valeur
absolue en supposant |z| <

dkfn k1 |ZE|n_k2
| <leal 3 i M'ﬂm
k1+ko=
1
kl ()\n)n—kg
< |an| max(Mo, ..., M Z /ﬁ'kz )

k1+ko=

|
< |an‘ maX(Mo, o 7Mk) Z k! ()\n)kl-f-kg—n 1

an| max (M, ..., My) k! 1
a ()\n)n—k Z k?ﬂk’g' (n—kg)'

. |ay| max(MO, . ,Mk)
(/\n)n_k (n —k)! k1 tko=k

 aa max (M, ..., My) 2
(An)" " (n— &)

Si donc on choisit :
Ap = max(l, \an\),

alors pour toutn > k+ lona:

d’ou :

et enfin, toujours pour n > k + 1, en achevant les majorations qui précedent :

dkfn(x) - max (Mo, ..., Mj) 2*
daxk = (n—k)!

= constanteg (n — k)!'
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A présent, la convergence normale de la série dérivée k fois terme a terme est aisée, en
tronquant comme on s’y attend :

k
d* fn dkfn 1
< -+constante —
Z dxk() \Z dxk kz (n—k)!
n=0 n=0 n=k+1
somme finie
1
= quantité finie 4+ constantey Z —
m=1
= quantité finie 4 constantey, (e — 1)
< Q.
En conclusion, la fonction f(x) est bien € sur R. O

La fin de la démonstration du théoreme tombe maintenant vraiment comme un fruit
mir gorgé de seve. Soit £ € N un ordre de dérivation quelconque. Grace a la convergence
normale-uniforme, la dérivée k-éme en z = 0 de la fonction f(z) s’obtient donc simple-
ment en dérivant ses termes & fois et en sommant :

0)=>_ fM(0)

Or puisque :
1
AMz) =1 < ,
(A ) pour |z 38
on a trivialement : i
d’f
k) (0) = —L™
fn ( ) dxk o0

it v0
d" x"
“a(a)l
ap lorsque n =k,
- {O sinon,
et donc au final : .
fR0) = £
n=0
= Ak,
ce qui est I’assignation désirée. U

14. Exercices
Exercice 1. Montrer que la propriété :
0= lim HTaf—fHLp,

vraie pour 1 < p < oo est fausse pour p = oo. Indication : En dimension d = 1, sur R, considérer la fonction
indicatrice du segment fermé [o, 5] pour deux nombres réels —oco < o < 8 < 0.
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Exercice 2. Soient deux réels 0 < o < # < o0o. On introduit les deux fonctions indicatrices :
f= 1[,01704 et g = 1[*5:5]'

(a) Montrer que f et g sont convolables.

(b) Montrer que leur convolution possede 1’expression explicite :

2a lorsque 0 < |z| < S — «,
frglx)=(B+a—|z] lorsque 3 —a < |z| < B+ «,
0 lorsque 5+ a < |x|.

(c) Quelle est la régularité de f et de g ? Quelle est celle de f * g ? S’améliore-t-elle ?

Exercice 3. Soient trois fonctions Lebesgue-intégrables f, g, h € L'(R).

(a) Montrer que le produit de convolution est commutatif :
frg=gx*f
(b) Montrer que le produit de convolution est associatif :
(Fxg)sh=fx(gxh).
Exercice 4. Sur R, on introduit les trois (combinaisons de) fonctions indicatrices :
= 10,00, g =110 — 1 h:=1g.

(a) Montrer que f et g sont convolables et que :

0 lorsque |z| > 1,
frglx)=q1+zx lorsque —1< <0,
11—z lorsque 0 < z < 1.

(b) Montrer que f * g et h sont convolables et que :
(fxg)*xh=1.

(c) Montrer que g et h sont convolables, puis que f est convolable avec g * h et enfin que :
fx(gxh)=0.

(d) Interpréter intelligemment ce paradoxe. D’ailleurs, si f et g sont convolables, a-t-on toujours fxg = g* f ?
(oui, mais pourquoi ?).

Exercice 5. Soient f = f(x) et ¢ = g(x) deux fonctions continues sur R, I’'une au moins étant a support
compact. Montrer, pour tout entier £ € N, la relation :

@ Nra= Y g (1) (7 g).

1k —
oSt M=)
Exercice 6. Etant donné une fonction f € %°(R) identiquement nulle sur les réels négatifs :
f |]7oo,0] =0,

sa primitive nulle en 0 est donnée par I’intégrale fox f (%) dt, puis ses primitives d’ordre supérieur sont données
en intégrant de telles intégrales. Cet exercice fournit des formules alternatives pour obtenir ces primitives
itérées en utilisant la convolution.

Rappelons que la fonction I' d’Euler est définie, pour tout réel o > 0, par :

o
Ia) = / to~ et dt.
0
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Elle satisfait I'(n) = (n — 1)! pour tout entier n > 1 (exercice de révision). On pourra admettre que la
fonction B d’Euler, définie pour tous «, § € R par une intégrale, s’exprime au moyen de la fonction I" :

. 1
B(a, B) d:f/ o=l (1 - ¢)P1 gt

0
aamis I'(a) T'(3)

T(a+p8)"

On pourra aussi redémontrer cette relation, au moins lorsque « et 8 sont tous deux des entiers > 1. On
introduit alors, pour tout o € R* , les fonctions :

1
—x
Ya = F(a)
0 lorsque = < 0.

a-l lorsque x > 0,

(a) Montrer que, pour tous o, 5 € R* ,ona:
que, p )

Ya * Yg = Ya+5.

(b) Soit donc une fonction f continue sur R identiquement nulle sur | — 0o, 0]. Pour tout entier n > 1, on
pose :

F, =Y, f.
Montrer pour commencer que F} est la primitive de f s’annulant en 0, satisfaisant d’ailleurs aussi F7(0) = 0.

(c) Montrer que, pour tout entier n > 1,on a:
EM (2) = f(x) avec 0= F,(0) = F/(0) = --- = F{™(0).

Exercice 7. (a) Montrer par un exemple treés simple qu’on ne peut en général pas convoler deux fonctions
quelconques appartenant a I’espace des fonctions localement intégrables sur R, défini par :

Li.(R) “ {f: R — C mesurables: /

|f(t)|dt < oo pour tout compact K € R}.
K

(b) Soient une premiere fonction :
1
f € Lloc (R)
et soit une deuxieme fonction intégrable et a support compact :

g€ LLR) “ {g€ L'(R): suppg estcompact}.

Montrer que f et g sont convolables, a savoir que f * g(z) existe pour presque tout 2 € R.

(¢) En utilisant des fonctions indicatrices appropriées, montrer que f * g € L (R).

Exercice 8. Si f € L>(R) et g € L*(R), montrer que la convolution f * g(x) est définie pour fout = € R.

Exercice 9. Soit f € L2(R) a support compact avec 1 < p < oo, soit p’ := -5 I'exposant conjugué avec

/7
p
loc*

1< p’ < oo,etsoitg € LY . Montrer que f * g(x) est définie pour tout 2 € R et est continue.

Exercice 10. Pour tout réel a > 0 strictement positif on définit sur R les deux familles & un parametre de

fonctions :
1 22
et ha(x) := EETEN

—alz| — e
av22mw

ga(x) =€
(a) Montrer, en appliquant un théoréme du cours, que pour tous a,b > 0, on a :
Ja * gb € %O<R)7

puis aussi que :
Ja * g € ﬂ LP(R).

1<psoo
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(b) Calculer explicitement :

TR (a e bzl — be‘“‘“") lorsque a # b,
a2 —

Ja * gb(f) =
1
e~alel ( + |at|) lorsque a = b.
a

(c) Montrer de méme que :

haxhy € €°(R) [ LP(R).

1<p<oo
(d) Calculer explicitement :
1 1 _ a2
he ¥ hy = — ——¢ 2@Z+p?)
’ V21 va? + b2

:h\/m.

Exercice 11. Montrer en détail que les trois familles de noyaux, de Laplace, de Cauchy, et de Gauss, satisfont
les trois conditions que doit satisfaire une approximation de 1’unité.

Exercice 12. Soit g € L'(R) telle que [*°_ g(y) dy = 1. On pose :
0
c = / 9(y) dy,

ct ::/ 9(y) dy.
0

1
Pour ¢ > 0, on pose g () := < g(%).
(a) Si f est une fonction continue par morceaux et bornée sur R, montrer qu’en tout point x € R, on a :

lim [ o) = ¢ f(x+0)+ ¢y [~ 0).

(b) Si de plus f ne présente pas de points de discontinuité sur un intervalle fermé donné, montrer que la
convergence est uniforme sur cet intervalle.

(c) Que se passe-t-il si I’intervalle en question contient un point de discontinuité de f ?

Exercice 13. [Approximation polynomiale de Weierstrass, d’apres Landau] Soient deux nombres réels
—00 < a < b < oo, etsoit f € €°([a,b],C) une fonction continue. L’ objectif est d’établir qu’il existe une

suite (p,, )22 ; de polyndmes p, (z) € C[z] qui converge uniformément vers f :

oo = Tim max [p ()~ f()]

n—00 x€[a,b]

0= lim ||pn - f
n—roo

(a) Montrer qu’on peut supposer f(a) = f(b) = 0. Indication: Retrancher & f une fonction affine appropriée.
(b) On pose R := b — a > 0, et on introduit la fonction quadratique :

{R2 —? lorsque |z| < R,

xr) =
a(x) 0 autrement.

Soit 0 < § < R. Montrer, pour tout n > 1, I'inégalité :

-6 00
/ (q(m))ndm—i—/ (q(ac))ndac < 2R (q(é))n
5

(¢) Montrer aussi :
/_ (q(x))ndx > 6(q(g))n.

(d) Montrer, pour tout § > 0, que 'on a :
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(e) Introduire :
(q(x))"
Jeam’

et montrer que (Qn)ff:1 constitue une famille de bons noyaux sur R, lorsque n — oo.

Qn(z) =

() Avec f(z) := 1jq)(z) f(x) définie sur R, en déduire la convergence uniforme sur R :

Pn(x) = (Qn*f)(:n) — f(x).

n—0o0

(g) Montrer que la restriction p,, := p, est un polynome de degré < 2n, pour toutn > 1.

‘ [a,b]
(h) Enoncer précisément le résultat obtenu.

Exercice 14. Soit g € L!(R?) une fonction Lebesgue-intégrable a support compact.

(a) Si f € €'(R?) est une fonction dont le support n’est pas forcément compact, en s’inspirant de raisonne-
ments qui précedent, établir que la convolée :

fra@= [ se=ng0a

existe pour tout z € R?, qu’elle est de classe €', et qu’elle satisfait :

0 af
—(f*xg)=| =) * i=1--d).
o (f*9) ( e )t @ )
(b) Lorsque f € € (R?) pour un entier x > 1 toujours sans restriction de compacité concernant son support,
montrer que f * g(x) est de classe €~ et satisfait, pour tous entiers positifs oy, ...,aq > 0avec ag + -+ +

agq < K, larelation de percolation des dérivées :

gt taa oot taa
7{1‘1(]6*9) = <f> * g.

g 5} Qq
Ox{™" -+ 0x) Ox{™ --- 0xy

(¢) Formuler une version 4 °° de cet énoncé.

(d) Déduire de ces considérations que pour tout polyndme :
P =P(z1,...,2q) € Clz1,...,24],

la convolée P * g est aussi un polyndme, dont le degré est inférieur ou égal a celui de P. Interpréter ce résultat
en le reliant mentalement (et en faisant preuve d’intelligence synthétique) aux sommes partielles de la série
de Fourier d’une fonction f € L'(R/27Z), ainsi qu’aux sommes de Cesaro-Fejér correspondantes.

Exercice 15. Montrer directement que la convolée sur R? entre un polyndme et une fonction L' a support
compact fournit toujours un polynéme.

Exercice 16. Etant donné une premiere fonction f € € (R?) bornée sur R? ainsi que ses dérivées d’ordre
< K, et étant donné une deuxiéme fonction g € L*(R?) dont le support n’est maintenant plus supposé
compact, montrer que la convolée f * g(z) existe en tout point z € R?, qu’elle est classe € sur R tout
entier et qu’elle vérifie de méme :

gt taa doattaaf
—_— = —_— B . , < ,
oxt - 0xy? (f * g) (8;5(1“ . ~8:C3‘d) *9 (a14-++aq < k)

en ayant pris bien soin de vérifier que le membre de droite a un sens. Indication : En dimension d = 1, on
pourra traiter d’abord le cas k = 0, puis le cas k = 1, en utilisant & nouveau une formule de Taylor appropriée
avec reste intégral, et en introduisant les quantités suivantes :

Porttea f

Aq a
Teees a$?1 .. 63’;3’1

‘= sup
zERC

d

@] < .

finies par hypothese.

Exercice 17. Démontrer rigoureusement le Théoréme 10.5.
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Exercice 18. [Fonctions-plateau] Soient deux nombres réels —c0 < a < b < .

(a) Montrer que la fonction :

0 lorsque = < a,
fl@) = e mae s lorsque a < = < b,
0 lorsque = > b,

est €°° sur R tout entier.

(b) Montrer qu’il existe une fonction F': R — R, de classe > qui commence par F'(z) = 0 pour
x < a, qui est strictement croissante sur [a, b], et qui termine par F'(x) = 1 pour x > b. Indication: Prendre
F(z):=c¢ ffoo f(t) dt, en choisissant une constante appropriée ¢ > 0.

(c¢) Soit § > 0 assez petit pour que a + § < b — d. Montrer qu’il existe une fonction g: R — R de classe
€ satisfaisant :

* g’]foo,a]u[b,oo[ =03

. 9|[a+5,b—5] =1

« g est strictement croissante sur [a, a + 4], et est strictement décroissante sur [b — &, b].

Exercice 19. Soit f € L _(R) telle que :

loc
0= / 7 f@) ole) de,

pour toute fonction ¢ € €°(R). Soit (p;);>1 une suite régularisante lisse a support compact, ¢’est-a-dire
plus précisément une suite de fonctions p; € €.°(R) telles que p; > 0, fj;: pj(z)dx = 1etsuppp; C
[—¢j, +¢;] pour une certaine suite de réels ¢; tels que 0 < €; < 1 satisfaisant lim;_,; . £; = 0.

(a) Montrer que toutes les régularisées f * p; de la fonction f sont identiquement nulles.

(b) Soit a un réel strictement positif et posons b := a + 1. Montrer que, pour tout réel x tel que |z| < a et
pour tout entier j > 1,ona:

p; * f(x) = pj* (Lj_py f)(z) = 0.

(¢) Montrer que :
+a
160 f = pj * (L= y) f)||L1 > /_ |f(z)| dz.

(d) En déduire que f = 0 presque partout.

Exercice 20. Soit f: R, — R une fonction de classe ¢! satisfaisant f(0) = 0 et f'(¢) > 0 pour tout
t > 0. L’ objectif est d’établir une inégalité due a Young d’apres laquelle, pourtous 0 < b < a:

a b
ab g/ f(t)dt+/ ) dt,
0 0

avec égalité lorsque, et seulement lorsque b = a.
(a) Montrer, en la dérivant, que la fonction auxiliaire :

@ f(@)
T — —a:f(x)+/0 f(t) dt+/0 FH¢) dt,

est identiquement nulle.

(b) Soit maintenant b > 0 fixé. Conclure en étudiant le tableau de variation de la fonction :

a £ ()
a — —af(b)+/0 f(t)dt+/o fH () dt.

(c) Premiere application : déduire I’inégalité de Young classique d’apres laquelle, pour toute paire d’exposants
p,q €]1, 00| qui sont conjugués :
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et toute paire de réels a,b > 0,on a:

avec égalité lorsque et seulement lorsque b = aP~ 1.

(d) Deuxieme application (utile pour traiter 1’exercice qui suit) : déduire que pour toute paire de réels a, b > 0
ona:
ab < alog(l+ a) +eb—1.

Exercice 21. Sur le cercle unité :
T =R/27Z,
on considere I’espace fonctionnel des fonctions :

2m
& = {f: T — C mesurables telles que / 7 ()] Iog(l + |f(t)|) ;thr < oo}.
0

(a) Montrer qu’elles satisfont toutes :

i.e. qu’elles appartiennent 2 L' (T). On fixe maintenant une telle fonction f et 1’objectif est d’étudier comment
elle se convole avec certaines autres fonctions.

(b) Si g: T — C est une fonction mesurable ayant la propriété qu’il existe une constante A > 1 telle que :

lgl

exr € LYT),
montrer que pour tout § € T, on a I’inégalité :
dt

27 27 27
/O If(t>g(9ft)|;l—; < A/O |f(t)\|og(1+)\\f(t)|);i—;+/o (QWJ)%,

Indication : on pourra utiliser une inégalité de I’Exercice qui précede :
ab<a|og(1+a)+eb—1 (a,b>0).
(c) Utiliser en la vérifiant I’'inégalité valable pour deux nombres réels c > lete > 0:
log (14 ce) < loge+ log(1+e),

pour obtenir que la convolée f x g(6) existe pour fout 6 € T, et qu’elle est majorée par 1’expression-a-trois-
girafes- :

2 2T 2m
dt lg(®)] dt
£xa0)] < Mogh [ s 5-+ A [ s (1 @) 5o+ [ (5 -0 5L
T 0 27
(d) On choisit dorénavant :
1
9(0) :=log —
|cos 0]
Montrer que g € L*(T) et aussi, pour tout A > 1, que :
X e LY(T).

(e) En se rapportant a un théoréme du cours, justifier que des modifications mineures de sa démonstration
permettent d’établir que pour toute paire de fonctions f € L°°(T) et g € L'(T), la convolée f g est continue
sur T.

(f) Soit a nouveau f appartenant a I’espace fonctionnel ci-dessus. Pour tout entier n > 1, on la tronque
par-dessous en définissant :

0 lorsque |f(0)] < n,
fn(0) := {f(g) lorsque [f(6)] = n

Vérifier que (f — fr) * g(0) existe pour rout 6 € T.
(h) Introduire en conséquence pour tout n € N les fonctions :
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montrer qu’elles sont continues, et établir que :

2m
limsup || f % g — hn, . < / (ew—l) dt
n —> oo 0

o
(i) Conclure la démonstration de 1’énoncé qui était visé : pour toute fonction f € &, la convolée :
1
f = log =

est continue sur T.
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Transformation de Fourier

Frangois DE MARCAY

Département de Mathématiques d’'Orsay
Université Paris-Saclay, France

Dans les sections qui vont suivre, nous n’allons pas (tout de suite) utiliser la puissante et
sophistiquée théorie de I’'intégration de Lebesgue, mais plutdt, nous allons nous restreindre
a I'intégration simple au sens de Riemann des fonctions continues. Historiquement parlant,
en effet, les transformations de Fourier, de Laplace, ou de Poisson (fort utiles en ingénierie)
sont apparues pres d’un siecle avant 1’aboutissement complet de la théorie abstraite de
la mesure. En vérité, les aspects principaux de la transformation de Fourier peuvent étre
intégralement développés dans le royaume des fonctions les plus lisses et les plus régulicres
qui soient.

Ce n’est que dans un second moment du cours que nous étudierons la transformation
de Fourier étendue aux espaces généraux LP(R?), et les raisonnements plus délicats que
nous aurons alors a conduire dans ce contexte apparaitront transparents et limpides, pour le
plus grand bien de cette si précieuse intuition de compréhension que chacun de nous doit,
ressentir, interroger, et cultiver en lui-méme.

1. Naissance par analogie de la transformée de Fourier

La théorie des séries de Fourier s’applique aux fonctions définies sur le cercle unité, ou,
de maniere équivalente, aux fonctions 27-périodiques sur R. Dans ce chapitre, une théorie
de Fourier analogue est développée pour les fonctions définies sur R tout entier mais qui ne
sont pas périodiques. Les fonctions considérées devront décroitre suffisamment rapidement
a I’infini pour que les concepts initiaux de la théorie aient un sens. Il y a plusieurs manieres
de caractériser la décroissance a I’infini, décroissance qui sera essentiellement vitale pour
la rigueur mathématique.

Rappelons que la série de Fourier d’une fonction périodique lui associe une suite de
nombres, a savoir les coefficients de Fourier ; mais lorsqu’il s’agiAt d’une fonction f définie
sur R, I’objet analogue associé devra étre une autre fonction f elle aussi définie sur R.
Puisque, donc, la tranformée de Fourier d’une fonction sur R est a nouveau une fonction
sur R, contrairement aux séries de Fourier, il va y avoir une symétrie fondamentale entre la
fonction et sa transformée :

-~

f+—— f.

Intuitivement, la transformée de Fourier est une version continue des coefficients de
Fourier. En effet, pour toute fonction f de période 1 (au lieu de 27) :

Fk) = /0 F(z) e~ gy ke,
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la variable utilisée précédemment § = 27z étant dilatée du facteur convenable, et alors,
si la fonction f est suffisamment réguliere (par exemple %), elle est égale a sa série de
Fourier :

o
fl@)=Y" flk)e*m=
k=—00
Maintenant et de manicre tres intuitive, tentons une métamorphose de ces formules dans
lesquelles on remplace tous les symboles discrets, tels que nombres entiers et sommations,
par leurs contreparties continues, telles que nombres réels et intégrales. En d’autres termes,
étant donnée une fonction f définie sur R tout entier, définissons sa transformée de Fourier
en remplagant le cercle sur lequel on integre par R, et en remplacant k € Z par £ € R, ce
qui donne :

fle) = / f(x) 2w .

Cette formule va exactement étre celle qui définit la transformée de Fourier sur R. Mais
poussons encore 1’analogie plus loin, et traduisons aussi la formule qui exprime une fonc-
tion comme étant égale a série de Fourier : en remplacant donc la somme par une intégrale,

~ ~

et f(k) par f(&), nous sommes conduits & une formule qui va s’ avérer étre vraie :

f(z) = / Fl) ermee e,

et qui sera appelée formule d’inversion de Fourier.

En fait, ces deux formules ne seront vraies, au début de la théorie, que sous certaines
hypotheses de décroissance a I’infini, et une grande partie de la théorie va consister a s’oc-
cuper rigoureusement de questions de convergence.

A un niveau supérieur (par exemple en Master 1), la théorie dite des distributions (Sobo-
lev, Schwartz) va clarifier considérablement les espaces d’objets mathématiques plus vastes
dans lesquels une correspondance f <— f s’effectue de maniére parfaitement symétrique
et satisfaisante, sans restriction.

La théorie des séries de Fourier et des intégrales de Fourier a toujours
rencontré des difficultés majeures et nécessité un grand appareillage ma-
thématique lorsqu’il s’agit de justifier la convergence des formules. Elle a
engendré le développement de méthodes de sommation, bien que celles-ci
n‘aient pas réellement fournit une solution complétement satisfaisante au
probléme. [...] Pour la transformée de Fourier, I'introduction des distribu-
tions, et donc I'introduction de I'espace . [des fonctions a décroissance

rapide a l'infini], est inévitable, que ce soit explicitement ou d’'une maniere
cachée. Laurent SCHWARTZ, 1950.

Toutefois, il ne sera nullement question ici dans un cours élémentaire de développer la
théorie des distributions.

2. Premier éclairage

En tout cas, pour une premiere compréhension en profondeur, il sera utile de faire voir
que la formule d’inversion de Fourier :

fo = | T Fey e,

un des buts principaux de ce chapitre, peut étre démontrée en partant des connaissances
acquises sur les séries de Fourier, avec des moyens simples, naifs, éclairants, dans le cas
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particulier mais assez général ol la fonction f € %! est continiment différentiable a sup-
port compact :
supp(f) C 10, Tp] (To > 0).

En effet, pour tout 1" > T}, on peut introduire la 7T-périodisation de f, notée F', qui est
alors € sur R/(T Z). Le théoréme de Dirichlet assure ensuite que F est égale en tout point
a sa série de Fourier, ce qui, aprés renormalisation de I’intervalle [—m, 7] en I’intervalle
[0, T'], fournit (exercice) :

o0
~

F(z)= Y  F(n)e* 7,

n=—oo

ou les coefficients de Fourier renormalisés sont :

~ T . dx
o —2z7rn7
F(n)—/o F(z)e T

Maintenant, si on définit donc la transformée de Fourier de f sur R par :

7le) = / f(x) e 2 e,

dont on se convainc aisément qu’elle est continue par rapport a &, il se trouve qu’en posant

_n 5 1oose .
§ = 7, on retrouve a un facteur = pres :

F(n) = %f(%)

Ainsi donc puisque F' = f sur I'intervalle [0, 7], la formule laissée en chemin se traduit

instantanément en :
1 = =(n 2itn Z
fla) = T E f (f) € r.

n=—oo
Il reste seulement a faire tendre 7' — oo et a reconnaitre des sommes de Riemann (voir
aussi I’Exercice 1) pour obtenir la formule d’inversion de Fourier :

fo = | T Fey e,

dans ce cas précis déja tres général ol la fonction f est €}, au moins lorsque f est Riemann-
intégrable.

Théoreme 2.1. La transformée de Fourier de toute fonction continiiment différentiable a
support compact f € €}(R,C) :

fo- [ " @) et de,

est continue en tant que fonction de £ a valeurs dans C, et si de plus (hypothése supplémen-
taire), f est intégrable au sens de Riemann sur R, alors la fonction f d’origine se retrouve
grdce a la formule d’inversion de Fourier :

f(x) = / 7€) ¥t . 0
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Le principe de permanence formelle des relations dans les espaces fonctionnels abstraits
approximés par des sous-espaces vectoriels denses concrets nous permet d’ores et déja
de soupconner que cette formule d’inversion sera vraie dans des espaces plus généraux.
C’est au développement rigoureux de cette intuition d’anticipation que sont consacrées
les sections qui suivent, le poillt mathématique délicat étant qu’il faut souvent faire une
hypothese supplémentaire sur f.

3. Transformée de Fourier des fonctions a croissance modérée

En admettant que I’intégration au sens de Riemann d’une fonction définie sur un in-
tervalle fermé borné [a,b] C R est connue, la maniere la plus naturelle de généraliser
I’intégration a des fonctions continues sur R fout entier est de définir :

0 0 N
/OO f(z)dr = MIiLnoo /M f(x) dx+]\;i£1m/0 f(x)dx.

Bien entendu, cette limite peut ne pas exister comme nombre fini dans R, par exemple

lorsque f(z) = %val Toutefois, de telles intégrales convergent lorsque f décroit suffisam-

ment rapidement a I’infini, au sens suivant.

Définition 3.1. Une fonction continue f définie sur R est dite a croissance modérée s’il
existe une constante A > 0 telle que :

@) < —2

m (Vz eR).

Par exemple, pour un entier n > 2, la fonction 1/(1 + |z|") est clairement  croissance
modérée. Autre exemple : la fonction e~ avec a € R? (exercice mental).

On vérifie aisément que 1’ensemble des fonctions a croissance modérée forme un R-
espace vectoriel.

Comme on I’a souhaité, I’intégrale sur R tout entier d’une fonction a croissance mo-
dérée existe, grace au critere de Riemann d’apres lequel x% est intégrable a I’infini. Plus
généralement, pour tout ¢ > 0 fixé, les fonctions continues satisfaisant une inégalité du
type :
constante

sont aussi telles que la limite :
N
lim / f(z)dx

N—oo _N
existe. Les résultats qui vont suivre seraient donc tout aussi vrais pour de telles fonctions,
mais nous choisissons ici € = 1 pour fixer les idées. Enongons sous forme résumée quelques
propriétés élémentaires.
Proposition 3.2. L’intégrale sur R des fonctions a croissance modérée satisfait :
(i) Linéarité :

/OO (af(x)+bg(x))d:c=a/i f(x)dx+b/i g(x) da.

—00
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(ii) Invariance par translation :

/_Z f(x—h)da::/:; f(x) dz.

(iii) Modification par dilatation :
[o¢] o0
5/ f(5:r:)dx:/ f(z)dx (6>0).
—00 —00
(iv) Continuité translationnelle :

O:}ILim /C: |f(z —h) = f(z)| da. d

—0

La preuve de cette derniere propriété est laissée au lecteur ; en fait, on a déja établi précé-
demment dans le cours la continuité translationnelle pour les fonctions appartenant au vaste
espace de Lebesgue L!'(R). Ici, en nous restreignant aux fonctions Riemann-intégrables,
nous introduirons la méme notation :

Iz = / |f(z)| dx,

pour définir la norme de Lebesgue restreinte a notre sympathique espace de fonctions a
croissance modérée.

Définition 3.3. La transformée de Fourier d’une fonction = — f(x) a croissance modérée
est la fonction d’une variable auxiliaire £ € R définie par :

]?(5) ::/ f(x) e 2T

I’intégrale étant convergente, puisque |e~%7*¢| = 1.

Qui plus est, I’inégalité triangulaire intégrale qui justifie cette convergence :

/:: f(z) e 2™ dy
< / Z |f ()] dz

montre qu’on a I’estimation fondamentale :

max!]?(fﬂ S Hf”Ll(R)'

£eR

F(&)| =

Proposition 3.4. La transformée de Fourier d’une fonction f continue a croissance modé-
rée est continue :

7 e "R

Démonstration. Le raisonnement détaillé, laissé au lecteur-étudiant puisqu’il est de niveau
Licence deuxieme année, consiste, en partant de I’intégrale définissant la différence :

o0

ferd)-Fo = [ sla) (e¥merd - e g

— 00
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avec 0 € R petit, a la découper en deux parties :

Lowt Lo
|z|<R |z|>R

ou [? > 1 est assez grand pour que f|z soit tres petit. U

>R

Proposition 3.5. [dite de Riemann-Lebesgue] La transformée de Fourier d’une fonction
f continue a croissance modérée sur R tend toujours vers zéro a l'infini :

0= lim f(&).
|€|—o00
Démonstration. Un raisonnement astucieux, dont les détails sont une seconde fois laissés
au lecteur-étudiant, consiste a établir d’abord que :

fo=5 [ (1= = g)e*m<a,

puis a raisonner encore en découpant 1’intégrale en deux parties.

Un raisonnement alternatif plus sophistiqué consiste a établir d’abord la nullité de cette
limite lorsque f € €}(R) est continiment dérivable 2 support compact, puis a raisonner en
utilisant la densité (a vérifier soigneusement) de ¢! dans ’espace des fonctions continues
a croissance modérée. U

Ces trois propriétés élémentaires de J?ne garantissent toutefois pas que f jouisse d’une
quelconque décroissance (modérée) a I’infini, comme le montre 1’Exercice 3.

Pour cette raison, il n’est absolument pas clair que I’on puisse définir I'intégrale (noter
le signe + dans I’exponentielle) :

/_ T F©) et e,

laquelle va en fait servir pour inverser la transformation de Fourier, puisqu’on va établir
que I’on a toujours :

fo = | T @) e e,

dans certaines circonstances ou I’intégrale en question a un sens.

Pour garantir cela, on introduit classiquement un espace plus raffiné de fonctions a crois-
sance extrémement modérée que Laurent Schwartz a étudié dans le cadre de la théorie dite
des distributions, et qui est tres utile puisqu’on peut développer tous les théoremes fonda-
mentaux de la théorie dans cet espace.

Le choix de I’ espace de Schwartz et motivé par un principe important d’apres lequel la
décroissance de f él’inﬁni est intimement reliée aux propriétés de différentiabilité de f,
et vice versa : plus f(&) décroit lorsque || — oo, plus f doit étre de classe €™* avec k
grand. Un exemple simple illustrant ce principe apparait dans I’Exercice 3. Bien entendu,
on aura remarqué que cette relation entre f et ]?CS'[ réminiscente d’une relation similaire
entre la régularité d’une fonction sur le cercle unité T = R/277Z et la décroissance de ses
coefficients de Fourier.
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4. Transformation de Fourier dans I’espace de Schwartz

Définition 4.1. L’espace de Schwartz sur R est ’ensemble des fonctions f de classe €
a valeurs dans C telles que f et toutes ses dérivées f’, f,..., f©),... sont rapidement
décroissantes au sens ou, pour tous entiers k, ¢ > 0 :

sup |z|* }f“)(x)’ < o0.
z€R

On notera alors :
S = .7(R)
cet espace, qui renforce considérablement 1’exigence de décroissance modérée a 1’infini.
On vérifie (exercice) que .’(R) est un C-espace vectoriel. De plus, on se convainc
(exercice mental) que . (R) est stable par différentiation et par multiplication monomiale :

fayes® = (fla)= % e 7 (R) o afl) € SB)).

Lemme 4.2. Toute fonction f € % (R) dans I’espace de Schwartz jouit des propriétés
d’intégrabilité :

[ FO@ ey = [ a7 0@) dr < o,

pour tous entiers k,{ € N.

Démonstration. Appliquons la définition aux entiers k + 2 et £ :

k ¢
sup |z|"*? |f( )(.1')’ =: Mjt2s < 00.
zeR
Alors I'intégrale en question, dont on excise la partie (évidemment finie) f\:v\ <1» devient
majorée par la quantité :
* dx
k| (e
/ || ]f()(x)‘dx < 2Mk+2,e/ —
||>1 1z
= 2 Moy,
qui, manifestement, est elle aussi finie. O

Exemple 4.3. La fonction e~/ décroit trés vite & I’infini, mais elle n’est pas différentiable
en 0. Mieux qu’elle, I’exponentielle gaussienne :

fl@)=e"

appartient a I’espace de Schwartz, puisqu’on vérifie par récurrence que pour tout entier
¢ >0, il existe un polynéme P;(x) de degré < / tel que :

dZ

dz!
et ceci montre immédiatement (micro-yoga mental) que e e S

Cette gaussienne joue un rdle vraiment central dans la théorie de la transformation de

Fourier, et aussi en probabilités et en physique.

De méme, pour tout réel a > 0, la fonction e~**" appartient aussi a .(R), et dans
quelques instants, nous allons normaliser la gaussienne en choisissant a = 7 :

2

(6_I2) = Py(z)e ™™,

(l(EQ

2

e ™ € Z(R).
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Exemple 4.4. Une autre classe importante de fonctions appartenant a 1’espace de Schwartz
est constituée des fonctions lisses a support compact :

“>R) C Z(R).

Définition 4.5. La transformée de Fourier d’une fonction f € .#(R) est la fonction définie
par :

fiey= [ fwe .

Quelques propriétés initiales simples de la transformation de Fourier peuvent étre ras-
semblées dans un premier énoncé élémentaire. Pour abréger, nous utilisons la notation :

~

f(x) — f(§)
pour signifier que fest la transformée de Fourier de f.

Proposition 4.6. [Propriétés élémentaires] Si f € Z(R) appartient a 'espace de
Schwartz des fonctions €>° qui décroissent rapidement a 'infini sur R, alors on a :

() f(z+h) — f(&) 2™ pour tout h € R;

(i) f(z)e 2" —s f(&+ h) pour tout h € R;

(iii) f(dz) — %J?(% &) pour tout § > 0;

~

(iv) f'(z) — 2im & f(E):
(V) = 2irz f(x) — % f(&).

Les deux dernieres propriétés sont particulierement significatives : a un facteur 2i pres,
la tranformation de Fourier échange la différentiation et la multiplication par la variable

ambiante. Grace a cela, toute équation aux dérivées partielles devient algébrique apres
transformation de Fourier !

Démonstration. Ces cinq relations découlent de transformations et de changements de va-
riables algébriques élémentaires, en tenant compte du fait que la décroissance rapide a
I’infini permet de négliger ce qui se passe en dehors d’un intervalle compact [— R, R] assez
large. U

Pourquoi avons-nous introduit I’espace de Schwartz plutdt que d’en rester aux fonctions
a croissance modérée ? Parce que 1’espace de Schwartz est stable par transformation de
Fourier, ce qui va nous permettre d’introduire et d’utiliser la transformée de Fourier inverse.

Théoréme 4.7. Si f € .7(R), alors f € . (R),
Démonstration. 11 s’agit donc de montrer que pour tous entiers k, ¢ > 0, I’expression :
d\'~
k —
¢ () Fo

est bornée sur R. L’argument (élégant) est une application conjointe du fait que si H &
< (R), sa transformé de Fourier H est bornée :

|#

¢O(R) < HH”U(R) < o0,

alliée au fait que la transformation de Fourier échange différentiation et multiplication.
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En effet, grace aux propriétés élémentaires (iv) et (v) ci-dessus, notre expression a esti-
mer s’avere €tre la transformée de Fourier de la fonction :

Hidle) i= s (di) [(~2ime)’ f@)

puisqu’on constate qu’on a effectivement (vérification visuelle) :

Hy(€) = € (d%)ef(f)-

En appliquant a cette fonction le controle de la norme ¢°(R) par la norme L' (R), on obtient
formellement :

H }AIM H%O(R) S HHW H L'(R)

(%)k [ f(2)]

etil s’agit donc de vérifier que cette dernieére norme L' est finie, ce qui va étre le cas.
La formule de Leibniz pour la dérivée k-eéme d’un produit de fonctions s’écrit ici, en
oubliant volontairement la nature explicite des constantes :

(%) [z f(2)] = Z kl'kQ z)(kl)(x) £ (1)

k1+ko=k

:E z* f x) constantey ¢,

K/<e
<k

= (2n)7*

Y

LY(R)

et donc en revenant a I’inégalité laissée plus haut, et en introduisant une constante supé-
rieure a toutes celles qui apparaissent :

SO®) < constante Z ka/ f(el)(x)HLl(R)
k'<t, 0'<k

”Hk,z

Or on a déja vu que toutes les normes L', finies en nombre, qui apparaissent ici, sont < oo,
d’ou la conclusion visée. |

Maintenant, la démonstration (classique) de la formule d’inversion de Fourier :

; / J/c\(g) 62i7rx£ d&,

valable pour toute fonction f € .(R), que nous allons conduire, est basée sur une étude
soignée des gaussiennes emae’, qui, comme nous I’avons vu, appartiennent a notre bon
espace de Schwartz lorsque a > 0. Il se trouve que ces gaussiennes sont en quelque sorte
des points fixes de la transformée de Fourier et que simultanément aussi, elles peuvent
servir comme noyaux régularisants approximant [’ unité.

Commencgons par considérer le cas a = 7, eu égard a la splendide formule classique :

1= / e~ dx,
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qui — comme tout mathématicien doit absolument le savoir jusqu’a son assomption au
paradis que Cantor a créé pour lui —, se démontre en prenant le carré et en passant aux

coordonnées polaires :
0o 2 00 00
(/ e d:z:) = / e~ dx) </ e’ dy)
oo / e~ T(@+Y?) 1y dy

/ ™ v dr df
0

™ dr

Il
8

88

Do
=)
®

I

. 3’ 2
le miracle étant que 27re ™"

primitive de la fonction de départ e
connues.

admet une primitive élémentaire évidente, bien qu’aucune
2 . . P .
™ n’existe au moyen de fonctions élémentaires

La propriété fondamentale du noyau de Gauss qui nous intéresse, et qui est conséquence
de ce dernier calcul, est donc un résultat qui mérite d’étre particulierement souligné.

Théoréme 4.8. Si f(z) = e ™, alors f({) = f(&):

—7T2?2

e est égale a sa propre transformée de Fourier!

Démonstration. Donnons un autre nom a cette transformée de Fourier :

F :: —mx? —217r:c£ d(l?
©=Fo=-[ &
f(z)
et observons que F'(0) = 1, grice au remarquable calcul en coordonnées polaires ci-dessus.
Une différentiation de cette intégrale par rapport a £ — qui n’est autre que la propriété

élémentaire (v) ci-dessus — donne :

F'(¢) = f(z) (= 2imz) e ™ da
00 N —— e
=if'(x)

=1 / f!(z) e 28 g,

Mais alors un retour vers la propriété élémentaire (iv) ci-dessus — obtenue par simple
intégration par parties — donne instantanément :

F'(&) =i (2im &) f(€)
= -2 F ().
Cette équation différentielle ordinaire s’integre aisément :
F(§) = constante e’”fz,

et la constante vaut 1, puisque nous venons de dire que F'(0) = 1! U
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Ensuite, la propriété de covariance formelle de la transformée de Fourier a travers les di-
latations — propriété élémentaire (iii) ci-dessus —, donne (exercice de vérification laissé
au lecteur-étudiant) :

Théoreéme 4.9. La transformée de Fourier de la gaussienne générale :

]. 7\'(1)2
Ks(x) := 7 e,

o § > 0 est un réel quelconque, est encore une gaussienne dans laquelle le % dans ’expo-
sant se transforme en un 9 :

Ks(€) = e
(©). 0

I1 est alors naturel de donner le nom suivant, avec I’initiale G de Gauss, a I’exponentielle
dans laquelle apparait ¢ plutdt que % :

Gs(€) i= €™,

et I’on a alors en termes de ces notations, les relations agréables :

Ks(€) = Gs(€) et Gs(€) = Ks(€).

Ks Gs

A

Maintenant, effectuons une pause sur les considérations techniques afin de méditer géo-
métriquement sur 1’arrondi délectable des formes courbes de ces gaussiennes.

]

Lorsque ¢ tend vers 0, il est clair que la fonction Ks(z) = \/LS e‘$ fait un pic tres elevé
resserré autour de 1’axe vertical {x = 0} comme le geyser du Lac Léman a Geneve, tandis
qu’au contraire, sa transformée de Fourier Rg(f ) = e~™¢ devient de plus en plus étalée
a hauteur 1 au-dessus de 1’axe horizontal des £, comme une méduse flottant sur une mer
d’huile. Ceci montre sur cet exemple particulier un phénomene général d’apres lequel une
fonction et sa transformée de Fourier ne peuvent jamais étre toutes deux simultanément
concentrées (localisées) autour de [’origine. Ce phénomene est en relation avec le célebre
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principe de Heisenberg, issu de la Mécanique Quantique, dont nous donnerons une version
ultérieurement.

Revenons alors a notre famille de noyaux-inverses de Gauss :

(K@) = ()

indicés par un parametre continu strictement positif. Grace au calcul qui précede et a des
vérifications élémentaires, on se convainc que cette famille satisfait toutes les conditions
que doit satisfaire une approximation de 1’unité dans L'(R), a savoir :

() Ks >0surR;
@) 1= ffooo Ks(z) dx;
(iii) pour toutn > 0, ona:

0= lim / Ks(z) dz.
d—0 ‘x|>n 6( )

Démonstration. Le seul point qui doit étre éclairci est que, pour tout > 0, on a :

1 7T.’1,‘2
0= lim / —e 5 dx.
§=50 Jlz|>n \/g

Or un simple changement de variable donne — lorsque 1 = 0, on trouve (ii) — :

/ ie_ﬂfdx—2/ooe_ﬂ§2@
jalsn VO 0 Vo

[Poser o —: y/3] =2 / e ™ dy,

i

NG

et la convergence (déja vue!) de I'intégrale 2 fooo e~y dy = 1 implique par définition des
intégrales généralisées que I’on doit avoir — noter que M := \/ig tend ici maintenant vers

00 —
& 2
0= lim e ™ dy,
M—00 M

ce qu’on peut d’ailleurs voir directement en utilisant par exemple la majoration :
(0 <) e L e (Vy>1),

d’ol pour M > 1, en particulier lorsque M — 00 :

[ee} oo —7M
0<) / e ™ dy < / e ™dy = ‘ — 0. O
M M

T  M—=o00o

Le lecteur-étudiant vérifiera qu'une application d’un théoréeme déja vu en cours donne
un théoreme de convergence de la famille des convolées :

f*xKs(z) = /_00 f(xz —t) Ks(t) dt.

Théoréme 4.10. Pour toute fonction f € . (R) dans l'espace de Schwartz a décroissance
rapide, on a la convergence uniforme :

0= 5“_% |+ Ks = f”fgﬂ(R)'
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Démonstration. Soit z € R fixé, et soit > 0 petit. Comme 1 = f Ks, on peut absorber la
soustraction suivante dans I’intégrale de convolution :

fKs(@) = f(z) = £ Ks(w) = fla) -1
[ (-0 f) K ar

—0o
_ [ & / |
[t1<n [t[=n
puis la découper.

Comme f € .(R) décroit trés vite a I’infini, I’Exercice 8 garantit son uniforme conti-
nuité, a savoir, pour tout € > 0 arbitrairement petit, il existe n = n(¢) > 0 tel que :

ly—z[ <nle) = |fly) - f(x)| <e

De plus, toujours parce que f € (R), on a la finitude |f|4om) < oo, et ainsi avec
n(e) > 0 fixé, on peut majorer :

U*M@ﬁ—ﬂwl</¥(Jﬂx—®—f@ﬂ&ﬁﬂﬁ+/ Fla — 1) — f(2)| Ks(t) dt

[t|=n(e)

<c [ Kstder2flow [ Katt)d
[t|<n(e) [t|=n(e)

<e / Ks(t) dt + méme chose

%JOUR) / K5 (t) dt7
t1>n(e) )

(.

=c-1+2|f

~~
—
§—0

et puisque ce dernier terme tend vers 0 lorsque o =50 grace a une propriété fondamentale
de Ks, on peut trouver 6(¢) > 0 tel que tout ceci soit < € + &, pour tout 0 < ¢ < J(¢), ce
qui montre bien la convergence uniforme sur R de f * Kj vers f. U

En résumé, donc, les noyaux de Gauss jouissent simultanément de deux qualités remar-
quables :

e ils sont formellement invariants par transformation de Fourier;

e ils peuvent servir a I’approximation par convolution;;

et ces qualités vont s’avérer exceptionnellement utiles pour prolonger la transformation de
Fourier a des espaces de fonctions beaucoup moins réguliéres, par exemple a L?(R).

5. Formule d’inversion de Fourier dans I’espace de Schwartz

Le résultat qui suit est parfois appelé aussi formule de multiplication, et ce n’est qu’un
avatar du théoreme de Fubini.
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Proposition 5.1. [Formule d’échange] Etant donné deux fonctions appartenant a I’espace
de Schwartz f,g € ./ (R), on a toujours :

/f odr= [ Fwal

Démonstration. Pour établir cette formule, effectuons quelques rappels sur les intégrales
doubles de fonctions a croissance modérée de deux variables (x,y) € R?, a savoir les
fonctions continues F'(z,y) satisfaisant une estimée a I’infini du type :

constante
L+22)(1+y?)
Visiblement, pour tout x fixé, la fonction y — F'(x, y) est a décroissance modérée, et par
symétrie aussi, pour tout y fixé, x — F'(z,y) I'est aussi. De plus, la fonction intégrée par
rapport y :

|F(z,y)| < (

Fi(r) = / " Fla,y)dy

o
est a croissance modérée en x (exercice mental), et il en va de méme pour :

Fy(y) = /_OO F(z,y)dx.

Enfin et finalement, le théoréme de Fubini (dans le cadre simple de 1’intégrale de Cauchy
pour les fonctions continues qui date d’avant 1800 !) donne :

/Z Fi(z) do = /Z Fy(y) dy.

Ces rappels élémentaires étant faits, appliquons ces formules a la fonction :

—9;

F(:L',y) = f(l‘) g(y) € mxy7
qui, bien entendu, est a décroissance rapide, donc modérée, ce qui, avec nos notations,
donne (capture visuelle) :

Fi(z) = f(z)§() et By(y) = f(y) 9(y),

et en définitive, la formule de Fubini écrite il y a un instant devient :

| r@iwde= [ Fwal

ce qui est I’assertion de la proposition. U
Le résultat tant attendu qui tombe enfin comme un fruit mar est le :
Théoréme 5.2. [Formule d’inversion de Fourier] Si f € .(R) appartient a I’espace de

Schwartz des fonctions a décroissance rapide a l’infini, de telle sorte que sa transformée

de Fourier (noter le signe —) :
= / f(x) e 2™ dg

existe et appartient aussi a . (R), alors on retrouve la fonction f en effectuant la transfor-
mée de Fourier inverse sur f (noter le signe +) :

— [ Reerme e
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Démonstration. Une application de la formule d’échange :

| f@awde= [ Feae i
a notre fonction f et a la fonction gaussienne :
9(§) = Gs(&) = e
donne, puisqu’on connait bien sa transformée de Fourier :
| f@ki@a= [ oo i

Mais on peut voir astucieusement I’intégrale a gauche comme étant égale a :

/_oo F@) Ks(0 — ) dz = % Ks(0)

puisque le noyau de Gauss est pair! Maintenant, lorsque 6 > 0 tend vers 0, on connait la
limite de cette convolée :

f #Ks(0) —> £(0),

et en revenant au membre de droite de 1’équation laissée en chemin plus haut, on obtient
que :

f0) = fim [ ) 6ile) de
=i, [ T
[Interversion justifiée, car f € .7 (R)] = /_ ]/”\(f) eV d.

C’est donc que la formule d’inversion de Fourier que nous cherchons a établir est au moins
vraieen x = 0!
Ensuite, le cas général d’un point arbitraire x € R va avoir I’élégance de se déduire sans
effort de ce cas x = 0 grace a une simple translation.
Si nous posons en effet :
F(y) = f(y+ =),

de telle sorte que :

F(e) = /_ fly 4+ z) e 2™ dy = /_ F(2) e 28 gy = F(€) e2imee,

ce que nous venons d’obtenir s’écrit alors :

fla) = r o)~ | T R de = / " Fey e e,

oo

ce qui conclut cette démonstration limpide, et sublime ! U

Comme ce théoreme le fait voir, I’inverse de la transformée de Fourier coincide avec
elle-méme, a un changement pres de signe dans 1’exponentielle complexe de 1’intégrande.
Il convient de préciser cela.

On définit deux applications de transformation de Fourier :

Z: SR) — S [R) et 7. SR) — Z[R)
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au moyen des intégrales en question :

FNO= [ rweraa Fow = [ o

[e.e]

De la sorte, le théoreme que nous venons d’obtenir énonce que :

F o F = ldentité = .F 0 Z,
la deuxieme égalité découlant de la premicre grace a 1’observation déja mentionnée :
F(N)E) = Z(£)(=9).

Nous pouvons aussi déduire du théoreme d’inversion une information tres satisfaisante
que nous généraliserons ensuite a I’espace L*(R).

Corollaire 5.3. La transformation de Fourier est une application bijective de [’espace de
Schwartz dans lui-méme. O

6. Formule de Plancherel dans I’espace de Schwartz

Un autre résultat-clé de la transformation de Fourier, notamment en vue d’applications
aux équations aux dérivées partielles, c’est qu’elle échange la convolution avec les produits
ponctuels, un résultat qui a déja été vu dans le contexte des séries de Fourier de fonctions
définies sur le cercle unité T = R/27Z.

Théoreme 6.1. La convolée entre deux fonctions quelconques de ’espace de Schwartz
f,g € Z(R) appartient toujours a I’espace de Schwartz :

frg € ZR),
et sa transformée de Fourier est le produit ponctuel des transformée de Fourier de ses
membres :

—

(f = 9)(€) = F(£) 3(e).

Démonstration. Tout d’abord, les démonstrations que nous avons conduites dans le cha-
pitre sur la convolution restent valables quand on travaille dans I’espace de Schwartz au
lieu de supposer qu’une des deux fonctions f ou g est a support compact (en effet, puisque
toutes les intégrandes considérées décroissent tres vite a ’infini, les interversions entre
différentiation et intégration sont justifiables avec des raisonnements usuels).

En particulier, la convolution entre deux fonctions f, g € .7 (R) est > sur R et com-
mutative :

frg=gxf € €7(R).

De plus, les opérations de dérivation se transferent sur I’un ou I’autre membre du produit :

d V4
<%> [frg]=fOD%g=fxg"

Il s’agit maintenant d’établir que, pour tous entiers k, ¢ > 0, les quantités :

xk(%)e [f = g](x)

z* 1 xg (x)
~—

encore
dans .

sup
zeR

= sup
zeR
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sont < oo. Or puisque f¥) € ., si on démontre cela pour ¢ = 0, le cas général s’en
déduira sans effort, pour une raison purement logique.
Soit donc a estimer la quantité intégrale :

[e.9]

H (gl = [ o o -y gty v

—00

Lemme 6.2. ] existe deux constantes positives telles que :

|xk flx— y)‘ < constante (1 + |y|)k=

’g(y)‘ < constante

(1 + [y

Démonstration. En effet, en appliquant la formule du bindme, on atteint la premiere inéga-
lité :

k
. k!
|($—y+y)kf($—y)‘<2l _y|j{f(x_ ’|y|kjj(k_j)|
3=0 < constante?,rcar fes!
< constante Z Iyl ————
= (k 7)!

— constante (1 + |y|)".

La seconde inégalité provient directement (exercice mental) du fait que g € .7 (R). U

Ainsi, i1l est maintenant aisé de majorer notre quantité intégrale par :
J q grale p
k
" |f*g|(x)| < constante / — < 09,
[l s) )l < o Tl
ce qui conclut la démonstration détaillée du fait que :
Z(R)x L (R) ¢ L(R).

Ensuite, toujours avec f, g € .¥(R), introduisons la fonction de deux variables :

F(z,y) = f(z —y)g(y) e 2™,
Grace au fait que f et g décroissent toutes deux rapidement vers zéro a I’infini, on a :
1 1
T+ (z—y)? 1+ ¢

cette fonction majorante étant d’ailleurs intégrable sur R? (en posant z 1=z — y) :

/ / —y)? 1jlryy

ﬂmw:/mewmy:u*m@mzmé

—00

|F(z,y)| < constante

Donc si I’on pose :

et si ’on pose aussi :

B@wzfmF@mezmwf%%ﬂ&

—00
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le théoreme de Fubini s’applique :

T*9)©) = / " () de / " Ry dy =56 F©).

o0

ce qui nous offre la relation désirée sur un plateau doré. U

L’espace de Schwartz peut étre muni du produit scalaire hermitien :

s = [ fa

auquel est associée la norme :

1 flz2w) = (/_ \f(:ic)\zdx)Q.

L’analogue de la formule de Plancherel pour la série de Fourier d’une fonction f &
L?(T) de carré intégrable sur le cercle unité T = R/27Z, a savoir la formule :

d@
/ 2 Z ]f (f(k)sz,, f(6) e=ik? %)

keZ

est le résultat suivant dans la théorie de la transformée de Fourier sur R, trés important car
tres souvent utilisé.

Théoréme 6.3. [Formule de Plancherel] Si f € .7 (R), alors :

Hf HL?(R) = 1fl2m
Démonstration. Pour une telle f € . (R) quelconque, on introduit la nouvelle fonction :
f(x) = f(—z).

Un calcul simple permet d’exprimer sa transformée de Fourier au moyen de celle de f :

Pl = / £() e da

f(=x) O 1

I
‘\

88

fly) e dy

|
g

\8\

fly) e2mve dy

= f(&).

Maintenant, introduisons la fonction convolée appartenant a . (R) :

hi=f %,

de telle sorte que sa transformée de Fourier vaut, grace au théoréeme qui précede :

8

>\

~

e = (P 1)) = P(&) Fle) = |7
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Ensuite, on a d’un premier coté :

h(0) = / T PO—y) f)dy = (1f12)

tandis que d’un second c6té, une application de la formule d’inversion de Fourier a h en
x = 0 poursuit le mouvement :

(If12)* = h(0) ™= /Z B(E) " d = /Z 7P =(171..)"

qui nous fait aboutir a I’achévement de la preuve. U

Théoréeme 6.4. [Formule de Parseval] Si f, g € . (R), alors :

<J/C\7 §>L2(R) = (f, 9>L2(R) :

Démonstration. Appliquer le théoreme précédent a f := f + ¢ g avec t € R, simplifier, et
faire tendre ¢ — 0 (exercice). ]

7. Formule sommatoire de Poisson

La définition de la transformation de Fourier est motivée par le désir de trouver une
version continue de la théorie des séries de Fourier, applicable aux fonctions définies sur
la droite R tout entiere. Dans cette section, nous montrons qu’il existe un lien remarquable
entre I’analyse des fonctions définies sur R /7Z et celles qui sont définies sur R.

En effet, étant donné une fonction f € .(R) a décroissance rapide sur R, on peut
construire une nouvelle fonction sur R /Z par la recette :

Fi(z):= Y flz+n).

n=—oo

Bien entendu, comme f est a décroissance rapide, cette série converge absolument et uni-
formément sur tout sous-ensemble compact de R, donc F} est continue. De plus, il est
visiblement clair qu’elle est 1-périodique :

F1<CL' + 1) = Fl(l‘),

puisque le décalage n — n + 1 se noie dans les limbes infinies de la sommation, a gauche
comme a droite.

Définition 7.1. La fonction Fy(x) = >~ f(x + n) est appelée la 1-périodisation de
f e Z(R).

Mais il y a une autre maniere de parvenir a une fonction périodique a partir de f, cette
fois via I’ Analyse de Fourier. Elle consiste a partir de la formule d’inversion satisfaite par
toute f € .S (R):

fa) = / 7le) miee de,

et a la traduire dans le langage discret, en appliquant les principes exposés au début de ce
chapitre, ce qui fournit :

Fy(x) = Z Fn) ¥,

n=—oo
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Puisque f € .7 (R), cette deuxieme série converge elle aussi absolument et uniformément,
donc F5 est aussi continue. Qui plus est, F5 est aussi 1-périodique, puisque chaque expo-
nentielle z — €2™"® Pest !

Le théoreme fondamental, c’est que ces deux approches, qui produisent F; et F3,
conduisent en fait a la méme fonction !

Théoréme 7.2. [Formule sommatoire de Poisson] Pour toute fonction f € . (R) a dé-
croissance rapide, on a :

Z f<5(7+7l _ Z f 227rn:v

n=—oo n=—oo

quel que soit x € R. En particulier, en x =0, ona :

Yooty = > )

En d’autres termes, la premiere formule générale, relue comme :

o0
Z flz+n) = Z Fy(n) e*mme [Fy est égale a sa série de Fourier]

n—foo n=—oo

perlodlsatlon Fy de f

_ Z f 217rnac

n=—oo

exprime que . les coefficients de Fourier Fl( ) de la périodisation Fi de f coincident avec
les valeurs f ( ) aux entiers de la transformée de Fourier f de f.

Démonstration. 11 suffit de faire voir que les deux membres de 1’équation a établir :

Z f(i[)—i—n _ Z f Qzﬂ'nac

n=—0oo n=—oo
qui sont tous deux des fonctions continues, ont les mémes coefficients de Fourier, puisque
ces deux fonctions définies sur R/Z seront alors égales griace a un théoreme élémentaire
d’unicité vu au début de la théorie. R
Clairement, le m-&me coefficient de Fourier du membre de droite est f(m). Pour ce qui
concerne le membre de gauche, on calcule tres aisément :

[ (5 sern)emess— 5 [ soomesm

_ Z / 72i7rmy dy

= [ twermay

Y

I’interversion de la sommation et de I’intégration étant manifestement permise, puisque f
est a décroissance rapide. U
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On observe que ce théoreme s’étend sans difficulté au cas ou les deux fonctions f et f
sont a décroissance modérée, puisque 1’interversion est alors encore autorisée.
De plus, I’opération de périodisation reste utile et importante y compris lorsque la
formule de Poisson ne s’applique pas. Par exemple, considérons la fonction élémentaire
1

flz) = <, pour z # 0. Un résultat tres classique détaillé dans 1’Exercice 6, calcule la

limite des sommes symétriques :

n

) 1
n||_>moo Z H—m = 7 cot (ﬂ'l’)

Autre exemple, avec la fonction f(z) = ;712 on obtient dans le méme exercice :

pour z € R\Z non entier.

Voici encore une application de la formule sommatoire de Poisson. Pour x > 0 réel,
définissons une fonction v (z) par la série doublement infinie :

n=—oo

qui converge clairement. Un fait crucial est que cette fonction spéciale, cas particulier des
fonctions dites théta de Jacobi, satisfait une belle équation fonctionnelle.

Théoreme 7.3. Pour tout x > 0, on a x~*? (L) = (), c’est-a-dire :
- 1

Z efanx - Z e*ﬂ'nzil

n=—oo \/5 n=—oo

Démonstration. Rappelons que le Théoreme 4.8 a fait voir que e~ est €gale a sa trans-
formée de Fourier :

et (g) = e

Ensuite, la Proposition 4.6 (iii) élémentaire montre que la transformée de Fourier de la

fonction f(z) := ™", ot @ > 0 est une constante, est f(£) = \/La e
Alors en renotant cette constante a := z, I’identité fonctionnelle a justifier est une
application directe de la formule sommatoire de Poisson. U

8. Principe d’incertitude de Heisenberg

[’idée mathématique générale du principe peut etre formulée comme une relation entre
une fonction et sa transformée de Fourier. La loi générale sous-jacente dit intuitivement
qu’une fonction et sa transformée de Fourier ne peuvent pas €tre simultanément concen-
trées, ou localisées, dans un méme intervalle. Plus précisément, si la masse d’une fonction
f est prépondérante dans un iniervalle de longueur L, alors la majeure partie de la masse
de sa transformée de Fourier f ne peut essentiellement pas se trouver localisée dans un
intervalle de longueur inférieure a %
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Théoréme 8.1. [Inégalité de Heisenberg] Soir une fonction i) € ¥ (R) a décroissance
rapide qui appartient a I’espace de Schwartz et qui satisfait la condition de normalisation :

1:/00 () d.

—00

(/Z xQ\w(a:de) (/Z fﬂ&&)ﬁdf) >

avec égalité lorsque et seulement lorsque :

Alors :

2

Y(z) =ae™,
avec b > 0 et avec a € C de module |a|* = \/2b/T.

En fait, on a méme généralement pour xy € R et {, € R arbitraires :

([ -l ([~ o i@le) > 5=

oo

cette inégalité se déduisant du théoréme en remplacant :
U() — e 20 ) (2 + ),
et en effectuant un changement de variables (exercice).

Démonstration. Partant de 1 = [ |¢)|* et en rappelant que ¢ et ¢/ sont toutes deux a
décroissance rapide, une intégration par parties (justifiée, donc, et sans aucun terme au
bord) donne :

1= [ @) de = [ro) 7]

00 —0o0

:0—0—/OO x%(qﬁ(aﬁ)m)dm

—00

—— [ (v @ T@ + T b)) do

[e.9]

Ensuite, I’inégalité de Cauchy-Schwarz permet de minorer :

<2 [l @) o

<2 (/_: z? W(:I;)|2d:v); (/: v/ () de);.

Enfin, la propriété élémentaire (iv) de la Proposition 4.6 :

V(€)= 2im E(€),

re-vérifiable par simple intégration par parties :

/ V' (z) e 2 dy = — (—2im ) / Y(x) e 2™ dy,
et I’identité de Plancherel :

/Z [/ (@)[ do = /Z 7€) de = 4 /Z & o) de



240 Francois DE MARCAY, Département de Mathématiques d’Orsay, Université Paris-Saclay, France

concluent I’inégalité apres élévation au carré.

Le cas d’égalité ne peut se produire que s’il y a égalité dans 1’application de Cauchy-
Schwarz, et I’on sait que cela a lieu lorsque et seulement lorsque les deux fonctions en jeu
sont multiples I’une de 1’autre :

Y'(x) = constante x ¢ (z).
Pour que ¢ € .%(R), la constante doit étre < 0, donc ¢(z) = ae " avec b > 0, et la

normalisation :
& 2
1= / la* e dx
—0o0
o 2 s
[Poser x =: y \/7/2b] = ‘CL’Q / e ™ dy %,
— 0o
=1

impose |al? = /2 b/m, comme annoncé. O

9. Transformation de Fourier dans L'(R¢)

Dorénavant, on travaillera en dimension finie quelconque d > 1 sur R¢ muni des co-
ordonnées canoniques z = (11,...,74) € RY, avec des fonctions f: RY — C a valeurs
complexes. Si & = (&, ...,&,) est un autre vecteur de R?, on notera :

- =18+ Fxaa

le produit scalaire euclidien canonique de x avec &, et on notera aussi, avec de simples
barres verticales la norme euclidiennes associée :

1 1
2| = (27 + -+ 23)* = (v 2)?,

afin de ne pas empiéter notationnellement sur les normes | - | e, | - [z, | -

fonctionnels.

Les sections suivantes vont maintenant transférer la théorie riemannienne de la transfor-
mée de Fourier au cadre plus englobant développé par Borel et Lebesgue.

«o des espaces

Lemme 9.1. [Riemann-Lebesgue dans L'] Pour toute fonction f € L'(R%), la transfor-
mée de Fourier f de f définie comme étant la fonction de £ € R? :

for = [ faerean

a un sens et constitue une fonction continue et bornée :

17 1o < 1f D

de la variable £ qui tend de plus vers zéro lorsque |§| — oo :

~

0= fim ()

Démonstration. L'existence de f est évidente, puisque, pour tout £ € R, la majoration
simple du module du facteur exponentiel e~2"¢ par 1 montre que :

Fol < [ @l < .
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~

donc I’intégrale définissant f(&) converge, et ceci montre aussi en bonus 1’inégalité :

max| F(€)] < £l

£€Rd
assurant que f est bornée. Ensuite, la fonction £ — e "¢ étant continue, le théoréme
classique concernant les iAntégrales a parametres assure que fest continue.

Il reste a établir que f(&) tend vers zéro a I’infini. Comme nous 1’avons déja fréquem-
ment fait dans ce cours, nous allons d’abord établir que tel est le cas lorsque f € €>°(R?)
est indéfiniment différentiable a support compact, et ensuite vérifier que la densité de €°
dans L' permet d’atteindre sans difficulté le cas général ol f n’est qu’intégrable.

Si donc f € €>(R?), avec supp f C [—R, R]? pour R > 1 assez grand, en effectuant
d intégrations par parties relativement a chaque variable, il vient par le calcul :

iy _ —2irx-€
flo = [ f@e i

R R
- / e BT ) / e dmrala f(py . xg)dag

R —-R

R . 672’L’7T£Bd£d R
_ / 6—2171'38151 dl‘l e ( |:— f(xh . ,I'd):|
R —2@7T§d —R

| S
/ 6_27,7r:Ed§d ﬁ(l’l, e 7I'd) d$d>

o)

+ 22'7de R &xd
1 1 d ,
. / 0 f (ZL’) 67217@{ dl’,
[

T 2iné, 2im€y J_pppe Ox1 - Oxg

. . d . .
dan I’existence supposée de 8118”,]5111 € €>(R%) nous permet de majorer simplement
I’intégrale restante par :

N 1 1 d o'f
7O < Gty P M | @)
consta?&e< [ee}
— 0,
|€]—o00

ou le majorant tend vers 0 si le produit &; - - - §; — o0.
Or ce produit ne tend pas toujours vers oo sous 1’hypothése que || = (éf + -+

53)1/ i 00, par exemple si une cordonnée &, = 0 reste constamment nulle. Dans ces
cas spéciaux, on effectue des intégrations par parties seulement le long des axes &, qui
grandissent infiniment.
Examinons 2 présent le cas général ot f € L'(RY). Par densité de € >°(R?) dans
LY(RY) :
Ve>0, 3Jg €€ R lg— floey < 5

Fixons donc un tel € > 0 arbitrairement petit et prenons une telle fonction g a laquelle le
raisonnement précédent s’applique bien slir pour donner :

0= lim 3.
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ce qui revient plus précisément a dire que :
3Z=3() > 1 (gl >==[50)] <3).

Ainsi, pour tous ces £ € R? avec |£| > =, en faisant apparaitre sous le chapeau un terme
—¢g + g qui s’additionne a 0, on peut majorer :
£ <[5+ g — F(©)]

<[5 +19 - flo
<sts=e

N

ce qui acheve d’établir le Lemme dit « de Riemann-Lebesgue », dont le contenu est entiere-
ment analogue a ce que nous avons vu, en d’autres circonstances, pour les séries de Fourier
de fonctions sur le cercle unité T = R/27Z. U

Dans la suite, on notera occasionnellement :

0 (RY)

I’espace des fonctions continues sur R¢ qui tendent vers zéro lorsque la norme de I’argu-
ment tend vers +oo. Pour des raisons de convenance notationnelle et afin de se prémunir
contre I’inélégance ou I’illisibilité de trop grands chapeaux -~ - - - -, on notera non pas tou-
jours - la transformation de Fourier, mais parfois :

LY(R?) — €24 (RY)

T -0
Corollaire 9.2. La transformation de Fourier ainsi définie :
d d
Fi (LR, 1) — (600 R, - o)
est une application linéaire continue. U
Voici maintenant un exemple simple, classique, et inspirationnel. En dimension d =

1, la transformée de Fourier de la densité de Poisson x —— %e‘m — une mesure de
probabilité ! — se calcule de la maniere suivante :

5 / 6—\x\ 6—217r3:§ dr = / +a: —2z7rx§ dr +/ e~ e—2z7rm§ dr
> o2 1 —x -2
e Y imy& dy - T, il dax
0 2
eY y(—142i7¢) 1 —1-2i7§)
-1+ 2@%5 2 -1- 27,7r£
2 o1 /2
1 —2im€ 1+ 2im¢

1
1+ 4m2£2°

N~ N~ N~
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10. Translation, modulation, homothétie

Le but de cette courte section est d’étudier, sous forme élémentaire et plaisante, com-
ment se comporte la transformation de Fourier sous I’effet de certaines opérations natu-
relles.

Si f est une fonction mesurable  valeurs complexes définie sur R%, on note :

e f sa conjuguée, définie par f(z) := f(x);
e f, sa symétrisée, définie par f,(x) := f(—x);

e 7, f sa translatée par un vecteur fixe quelconque a € R¢, définie par :
Taf<$) = f(l' - G).

On peut aussi introduire la transformation de Fourier conjuguée :

FDOF [ fla)eda,

dans laquelle la conjugaison porte (exclusivement) sur le facteur exponentiel, si I’on com-
pare avec .% .

Proposition 10.1. Pour toute fonction f € L'(R?), on a :
F(f) = (),  FO=(F0). FOH=70

De plus, pour tout réel non nul fixé \ € R*, ona :
_ Lzt
FO)E©) = 7 0(3)

Enfin, pour tout vecteur constant fixé a € R% ona :

F (raf)(€) = e F([)(€),
F (e f(2)) (&) = 7a(F () (£)-

Démonstration. En effectuant de tres simples changements de variables et en conjugant au
besoin la formule définitionnelle :

FUNE = [ | Fa)e .

les trois premicres formules s’obtiennent aisément.
Ensuite, pour un réel A > 0, un calcul naturel donne :

F(fQ2)(©) = [ frx)e ™ da

Rd
[Poser y := Az] = f(y) 6_2””% %
Rd
1 g
= 570G

tandis que dans le cas A < 0, il faut juste prendre garde a I’interversion des bornes d’inté-

. . 4 1
gration qui force la présence de DV
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Enfin, I’avant-derniere propriété se vérifie comme suit :
F(ruf)€) = | floe—a)e®™ du
R4
— 6—2i7ra~§ f(I . CI,) 6—2i7r(a:—a)~£ dx
Rd

= T F(D)(6),

tandis que la derniere — verre de I’amitié — est laissée au lecteur. U

11. Transformation de Fourier d’un produit de convolution et formule d’échange

Cette nouvelle section courte démontre deux propriétés €élémentaires qui ont déja été
vues en dimension d = 1 dans le cadre de I’intégration au sens de Riemann.

Proposition 11.1. [Transformation de Fourier d’un produit de convolution] Pour toute
paire de fonctions f1, fo € L'(R?), ona :

Jix fa=fifo
Démonstration. Puisque f1, f» € L'(R?), nous avons déja vu dans le chapitre sur la convo-
lution que la convolée f; * f5 appartient aussi a Ll(Rd), avec l'inégalité || f * fo|r1 <

[fler [ f2]z-

Pour tout £ € R%, nous sommes tentés de décomposer :

—

fi* fa(€) = /Rd ( y fi(z —1t) fa(2) dt) e~ 2mwE

et nous prétendons que cette intégrale double itérée a un sens; en effet, d’apres le théoreme
de Fubini-Tonelli et grace a I’invariance de la mesure de Lebesgue par translation, si I’on
majore la valeur absolue de I’exponentielle bétement par 1, I’intégrale double des valeurs
absolues converge :

/Rd (’fl(x—t)\ ’fz(t)’dlf) de = /Rd | f1(w)| du /Rd a(t)| dt = | fullis |fol i < oo

Notons au passage que nous venons de revoir ici que || fi * fa|z1 < | filzr [ f2]z2 — tous
les chemins menent, et retournent, 8 Rome !
Nous pouvons donc appliquer le théoreme de Fubini pour intervertir I’ordre de la double
—_—

intégration dans I’expression de f; * f5, ce qui nous donne ici en arrangeant convenable-
ment les exponentielles :

P - [

R4

( fi(x — 1) folt) e 2me @0 dx) e~ 2mEt gy
R4
= fl (u) €f2i7r£-u du fz(t) 6721'71-5.,5 dt

= f1(€) fa(€),

comme voulu. O
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Théoréme 11.2. [Formule d’échange] Pour toute paire de fonctions fi, f» € L*(R?), on
a la formule symétrique :

[ 1 Bwdu= | i) h)d,

dans laquelle la transformée de Fourier porte, chaque fois seule, exclusivement sur ’'un
des deux facteurs.

Démonstration. En fait, cette relation est une conséquence immédiate du théoreme de Fu-
bini et ne mériterait pour cette raison presque pas de preuve. En effet, d’apres le théoreme
de Fubini-Tonelli, on a :

/ / () folo) e ™) dudv = / ()| du / fo0)] do = | fuls [felr < oo,
Rd JRA R4 R

donc le théoreme de Fubini permet d’intervertir librement 1’ordre de 1’intégration double :

/Rd fi(u) ( y fa(v) e dv) du :/R ( g fi(u) e 2o du) fo(v) dv
- [ 7o) ) o,

d
d
ce qui n’est autre que la formule d’échange annoncée. U

12. Noyaux de Gauss
Ensuite, une généralisation aisée de la dimension d = 1 est la suivante.

Proposition 12.1. Les noyaux de Gauss :
() 1 _mlz)?
x)i=-—F—=¢€e =
R OTE
paramétrés par un nombre réel s > 0, appartiennent a L'(R?), et satisfont toutes les

propriétés requises pour constituer une approximation €>° de l'unité lorsque s — 0, a
savoir :

e leurs valeurs sont positives : ys(x) > 0 pour tout v € R?;

o leurs normes L' sont toujours égales a 1 :

Iellze = / Ie()| de = / () di = 1.
Rd Rd

e pour tout réel 6 > 0 arbitrairement petit :

0= lim / vs(x) dx.

De plus, la transformée de Fourier 75(§) de vs(x) vaut :

~ _rslel? 1
7€) = el = Ys-1(£)-
(v/'s)
Enfin, sur les noyaux de Gauss (), le redoublement de la transformée de Fourier est
involutif :

Ys(z) = 7s(2).
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Démonstration. En dimension d = 1, nous avons déja croisé les deux fonctions :
2
_ 2 _mz”
Gs(z) = e™™° et Ks(z) = —=e o,

qui satisfont :

Gs(€) = Ks5(6) et Ks(€) = Gs(€).

Le cas multidimensionnel, abordé ici avec la notation différente ~,(z), se déduit de ces
connaissances acquises par simple produit dans les intégrales impliquées, puisque :
1 Gt 1 =g

75(56) = %@_WT...%Q_NT = Ks(xl>"'Ks(xd);

et notamment, le fait que (v,(z))
convolution est clair.

Concernant la transformée de Fourier, un calcul mettant bien en lumiere le scindage par
produit :

4~ constitue une approximation de I'identité pour la

-~ 1 _lel dimeg
Vs § = / e s € dx
© re (Vs

5)d
= ]I /Le_ﬁfl2 e 2k
Vs '

1<i<d VR

= ] K.

1<i<d

= €
fournit le résultat annoncé.

Nous savons donc dorénavant, apres échange des noms des deux variables x <— &,
que :

;>7 (ZL') o / 1 e—ﬂ e—?iﬂ'E':L‘ df . 6—7r5\x|2
’ re (V)4 '

Changeons ici le parametre © — % x, ce qui est loisible car s > 0 :

1 _ﬂ —2i7rl§~a: _ ﬁ
——e s e sSTdE = e s
/Rd (V)

Ensuite dans cette intégrale, effectuons le changement de variable ¢ — s &, ce qui nous
donne :

1 2 ; [2]%
/ e—7r5|§| 6—2z7r§~:c Sd dg — e T 7
Rd

c’est-a-dire :
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En conclusion, nous obtenons bien I’invariance du noyau de Gauss par double transfor-
mation de Fourier :

5@ < [ Adgetnenag
R4
_ / e—rrs|§|2 e—2iﬂ'§~m dé—
R4

13. Injectivité de la transformation de Fourier

Théoreme 13.1. La transformation de Fourier :

est une application injective.

Démonstration. Soit donc f € L'(R?) telle que f = 0, le but étant de démontrer que
o ih _xlal® .
Iflzr = 0. Avec le noyau de Gauss étudié ci-dessus y,(x) = (\f%)d e~ s, introduisons,

pour un a € R? fixé, la fonction :

gs(x) = T ().
En partant de la formule d’échange, on peut engager un calcul :

0—/f ) galv dv—/f

[Proposition 10.1 : G, = 74 (73] = f(u)7s(u—a)du
[ est paire] f( ) Ys(a — u) du
= f * ’YS( )
1

= W [ *ys-1(a),

a I’issue duquel on déduit que :
VseR:, VaeRY fxy,1(a)=0.

Or, comme (7,-1)___ est une approximation de I'unité dans L'(R?), I'un des théorémes
fondamentaux connus sur la convolution assure que :

0= lim ||f %71 — f]| o = lim 0= flz = f]s,
5—00 S5§—00
et | f|z: = 0 était justement la conclusion désirée ! d

En définitive, deux propriétés-clé sont satisfaites par la famille v, des noyaux de Gauss :

e leurs transformées de Fourier 7, sont a peu de choses prés (remplacer s par % et négliger
les constantes) égales a elles-mémes ;
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e lorsque s — 0, la famille (fys)s>0 constitue une approximation de 1’identité.

Voila un outil «pivotal » qui va nous permettre d’étudier la transformation de Fourier de
fonctions générales.

14. Formule d’inversion

Un résultat fondamental montre que, lorsque la transformation de Fourier .% est inver-
sible, son inverse .% ! s’exprime trés simplement a partir de .%, A savoir au changement
de x en —z pres, I'inverse .# —1 g’identifie a la transformation de Fourier .# | Tout reflet
double restitue (presque !) I'image d’origine.

Théoréeme 14.1. Si une fonction f € L'(RY) est telle que sa transformée de Fourier ]?
appartient aussi a L' (R?), alors pour presque tout v € R% ona :

En d’autres termes qui mettent en lumiere [’inversion de Fourier — et toujours sous cette
hypothése que f € L'(R?), pour presque tout x € R —, la valeur de f(x) se reconstitue
(inversion) en calculant la transformée de Fourier F ( f ) de f, priseen —x :

fx) = F(Z(f))(—x)
_ J?(é) pT2imEw d¢.
]Rd
Démonstration. Trois moments, magistralement intéressants, articulent I’argumentation
démonstrative.

Premier moment. Lorsque f = -y, est un noyau de Gauss, avec s > 0 quelconque fixé,
nous avons déja vu inconsciemment dans la Proposition 12.1 que la formule d’inversion :

1 _ xle?

e = ) = () = (@),

est effectivement satisfaite, car grace 2 la parité de x — |z|?, on ay5(—x) = 7,(x). Ainsi,
la famille des noyaux de Gauss a la propriété remarquable d’étre completement invariante
par transformation de Fourier !

Deuxiéme moment. Nous allons mettre a profit cette connaissance du comportement
des noyaux de Gauss pour établir que le théoreme est satisfait pour toute fonction de la
forme f = g * 7, qui est la convolée avec vy, d’une certaine fonction g € L'(R?) telle
que g € L*(R?); ensuite (troisitme moment), nous traiterons le cas général d’une fonction

f € L'(R?) quelconque telle que f € L' (RY).
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Soit donc g € L'(R?) telle que g € L'(R?). On aalors g * 7, = g4 € L', car 9, < 1
partout, puisque J,(€) = e~ ™I, Pour tout a € R?, on calcule alors :

T = [ e e

= = [ a@ R
[Théoréme 11.2 d’échange] = /Rd g(x) F (?S(f) 62”“'5> (x) dz
[Proposition 10.1] = /Rd g(x) vi(:v —a)dz
[Proposition 12.1] = /d g(x)vs(a — ) dx
= g]11 7s(@),

ce qui montre que le théoreme est satisfait lorsque f = g * ,.

Troisiéme moment. Maintenant, soit généralement f € L'(R?) telle que f € L'(R9).
Commengons par une observation. Puisque (;)s_,0 est une approximation de 1’unité dans
>

L*(R?), on a convergence vers f en norme L' des convolées f * 7, :
0= lm)|‘f*75_f“L1~

Le théoreme de Fischer-Riesz assure alors qu’il existe une suite de parametres s, — 0 telle
que :

[ % 70(@) = fla),

pour presque tout a € R?. Mémorisons donc ce fait.
Ensuite, puisque :

~ _ 2
%(€) = el
on voit clairement, lorsque s — 0, que 7;(£) < 1 tend vers 1 en croissant :

= lim %,(€),
et ce, en tout £ € RY fixé. Ainsi :
lim f+7(6) = lim f(€)(€) = F(€).
s—0 s—0
et comme on peut majorer trivialement ce produit :
[F()7:(&)] < |F(©)]

par la fonction intégrable ]ﬂ € L', le théoreme de convergence dominée assure alors que :
(14.2) 0= lim | fx7 = f],

—_— ~
Considérons maintenant la transformée de Fourier de f x v, — f, a savoir la fonction
définie par :

o —
—_— ~

Pt =T o) = [ (e = fle) e =
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expression dans laquelle apparait f (a) que I’on veut calculer et égaler a f(—a). La majo-
ration générale élémentaire ||§ w0 < gl qui donne ici :

[P =7, <177 =Fll =0

et la convergence (14.2) que nous venons d’obtenir, montrent alors que :
—_— —~
—_— . , ~ d
f * s converge uniformément vers f sur R®.

En restreignant le parametre s a la suite s; — 0, en appliquant le résultat du deuxieme
moment sous la forme d’une égalité que nous placons au centre, et en rappelant ce que nous
avons mémorisé au début, il vient enfin un diagramme a quatre termes :
~ —_—

—_—

-~

F(=0) & Frrm(-a) = [ x7,(a) = f(a)

qui conclut élégamment la démonstration de la formule d’inversion :

affirmée par le théoreme. (|

Ainsi la transformation de Fourier .% induit un automorphisme de 1’espace vectoriel
{f € LY(RY): fA € Ll(Rd)}, dont I’inverse est donné par .# ! = .Z. Cependant, ce
théoréme n’est pas totalement satisfaisant car I"hypothése d’intégrabilité sur fs’avére res-
trictive pour la raison suivante : en appliquant .# a f, ce qui redonne f a quelques modifi-
cations mineures pres, on voit a cause du Lemme 9.1 que f était nécessairement continue
sur R?, et tendait nécessairement vers 0 lorsque |x| — oo, et cette restriction écarte sans
raison des fonctions d’usage tres fréquent, aussi bien en mathématiques qu’en physique. Il
faut donc prolonger la transformation de Fourier, ce qui est I’objet de la prochaine section.

15. Transformée de Fourier dans L*(R?)

Contrairement a ce qui se passait sur le cercle unité T = R /277 ot I’on avait L>°(T) C
LP(T) c L(T) c L*(T) pour tous exposants 1 < q < p < oo, et ce, grice 2 la compacité
du cercle unité, sur I’espace non compact R?, les espaces L' (R?) et L?(IR?) sont étrangers
l’un a ’autre, a savoir : aucun des deux n’est contenu dans 1’autre ; il suffit en effet de
penser a 1jg ) - \/Li’ dans L'(R) mais pas dans L*(IR), ainsi qu’a 1f1 [ - £, non dans L'(R)
mais dans L?(R); I’Exercice 9 donne plus d’information.

Donc comme L?(R?) ¢ L'(R?), on ne peut en général pas utiliser la fomule inté-
grale [, f(z) e 2™ dz pour définir les transformées de Fourier de fonctions de L*(R).
Pourtant, la nécessité de sortir du cadre des fonctions intégrables a été fortement motivée,
dans les travaux de Plancherel au début des années 1910, par le fait que les espaces de
Hilbert séparables, dont ¢2 est le prototype universel, possédent une structure géométrique
riche, flexible et tres utile (équation de la chaleur ; équations intégro-différentielles ; méca-
nique quantique ; opérateur J; etc.). Ce fut une réussite, et le théoréme dit « de Parseval-
Plancherel » qui prolonge la transformation de Fourier .# a tout L?(R¢) en partant du sous-
espace dense :

L*(RY N LY(RY) ¢ L*(RY),
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conféere a .# un statut plus harmonieux et plus symétrique, puisque .# devient alors un
isomorphisme de L?(IR?) satisfaisant, pour toute fonction f € L?(R?) :

2N = 1F]ze-

Théoréme 15.1. Soit f € L?(R?) une fonction de carré intégrable quelconque. Alors :
(1) il existe une suite (f,,)52; dans L*(R?) N L?(R?) qui converge vers f dans L*(R?);

(2) pour toute suite ( f,,)°, de fonctions de cette espéce telle que :
0= lim [fo—f].

la suite des transformées de Fourier intégrales standard de ces fonctions f,, :
Fal€) = [ fal@)e ™ de
R4

converge en norme L? vers une certaine fonction-limite f € L*(R?) :

0 = lim [ F=ful

n—oo

qui est indépendante de la suite f,, et qu’on appelle transformée de Fourier de f. De plus :

112 = 1f ]

Il est clair pour des raisons de cohérence que dans la circonstance ou la fonction f appar-
tient déja a L' (RY) N L?(IR?), sa transformée de Fourier est tout simplement donnée par la
formule intégrale standard, puisqu’il suffit de prendre f,, = f pour tout n ci-dessus. Mais
le fond de I’affaire, c’est que le théoreme permet de parler de transformation de Fourier
sans formule intégrale.

Par convention notationnelle distinctive, la transformée de Fourier d’une fonction
Lebesgue-intégrable ¢ € L'(R) sera notée de maniere équivalente :

&) = / o) €7 i ou Z(&).

tandis que la transformée de Fourier (généralisée) d’une fonction ¢» € L?(IR) (qui n’appar-
tient pas forcément a L' (R)), sera toujours notée :

F ().

Démonstration. La partie (1) est bien siir conséquence du fait que I’espace €°(R?) —
voire méme 6 °(R?) — est dense dans L*(R?), puisque de telles fonctions continues (ou
infiniment différentiables a support compact) sont évidemment d’intégrale finie. Toutefois,
voici un argument de démonstration indépendant et plus économique.

Pour tout entier n > 1, notons B(0,n) la boule ouverte de rayon n centrée a 1’origine
et introduisons tout simplement la troncature f,, de f par la fonction indicatrice de cette
boule :

Jn == [ 1Bon)-

On a évidemment f, € L*(RY), avec || f,|z2 < | f|z2. De plus, f, appartient également a
L*(R%), comme on peut s’en assurer grace a I’application un peu artificielle mais récurrente
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de I’inégalité de Cauchy-Schwarz qui consiste a faire apparaitre un facteur 1 virtuel :

[ p@lar = [ i@

- / (@) 1da
B(0,n)

2 % 2
<o 1) (o )

N / J/
-~

TV
<Iflpe2 constante <oo

N|=

< 0Q.

On a donc f, € L*(RY) N L*(R%). De plus, une application du théoréme de convergence
dominée donne :

n—o0 n—oo

lim (an—f|]L2>2 = lim /x|>n |f(2x)[>dz = 0,

ce qui prouve bien que la suite ( f,,)>, converge vers f dans L*(R?). On remarquera que cet
argument de preuve n’utilise aucun théoréeme d’approximation de la théorie de I’intégration.
Ainsi, (1) est démontré.

Maintenant que 1’on a une suite (f,,)>°; de fonctions appartenant a L' N L? et conver-
geant vers f en norme L?, donc de Cauchy en norme L2, il faut s’assurer que la suite des
transformées de Fourier des f,, fournies par la formule intégrale standard (f,, € L'!) :

ﬁ(f) = 5 Fulz) €27 dy

converge de quelque fagon vers quelque chose en norme L2. C’est la qu’intervient I’ argu-
ment crucial :

Théoreme 15.2. [Formule de Plancherel] La transformée de Fourier J?de toute fonction :
f € L'(RY N I2(RY),
appartient a L*(RY) et posséde la méme norme L? que f :

170 = 1f1ee.

Admettons provisoirement cet énoncé et achevons la preuve du théoréme en cours.

Ainsi, f, appartient 2 L2(R%) pour tout n > 1, et qui plus est, la suite ( fn) ~_, estde
Cauchy, a nouveau grace a cette formule :

im oo = Fuillpe = lim [ fow = fuil e = 0

ni,n2—0o0 n1,n2—>00

Lespace L2(R?) étant complet, il existe donc une unique fonction f € L2(R?) qui est la
limite des fn

Montrons enfin que f ne dépend pas du choix d’une suite (f,)52, de fonctions f, €
LR N L*(R?) telles que 0 = limy,_, ;o0 || fo — f]| 2. Soit en effet (J”,’L)n:1 une autre suite
de fonctions f, € L'(R?) N L*(R?) satisfaisant 0 = lim,,_, o0 ||}, — f]| - Alors f, — f,
appartient a L(R?) N L?(R?) pour tout n > 1 et converge vers 0 dans L*(R?), puisque :

”fn - anLz = an - fHL2 + Hf o f"HL2 T:O 0.
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La formule de Plancherel (encore elle!) permet alors de voir que la limite f’~des ]?,’L (qui
existe d’apres ce qui vient d’étre vu) est la méme, dans L?*(R?¢), que la limite f des f, :

17 = Pl = Jim 172 = Fall e = Jim 157 = fall e = O,
c’est-a-dire f’ = ]?en tant qu’éléments de L?(IR%), conclusion de la preuve. U

Démonstration du Théoreme 15.2. 1l ne reste plus qu’a établir cette formule de Plancherel.
Supposons d’abord que f et J?soient dans L'(R?). Alors la fonction J?est bornée grace a
I’inégalité élémentaire H]?H w0 < |f[Lr, et on va montrer que f € L2(R%), aussi. En effet,
si fn’est pas partout nulle, quitte a la diviser par sa norme H f”(go — une simple constante

> ( —, on peut supposer que Hﬂ‘%o < 1. Dans ces conditions, sachant que o? < « pour
tout nombre réel « € [0, 1], ona:

-~

o~ 2
|FO]" <)
d’ob, puisque f € L'(R?) par hypothese :

/\f<5>|2d§</ 17(€)] de < o,
Rd Rd

ce qui prouve bien que f € L*(RY).
Ceci étant dit, on peut a présent entreprendre le calcul qui nous dirige vers la formule
désirée :

?

(If12)” =

[Théoréme 14.1 d’inversion] =

/

/
[Théoréme 11.2 d’échange] = / F(f

R

/

—
Y
=
D
=)
N2
<9
I

R4

= (IF1..)"

Traitons 2 présent le cas général ot f € L'(R?) N L?(R?), sans supposer que f e
LY(RY). Soit f. := f * . la convolée de f avec le noyau de Gauss .. Comme v, € L' et
comme f € L?, sachant que L' % L? C L? grice a un théoréme vu dans le chapitre consacré
a la convolution, nous avons f. = v, * f € L.

Comme f et -, appartiennent a L' (R?), il en va de méme de f * .. De plus, on a :

}\8 = J/C\:Y\E € Ll(Rd)>
car f est bornée et 9. € L*(RY).

La fonction f. releve donc du cas précédent, et par conséquent, nous recevons I’égalité
« gratuite » :

(15.3) (7]2)" = (1))
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Ensuite, en tenant compte de :

2 _ 252 _ 2
’ _ (6 Ws\t|) — e 2melt| :

|9 (t)

nous avons :

IE1° = [ 1FwFa = [ (ol Ruof

:/Rd\

. > PUURY
Alors en faisant ¢ — 0, le théoreme de la convergence monotone nous offre :

tim (11,.)° = [ 170l
(15.4) = (I7],2)" € Ry U {oo},

cette derniere quantité pouvant a priori €tre infinie !
Mais par ailleurs, puisque f € L?(IR%) par hypothese, comme (7. )._.o st une approxi-
mation de 'unité, f. = f * 7. converge vers f en norme L? :

: 2
0 = lim (/= £].)"
d’ou il découle grace a la continuité de la norme :

(15.5) lim (| £]1,.)" = ([£],.)"

e—0

(1)]* &2l at.

=)

Pour terminer, une synthese des trois égalités (15.4), (15.3), (15.5), nous offre 1’égalité

désirée :
(171,2)° = tim (17:],2)" = tim ([2:],2)" = (17],)"

5%0 e—0

toutes ces quantités étant finies, ce qui conclut en beauté la démonstration. U

Pour terminer ce chapitre, voici une conséquence directe de 1’identité de Plancherel et
de la formule de Parseval, valables dans .#(R), donc valables dans L?(R) par passage a la
limite avec des suites approximantes.

Théoréme 15.6. [Plancherel-Parseval dans L*(R)] La transformée de Fourier F (f) €
L?(R) de toute fonction f € L*(R) possede la méme norme L? que f :

Hﬁ(f)HH(R) = ”f”L2(R)'

De plus, la transformation de Fourier est une isométrie pour le produit scalaire L?, a
savoir, pour toutes fonctions f, gcL? (R) on a conservation du produit scalaire :

< >L2 fgL2 (R) »

c’est-a-dire en détail :

[ t@iads = [ F06F@© 0

Goodbye darling, and work hard for the final exam !
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16. Exercices

Exercice 1. On se propose ici d’établir une version économique de la formule d’inversion de Fourier.
Soit f une fonction de classe ¢’ sur R a support compact contenu dans I’intervalle [— M, M|, avec M >

0, et dont la transformée de Fourier f est a croissance modérée, i.e. satisfait ’ f | < constante / (1+&2).

(a) Pour L fixé avec L/2 > M, en associant 2 f une fonction L-périodique, en posant § := +, en introduisant
pour n. € Z les quantités :

- L/2 L
) =+ / f(@) e 2 d,

L J_ 1)
montrer en utilisant le théoréme de Dirichlet de la théorie des séries de Fourier que I’'on a :
0 ~
fla) =06 Y f(ko)ermor (21 < %).
k=—oc0

(b) Montrer que si une fonction g est continue et a croissance modérée, on a :

| et = ims > o)

-0 §>0 k=—00

(¢) Conclure que I’on a bien la formule d’inversion de Fourier dans cette circonstance :

x) = [ Fle) e de.

Exercice 2. Montrer que la convolée f * g de deux fonctions continues f, g: R — C a croissance modérée
est encore a croissance modérée. Indication: Découper :

/_O:o fle=yolwdy = /<; /y>“

\

et utiliser f(z —y) = O( dans la premiere intégrale, puis g(y) = O( dans la seconde.

1+I2> 1+x2)

Exercice 3. Cet exercice illustre le principe d’apres lequel la décroissance de f a l'infini est reliée a la
régularité de f.

(a) Soit f une fonction a croissance modérée : | f(z)| < A/(1 + x?) sur R avec A > 0 dont la transformée
de Fourier f est continue et satisfait :

f(&) = O(|§|1+a) (1€l — o0),

pour un certain réel 0 < o < 1. En admettant que la formule d’inversion de Fourier :

_ ‘/_ J/c\(é-) 621'71'1'5 dé-,

est alors satisfaite, montrer que f est ¥’*-holdérienne, a savoir qu’elle satisfait une estimée uniforme du type :
|f(z+h)— f(z)| < M]|h|* (z,h €R),

avec une constante M > 0. Indication: Découper I'intégrale [~ qui exprime f(z + h) — f(x) en les deux

morceaux [ig 1 f\&bﬁ'
(b) Soit f une fonction continue sur R qui s’annule pour |z| > 1, satisfait f(0) = 0, et est égale a :
1
log(1/|[)

dans un petit intervalle [—dg, do] avec dp > 0. Vérifier que f est a croissance modérée, mais que f ne 1’est
pas, et plus précisément, montrer qu’il n’existe pas de réel ¢ > 0 tel que :

7(&) = 0(t=) (161 —> o0).
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Exercice 4. (a) En dimension d = 1, soit f € L'(R) N % (R). Montrer que pour tout £ € R, ona:
F(6) = 2im € f(€).

Si f € €*(R) avec k > 1, en déduire que pour tout entier positif £ < k,on a:

FO©) = 2ir &) F(©).

(b) En dimension d > 1, quelconque, si f € €*(R9), montrer que pour tout multiindice (¢, ...,4q) € N¢
avec 1 +---+¥f3 < k,ona:
lrtrtla VA ,
(Mf) (61, 60) = (2im) T Ha gl T (f) e, . Ea).
b oah

(¢) En dimension d = 1, soit f € L!(R) telle que la fonction produit z ~— = f(z) appartienne encore &
L'(R). Montrer que f admet une dérivée f’ continue et bornée sur R qui est donnée par la formule :

7€) = —2im (x)(©).

(c) En dimension d > 1 quelconque, si, pour un entier k£ > 1, toutes les fonctions produits f, z;, f, z;, i, f,
<ew Tiy Tiy -+ - X4, f appartiennent a Ll(]R) pour tous indices 1 < 41, 19,...,%; < d, montrer que I’on a pour
tout multiindice (£1,...,¢q) € N avec £1 + -+ £y < k

oht+la (]?)
agfl .. .3§§d

Exercice 5. Soit la fonction indicatrice :

(&) = (=2im)"tHa F (g, - aq, £)(E).

1 lorsque |z| <1,

1) = Yanle) = {

ailleurs,

et soit la fonction :

1—|z| lorsque |z| <1,
T) = .
(z) 0 ailleurs.
Bien que f ne soit pas continue, I’intégrale qui définit sa transformée de Fourier a un sens.

(a) Montrer qu’elle vaut :

=~ sin(2m§)
flo = =5,

~

avec bien entendu f(0) = 2.

(b) Montrer aussi que :

(o = (Y,

avec g(0) = 1.

Exercice 6. (a) Appliquer la formule sommatoire de Poisson a la fonction g de I’Exercice 5 pour obtenir la

formule :
> =
(x+n)?

n=—oo

lorsque « € R\Z n’est pas un entier.
(b) En déduire :

n

1 i
li = .
n I—>moo Z Tr+m tan (ﬂ'l’)

m=—n

Indication: Se ramener a 0 < x < 1, puis intégrer la formule qui précede. Quel résultat donne 1’évaluation en
1

=357
2
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Exercice 7. Soit un parametre réel a > 0.

(a) Calculer la transformée de Fourier de la fonction R — R :
fa(z) = e~ 2malel,

(b) En déduire, pour tous a, b > 0, les cinq formules suivantes :

a > COS(QT‘-JJ{) _ _,—2malz|
w/oo are LT

[t =
e (a2+§2)2 T 943’7

/°° d¢ _ T
oo (@2 HE2) (24 €2)  ab(a+b)’

a 1 b 1 _a+b 1
<;a2+m2>*<;b2+x2)_ 7 (a+b)2+ 22’
s 1 T 1+4e 2
ZOO a2+k2  al—e2ma’

k=—

Exercice 8. Montrer que toute fonction f: R — C a croissance modérée, en particulier dans I’espace de
Schwartz .7 (R), est uniformément continue sur R. Indication: Sur un grand intervalle fermé [—M, M| avec
M >> 1, on a uniforme continuité, tandis que sur | — co, —M] U [M, oo, les valeurs de f sont « écrasées » par
9 N A

I’hypothese f(z) < 177-

Exercice 9. Etablir les relations suivantes entre L' (R9) et L?(R%).

(a) Aucune des deux inclusions L' (R?) c L%(R9) et L?(R?) C L*(R%) n’est vraie. Indication: Penser a des

fonctions de la forme = sur {|z| < 1} et sur {|z| > 1}.

‘mlu
(b) Toutefois, lorsqu’une fonction mesurable f: R — C a un support supp f C E contenu dans un
ensemble mesurable E C R? de mesure m(FE) < oo finie, montrer que :

1f 1wy < vVm(E) [ flr2we)-

(c) Montrer aussi que lorsqu’une fonction f € L'(R%) est bornée |f(z)] < M < oo pour presque tout
r € R% onaaussi f € L?(R?) avec I’estimation :

[flL2@ey < VM ASIflLr@e)-

Exercice 10. Montrer que si une fonction continue f: R — C a croissance modérée satisfait :
o0
0= / f(y) e_y2 62Iy dy (Vz eR),
—00
alors f = 0. Indication: Convoler f * e~
Exercice 11. [Noyau de Fejér sur R] Soit la fonction dépendant d’un parametre R > 0 définie par :

sin(rRt)
R (7rRt> lorsque ¢ # 0,

R pour ¢t = 0.

Fr(t) =

(a) Etablir, pour toute fonction continue f: R — C a croissance modérée, la formule :

(f* Fr)(z) = /R

—R

(1 By e fig) .
(b) Montrer que (9 R) R st une famille de bons noyaux lorsque & — oo.
(c) Montrer que :

0= R'inoo ”f*ng_fHagO(R)'



258 Francois DE MARCAY, Département de Mathématiques d’Orsay, Université Paris-Saclay, France

Exercice 12. Soit n > 1 un entier. Montrer que la périodisation du noyau de Fejér .%,, sur la droite réelle R
coincide avec le noyau de Fejér trigonométrique pour les fonctions de période 1, a savoir, montrer que :

=~ 1 (sin(nrz)\?
Z Fpx+k) = - ———) = Fu(ra).
it n \ sin(mx)
Exercice 13. [Fonction zéta] Soit la fonction :
=1
C(S) = s (s >1),
n
n=1
soit la fonction :
I(s) := / ¥l e ™ da (s >0),
0
et soit :
e _ 2
Z e~ (s> 0).

Pour s > 1, établir I’identité fonctionnelle :
s 1 [~ .
T 20(5)((s) = 5/ 2271 (I(z) — 1) da.
0

Exercice 14. L objectif est de donner une formule pour les valeurs ¢(2m) de la fonction ((s) = Y>° | -
aux entiers pairs s = 2m > 2.

(a) Montrer que la transformée de Fourier de la fonction f(x) := % t2+#x2 avec un parametre ¢ > 0 vaut :

~

J(§) = e72mel.

(b) Appliquer la formule sommatoire de Poisson pour obtenir :

oo

1
p Z t2+n2 - Z ezl

(¢) Pour 0 < t < 1, établir la formule :

oo

1 t 2
E E m+1 2m— 1
T t2 + n? 71' C@2m)t

n=-—o0o m=1

(d) Toujours pour 0 < ¢ < 1, vérifier aussi :

oo

E e—27rt|n\ _ 2 _
1 — 27t

n=-—oo

(e) Appliquer enfin la définition des nombres de Bernouilli comme apparaissant dans le développement en
série entiere :

z z > BQm 2m
e —1 2 + mz::l
pour atteindre :
5 22m71 1
¢(2m) = 7™ @) (—1)™ " By, (Ym>1).

Exercice 15. Soit A € #;xq4(R) une matrice symétrique "A = A définie positive a coefficients réels.
Calculer la valeur :

1
efﬂw-Az dr = ,
/Rd Vdet A
qui généralise celle connue [, e ™ *dx = 1 lorsque A = Id. Indication: Utiliser une diagonalisation

A = R7!DR, ou R est une matrice orthogonale satisfaisant I|d = "RR, et ot D = diag(\y, ..., \q) avec
0 < Ap < -+ < Ag est la matrice diagonale des valeurs propres (ordonnées) de A.



16. Exercices 259

Exercice 16. Pour ¢ € .7 (R?) satisfaisant [p, |1|> = 1, établir le principe d’incertitude de Heisenberg en
dimension quelconque d > 1 :

</Rd |z? ’¢(x)|2dx) </le €I |1Z(§){2d§) > %

Exercice 17. Pour S > 0, démontrer la formule :

-8 et g2 d
e = e 4u du.
0 A/ TTU

Exercice 18. Soit f € ¥°(R,C) une fonction continue. Montrer que f et sa transformée de Fourier f
ne peuvent pas toutes deux étre a support compact, sauf lorsque f = 0. Indication: Supposer que f est a
support dans [— 7, 7|, développer f en série de Fourier sur [, 7], et observer qu’alors, f est un polynome
trigonométrique.

Exercice 19. Etant donné une fonction f € L'(R) a valeurs complexes, le probléme de Dirichlet dans le
demi-plan supérieur consiste a déterminer les fonctions u € €™ (R X Rj) vérifiant :

0u 0%u .
@(x,y)—i—a—yz(x,y)zo pour tous (z,y) € R x RY,
Iimou(ac7 y) = f(x) pour presque tout = € R,
Yy—

(o)
sup / ‘u(m,y)‘ dx < oo.

y>0 J -0
On suppose que, pour tout y > 0, les quatre fonctions :

0%u 0%u

ou
$’—>U(%y)a mHaix(x?y)’ .’E’H@(l’,y), x'—>87y2(xay)

sont intégrables au sens de Lebesgue sur R.

(a) Si & — u(&,y) désigne la transformée de Fourier de u par rapport a la variable 2 dont on explicitera
d’abord la définition, montrer que 1’on a, pour touty > 0 :

0%u
(97?/2(5724) = Oa

Are?u(€,y) —

lim @(¢,0) = £(),
y—r

sup |[a(&, y)| < +oo.
y>0

(b) Montrer qu’il existe des fonctions A et B telles que :
(8, y) = A(€) 7> + B() ¢,
(c) Etablir que I’on a en fait :
(¢, y) = f(&) e klv.
(d) Vérifier, pour tout y > 0 fixé, que la fonction & — (&, y) appartient a L*(R).
(e) Justifier que 'on a :

u(,y) = / (e, y) 2 de.

— 00

(f) On pose g, (z) := L 77z Calculer la transformée de Fourier :
Gy(€) = eI,
(g) Déduire de ce qui précede que I'on a :
u(é,y) = ﬁ(f * gy)~

(h) Montrer que la solution recherchée est donnée par la formule intégrale :

_ [T y .
o) = [ 10 ey
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qu’elle est de classe en fait €°° sur R x RY, et qu’elle satisfait toutes les conditions requises.

Exercice 20. [Condition de Dini] La transformée de Fourier g := f € L'(R) d’une fonction f € L'(R)
n’appartient pas en général a L' (R), ce qui fait que la transformée de Fourier seconde :

f=3
ne peut pas en général étre calculé au moyen de la formule classique g(§) = f_oooo g(z) e~ dx. On
rappelle que I'intérét d’une double transformation est la formule d’inversion de Fourier :

~
~

f(@) = f(=x),
vraie par exemple lorsque f € .7 (R) est dans 1’espace de Schwartz.
(a) Montrer en effet que la transformée de Fourier de la fonction indicatrice 1(, 3 d’un intervalle fermé borné
[a,b] C Ravec —0co < a < b < oo n’appartient pas a L' (R).
Le but ici est d’énoncer une condition spécifique sur f, dite «de Dini», qui assurera que 1’on puisse
néanmoins inverser la transformée de Fourier en écrivant :

ﬂ@zlrﬂ@ﬁM@,

cette intégrale impropre étant définie comme valeur principale au sens de Cauchy :

R
lim /_ . F€) 2™ ge.

R—o0

(b) Avec f € L*(R), on pose donc pour R > 0 :

R
Sula) = [ ey,

-R

En admettant que fooo sint Jp — 5, montrer que I'on a :

Sr(z) — f(z) = % /Ooo {f(x +1) + f(z —t) -2 f(z) sin(2t7rRt) Qb

(¢) On pose donc :
flx+t)+ flx—t)—2 f(x
guly o= L2 S2 =0 220(0)
et on suppose — hypothese de type « Dini » — qu’il existe un § > 0 tel que :

6
[0y o
0

t
Montrer que I’on a alors effectivement la conclusion désirée :

R ~ .
fla) = Jim [ Fleyemeag

R—o0

(d) Vérifier que cette hypothése est automatiquement satisfaite lorsque f € L*(R) N €*(R) est de plus
holdérienne, au sens ou il existe 0 < aw < 1et 0 < K < oo tels que :

|f(@") = (@) < K |2" —2|* (Va', 2" €R).

Exercice 21. [Transformée de Hilbert] Rappelons que la transformée de Fourier & d’une fonction u €
L!(R) est définie pour £ € R par :

() = / T ua) e 2 gy

On note alors différemment .% : L?(R) — L?(R) le prolongement a L?(R) — théoréme du cours — de
cette transformation, qui se calcule donc comme % (u) = U seulement lorsque u € L'(R) N L?(R), et qui
établit un automorphisme isométrique de L?(R), d’inverse naturellement noté .7 ~*.

(a) Montrer que pour toute fonction u € L(R) :

lim Hu —ul_pn

oy ]HLQ(R) =0,
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o 1_,, ] désigne la fonction indicatrice de I’intervalle [—n, n], pour n € N.
(b) Montrer que .Z (u) = Iimnﬁooﬁ(u . 1[_n,n]) dans L*(R).
(c) Pour tout n € N et pour presque tout £ € R, justifier que :

ﬁ(u . 1[_n,n])(§) = / u(x) e~ 2mE o,

—n

(d) Montrer que :
n

0= lim Hy(u)(g)—/

u(z) e 28 dﬂ?‘
n—o0 _n

L2(R)’
On définit maintenant la transformée de Hilbert 3¢ : L*(R) — L?(R) pour u € L*(R) par :

H(w)(w) =7 (sign(§) F () (©) ) (x),
ou sign € L (R) est la fonction définie pour £ € R par :
sign (§) := —1 lorsque £ < 0, sign (0) := 0, sign () := +1 lorsque £ > 0.

La transformée de Hilbert associe donc a une fonction u € L?(IR) de carré sommable, la fonction de carré
sommable dont la transformée de Fourier coincide avec (resp. s’oppose ) celle de la fonction donnée sur les
réels positifs (resp. négatifs).

(e) Montrer qu’une telle transformation 7 est bien définie et qu’elle établit un automorphisme isométrique
de L*(R).

L’objectif principal de cet exercice est de montrer que I’on peut «représenter » ¢ comme opérateur
intégral singulier, a savoir que 1’on peut écrire pour presque tout z € R :

AW =-— [

a condition d’interpréter une telle intégrale éventuellement divergente comme « valeur principale au sens
de Hadamard» — ne divergeant alors presque jamais —, a savoir comme la limite de 1’intégrale suivante
tronquée de maniere équilibrée autour de x :

Pour ce faire, on commence par fixer ¢ > 0 et u € L*(R).

(f) Montrer que I’on a, pour presque tout z € R :
u(r —
[ My g,
ly|>e Yy
ot f. € L*(R) est définie par :
1
= lorsque |z| > ¢
fg (Z‘) — x q | | K
0 lorsque |z| < e.
Justifier rigoureusement le caractere bien défini de ce produit de convolution f. * u.

(g) Montrer que I’on a, pour presque tout z € R :

L W) gy =~ L g1 (71 2 (w)] @)

T Jiy—a|>e T—Y X

(h) Montrer que I’on a, pour tout £ € R :

—2imxz€ o H
lim / ¢ dx = —2isign(£)/ T e,
e<|z|<n

noe r omele] T

(i) En utilisant la premiere étape, montrer que pour presque tout £ € R :

F(£.)(€) = — 2isign(€) /

2relg] L

> sinx

dx.
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(j) En utilisant la valeur connue fooo % dt = 7%, montrer finalement que I’on a bien, pour presque tout
reR:

1 u(y)
— — lim dy = 7 (u)(2).
/| y = #(u)(x)

LT e—0+ T—y

Exercice 22. [Sans indication] Montrer qu’une fonction f € L!(R) dont la transformée de Fourier fest im-
paire, est nécessairement aussi impaire. Indication: Traiter d’abord le cas ot f € .(R) appartient a I’espace
de Schwartz, puis effectuer un raisonnement par densité.
Exercice 23. [Signaux a spectre borné] Soit I'intervalle I := [— %, %]
(a) Calculer la transformée de Fourier de la fonction indicatrice 1j.
(b) Soit la fonction sinus cardinal :

sin(mx)

sincz = X
1 pour x =0 mod 1.

oo
/ sinc2zdr = 1.
—00

(c) On considere a présent I’ensemble des ‘signaux’ a spectre borné contenu dans I :
BL? := {f € L*(R,C): £(€) = 0 pour presque tout & € R\I}.

Justifier que I’on peut écrire, pour tout f € BL? :

lorsque x # 0 mod 1,

Montrer que :

fa) = [ 7l emee ae.

1
2

(d) On munit BL? du produit scalaire hermitien usuel :

(f.9)mz = {frg)ie = / f(2) 9(@) de (f.ge B2,

Montrer que BL? est complet (est un espace de Hilbert).
(e) Montrer que BL? C °_,, (R, C), I'espace des fonctions continues tendant vers 0 aux deux infinis de
\

| oo

R, et méme, que BL? C €.
() Si, pour h € R, on note 73, f la fonction-translatée (75, f)(x) := f(z — h), montrer que la famille :

(Tksinc)]CEZ

constitue une base hilbertienne de BL?. Indication: Observer que 7;sinc = €y, olt la fonction e;, € L?(R) est
définie par :

. elimka lorsque |z| < %7
er(x) =
k 0 autrement,

puis, pour établir que cette famille (e, )rcz est totale, en supposant qu’une fonction g € BL? satisfait :
o0
0= / g(x) Tgsinc(x) dz (VkeZ),
— 00

utiliser la formule d’échange pour déduire g(x) = 0 presque partout.
(g) Montrer que I’application :
®: BL*> — (3(Z)
f—= (F(k)) ey
est un isomorphisme linéaire isométrique.
(h) Montrer que toute fonction f € BL? se représente comme :

flz) = Z f(k) Tisinc(z) (Vz€R),

keZ
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ot la série converge simultanément :

. en norme BL?;

« uniformément pour tout z € R.

Exercice 24. [Théoréeme de Plancherel et signaux a spectre borné] La transformée de Fourier d’une fonc-

tion u € L*(R) est la fonction @(£) := [, u(x) e~ dz. On rappelle que €>°(R) est dense dans L*(R)
et que €°(R) est contenu dans I’espace de Schwartz .7 (R).

(a) Soit une fonction quelconque u € L?(R), et soit (u,,),>1 une suite de fonctions de € >°(R) qui converge,
au sens de la norme L?, vers u. A ’aide du Théoreme de Plancherel pour .7 (R) — dont on rappellera
1’énoncé —, montrer que la suite (%), >1 converge aussi vers une certaine fonction dans L?(R).

(b) Montrer que cette fonction-limite dépend seulement de u, i.e. elle ne dépend pas du choix de la suite
approximante (u,,),>1. On la note alors .7 (u) € L*(R).

(c) Montrer que |% (u)| 2 = |u|rz, puis vérifier que I’application u — .7 (u), dite transformée de Fourier
dans L2, est C-linéaire.

(d) On pose maintenant I := [—1/2,1/2] et on définit le sous-espace de L?(IR) des signaux a spectre borné :
BL*(R) := {u € L*(R): .Z(u)(£) = 0 pour presque tout £ € R\]I}.

Siu € L*(R) appartient 2 BL?(IR), montrer que .% (u) € L'(R).
(e) Justifier soigneusement que I’on peut écrire u(z) = [, Z (u)(£) e*™** d€ pour presque tout = € R.

(f) En déduire qu’apres correction éventuelle sur un ensemble de mesure nulle, une fonction u € BL?(R)
est toujours €.

Exercice 25. [Espace de Wiener] Etant donné la transformée de Fourier f(f ) i= [p f(z) e %™ dx définie
par une formule intégrale sur L*(IR), on considere 1’espace de Wiener :

W = L'(R) N L' (R).

(a) Pour f € #, montrer que f € €°(R) N L>=(R), puis, en écrivant |f(x)|P = |f(z)[P~*|f(x)], que
f € LP(R) pour tout 1 < p < oc.

(b) Soit f € L'(R). Montrer que f € ¥ si et seulement si f € # . Onutilisera, apres en avoir soigneusement
justifié la validité, la formule f(z) = [, f() €™ d&.

(c) Montrer que pour f,g € #,onaaussi fxge ¥ etfgeW.

(d) Vérifier que la quantité || f|» = | f|r + Hﬂ| ;1 définit une norme sur %

(e) Soit maitenant (f,,) _ . une suite de Cauchy dans I’espace vectoriel normé (¥, | - | ).

n=1
(f) Justifier qu’il existe deux fonctions f € L'(R) et g € L*(R) telles que :

0= fim [fo =l et fim |f—g] =0

(g) Montrer que ]?: g (presque partout).

(h) Montrer que la suite ( f”)n>1 converge dans # et qu’ainsi, # est complet.

Exercice 26. [Echantillonage de signaux] Soit f: R — R une fonction continue a croissance modérée

dont la transformée de Fourier f est a support dans [f%, %] L’ objectif, utile en théorie de 1’information

lorsqu’on cherche a reconstituer un signal en partant d’échantillons, est de faire voir que f est entierement

déterminée par sa restriction a Z, au sens précis ou toute autre fonction g continue a croissance modérée avec

suppg C [—3, 3] qui satisfait g(n) = f(n) en tout n € Z doit coincider avec f = g.

a) En introduisan = %,éa ir la formule de reconstitution suivante :
) En introduisant K (y S'“T(rgy) tablir la formule d titut t

flz) = Z f(n)K(z —n) (Vz ER).

n—=—oo
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Indication: Observer que K(y) = O(ﬁ) lorsque |y| —+ oo, abréger I := [—1, 1], introduire la fonction
indicatrice 17, et montrer que :

F&) =118 Y fln)e 2,

n—=—oo
(b) Pour A\ > 1, en introduisant la fonction :

cos(my) — cos(mAy)

K =
)\(y) 7_(_2()\_1)2/2 )
qui satisfait Ky (y) = O(y%) lorsque |y| — oo, établir la formule générale :
= 1 ./n n
f(z) = n;@ Xf<X) K,\<$—X) (Vz €R).

Indication: Au lieu de 17, utiliser la fonction continue affine par morceaux dont le graphe est le suivant.

Tl

Y
0 1 3

Cette identité donne une formule de reconstruction qui converge plus rapidement que la précédente,
puisque Ky = O(%), et comme A > 1, I’échantillonage de f est plus resserré, i.e. on considére comme
connues les valeurs f(% ) plus nombreuses que les f(n) de la question (a).

(¢) Vérifier que K (y) — K(y) lorsque A — 1.

(d) Pour conclure, établir :
JIICIREE S

- n=-—o00
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Examens corrigés

Frangois DE MARCAY

Département de Mathématiques d’'Orsay
Université Paris-Saclay, France

1. Examen 1

Exercice 1. Soient H et K deux espaces de Hilbert, soit /' un sous-espace vectoriel arbi-
traire de H, et soit L une application linéaire continue quelconque de F' dans K. L’ objectif
est de démontrer qu’il existe (au moins) un prolongement linéaire continu L:H > K
de I’application L a H tout entier, i.e. satisfaisant E! s = Let IZ]] < oo, dont la norme
d’opérateur reste inchangée : ||L|| = ||L|.

(a) Rappeler la définition de la norme d’opérateur || L||.

(b) Montrer tout d’abord que L admet un unique prolongement linéaire continu L' €
Lin(F, K).

(¢) Etablir que I’application h + mx(h), de H a valeurs dans F, « projection orthogonale
sur F'», est linéaire continue. Que vaut || 75| ?

(d) Considérer I’opérateur L:=1Io 7 et conclure.

Exercice 2. Soit 41, %>,..., %, ... une suite de sous-ensembles convexes fermés non
vides dans un espace de Hilbert / qui satisfont :

Crr1 C G (k>1).

(a) Montrer par un exemple géométrique simple que 1’intersection :
o
Coo =[]
k=1

peut se réduire a I’ensemble vide.

(b) On suppose dorénavant que %, # (). Vérifier alors que %, est un sous-ensemble
convexe fermé de H.

(c) Fixons a présent un élément h € H arbitraire. Pour tout entier £ > 1, on note :
hy := 74, (h)
le projeté de h sur 6}, et aussi :

T (1)
le projeté de h sur ¢,.. Vérifier alors que :

b= bl < I = s | < = 7 ().
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(d) Qu’en déduire sur la suite (A — hy[?),_,?

k>1"

(e) En utilisant I’identité du parallélogramme (que 1’on rappellera ou que 1’on reconsti-
tuera), établir que la suite (hy)g>1 est alors nécessairement de Cauchy dans H pour la
distance associée a la norme hilbertienne.

(f) Sion note :
heo := lim hy,
k—o00
montrer que 1’on a, pour tout g € 6, :

Re (h — hoo, g — hoo) < 0.

(g) En déduire :
hoo = Tg (h),

et énoncer le résultat obtenu sous la forme d’un théoreme clair.

Exercice 3. Si f € €°(T), alors pour tout n € N*, la n-éme somme de Fejér est continue
sur le cercle T et satisfait :

lon(F)leo < IS

Exercice 4. Calculer les coefficients de Fourier de la fonction f: R — R définie pour tout
0 € [—m, | par :

0.

ro) =1- 2.

T
et prolongée comme fonction 27-périodique (continue) sur R tout entier.

Exercice 5. On considere la série de fonctions :

sin®(nd
>

n=1

(a) Montrer que cette série converge uniformément sur R. On note S(#) sa somme.
(b) Montrer que S est de classe € et 2m-périodique.

(¢) En développant sin®(nf), exprimer S(#) en fonction de (justifier aussi I’existence) :

o(0) = Z M

n!
n=1

(d) Montrer que S() est développable en série de Fourier et trouver son développement.

(e) En considérant aussi :

=, cosnb
7(0) =) ol
n=1 :

calculer explicitement 7(0) + io(6).

(f) En déduire que pour tout § € R, on a la formule explicite :

S(0) = 3sin(sin0) e’ — L sin(sin 30) e,
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Exercice 6. Soit f € ¢°(T) ayant une série de Fourier de la forme ), by sin (nf) avec
b, € R.

(a) Montrer que ses sommes de Fejér o,,(f)(0) sont impaires et en déduire que f elle-méme
est impaire.

(b) On considere la fonction F': R — R définie par :

F (o) ::—/0 F(t) dt.

Montrer que F' est 2m-périodique, de classe 6, et que ses coefficients de Fourier sont
donnés par :

~ 2T dt

F(0) = tf(t) —

0= [ trog

~ 1

F(k)=—0> keZ".
(k) 275 - VEk e

Exercice 7. Soit f € ¢°(T). Montrer que la série :

Z f(k)
k
kEZ
est absolument convergente.
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2. Corrigé de I’examen 1

Exercice 1. On supposera F' # {0}, car si F' se réduit a {0}, ’application linéaire continue
H — K identiquement nulle convient comme prolongement de 1’application nulle {0} —
K préservant la norme d’opérateur.

(a) La norme de I’opérateur linéaire :

L: (F, | lg) — (K, |- |x)

est classiquement définie par :

L)
IL] = f};gw = sup I L(f)]x
f#0 =

IFl=1

(b) Tout élément f € F de 1’adhérence du sous-espace vectoriel /' C H s’obtient comme
la limite dans H d’une certaine suite ( fx);>1 d’éléments f;, € F', laquelle est alors néces-
sairement de Cauchy. Or la majoration uniforme :

IL(fre) = Lkl < WL ke = falm

montre que la suite (L( fk)) p1 Ot alors aussi de Cauchy dans I’espace de Hilbert /K, lequel
est complet par définition. Donc il existe un unique g € K tel que limg_,, L(fx) = 3.

Maintenant, cette application (noter le léger changement de notation par rapport a
I’énoncé, ou le prolongement L était noté L) L qu1 aun tel f € F associe ce g est li-
néaire, puisque, si f, — f € F,sig = L(f), i f € F,sig' = L(f ), et si
A, A" sont deux constantes arbitraires, la suite A\’ f; + A" f/ converge vers Xf/ + )\”7”, et
on déduit de la linéarité de L que :

lim LN fi 4 X' ) =N lim L(f) + X' lim L(f) = NG + X',

donc I’unique élément que L associe 2 X' f + X"J" est bien égal a NL(f ) + N"L(f).
Ensuite, en passant a la limite dans les inégalités :

I LCfi)lxe < WL fel 2 (k>1; fr€P),
on obtient :

IZCH) e < WED A e

et donc ||L|| < ||L]|, ce qui montre que L est un opérateur linéaire continu. En fait, comme
L| = L, on a méme, plus précisément :

F
LI = L.

Enfin, si deux applications linéaires continues L,: F' — K et Ly: F — K prolongent

toutes deux L: F — K, a savoir Li|,. = L et Ly|_. = L, alors, puisque tout élément

7 7
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élément 7 € F de I’adhérence de F_peut _s’écrire comme la limite 7 = limy_ o fr d’une
suite d’éléments fj, € F', et puisque L, et L, sont continues, on voit que :
B7) = Talfim ) = Jim Tt = im £ =
= lim L = Ly( li =Ly(f
k'_)”;O 2(fk) 2<k|_>ngofk) 2(f)>

d’ou Il = ZQ. B B -

Ainsi ’application L définit I’'unique prolongement linéaire continu L € Lin(F , K ) de
L, ¢’est-a-dire satisfaisant L = L.

(¢) D’aprés un résultat du cours, puisque F est fermé, I’espace de Hilbert H se décompose
comme somme directe orthogonale :

——
H=FoF
de F avec son orthogonal :
— | p—
F:={geH: (9. f)=0,V[feF},
lequel est lui aussi fermé. Ainsi, tout élément h € H se décompose comme :
h=mp(h) + mpi (h),
ol les deux projections 77 (+) et 71 (+) sont lin€aires, et 1’orthogonalité assure que le théo-
reme de Pythagore est satisfait :
2 2 2
21 = e ()" + [z ()]
Mais alors, si on néglige le second terme a droite qui est positif, cette égalité peut €tre vue
comme une inégalité :
2 2
|27 = ||==(R)]",
laquelle exprime que la norme de I’opérateur de projection orthogonale 75(-) est toujours
< 1. Enfin, puisque cet opérateur se réduit a I’identité en restriction a2 /' # {0}, on a en
fait :
Izl = 1.
(d) L’ opérateur L:=TLo 7 est linéaire continu, puisque L et 7 le sont tous deux. De
plus, grace a la majoration connue de la norme d’opérateur d’une composition d’opérateurs

continus : _ _
LI < WL ezl
~——

=1
= IIZl
= [IL1l,
on voit que L est continu lui aussi, de norme d’opérateur majorée par celle de L. Mais
comme sa restriction L| » = L aF # {0} est clairement égale & L par définition, il se

trouve que || L[| = ||L|| en fait.
En conclusion, il existe (au moins) un prolongement linéair(i continu .: H — K de
I’application L a H tout entier, i.e. satisfaisant L| » = Let|L]] < oo, dont la norme

d’opérateur reste inchangée : ||L|| = ||Z||. Ce théoréme est vrai plus généralement dans
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n’importe quel espace vectoriel normé (espace dit de Banach), d’apres le fameux Théoreme
de Hahn-Banach (cours de M1).

Exercice 2. (a) Dans H = R?(z, y), une famille de demi-espaces fermés a bords paralleles
qui est poussée a Iinfini telle que, disons, %} := {x > k}, offre un exemple simple de suite
de sous-ensembles convexes fermés non vides 67, 6>, . . . , €%, . . . emboités les uns dans les
autres : 641 C 6}, mais dont I'intersection (,—, €}, = () est vide.

(b) L’intersection ﬂzozl 6. =: © est toujours un fermé, car au niveau abstrait de la
topologie générale, une intersection quelconque d’ensembles fermés est encore fermée,
sachant que I’ensemble vide est un fermé lui aussi.

Si % est non vide, soient f, g € €. Alors pour tout entier k, ces deux éléments f et
g appartiennent a 6. Mais puisque %}, est convexe, le segment fermé {¢f + (1 —t)g: 0 <
t < 1} qu’ils délimitent est contenu dans %, et ce, pour tout k£ > 1. Donc ce segment est
aussi contenu dans 1’ intersection €, de tous les %}, d’ou il découle que %, est convexe.

(c) D’apres un résultat du cours, si h € H est un élément arbitraire, ses projections hy :=
T, (h) (k > 1) et 4 (h) sur les convexes fermés %, (k > 1) et €, existent et sont
uniques. Or a cause des deux inclusions :

b C Cry1 €t Crp1 C G,
on a immédiatement :
. (h) € €1 et hypr € G,

et alors grace aux deux propriétés de minimisation de la distance :

[ = hiall = min Jh—g| et [h—hy] = min[h—g]
9ECk+1 gEE)
on peut en déduire, si I’on pose g := m¢,_(h) puis g := hy,1, respectivement, les deux

inégalités désirées :
[h = b |* < Th —me (WP et b= he® < [ = i |,

(d) On en déduit que la suite de nombre réels tous positifs (||h —hy, H2) 4>1» qui est croissante
et majorée par |h — g (h)| admet une unique limite, disons d., > 0, dans R .

(e) L’identité du parallélogramme, qui remonte a Pythagore et a Euclide, stipule que pour
tous u,v € H,ona:

2
[ul® + Jol” = 2[5 [" + 3 u — o]

Appliquons donc cette identité a u := h — hy, eta v := h — hy, pour deux entiers k; < ko,
en plagant |u — v|? seul a gauche, ce qui nous donne :

h,+h 2
Sl = b |P = [ = i I + b = by |* = 2|2 = =572 |,

. . R I TR .
Or, puisque hg, et hy, appartiennent tous deux a 6y, O %,, leur milieu % appartient
aussi au convexe ¢, , et donc encore grace a la propriété de minimisation, on a :

h— by | < [l — Mt

bl

c’est-a-dire de maniere équivalente en multipliant par —1 :

—||h = P | < h — .
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En revenant a 1’égalité précédente, on en déduit alors une inégalité :
% ”hk2 - hk1 “2 < ”h - hk2 ”2 - ”h - hkl ”2

qui implique que la suite double |hy, — hy, | satisfait la condition dite de Cauchy pour la
distance associée a la norme hilbertienne, puisque nous venons de voir que la suite dé-
croissante positive (||h — th?) 4>, converge. Par complétude de I'espace de Hilbert H, la
suite des hj converge donc vers une certaine limite dans H. Soit h.. cette limite. Puisque
hy, € €* pour tout k, on a h,, € €.

(f) D’apres un résultat du cours (Théoréme 5.2), pour £ fixé quelconque, le projeté hy =
7¢, (h) de h sur le convexe fermé %, est caractérisé par la propriété que :

Re (h — hy, g — hy) <0,
pour tout autre élément g € %j. En particulier puisque %, est contenu dans %, cette
inégalité est satisfaite pour tout g € %,.. Mais d’apres la question précédente, la limite :
heo := lim hy

k—o0

existe, et par continuité du produit scalaire, en passant a la limite quand k£ — oo, la famille
d’inégalités précédentes devient :

Re <h_hoo7g_hoo><07

pour tout g € 6., ce qu’il fallait démontrer.

(g) Toujours d’apres le méme résultat du cours, ce jeu d’inégalités caractérise uniquement
la projection de A sur le convexe fermé ¢, donc il en découle que :

hoo = 7Tcgoo (h)

Pour conclure, le théoréeme « clair » énonce : 1) que la limite des projetés orthogonaux sur
des convexes fermés emboités en famille dénombrable dont I’intersection totale est non
vide existe; 2) qu’elle est unique; et 3) qu’elle coincide avec la projection orthogonale sur
le convexe fermé qui est I’intersection totale de tous ces convexes fermés ; ce résultat pourra
aussi étre considéré comme mathématiquement plus « clair » si on I’exprime sous la forme
d’une seule équation :

kli—>n;o T, (h) = T . (h).

Exercice 3. Si f € ¢°(T), alors pour tout n € N*, la n-éme somme de Fejér (exercice
subsidiaire : établir que :

Kn(e):kin( —%) ¢ et que : o—n(f)(e):kin( —|nﬁ|) F(k) )

qui est par définition la n-eme somme de Cesaro des sommes partielles de la série de
Fourier de f :

7
—
Il
+
e

o (F)(6) = DO+ SO+ + S (1)) _

n

A(l) cilf

S
=
l

0

-~
Il
=

est évidemment continue sur le cercle T, puisque c’est un polyndme de degré < n en les
exponentielles complexes ¢, e~ D’aprés un calcul du cours, cette somme s’exprime
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comme la convolution avec le n-¢éme noyau de Fejér F,, :
™ d,n
ru(£)0) = Fur £ 0)= [ Faln) 50— n) 5.
donc on peut alors majorer aisément :

0.(f)(6)] < max\f<0—-n>\/f”|Fnon dn

Inl < o
=|f

en se souvenant de la propriété cruciale que, pour tout entier n € N*, I'intégrale sur
[—7, 4+ de ce noyau positif est toujours égale a 1 :

T de
1= [ R = Fulu

ce qui démontre finalement 1’inégalité désirée en prenant le maximum sur ¢ a gauche :

lon(F)lzo < |f |0

Exercice 4. Le zéro-eme coefficient de Fourier complexe de la fonction f: R — R, définie
pour tout § € [—m, 7] par :

A

92
f(9> ::1_p7

et prolongée comme fonction 27-périodique (continue) sur R tout entier est égal a :
~ 1 [ 62 1 1 m 2
Ny L R R S 4
/(0) 27r/7T 2 o T T 23 3

Pour k& € N*, si I’on se souvient que que " ¢/ df = 0 pour tout entier [ # 0, le k-éme
coefficient de Fourier complexe de ladite fonction f se calcule grace a deux intégrations
par parties dont la nécessité ne fait pas de doute :

)= [ (L-B)e

:% o
1 2 1 .0 1 (201 _,
S —1k6 o _0‘_€—zk9d9

2 w2 —ik 2r J_. w2 ik
11201 0" 1 (721 _,
=——|= —=e"’ — — —e "dl
27r{7r2k'2€ }_ﬂ+27r o k2
21
= TEe)

Exercice 5. (a) La série de fonctions :
Z sin3(n9)
n!
n=1

converge uniformément sur R vers une fonction continue S(6), puisque qu’elle converge
normalement (et méme tres rapidement) :

Z sin3(n9)‘ < i 1 < oo,

n!
n=1
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sachant que n! ~ (2
e
sance fixe n“.

(b) - (¢) Pourtoutt € R,ona:
4sin®t = 3sint — sin(3t),

)n v/ 27n croit plus vite, lorsque n tend vers 1’infini, que toute puis-

d’apres une formule classique de trigonométrie que I’on peut retrouver et re-deviner — au
N . L . i0_,—i0\ 3 .
cas ou I’on ne s’en souvienne pas — en développant tout simplement (L) . Si donc

21
I’on pose :
o(0) = Y S0
n>=1
série qui converge a nouveau uniformément grace au méme argument que ci-dessus, on voit
que :
S(0) = 30(0) — 1 o(30),

formule que I’on pouvait aussi re-deviner en examinant un peu a 1’avance 1’équation qui
était écrite a la derniere question (f). Pour montrer que S(6) est €°°°, il suffit visiblement
de montrer que o (0) est de classe . Mais si I’on dérive p fois terme a terme la série o,

on obtient une série : _
Z np sm(nﬁ)
n!

n=1
qui est a nouveau normalement convergente, puisque n! croit plus vite que toute puissance
fixe n®. D’apres le théoreme classique d’existence d’une série dérivée, il en découle par
récurrence sur p que la dérivée p-eme de o existe, qu’elle est continue et 27-périodique et
qu’elle est donnée par cette série infinie normalement convergente dérivée terme a terme :

@) (0 d psin(ne)
o) () ;n —

(d) Puisque o (0) est de classe € sur le cercle T = R/277Z, donc en particulier de classe
¢, le théoreme connu de Dirichlet — En fait, le théoréme le plus élémentaire de Dini
s’applique aussi directement, non pas seulement aux fonctions holdériennes de classe €
avec 0 < o < 1, mais aussi bien entendu aux fonctions de classe ¢! qui sont beaucoup
plus régulieres — montre qu’elle s’identifie, en tout point du cercle, a sa série de Fourier :

=< sin(nb =1 el — el = ,

o) =) % =y S = > k)™
n=1 n=1 k=—o00

Mais comme o(f) s’écrit déja sous la forme d’une série trigonométrique absolument
convergente, on en déduit sans aucun calcul — gréace a un résultat du cours qui dit qu’une
série trigonométrique normalement convergente est la série de Fourier de la fonction conti-
nue qu’elle définit sur le cercle — que o(0) = 0 et que :

o -3 240

Maintenant, en remplacant 6 par 36 :

pour |k| > 1,

1 €i3n9 o €—i3n9

o(30) = Z TR

n=1
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et en revenant 2 la relation S(0) = 3 o(0) — 1 5(36), il vient 5(0) = 0 et enfin pour tout
k>1:

S0k-2= £0ak).  S@h-D =0ty SO0 = 0ok i

4 (3k—2)! (3k—1)! 2i \4 (3k)
S(=3k+2) =5 (gm).  SE3k+1)=3(ay). S8k =50ah —17)

(e) - (f) Pour le calcul explicite de 7(6)+i0(0), si I’on introduit, comme cela a été suggéré :

=, cosnb
7(0) = Z :

n!

n=1
on observe en posant z := e, que I’on peut écrire 7 + i sous une forme simple :

T<9)+i0(9)zz en! :Z%:ez—l

n=1 n=1

qui fait naturellement apparaitre 1’exponentielle complexe e*. Donc on a :
7(0) +i0(0) = €* = e’ = gfostHising  gcosd pising _ pcost [cos(sind) + isin(sind)],
ce qui donne en identifiant les parties imaginaires a gauche et a droite :
o(0) = e« sin(sind).
Enfin, on obtient bien la formule explicite annoncée :

S(0) = 3sin(sin0) e« — 1 sin(sin 30) e,

Exercice 6. Soit f € ©°(T) ayant une série de Fourier de la forme 3 _, b,sin(nf) avec
b, € R.

(a) Par hypothese, pour tout n € N*, la n-eme somme partielle de la série de Fourier de f
est donc égale a :

Su(f)(8) = 3 besin(k),

fonction qui est visiblement impaire. Il en découle que la n-eéme somme de Fejér o,,(f)(0)
est elle aussi impaire, puisque :

o)) = SO SO 42+ 51s(7)0)

Or d’apres le théoreme de Fejér, la suite (o, (f) (9))n>1 converge uniformément, lorsque n
augmente jusqu’a I’infinu, vers f. Donc f elle-méme est impaire.
(b) La primitive F': R — R de f définie par :

F(6) ;:—/0 F(t) at

est de classe ¢! sur R tout entier puisque f est continue, et elle est aussi 27-périodique,
puisque I’on a grace a la regle de Chasles :

0+m

F(9+7r)—F(9—7T):—/ F(t)dt =0,

0—m
cette derniere intégrale s’annulant automatiquement par imparité de f.
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Maintenant, calculons en appliquant le théoreme de Fubini a la fonction continue (dont
intégrable) (¢,0) — f (t) le zéro-eme coefficient de Fourier de F' :

F(0) = " U f(t dt] o = —% Ozﬂf(t) dt/t% df

1 2 2

-5 f()(t—27r)d o tf(t)cht—0 f(t)di

=7(0)=0
Ensuite, calculons, a nouveau grace au théoreme de Fubini, le k-€éme coefficient de
Fourier de F', pour un k € Z* arbitraire :

F(k) = —% O% {/09 f(t) dt} e k0 qh = —% 0% f(t)[/t% e~ ko d@} dt

- 22;7?/0 ' (1— ety £(¢) dt = % (fo, — f(k)) = _% F(k).

Mais comme on a par hypothese :

on obtient bien comme voulu :

F\(k‘) 2|k‘| b|k‘ Vkel.

Exercice 7. D’apres la formule de Parseval, la série de terme général |fA(/7<:)|2 converge et

est égale au carré de la norme L? de la fonction f € ¢°(T) C L*(T), a savoir 'on a :

, do
> IFwf = [ s

keZ
= | f1Z> < oo.

Mais par ailleurs, 1’inégalité de Cauchy-Schwarz permet alors, pour chaque n € N*, de
majorer la somme partielle a étudier :

> < (zimr) (S 5)

|k|<n |kI<n
k#0 k;é() k#0

<l - (22)Y2

< 00,

par une quantité qui est bornée uniformément par rapport a n, ce qui montre que la série a

\f(k)\

termes positifs ), . est effectivement absolument convergente, cqfd.
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3. Examen 2

Exercice 1. Soit f € L; (R) telle que :
0= [ f@)pla)ds,

pour toute fonction ¢ € € °(R). Soit (p,);>1 une suite régularisante, c’est-a-dire plus
précisément une suite de fonctions p; € €>°(R) telles que p; > 0, [* p;(x)dz = 1 et
supp p; C [—€;,+¢;] pour une certaine suite de réels ¢; tels que 0 < ¢; < 1 satisfaisant
Iimj_wo &5 = 0.

(a) Montrer que toutes les régularisées f * p; de la fonction f sont identiquement nulles.

(b) Soit a un réel strictement positif et posons b := a + 1. Montrer que, pour tout réel x tel
que |z| < a et pour tout entier j > 1, on a:

pi* f(@) = pj* (Lo f)(2) = 0.

(¢) Montrer que :
+a

|1b f = pi* (Lo £ o >/ |f(@)| da.

—a

(d) En déduire que f = 0 presque partout.

Exercice 2. On considere 1’espace ¢ := ¢°([—1,1], C) des fonctions continues sur le
segment [—1, 1] C R a valeurs complexes, et on le muni du produit sesquilinéaire :
1
(f,9) = / f(z) g(x)dx (f,9€%).
-1

(a) Justifier en quelques mots le caractere sesquilinéaire de (-, -), et expliquer bri¢vement
pourquoi || f|| := +/(f, f) définit une norme sur les éléments f € %

(b) En les énongant soigneusement, rappeler au moins trois théoremes fondamentaux du
cours concernant I’espace L?([—1, 1], C).

(¢) On s’intéresse a la suite, indexée par un entier n > 1, de fonctions (impaires)
fn: [—1,1] — R de € qui sont définies par :
1

nt lorsque [t| < =
fu(t) ==

sgn(t) - 1 lorsque * < [¢] < 1.

Montrer que pour tous entiers 1 < n < m, on a la majoration (non optimale) :
2
[fm = £l < Zz

1 i . . . . .
Indication: Majorer séparément fom et f 1, ou trouver une majoration alternative simple qui

pourra interpréter le role qu’on attend delle.
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(d) Montrer que cette suite (f,, )5, converge pour la norme | - | sur Pespace L?([—1,1],C)
vers une fonction qui vaut presque partout 1 sur |0, 1] et presque partout —1 sur [—1, 0].

(e) L’espace ¥ muni de lanorme ||| est-il un espace de Hilbert ? Interpréter intelligemment
la réponse proposée.

Exercice 3. Sur la droite numérique complete R, on considere 1’équation de la chaleur
définie en temps ¢ > 0 par :

ou 0?u

E(l’,t) = @(Q?,t) (z€R, t>0),
d’inconnue u € (R x R* ), avec distribution de température u(z, 0) prescrite a I’origine
des temps comme étant une certaine fonction intégrable donnée f € L'(R) :

0= t“tr% ”u(,t) - f(')HLl(R)‘

Jusqu’a la Question (g) incluse, on suppose qu’il en existe une solution © = u(x,t) de
classe ¢ par rapport a (z,t) pour z € R et t > 0, s’amenuisant ainsi que ses dérivées a
I’infini :

0= lim u(z,t) = lim %(x,t) (Vt>0),
|| =00 |z| =00 OT
et qui est de plus controlée ainsi que sa dérivée temporelle en termes d’une certaine
fonction-majorante positive intégrable fixée g € L' (R, R, ) :

ou

‘U(I,t)} < g(flf) et a(I,t) < g(ZE) (pour presque tout z € R),

uniformément pour tout ¢ > 0. On rappelle que la transformée de Fourier d’une fonction
h € L}(R, C) est définie pour tout £ € R par :

h(€) = / h h(z) e 27 dy.

—00
(a) La transformée de Fourier de u par rapport a z s’exprimant alors comme :
o0
u(é,t) = / u(z,t) e ™" du,
—00
vérifier qu’elle est bien définie et qu’elle prend des valeurs finies.
(b) Montrer, pour tout £ € Rettoutt > 0, que :

N 0o 92
%(f,t) = . %(Jc,t) e~ 2T

(c¢) Concocter une équation différentielle du premier ordre satisfaite par (¢, t).
(d) Montrer que la fonction ¢t — u(&,t) est continue en ¢t = 0, ¢ > 0, pour tout £ € R
fixé.
(e) Montrer que :

(g t) = (€, 0) e (VECR, Vi>0).
(f) Soient deux fonctions intégrables hy, hy € Ll(R, C). Comment s’exprime la trans-
formée de Fourier mg du produit de convolution — dont on rappellera la définition
précise — en termes de ﬁl et de /]';2 ?
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(g) Montrer que :

uet) = [ sy =y

Indication: On rappelle que pour tout parametre réel o > 0, la transformée de Fourier de la
2

1 _ z . _ 27T2O'2€2
T3 ¢ 2° estlafonction £ — e .
o

(h) Conclure en démontrant que cette expression pour une fonction u résout le probleéme
de la chaleur, i.e. satisfait les conditions requises.

fonction x ——

Exercice 4. Soit I’espace ¢ défini dans 1’Exercice 2.

(a) Pour un entier n € N quelconque, on note &7, le sous-espace vectoriel de € qui
est constitué des fonctions polynomiales de degré < n restreintes a [—1,1], et on note
Tn: € — P, le projecteur orthogonal, pour le produit scalaire (-, -). A I’aide du cours,
justifier soigneusement que :

0= lim |f—m(f)] VfEF).

n—o0

(b) Soit (p,)22, une famille infinie d’éléments p, € &, qui est de plus orthonormale.
Justifier que la sous-famille finie {py, ..., p,} est libre pour tout n € N, et montrer ensuite
que {po, - . ., pn} forme une base de &, quel que soit n.

(c) Montrer, pour tout entier n € N et toute fonction f € €, que :

=0
puis que :
2

[m DI = 2 145 0

(d) Montrer, pour une fonction f € % quelconque, que la série de terme général |{f, p,,)|?
est convergente.

(e) Montrer en fait que :
(o]
2
S )| =111 (vfe?).
n=0
(f) Tout en établissant son existence, déterminer la limite :

im /_11 £ D) dt.

n—oo
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4. Corrigé de I’examen 2

Exercice 1. (a) Les régularisées f * p;(z) = [ f(y) p;(x — y) dy de la fonction f sont
identiquement nulles, puisque chaque fonction y — p,(x — y) appartient a € >°(R).

(b) Soit a un réel strictement positif, soit b := a + 1, et soit z € R tel que |z| < a. Alors,
puisque le support chaque fonction p; est contenu dans [—1, 1] (par hypothese, 0 < ; < 1),
le support de y — p;(z — y) est contenu dans [—b, b}, donc :

+b

Ozpj*f(rc)zfoo pj(w—y)f(y)dyz/ pi(r —y) f(y) dy

00 —b

— /OO pi(x =) f(y) Ly (y) dy

= pj* (1o f) ().

(¢) Sachant que pour toute fonction g € L'(R), et pour tout a > 0 quelconque, on a

trivialement :
e’} “+a
gl = / 9(@)] do = / 9()) de + /  lo()lds
—0 —a x|>a

+a
> / 9(x)] dz,

a
on voit immédiatement que :
+a

|10y f = 23 % (Aevny )| 2/ by £ = pi * (Lo f) | do

+a
> [ if@lds
(d) Observons que 1,y f appartient a L'(R), puisque f € Li (R) par hypothese.
D’apres un théoreme du cours, le membre de gauche de la derniere inégalité tend vers zéro
quant j tend vers oco. Ainsi, fjaa |f(x)| dx = 0, et puisque le réel positif a était arbitraire,
on en déduit, comme demandé, que f = 0 presque partout.

Exercice 2. (a) Soient f, f', f".q9,4',9" € %0([—1, 1],(C) et soient A\, u € C. Le produit
(-, -) défini par :

1
(9) = [ @) ds
-1
satisfait manifestement :

(f'+ 19 =9+ 9),
(f.g'+9") = (f,9)+{f,9"),
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ainsi que :
Ofa) = [ M@ g ds = Af.),

(f.ng) = / f(2) ig@) de = Tt g),

ce qui montre qu’il est bien sesquilinéaire.
Ensuite, la quantité positive :

1] = (/ |f<zf>\2dt)é - V.5

satisfaisant |[Af| = |A||f], qui s’annule si et seulement si f(¢) = 0 pour presque tout
t € [—1,1], donc pour tout t € [—1, 1] puisque f est continue, constitue une norme sur
¢ = ¢°([-1,1],C) — d’apres un théoréme du cours qui démontre que I'inégalité de
Minkowski s’en déduit :

If+gl < 1f]+lgl-

(b) « Premier théoréme fondamental. L’ espace LQ([—l, 1], C) est un C-espace vectoriel
normé muni du produit scalaire standard :

1 [
(f9)r2 = /_1 f(x) g(z) dx (¥ f,g€ L2[-1,1),

et sa norme associée :

[flze = V{f )
satisfait I’inégalité de Cauchy-Schwarz :
[(fr9) 2] < 1Fle2 gl (v f,9€ L2[~1,1)).
» Deuxieme théoréme fondamental. Cet espace muni de la distance associée a sa norme :
d(f,9) = 1f = glr

est complet : toutes les suites de Cauchy y sont convergentes vers des limites qui lui appar-
tiennent.

« Troisiéme théoréme fondamental. Enfin, L? ([—17 1], (C) est séparable, a savoir il contient
une suite (dénombrable !) de fonctions (f,,)°2; qui est dense :

‘v’gEL2([—1,1],C) Ve>0 dN()>1 HfN(E)—ngés.

(c) Soit donc la suite (f,,)°, de fonctions f,, € € définies par :

£ nt lorsque [¢| < 1,
"N Usign(t) -1 lorsque + <t < 1.
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A

1

|
—
|
3=

3=

Soient aussi deux entiers 1 < n < m. Comme f, et f,, sont impaires :

bl =2 ([ 10 =m0 )

Calculons alors comme suggéré tout d’abord :

1

/051 | fon(t) = fult)|* dt = /Om (mt — nt) dt
< /Om (mt)* dt

1 1
= — < —,
3m 3n
puis :

1

%m—nzdzﬁl— o< [T (1-2 242) g
/1|f(t) fa(®)|” dt /:n( nt)” dt /O( nt + n*t%) dt

(Y et (1)
n 2\n 3\n
1
%a

la troisieme intégrale | 11 (1 — 1) = 0 étant nulle, ce qui fait que nous obtenons bien :

n

2 1 1
Hfm_anL2 g 2(3_n+3_n+0)7

N . 2
a savoir Hfm — anL2 < oS

(d) Ces inégalités montrent que (f,,)>° ; est de Cauchy, puisque le majorant \/% — 0.
" n—oo

Comme L?[—1, 1] est complet (théoréme du cours), la suite (f,,)°; converge vers une
certaine fonction-limite, f., € L2[—1, 1], laquelle est manifestement égale a 1 sur |0, 1],
puisque f,(x) — 1 en tout x €]0, 1], et égale a —1 sur [—1, 0[, pour la raison similaire

n—oo
que f,(z) — —lentoutx € [—1,0[. Enfin, f,(0) = 0 pour tout n, donc f(0) = 0.

n—o0
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(e) Si %0[—1, 1] était un espace de Hilbert, il devrait &tre complet, et comme notre suite
(fn)oo, converge vers la fonction discontinue :

—1 lorsque —1 < 2 <0,
foo(x) :== <0 pour z =0,
1 lorsque 0 <z < 1,

n’appartenant donc pas a ¢°[—1, 1], nous avons contredit la complétude.
En conclusion, ’espace ¢°[—1, 1], muni de la norme | - |2 hérité de I'inclusion 6° C
L?, n’est pas un espace de Hilbert — tant pis pour lui!

Exercice 3. (a) En utilisant ’hypothése ¢ € L'(R,R,), on majore la transformée de
Fourier par rapport a la variable = de la fonction u :

o] = | [ wenerea

< /_OO |u(9c,t)‘ dx
< /_OO g(x)dx

(0.9}
= |gl® < oo,
donc @ prend bien des valeurs finies.

(b) Le théoreme de dérivabilité sous le signe intégrale s’applique grace a I’hypothese de
domination de |u(z,t)| et de ‘g—;‘(x, t)’ par la fonction-majorante g(z) > 0 intégrable, et

donc on a bien :
aa _ 0 > —2iméx

> Ou ,
= E(l‘, t) 6_2Z7T§x dl‘
* 9%u ,
Equation de la chal = —(z,t) e 2 g,
[Equation de la chaleur] /_OO (9&:2< )

(c) Pour transformer cette intégrale, il est alors avisé d’effectuer deux intégrations par
parties successives, en tenant compte des deux hypotheses agréables :

. . Ou
ce qui donne :
ou — du —2iméx = . = Ou —2iméx
E(é’t) = {%(x,t)e }_Oo +2z7r§/_oo %(g;,t)e dx
= 0+ 2in¢ [u@at) 6_%”&1 + (2275)2/ u(z,t) e > dr,

et conduit bien a une équation différentielle :

ou ~
561 = —4n s, ).
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(d) Le théoreme de continuité d’une intégrale a parametre s’applique grace a I’hypothese
de domination uniforme |u(z,t)| < g(x) valable pour tout t > 0, avec g € L'(R,R,), et
donne :

limu(¢,t) = /OO lim (u(:c,t) e’%”@) dx

t—0 t—0
> - >

= / u(z,0) e 2™ dy

= u(&,0).
(e) L’équation différentielle de la Question (¢) se résout, pour £ € R fixé, en :

—4mE2¢2

u(&,t) = constante - e (t>0),

et comme on vient de justifier la continuité en ¢ = 0, cette constante, qui dépend a priori
de &, vaut alors nécessairement (&, 0), car e~ 47¢°0 = 1, ce qui démontre bien que :

U, t) = U, 0) et (VEER, Vi>0).

(f) Le cours a démontré que le produit de convolution :

e}

hy * ha(z) = /OO hi(z —y) hao(y) dy = / hi(y) he(z —y) dy,

o0 —0o0

commutatif, est toujours bien défini entre deux fonctions quelconques hq, hy € Ll(]R{d),
qu’il appartient aussi a L'(R?), avec une norme L' contrdlée par :

|71 = thLl(R) < Jhlowy - el

et il a aussi démontré que le produit de convolution transforme une étoile en une multipli-
cation : .

]’Ll*hQ = ]’Ll'hg.
(g) Pour reconnaitre dans 1’indication fournie la fonction £ —— e—4mEt
dans la Question (e), il suffit de poser :

qui est apparue

0% = 2t
ce qui offre I’information que la transformée de Fourier de la fonction :
1 o2
N,: z+— e 4t (t>0)

At

vaut :
~ 9. 20942
Nt(g) - 274 2tE 7
et donc, en revenant aux Question (e) et (f) dont le résultat devient :

L —

u(€,t) = ul€,0) - Ne(§) = ul-,0) N, (-)(§),
on déduit grace a I'injectivité de la transformée de Fourier que pour tout ¢ > 0 :
u(z,t) = (u(-,O) * Nt())(x)
= f*xNy(x)

oo 1 y2
= T — G_Tt d .
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Observons d’ailleurs, comme f € Ll(]R) et comme ¢t > 0, que cette intégrale est tres
convergente grace a la présence du facteur exponentiel fortement décroissant a I’infini.

(h) Jusqu’a présent, on a raisonné par analyse, a savoir en supposant qu’il existe une solu-
tion, et il est temps maintenant de raisonner par synthese.
Sidonc f € L'(R) est la condition de température au bord donnée, nous affirmons que
I’expression :
1

uwt) = [ T fa—y) =t

résout 1’équation de la chaleur.
Tout d’abord, I’expression alternative :

o 1 _ (z—y)?
ulat) = / fly) = e gy

permet, en trouvant des majorants des dérivées partielles, que u est > dans {(z,t): = €
R,t > 0}, grace a la décroissance tres forte du facteur exponentiel, et grice a f € L*(R).
Ensuite, comme la famille :

().
4t >0

qui est une simple renormalisation du noyau gaussien :

(ot = %),

est une approximation de 1’unité pour la convolution lorsque ¢ 50, ce qui a été vu en
cours, on déduit la convergence :

0= tli—l% ”f * Ny — fHLl(]R) = tli—l% ”U(,t) - f(')HLl(Ry
ce qui démontre que u(z,t) = f * Ny(x) pour ¢ > 0 satisfait bien la condition au bord en
t=0.

Exercice 4. (a) Soit donc I'espace ¢ = ¢([—1, 1], C) muni du produit scalaire (-, )
de norme associée | - |2, et soient les sous-espaces vectoriels :

P, = {xn—>a0+a1x+'--+anx”‘[_1l}l a07a17'”7a'n6(c}'

Puisque I’intervalle [—1, 1] est d’intérieur non vide, &2, est de dimension n + 1.

Soit f € €. Nous savons d’apres le théoreme de Weierstrass que toute fonction continue
sur [—1, 1] est limite uniforme de fonctions polynomiales, & savoir qu’il existe une suite
(gn)52, de polyndmes ¢, € &, telle que :

Ve>0 dN()>1 (n}N(e) = |f - #o1-11] <5>.

Or comme on a I'inégalité entre normes pour h € ¢°[—1,1] C L*[—1,1] :

1 1 1 1
HhHLQ[_M] = (/ |h(;§)‘2daj) < Hh”cgo[_LH (/ 1dx)
-1 -1

= |hllgor1y V2,
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il vient aussi la convergence en norme L? :

Hf_q”Hm[—l,u — 0.

n—oo

Enfin, d’apres un théoréeme du cours, si 7,: € — &, désigne la projection orthogo-
nale pour le produit scalaire (-, -) 2, on a toujours pour tout polyndéme r,, € &, :

I =Pl = ok 1 =rall

<=l =0

n—0o0
(b) Soit donc (p,)s°, avec p, € &, pour tout n > 0 satisfaisant I’orthonormalité :

<pn1apn2>L2 = (Snl,ng (n17n2 20)

Fixons n > 0, et supposons qu’il existe une relation de dépendance linéaire dans &, :

0=Xopo+--+\upn A0y An €C).
Alors en prenant tout simplement les produits scalaires (-, po), . . ., (-, pn), il vient :
0= Xy ----. , 0= A\,
ce qui établit I’indépendance linéaire. Enfin, comme {py, ..., p,} est de cardinal n + 1 =

dim &, c’est nécessairement une base d’apres un résultat connu d’algebre linéaire.

(c) Le cours a démontré que :

n

m(f) = Z<f> Pi) * Pi

=0

et en a aussi déduit que :
i=0

(d) Pour tout n € N, I’espace &, C % est fermé car de dimension finie, donc son ortho-
gonal @j existe et est fermé, et d’ailleurs, toute fonction f € % se décompose en :

f=mlf)+ ] —mlf),
N~ ——

€ Pn €Dt

avec, d’apres le théoreme de Pythagore (en dimension infinie) :

L2 = [mlH| + |f =7l

d’ou I’inégalité de contrdle fini uniforme enn > 0 :

ST A = Imal )P < IFI? < o,
=0

ce qui montre bien que la série de terme général :

(‘<f7 p1>|2)zoio

est convergente.
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(e) D’apres la Question (a), le terme-reste | f — 7, (f)|?

I’infini, ce qui établit :

tend vers z€ro lorsque n tend vers

> 2
S = 117
n=0

(f) Soit une fonction f € % fixée. Pourn € N,ona:

P s = / O,

et comme le membre de gauche tend vers zéro lorsque n tend vers I'infini a cause de la
convergence qui vient d’étre établie, on conclut que :

0= lim /_11 F(8) @) dt.

n—oo
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5. Examen 3

Exercice 1. Soit la famille des noyaux de Fejér sur R/277Z indexée par n € N* :

Fn(0) = L {S:n((%ee))

2

2
1 si 0 ¢ 217, F"’zwz =n.

(a) Rappeler de maniere concise les trois propriétés fondamentales dont jouissent ces F,.

(b) Soit un exposant 1 < p < oo, d’exposant conjugué p’. En utilisant 1’inégalité de Holder
etavec 1 = % + &, montrer que pour toute fonction f € LP(R/27Z),on a:

(DO < = [

S or

| £(0—t)]PF(t)dt.

—T
(¢) Montrer I’inégalité suivante entre normes LP :

o (]| o < 1 1zs-
(d) Etablir, pour tout 0 € R/27Z, I’identité :

16) - 0u(0)0) = [ (56) - 50— 0)Ful0) 5 -

_,r 2m

(e) Montrer que I’on a :

(1 = 0uDl) < 515 | Fa( [ 10 = 56— 0P ao) ar

—T —T

(f) Conclure que ’'on a :

0= tm |~ o)

n—o0

Exercice 2. On dit qu’une suite d’éléments ( f,,),>1 d’un C-espace de Hilbert (H, | - |#)
converge faiblement vers un élément f de H si, pour tout g € H, la suite numérique (f,,, g)
converge, lorsque n — oo, vers (f, g). On dit qu’une telle suite ( f,,),>1 converge fortement
(ou converge en norme) vers un élément f de H lorsque 0 = lim,, . | f. — f|&-

(a) En supposant qu’elle existe, montrer que la limite faible d’une suite est unique.
(b) Si (f)n>1 converge fortement vers f, montrer qu’elle converge faiblement vers f.
(¢) Dans ¢?(C), trouver une suite qui converge faiblement sans converger fortement.

(d) Etant donné une suite quelconque (b,,),>1 de nombres réels, la suite associée :
b, :=inf {by,: m >n}

n

est croissante, et on définit :

liminf b, :=liminfb, ,
n—o0 n—oo

un nombre appartenant a [—oo, oo]. Vérifier, pour tout entier N > 1 fixé, que 'on a :

mnf (bu)nzs = Himinf ()
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(e) Siune autre suite de nombres réels (a,, ),>1 satisfait a,, < b, pour toutn > 1 et converge
vers un réel a € R, en déduire que a < liminf,,_, . b,,.

(f) Si (fn)n>1 converge faiblement vers f, en déduire que :

[f e < timinf | fo] -
n—oo

(g) Etant donné a nouveau une suite quelconque (b, ),~; de nombres réels, I’autre suite
associée :

b} :=sup {by: m>n}
est décroissante, et on définit :

limsupb, := lim b,
n—00 n—00

un nombre appartenant aussi a [—oo, col]. Vérifier que b,, converge vers une limite b €
[—00, 00] si et seulement si :

lim b, = limsupb,.
n—00 n—00

(h) Montrer qu’une suite ( f,),>1 converge fortement vers un vecteur f € H si et seulement
si elle converge faiblement vers f et si, de plus, limsup,, . | fulz = | flz-

Exercice 3. Le but ici est d’établir que de toute suite infinie d’éléments (f,,),>1 d’un C-
espace de Hilbert H qui est bornée :

il existe une constante M > 0 telle que |f,|x < M pour tout n > 1,
on peut extraire une sous-suite (f,,);>1 qui converge faiblement (au sens de 1’Exercice
précédent) vers un certain vecteur f € H.

(a) Montrer par récurrence que pour tout entier £ > 1, il existe une suite ( i )n>1 extraite
de (fy)n>1 telle que, pour tout entier 1 < j < k, la limite :
: k
kll—?;o (fur 132

existe dans C et est égale a un certain nombre complexe c;.
(b) On introduit la suite dite diagonale :

(g)iz1 = (fll)lgl‘
Vérifier d’abord que :
sup gl < sup ol < M.
1

> n=

Montrer ensuite que pour fout entier j > 1 fixé, la suite de nombres complexes ( (g, ) )
converge aussi, lorsque [ — 0o, vers le méme nombre complexe c;.

>1

(c) Soit V' := Vectc{f,: n > 1} le C-espace vectoriel engendré par tous les vecteurs f,,
de la suite initiale. Montrer que pour tout f € V', on a:

0= lim ‘<f7 gm_ng'

l,m—oo

(d) Soit u € H un vecteur arbitraire. Si V désigne 1’adhérence (la fermeture) de V' dans
(H,| - | &), justifier que I’on puisse écrire u = v+ w avec v € V etw € v

(e) Montrer alors que la suite ( (v, gi) ) a valeurs dans C est de Cauchy.

>1
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(f) En déduire que pour tout u € H, la suite (u, g;) converge vers une certaine limite
¢(u) € C et vérifier que I’application £: H — C est linéaire.

(g) Montrer que |{(u)| < M |u|q.
(h) Conclure qu’il existe un vecteur g € H tel que :

lim <'Ll,, gl> = <u>g>7
=00
pour tout u € H.

Exercice 4. Rappeler la définition du noyau de Fejér F,,(0) sur T = R/277Z, n € N*, et
montrer que pour toute fonction b € L'(T) et toutréel 0 < § < 7, ona:

dt 1 1
/5<|t|<7r ( ) ( ) 2T n S|n2(g) ” ||L1

Exercice 5. Soient £ et F' deux espaces de Hilbert et soit 7': &/ — F'un opérateur linéaire
continu.

(a) Montrer qu’il existe un unique opérateur linéaire continu 7 : F' — F satisfaisant :

(T(), y)p = (2. T*(Y)) s
pour tout x € E et pour touty € F.
(b) Montrer que || 7| = |||
(c) Montrer que (T*)* =T.
(d) Montrer que |7 o T| = |T]|>.
Exercice 6. Soit f une application 27-périodique sur R qui est de classe €, i.e. qui admet

des dérivées jusqu’a I’ordre k et dont la k-eme dérivée f(¥) est continue, 27-périodique sur
R.

(a) Montrer que :

quand |n| — oo.

(b) Pour n € N, soit S,.(f)(0) = >_ 1<, J?(j) "% la n-eéme somme partielle de la série de
Fourier d’une fonction f € €* (R/ 27TZ). Montrer que :

[/ = SulH)llgo = o(z=):
quand n — oo.
(¢) Soit f € L* (R/ 27TZ) et soit £ > 2 un entier. Montrer que si :

f(n) =0(5x),
quand |n| — oo, alors f est une une fonction de classe €*2.
Exercice 7. Soit une fonction :
f € €°(R/2xZ) NE,, (R/27Z)

une fonction continue, 4’* par morceaux et 2-périodique sur R.

(a) Montrer que la série de Fourier de f converge normalement sur R.
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(b) En déduire que 'on a :
f0)=">" fln)e™,

n=—oo

pour tout § € R/27Z.



6. Corrigé de 'examen 3 291

6. Corrigé de I’examen 3

Exercice 1. (a) « Premiére propriété : Tous les F,, > 0 sont positifs sur [, ].
« Deuxieme propriété : 1 = [" F,(t) £, quel que soitn > 1.
« Troisiéme propriété : Pour tout 0 < § < m,ona:

0= lim sup |F,(t)].

n—o0 5<‘t|<ﬂ'

(b) En partant de :
T d
n(£)0) = FxFal®) = [ FO-0F.(0) 5],

et en utilisant la décomposition 1 = % + # du nombre 1 en deux parties, on majore :

T dt
(06 < [ Lro=0lF.0 5

N 1dt
[Astuce intersidérale ] = / |f(9 — t)‘ Fn(t)% -Fn(t) Pl’ —

[Inégalité de Holder] < (/_7r |f —¢ ‘P W) (
:(/ 76— O Fult )

(¢) En appliquant le théoreme de Fubini-Tonelli, on parvient a I’inégalité demandée :

(louplln)” = [ linof 2

-u\'u

"u
l\')|g‘

N———
13\‘ -

[Question (b)] / / |f —1 ‘P ;ﬁ ;li
[Tonelli] = / Fn(t)s—; / |f(6—t ‘p de
m p du
[Poser u := 6 — t] = 1'/ ‘f(u)‘ o
= (1f1z)"-

(d) On calcule en effet aisément :

16) = 0u(1)0) = 1) 1= (D) = £6) [ Fulr g = [ f0-0)Fu0) 5
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(e) Il s’agit de ré-utiliser la méme astuce intersidérale qui, a la Question (b), consistait a

écrire : X

Fa(t) = Falt)? - Fu(t)?,
ce qui donne :

1£(6) = 0u(F)(0)] = ' | ve-se-nre

" o dt\? [ [T _ ¢ dt
. P 2 7
[Holder] < (/7r [£(0) = f(0 =) Fult)e g) (/7r Fult)” o
~—_——
d’ol en prenant la puissance p-éme et en intégrant par rapport a 4 :

T dt db

0) — f(6—1)  d —f(0=1)|°Fu(t) — —=

| lro—so-nps< [ [ o) )P Fult) L 22

o - [ rof / - so-0P g ) 5

o=
M
3
—~
~
~—
o

(f) Soit I’opérateur de translation des fonctions :
7(f)(0) = f(6 —1).
Un théoréme du cours a démontré que :
0 = tim | = 7]

¢’est-a-dire que pour tout ¢ > 0 arbitrairement petit, il existe § = J(g) > 0 tel que, pour

tout |t| < J,ona:
/” 10— fo— 1) 2 <
_W 2

. . . _
Maintenant, découpons en deux morceaux 1’intégrale f| fer = f‘ fes T | s<ti<n obtenue
a I’instant :

(1 =eunl)" = [ F ([ ro-so-orZ) 2 [ mo ([ 1o -ro-0rg) 5
[ moemr [ Rl nl)

T dt P dt
[ 05 [y PO W 0L

S @) [ R g

N

N

N

— 0
n-— oo

et donc il existe N(g) > 1 assez grand pour que ce dernier terme soit < & quel que soit
n > N(e), et au final :

(I =unl)" < e+

Exercice 2. (a) Etant donné deux éléments f’ et f” satisfaisant, pour tout g € H :
<f/’g> Ilm <fn’ > <f”7.g>Ha

on déduit par soustraction 0 = | f” — f’|% en prenant g := f” — f’, C’est-a-dire [ = f’.
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(b) Supposons donc la convergence forte 0 = lim,, o |fn — f|u- Alors pour ¢ € H
quelconque, on déduit grace a I'inégalité de Cauchy-Schwarz :

G = Fo9)i | = | = o) | <1~ il — 0.

ce qui montre effectivement que f,, converge faiblement vers f.

(¢) Soit la base hilbertienne canonique (e;);>; de £?(C) constituée des vecteurs élémen-
taires :
ei=(0,...,0,1,0,...) € C™,

avec 1 a la i-eéme place, et zéro partout ailleurs. Alors la suite (e, ),>1 converge faiblement
vers 0, puisque, pour tout g = (g1, o, . .. ) € £2(C), a savoir satisfaisant > |g;]* < oo,
on a immédiatement (e,,, g) = g,, qui tend vers zéro lorsque n tend vers ’infini, puisque le
terme général de toute série convergente doit au moins converger vers (. Mais bien entendu,
cette suite (e, ),>1 ne converge pas fortement vers 0, puisque tous ces vecteurs de base ¢,
sont de norme 1!

(d) La suite translatée (¢,,),>1 1= (anr N*1>n>1 a pour suite croissante associée :

n

¢ =inf {cm: m = n} = inf{bm+N_1: m = n} = inf{bm: m = n+N—1} = l_)n+N_1,

et comme une translatée quelconque d’une suite (croissante) convergente possede toujours
la méme limite que la suite originale, on déduit que I’on a bien :

liminf (by)n>1 = lim b, = lim b .y, = liminf (by)n>n.
n—o0 n—oo n—oo n—o0

(e) Maintenant, puisque par hypothese a,, converge vers a lorsque n — oo, pour tout € > (
arbitrairement petit, il existe un entier N = N (¢) assez grand pour que :

n>N:><a—5<an<a+5>

>
Alors pour tous ces entiers n > IV, on déduit de I’hypothese a,, < b, que :
a—e<b,.
Par conséquent, en appliquant (d) :
a—ce<liminf(by),_ =liminf(b,) .
et comme ¢ > 0 était arbitrairement petit, on conclut comme demandé que a <
liminf(b,,)n>1-

(f) On a par hypothese de convergence simple :
2 :
(1f1e)” = lim (f, fu)pr -
Mais I’inégalité de Cauchy-Schwarz contraint, pour tout entier n > 1, a ce que :

| (fs fodpr | < WFLe Wl

Une application directe du résultat de la question précédente donne alors :
2 —
(Iflz)™ < 1 fzz liminf | £,
n—oo

ce qui est la conclusion désirée a un facteur | f| 5 pres.

(g) 1l est immédiatement clair par définition que b,, jouit pour tout entier n > 1, de I’enca-
drement :



294 Francois DE MARCAY, Département de Mathématiques d’Orsay, Université Paris-Saclay, France

et donc si les deux suites encadrantes convergent vers une limite identique, cela force ma-
nifestement b,, a converger vers la méme limite.

Réciproquement, si b,, converge vers une limite b, a savoir si, pour tout € > 0 arbitraire-
ment petit, il existe un entier N = N(¢) assez grand pour que :

n>N— (b—egbnéb—i-g),
alors on déduit sans effort que pour ces mémes entiers n > N :
b—e<b, et b,’;éb—i—s,
d’ou en prenant les deux limites :

b—e < liminfb, et limsupb, < b+ ¢,

n—00 n—00
et comme ¢ > () était arbitraire, on a bien égalité des deux limites inférieure et supérieure.

(h) Si f, converge fortement vers f, on a déja vu qu’elle converge faiblement vers f, tandis
que la continuité de la norme | - | 7 vue en cours et la question qui précédent assurent que :

[ Al = liminf | ful = lim | fuln = limsup [ fo] o
n—oo n—oo n—oo

Réciproquement, le résultat de la question (f) et la deuxieme hypotheése donnent un jeu
d’(in)égalités :
[fla <liminf [ fo]g <limsup|fula = |f]a
n—oo

n—0o0

qui contraint visiblement, grace a la question qui précede, a I’existence de la limite :
[l = lim [ fo]ar-
n— oo

Si donc I’on veut établir que les f,, convergent fortement vers f, on estime la norme au
carré de leurs différences :

If = falls, = 1F13 + 1 fal3 — 2Re (s £)

et ’on voit a droite que le second terme tend vers | f||%, tandis que grace a I’hypothese de
convergence faible, le troisieme terme tend vers —2 Re (f, f) = —2| f|%, ce qui donne une
somme qui tend vers 0, ce qu’il fallait démontrer.

Exercice 3. (a) Soit £ = 1. L’inégalité de Cauchy-Schwarz :

| (o 1) | < Ul 11l
< M| fila

montre que la premiere suite ( (fn, f1) )n>1 de nombres complexes est bornée, a valeurs
dans le disque fermé de centre 1’origine dans C et de rayon M | f1| 5. Par compacité d’un
tel disque, il est donc possible d’extraire une sous-suite ( j‘}ll)n}1 de la suite (f,,)n>1 de telle
sorte que la suite de nombres complexes (!, f;) converge vers un certain nombre complexe
c1 appartenant au disque fermé en question.

Supposons par récurrence que I’énoncé demandé soit démontré au niveau k. Alors avec
le (k + 1)-eme vecteur fy 1, ’inégalité de Cauchy-Schwarz a nouveau :

| Y fov) | < IR | frsalm
S M| fesr|u
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et la compacité du disque fermé de centre ’origine dans C et de rayon M | fy11| z assurent
que I’on peut extraire une sous-suite ( f,’j*l)@l de la suite ( f}’f)@1 — laquelle demeure
constamment une sous-suite de la suite originale (f,),>1; — de telle sorte que la suite de
nombres complexes < fheL fk+1> converge aussi vers un certain nombre complexe ¢y
appartenant au disque fermé en question. Or il est immédiatement clair par construction que
toutes les limites des suites < f,’f“, fj> demeurent les mémes pour tout entier 1 < j < k, ce
qui acheve la preuve.

(b) La suite diagonale (g;);>; étant extraite de la suite initiale (f,,),>1, on a évidemment :

sup 1L < sup |, < M.
1

> nz
Ensuite, soit un vecteur fixé f;, pour un certain entier j > 1. D’apres les extractions de
suites qui précedent, on sait que :

lim (f3, fi) = ¢

Autrement dit, pour tout € > 0 arbitrairement petit, il existe un entier J = J(¢) assez grand
pour que :

wed = (|(f £) e <2)

Quitte a augmenter J si nécessaire, on peut supposer que J > j.

Considérons alors tous les vecteurs f/ pour ! > J > j. Puisque [ > j et puisque chaque
suite (f!),>1 est par construction (successivement) extraite de la suite (f7),1, chaque f}
est nécessairement de la forme :

: .
fl = fyjl(l)

pour un certain entier n(l) > [ > J (le [-eme terme d’une suite extraite est au moins le
{-eme terme de la suite initiale), d’ou 1’on déduit :

l _ J
| (Fi £) =il = Koy £i) — o] <&,

pour tout [ > J = J(g). La quantité £ > 0 étant arbitraire, ces inégalités démontrent bien
que ¢; = limoo (ff, ;).

(c) En effet, tout vecteur f € V' s’écrit comme combinaison linéaire finie :

f=> a4/
finie
a coefficients complexes a; € C de vecteurs f; de la suite initiale. Or grace a la question

qui précede, on sait que :

Y

m | (a;fj, Gm)

fim [ (a5, )| = 4y = lim

d’ou par sommation de soustractions :

0= 1lim [{f, gn) = (f @) |-

l,m—0o0

(d) 11 s’agit 1a d’un résultat du cours, d’apres lequel tout sous-espace vectoriel fermé d’un
espace de Hilbert possede un supplémentaire orthogonal.
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(e) Soit € > 0 arbitrairement petit. Par définition de 1’adhérence, comme v € V, il existe
f € Vavec |f — v| < e. Pour deux entiers [, m assez grands, on peut alors estimer en

utilisant la question (c) :

| (v, gm) — (v, g) < | =F, g — 90) | + | (f, G — 90) |
<e (||gm||H + | g ||H) + terme qui tend vers 0 lorsque I, m — oo
<

€ 2M + terme qui tend vers 0 lorsque m, ! — co.
La quantité ¢ > 0 étant arbitrairement petite, cette inégalité montre bien que la suite numé-
rique ( (v, gi) )., est de Cauchy.

(f) Puisque chaque vecteur g; appartient par construction a 1/, on a par orthogonalité :
<U, gl> = <U7 gl> + <w7 gl>o’

d’ou la suite ( (u, gr) ) 1>, est elle aussi de Cauchy, donc converge vers une certaine limite
¢(u), par complétude de C. Maintenant, si u = v/ + «” ousiu = Au,onav = v’ + v
ouonawv = Av, dol aisément {(u) = ((u') + {(u”) ou {(u) = Nl(u), ce qui vérifie la
linéarité.
(g) Par construction, on sait que :

| (u, gi) | < M uln,
d’ott immédiatement |[¢(u)| < M |u| 4.

(h) Ainsi I’application u +— £(u) est-elle une forme linéaire continue sur I’espace de Hil-
bert H. Le théoréeme de représentation de Riesz garantit alors I’existence d’un vecteur
g € Htelque:

f(U’) = lim <u7gl> - <U,g>7
l—o0
pour tout u € H. En conclusion, la suite (g;);>1 extraite par procédé diagonal de la suite

bornée initiale (f,,)n>1 posséde bien la propriété d’étre faiblement convergente vers ce
vecteur g € H.

Exercice 4. Pour n € N*, le n-eéme noyau de Fejér est égal a :

F0) = L [<_9>]

n sin(g)

sur T = R/27Z. Pour toute fonction h € L(T) et tout réel 0 < § < 7, la majoration
triviale valable pour tout réel ¢ avec 0 < [t| < 7 :

1 1
Fo(t) < — —55+
(¥ n sin®(2)

peut étre intégée sur-le-champ pour déduire que 1’on a effectivement, pour toute fonction

h e LY(T):
1 1 dt
<t ht)| &
n S|n2(g> /§<|t<7T ‘ ( )’ 27T

1 1

= nosin?(2)

dt
F,.(t) h(t) —
\/W (0 h(t)

[2] L
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Exercice 5. (a) - (b) Pour tout y € F' fixé, I’application :
z+— (T'(z),y)

est linéaire et continue. Grace au théoreme de représentation de Riesz, il existe alors un
unique élément de £ — que I’on notera 7™ (y) puisqu’il dépend de y — tel que cette ap-
plication linéaire s’écrive comme un produit scalaire avec cet élément :

(T'(x), y) = (x,T"(y)) -
Pour tous y;,y2 € F et tous A\, Ay € C, on se convainc trés aisément que A\; 7*(y;) +
Ao T* (o) satisfait la propriété qui caractérise T*(A1y; + A2 y2), ce qui montre que y —
T*(y) est effectivement linéaire.
Maintenant, en appliquant la définition des normes d’opérateurs et en utilisant le fait
que |z| = <z, ﬁ> pour tout vecteur de norme 1, on transforme successivement ces normes
en passant par deux expressions centrales parfaitement symétriques :

|7l = sup {IT*(W)|: y € F, |ylr =1}
= sup{‘ (x, T*(y)) ‘: r€E |z|lp=1, yeF, |ylr = 1}
=sup {|(T(2),y)|: € E, |z]le =1, y € F, Jylr = 1}
=sup {|T(2)]: z € E, |z|p = 1}
= |7,

d’ou il découle que 7™, de norme visiblement finie, est en effet continu.

(c) La démonstration du fait que (T*)* = T découle des définitions par simple symétrie
logique, et — seule exception ici — le micro-détail des vérifications ne sera pas offert au
lecteur par le correcteur.

(d) Avant de montrer que |7 o T'|| = 2, on a tout d’abord par majoration connue des
normes d’une composition d’opérateurs et en utilisant la question (b) :

17 o Tl < 71 - 177
<|I7l*.

Par ailleurs, en appliquant I’inégalit¢ de Cauchy-Schwarz, on a pour tout x € FE avec

e <1
IT(2)|* = (T(2), T(x))
= (z, ( T* oT)(z))
[z - 0T o T - ||z
| T o T|.

On en déduit I'inégalité inverse || T||> < ||T* o T'||, d’ou I’égalité demandée.

<
<

Exercice 6. (a) Apres £ intégrations par parties dans chacune desquelles les termes de
bord s’annulent automatiquement par 27-périodicité, on obtient :

fy= [ f@ye ;”
ede

—ZTL
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La k-eme dérivée de f étant continue par hypothese, le lemme de Riemann-Lebesgue assure

que :
0= lim / () e 9

n—00 2r
Il en découle que I’on a bien :
Fln) = o).
lorsque |n| — oo.

(b) Grace al’inégalité triangulaire infinie, on majore — sans finesse ni grossiereté — pour
tout n € N, et pour tout ¢ € R, la différence :

|£(0) -

>

[£|=n+1

< > |fw)

|| >n+1

Cela étant vrai pour tout x € R, en appliquant la question qui précede, on déduit que pour
tout € > 0, il existe n > 1 assez grand pour satisfaire :

If = Salf)leo <2

[£|>n+1

* dx
<€2/7; ?
< 2¢
S (k= 1)nk-t

Ainsi a-t-on bien comme annonce€ :

[/ = Sa(Plgo = o(r)-
lorsque n — oo.

(c) Puisque f(n) = O(ﬁ) et que I’on a supposé k > 2, la série :

> F)

tez
converge absolument, d’apres le critere dit de Riemann. Par conséquent, la série de Fourier

complete :
Z J/c\( f) oito
tez

converge uniformément vers une fonction au moins continue sur le cercle R/27Z, et un
théoréme du cours (basé sur I’utilisation du noyau de Fejér) assure que 1’on peut écrire :

=3 f e
kEZ

pour tout # € R, ou le membre de droite converge uniformément.
Mais il y a plus : tant que &' < k — 2, la série des dérivées terme a terme :

Zf ) (i) ¢!

LET



6. Corrigé de 'examen 3 299

continue a converger absolument et normalement — toujours d’apres le critere de Rie-
mann —, donc le théoréme de dérivation terme a terme assure 1’existence et la continuité
de telles dérivées k-emes.

Exercice 7. (a) La fonction f’ étant 27-périodique et continue par morceaux sur R, elle
appartient manifestement a I’espace L*(T). Ainsi, en tenant compte de I’intégration par
parties :

f'(n) = in f(n),
on peut appliquer la formule de Plancherel a f/, ce qui donne :
n=oo R 9
> e = 1F] e < oo

Mais ensuite, une utilisation fréquente de I’inégalité de Cauchy-Schwarz finie qui consiste

quelque peu astucieusement a faire apparaitre un produit invisible montre que I’on a, pour
toutentier N > 1:

Y fm= Y ﬁ\nﬂnn

1<|n|<N 1<|n|<N

I\ NS
(¥ &) (X eir)
1<|n|<N 1<|n|<N
N RS
<(Z.%) ([ emr)
1<|n|<o0 1<|n|<oc0
2 / 2
=25 (17])
< 00,

ce qui établit la convergence normale demandée.

(b) Un théoreme du cours — application du théoreme fondamental de Fejér — assure
alors que f est égale a sa série de Fourier :

=3 fmyem,

pour tout # € R.
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7. Examen 4

Exercice 1. [Théoreme du point fixe pour les applications strictement contractantes]
Soit X un R-espace de Hilbert muni d’un produit scalaire (-, -) et de la norme associée | - ||.
Soit une application continue 7' : X — X. On suppose que 1’ est strictement contractante,
a savoir on suppose qu’il existe une constante k € R, avec 0 < xk < 1 telle que :

|T(z) — T(y)|| <k lz—y] pour tous z,y € X.
L’ objectif est d’établir I’existence d’un unique z* € X satisfaisant 7'(x*) = x*, c’est-a-dire
I’existence et ’unicité d’un point fixe pour 7'.

(a) On choisit (au hasard) un 2y € X initial quelconque et on itere sur xy 1’application 7'
un nombre arbitraire n > 1 de fois :

Tp =T"(xg) =T 0---0T(xg).
n fois

Montrer alors que 1’on a, pour tout n € N :

[#n1 = 2l < K" [T 0) = o).
(b) Déduire du point précédent que, pour tous entiers 0 < 7 < k, on a la majoration
générale : ’

on =l < (5577 4o 4 W) [ T0) = o]

(¢) Déduire de ce qui précede que la suite (xk)
r* e X.
(d) Montrer que I’on a, pour tout k € N :

j=o Gt convergente vers un (unique) point

|2 = T(a")| < lo” = appal + £ oy, — 2]
Conclure que 'on a T'(z*) = z*.

(e) Montrer que si z** vérifie aussi T'(x**) = x**, alors nécessairement z** = x*.

Exercice 2. [Théoréme des fonctions implicites de Zarantonello] On se donne un en-
semble F, un R-espace de Hilbert (X, (-, -)) muni de la norme associée | - | et une applica-

tion :
F: ExX — X

(&) — F(&,x).
On suppose que :

e [ est fortement monotone en x, uniformément en £, a savoir : il existe une constante réelle
a > 0 telle que I’on ait, pour tout {¢ € Fettous z,y € X :

(F(§,2) = F(&y), v —y) > alz —y|*;

e F' est Lipschitzienne en x, uniformément en &, a savoir : il existe une constante réelle
b > 0 tel que I’on ait, pour tout { € X ettous z,y € X :

|F(& z) = F(& )l <blz—yl.
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On se propose d’établir I’existence d’une application f : £ — X résolvant I’équation
implicite F' = 0, a savoir telle que, pour chaque £ € F, on ait :

(Fle) =0) « (a=1).

(a) Pour ¢ > 0, on définit une application G.: F x X — X par:

G.(&,x):=a—cF(& ).
Vérifier que, pour £ € F fixé, on a F'({,x) = 0 si et seulement si = est un point fixe de
’application :

Xoz— G.(&x) € X.
A quoi pense-t-on alors ?
(b) Montrer que 'on a, pourc > 0, € Xetz,y € X :

|Ge(€, 2) = Ge(&, ) I* < (1 = 2ac + ) |z — y*.

(c) Montrer qu’il existe ¢ > 0 tel que, pour tout £ € F, ’application G(&, -) soit contrac-

tante.

(d) Pour tout £ € E, noter f(&) I’unique point fixe de G.(&, -). Montrer que I’application
f + E — X ainsi définie vérifie la propriété suivante : pour tout £ € Fettoutz € X, ona
F(& z) = 0sietseulement si z = f(§).

Exercice 3. [Fonctions continues a coefficients de Fourier positifs] Soit f € °(T) une
fonction continue sur le cercle unité. On dit qu’elle est définie positive si :

VveN, Vbo,....0, €T, Ver,...,c, € C

on a positivité de : Z Z f(@,\ — 9#) exc, = 0.

A=1 p=1

(a) Montrer par le calcul que tout mondéme trigonométrique ay, e’*? avec a;, > 0 est une
fonction définie positive. En déduire qu’il en va de méme pour toute somme finie a coeffi-
cients positifs a; > 0 :

(b) Soit f € €°(T) une fonction continue sur le cercle unité dont zfous les coefficients de

~

Fourier f(k) > 0 sont positifs, V k € Z. Rappeler et utiliser le théoreme de Fejér concernant
les 0,,(f)(0) = F,, = f(0) pour établir que f est définie positive en utilisant (a).

(¢) Soient deux fonctions continues f,g € ¢°(T). On introduit la fonction :

Fo)= [ f0-0)00)5

E .
Montrer que ses coefficients de Fourier £ (k) sont égaux aux produits f(k:) g(k).

(d) Soit f € €°(T) définie positive. Pour toute fonction i € €°(T), montrer en la rame-
nant a une somme double I'inégalité :

o< | / 16— ) h(6) W@

@
or 21w
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~

(e) En déduire que si f est définie positive, tous ses coefficients de Fourier f(k) > 0 sont
positifs, V k£ € Z.

Exercice 4. [Noyau approximant et Théoréme de Weierstrass sur le cercle] Sur le
cercle unité T = R/27Z, rappelons qu’un polynéme trigonométrique est une combinai-
son linéaire finie des (eike) Pour tout entier positif n € N, on introduit le noyau :

me;:cn(liéﬁﬁﬁ)i

ou ¢, € R est une certaine constante.

keZ’

(a) Vérifier que la fonction 27-périodique C,, est > 0 sur R et montrer que 1’on peut choisir
la constante ¢,, > 0 — sans la calculer! — de telle sorte que :

" do

0= lim

n — 00
pour tout 0 €]0, 7]. Indication: Chercher a raisonner sans avoir a calculer les constantes c,,.
On pourra d’abord vérifier et utiliser le fait que :

1:cn2/ (1+cos€) d_026n2/ (1+c059) Gﬁ
] 2 o ] 2

pour en déduire que ¢, < F(n + 1), puis on pourra établir que :

™ 1+cosd\"”
Ialngomy < 5 (041 (F520)

(¢) Soit f € €°(T). On pose :

(b) Montrer que :
ol st

/f 1) Cult) o = Cal0),

Montrer que les ., (f)(6) sont des polyndmes trigonométriques, V7 € N. On pourra utiliser
(sans redémontrer) la formule du multindme :

2 4 i0=1) 4 e=i0-t)\ ™ _ i Z nlon—k-t ik=0)(6-1)
1 1 (n—Fk—DEN '

k+i<n
k>0, 1>0

(d) Soit d > 0 petit, notamment < 7. Montrer que :

010 < [ |ro-n-solcmis [ lre-n-relco s

(e) En déduire :
‘/fn(f)(e) - f(@)‘ < rg]eaﬂi( ‘f(e - t) - f(e)‘ +2 ||f||‘270('ﬂ‘) HC"H%O([—N,—(S]U[(S,W])'

ltI<s
(f) En utilisant ce qui précede, établir que :
0= Ilim ” f—

n— 00

()l oy
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8. Corrigé de I’examen 4

Exercice 1. Avant de commencer, il importe de faire observer au lecteur-étudiant que ce
théoréme est vrai avec une démonstration identique sans aucune modification plus géné-
ralement lorsque (X, [ - |) est un espace de Banach, & savoir un espace vectoriel normé
complet dont la norme | - | ne dérive pas nécessairement d’un produit scalaire (observer
ci-dessous que le produit scalaire n’est absolument pas utilisé!).

(a) Tout d’abord, pour n = 1, ¢’est une conséquence immédiate de I’hypothese de contrac-
tion (stricte) ci-dessus appliquée a = := T'(x) et y := x¢. Ensuite, supposant cette inégalité
acquise au niveau n, on se place au niveau n + 1 et on majore :

frass — sl = 17(r0) = T )] = [T a) - TG00
[Hypothése de contraction stricte] <k HT”H(:EO) —T"(xo) H

[Coincidence notationnelle] =K Ha:nH — :Un”

N

[Hypothése de récurrence] kK" HT(IO) — T

9

ce qui conclut grace au principe d’induction compléte.

(b) Tout d’abord, essayons de comprendre ce qui est demandé dans le cas particulier ou
k = j + 2. On devine qu’il est naturel d’insérer deux termes dont la somme s’annule afin
de se ramener a ce qui vient d’étre démontré :

|zj40 — 5] = ||Tjs2 — 3541 + 1 — 5| < Jwj32 — T | + |20 — 25
<
~

[Appliquer (a) deux fois] (/<ajJrl + Hj) HT(%) — xOH.

Le cas général ou £k — j > 1 est arbitraire se démontre aisément de maniere similaire :
lk — 2] = |2n — 2oo1 + Too1 — Thoa - F Tjye — T + T — 3
Sloe = apaa] + oot = zo-2| + -+ 2542 — 2] + 7551 — 25
< (Iik_l + -+ ﬁj) HT(ZE()) — ZL’()H
(¢) L’espace de Hilbert X étant complet (par axiome!), il suffit de faire voir que la suite
(a:k) 1>o st de Cauchy, car alors une limite unique z* existera. Soit donc € > ( arbitrai-

rement petit. Ainsi la question est : peut-on choisir un entier ./ > 1 assez grand pour
que :

(k;>j>J) — (||:gk—asj|| < 5)?
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La réponse est manifestement : oui grice a la question qui précede ! Tout simplement parce
que I’on sait parfaitement calculer des sommes géométriques tronquées :

| — 2] <K& (K" k4 1) | T (o) — o
—_————

constante

N
= K/ o HT(mO) - 960”
1
< I{J m HT(.CE()) — Zo||,

N J/
-~

nouvelle constante

et bien entendu aussi, parce que lim;_,,, £/ = 0 puisque 0 < k < 1 par hypothése.

(d) Apres insertion (artificielle) du terme nul — x4 1 + x4 1, 'inégalité triangulaire donne :

ka —T(z")

| <la* = wpp ] + 251 = T()|
= 2" =z + | T(a) — T(2%)

< ot = @] + 5ok — 27

Pour conclure, en faisant tendre k vers oo, le membre de droite tend visiblement vers 0 + 0,
puisque x; — =¥ par construction, d’ou :

|o* — T(*)

<o

ce qui donne z* = T'(z*) par positivité stricte de la norme sur X \{0}.
(e) Ici, il s’agissait simplement de deviner qu’une application de I’hypothese de stricte
contraction a x := ™ = T'(z**) etay := x* = T'(«*) donne instantanément :

|7 (z**) — T(z*)

~
= |z**—a*|

| <w o —a7],

a savoir :
(1= k) 2™ — 2| <0,

et comme 0 < xk < 1, cette quantité positive ne peut qu’étre nulle, d’ou x** = x* par
positivité stricte de la norme sur X\ {0}.

Exercice 2. Avant de commencer, mentionnons que ce théoreme des fonctions implicites
est valable sans aucune hypothese sur 1’application de départ /', ni continuité, ni linéa-
rit¢ — méme partielle par rapport au second argument x —, de telle sorte que 1’application
résolvante f que nous allons construire n’a pas non plus de raison de jouir de propriétés
spécifiques.
(a) La fixe-attitude de G.(&, -) :

r=G.(,x)=v—cF(§x)

est manifestement équivalente — grace a des opérations algébriques élémentaires dont la
maitrise remonte aux mathématiques babyloniennes et qui furent symbolisée de maniere
systématique par les mathématiciens arabes — a la zéro-itude de F'(, x), puisque ¢ > 0,
lui au moins, il n’est pas atteint de nulle-itude ! Comme on a résolu sagement 1’exercice
précédent, on pense en un éclair au Théoreme du point fixe !
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(b) Dans un espace de Hilbert, le calcul d’'une norme au carré doit s’effectuer en dévelop-
pant le produit scalaire par bilinéarité :

u@@wwmuawvzw~ —4<@@—F@ww2
= ||.%' - y||2 + C2 HF(E,%’) - F(gvy)HQ —2c <:C - Y F<§7CE) - F(f,y)>

Les deux hypotheses admises sur I’application F' donnent alors deux majorations uni-
formes :

o —yl?,
—alz -yl

Hng F&.v)|”
_<F(€a (fy) T — >

< b
<

que I’on peut reporter dans I’expresssion obtenue, ce qui donne la majoration cherchée :

2
|Ge(&,2) = Ge(&, )| < o —yl* + 20 |z — y[* — 2acla —y|?,

en tenant compte bien slir de la symétrie du produit scalaire dans le R-espace de Hilbert X .

(c) Il est clair que pour ¢ > 0 assez petit on a :
1 — 2ac+ 2b* < 1,

puisque a > 0, sachant que ¢> < c (exercice mental). Aussi I’inégalité de la question
précédente (b) montre le caractere contractant de I’application z — G.(&, ), laquelle est
uniforme en &, d’ailleurs.

(d) Pour tout & fixé, le Théoreme du point fixe (ces deux termes n’ont pas exactement le
méme sens dans les deux cas !) assure alors qu’il existe un unique z = z(§) € X dépendant
de £ qui satisfait :

2(6) = Go(2(€),2) = F(¢.x(6)) =0.

A tout ¢ € F est donc associé d’une maniére parfaitement déterminée cet unique = =
x(&¢) € X. Par définition méme du concept d’application entre deux ensembles, ceci veut
précisément dire qu’on a construit une application :

EF — X

que I’on choisit ici de noter « f », et qui vérifie toutes les propriétés requises, comme on
s’en convainc en effectuant la synthese mentale des résultats démontrés dans cet Exercice.

Exercice 3. Comme on s’en est rendu compte en lisant le sujet, le but de cet exercice est
d’établir qu’une fonction continue f € €°(T) est définie positive si et seulement si tous
ses coefficients de Fourier sont positifs. Voila donc un théoréme amusant !
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(a) Traitons d’abord le cas d’un seul mondme exponentiel ay e™*? dont le coefficient ay, est
= 0. On doit donc estimer 1’expression suivante et déterminer si elle est toujours positive :

14 14
ag E g elk(ekfgu) C)\@ —

A=1 p=1

14 14
= ay E g ey R c,, €O

A=1 p=1

v vV
= ay, (Z Cx eikek) (Z Cu ei’%)
A=1 pn=1
v 2
Z e eikOA
=1

est aussi >0

Y

N~
>0

ce qui s’avere étre vrai! Le cas d’une somme finie s’en déduit par linéarité de la condition

qu’une fonction est définie positive : on somme un nombre fini de conditions sur chaque
a, e qui sont toutes > 0, donc la somme est aussi > 0!

(b) Prenons et fixons un entier v € N*, des points du cercle 01, . .., 8, € T et des constantes
c1,...,¢, € C. 11 s’agit de montrer que :
v
0< > ) F(0h—0,) erty
A=1 p=1

Grice au Théoreme de Fejér, pour tout ¢ > 0, il existe un entier assez grand n = n(g) > 1
tel que la n-eme somme de Fejér 0,,(f) = F,, x f — laquelle est un polynéme trigonomé-
trique contenant des ¢’ seulement pour |I| < n — satisfait la e-proximité a f uniformé-
ment sur T :

Hf —ou(f)

Or grace a la question (a) que nous venons de résoudre aisément puisque nous 1’avons
stirement déja résolue dans le Devoir 1 a la maison, nous savons pour un tel polyndome
trigonométrique o, ( f) qu’il est défini positif, et donc on a positivité de :

0< Y aNB-0) 0

A=1 p=1

wom S &

Maintenant, la différence avec la somme qui nous intéresse peut étre majorée par une quan-

tité :
v 14
<) D) an

A=1 p=1

ze}cl+'--+cy|

S5 (o) s~ ) et

A=1 p=1

2
/

—~
= constante

qui tend vers 0 avec ¢ — 0T. Par conséquent (exercice mental), la positivité de la somme
double portant sur o, (f) implique la positivité (désirée) de la somme double portant sur f.
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(c) Par définition, le k-eme coefficient en question vaut I’intégrale :

. 4 - g A0 d6
F(k)::/ F(6) ’f" //fe 0) g(0)e kegﬁ.

—T

Ecrivons artificiellement (et astucieusement!) I’exponentielle sous la forme e~ —
e~ 0" e=1k(0-9") ot effectuons le changement de variable n := # — ¢’ qui induit dn = df
dans I’intégrale double (permutable puisque le Théoréme de Fubini s’applique sans pro-

bleme aux fonctions continues) :

P - [ " gyt / 10— 0y 00 L _ 50 F.

e 2r

(d) L’étudiant fin-comme-le-renard aura bien entendu réalisé que cette intégrale double
(continue) manifeste des similarités troublantes avec les sommes doubles (discretes) de
I’hypothese de définie positivité! Il aura ensuite été guidé par son précieux flair pour se
rappeler, par réminiscence (platonicienne), que les intégrales de Riemann (largement suffi-
santes pour les fonctions continues !) se calculent comme limites de sommes de Riemann
finies et discretes.

Subdivisons donc Iintervalle produit [—7, 7] X [—m, 7] en v X v petits intervalles tous
de méme longueur en les points (équidistribués) de coordonnées :

A—1

0 :=—7m+ 2 (A=1-v) et 0, ::—7r—|—u_ 2m (p=1-v)
Ainsi pour tout € > 0, il existe un entier v = v(¢) > 1 assez grand pour que I’intégrale

double soit e-approximable par la somme double de Riemann correspondante :

v

[ Lso-omomm - S5 - TG T <o

A=1 p=l1 =:c) =:Cu

quantité tou10urs > 0 par hypothése !

Ceci implique (exercice mental) que I’intégrale double a gauche est nécessairement > 0.

(e) La question qui préceéde nous a convaincu que pour toute fonction continue i € €°(T),

on a I’inégalité :
< o
0\/_W/_7rf(9 0>h(9)h(9)27r277

et on aimerait bien pouvoir se ramener a la question (c) :

[ [ so-ogeren S~ Faygm.

Le probleme quand on compare ces deux intégrales doubles, c’est que la fonction h(6')
apparait conjuguée dans la premiére, tandis que dans la seconde, la fonction g(#’) n’apparait
pas conjuguée ! Qu’a cela ne tienne, on n’a qu’a déclarer que :

h(f) := e~*0 et que : g(0") = h(0)
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Et cette fois-ci — c’est merveilleux ! —, tout s’enclenche bien : les deux intégrales doubles
coincident, on a g(k) = 1 — qui est positif ! — et donc au final :
0 < premiere intégrale double = deuxieme intégrale double

~

= f(k)g(k)

~

= (k)7
et cela, pour tout k € Z, ce qui conclut élégamment (on I’espere. . .) la démonstration.

Exercice 4. (a) Puisque cosf est > —1 sur | — 7, 7], I'intégrale sur [—, 7] de la fonction
paire continue (#)n strictement positive excepté aux bornes de I'intervalle est > 0, et
on n’a alors pas d’autre choix que de prendre :

1

S5 (=) 5

Cp 1=

(b) Une astuce indiquée dans I’énoncé du sujet consiste a commencer par minorer I’inté-
grale (paire) de C,, par I'intégrale de la méme fonction multipliée par la fonction positive
sin# < 1 de fagon a faire apparaitre une intégrande dont la primitive se voit aisément :

1:Zocn/ (1+cos€> i > o <1+c050> <ind db
0 0

2.7 2 T 2
B cn[ 2 (1—}—cos@)n+1}7r
T n+1 2 0
_Cy 2
o n+1’

ce qui donne une majoration des constantes qu’on n’a pas eu le courage de calculer :

e < g(n+1).

Ensuite, puisque C,,(0) décroit sur [0, 7| (exercice mental), on a pour tout 6 € [J, 7] :

Cal6) < Cal0) = s (1+_C055)"

2

T 14+ cosd \"
< T (L0
2 2
——
<1

J/

n— oo
ce qui établit la convergence uniforme vers 0 de C,, sur [d, 7], puis aussi sur [—d, —7] par
parité.
(¢) Par commutativité du produit de convolution :

(£)0) = Cox 50
T dt
— [ ce-nrwy

—T

=, / ft) —.
o 4 2
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Ensuite, 1’application suggérée de la formule du multindme conclut :

c n! 2=kt - o dt
A _Cn i(k—1)0 —i(k—1)t
la méme chose = yE kEKn eI e /7T e f(t) 5

J/ V

~
somme finie de ethf constante = f(k—1)

d A partir de maintenant, les raisonnements sont exactement les mémes que dans le cours
polycopié lorsqu’on montrait le méme théoreme avec les noyaux de Fejér F,, au lieu de ces
noyaux C,,. L’inégalité en vue provient de I’insertion de f(6) a I’intérieur de I’intégrale —
grice au fait que la masse des noyaux positifs C,, vaut toujours 1 — :

n(£)(6) = / (50— 1) — 1)) Cult) 2

L 27

= / méme chose + / méme chose
[t|<6

s<|t|<m

Y

< / |méme chose‘ + / ‘méme chose
|t|<6 s<t|<m

puis d’une décomposition de I’intervalle d’intégration en [—0, d] et en [m, —d]U[J, 7|, suivie
enfin d’une simple inégalité triangulaire.
(e) En fait, la déduction procede comme dans le cours.
(f) Soite > 0. Rappelons que le raisonnement consiste a prendre d’abord ¢ assez petit pour
que le premier terme soit < € grace a I’'uniforme continuité de f sur le compact T, puis a
prendre n > N(g) > 1 assez grand pour que le second terme soit lui aussi < €, ce qui est
possible une fois que ¢ est fixé grace a la question (b).
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9. Examen 5

. . . . ik6
Exercice 1. [Majoration uniforme de ) _, <kl<n %]

(a) La famille des noyaux de Dirichlet sur le cercle unité T = R/277Z est définie par
Di(t) := 3 i< €*'- Montrer que :

/_: D, () dt?

1

ain(3)

(b) Que valent les intégrales :

(¢) Montrer que la fonction :

q: t+—

oo+ =

se prolonge continiiment a [—, 7].
(d) En déduire I’existence d’une constante () > 0 telle que :

/eq(t) sin(nt+ %) dt| < Q,
0

pour tout |0| < 7.

(e) On rappelle que le lemme de Riemann-Lebesgue stipule que pour toute fonction conti-
nue g € €°(T) :

0= lim /ﬂ g(@)sin(n&);l—g: im /ﬂ g(Q)cos(ne);l—g.

n—oo J__ T n—oo [ __ T

Déterminer alors : i
- - 1
nh_r;noo /7T q(t)sin(nt+ L) dt.

(f) En admettant que blim fob % du existe, utiliser (b), (c) et (e) pour établir que :
—00

/ smuduzz
0 U 2

(g) En déduire qu’il existe une constante R > 0 telle que | fob m dt| < R pour tous
b,c € Ri.

(h) Montrer que ‘ foe % dt‘ < Q + 2 R pour tout |#| < wettoutn € N,

(i) Montrer que :

1<|kl<n k=1
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(j) Donner une preuve alternative du fait signalé et utilisé en cours que les sommes :

k0
> T
1<|k|<n
sont uniformément bornées en n et en 6.
Exercice 2. [Théoréme de James] Soit (£, | - |) un R-espace vectoriel normé complet.
La norme d’une fonctionnelle linéaire .: £ — R :
L(u)
IL]l == sup L) = sup |L(u)|
werror Ul pu=

est finie || L|| < oo si et seulement si L est continue, d’aprés un théoréme connu.
L'espace (E,| - |) est dit uniformément convexe lorsque, pour tout 0 < 6 < 1, la
quantité :

£(8) = inf{l— || Jul = Jo] =1, Ju— o] >5} >0

est strictement positive.
(a) Hlustrer cette propriété par un diagramme parlant et esthétique.

(b) On considere maintenant une fonctionnelle linéaire continue non nulle L: (E NE ||) —
(R, |- |). Montrer qu’il existe une suite (u,) _ d’éléments u, € E de norme |u,| = 1
telle que L(u,) — || L]

n—oo

(c) Etant donné e > 0 arbitraire, montrer qu’il existe N = N(e) € N* tel que ny,ny > N
entraine :

|||L|||(1—€) < L(unl)—;—L(unz)

(d) Toujours pour ny,ns > N(¢), en déduire :

U, + Un,

(1—-¢) < 5

(e) En utilisant I'uniforme convexité de (E, | -
Cauchy.

), montrer que la suite (un)n>1 est de

(f) Justifier I’existence de uy, = lim u,, et montrer que L(u.,) = || L]
n—oo

(g) Montrer 1’unicité d’un élément v,, de norme |v.| = 1 satisfaisant L(v,,) = ||L]|.
Indication: Entrelacer (u1, vy, u2, va, . . ., Up, Uy, . . . ) et appliquer (b).

(h) En notant donc maintenant u;, € E cet unique élément de norme |uy | = 1 satisfaisant
L(ur) = |||, montrer que pour tout v € E, la fonction :

R— R
t — |IL] - HuL +th — L(ur +tv)

admet un minimum global en ¢ = 0.
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(i) Lespace vectoriel normé complet (E, | - |) est dit lisse lorsque, pour tout u € E\{0},
I’application :
E— R
M,:
dt
définit une fonctionnelle linéaire continue sur £. Conclure du point précédent (Théoréme
de James) que dans un espace vectoriel normé complet uniformément convexe et lisse (E, I
), a toute fonctionnelle linéaire continue non nulle L: £F — R est associé un unique
élément u;, € E de norme 1 tel que :

L) = LI Mo, ().

d
vy — Hu—l—tv”
t=0

() Montrer qu’un espace de Hilbert (H ) m ) est uniformément convexe. Indication: Uti-
liser I’identité du parallélogramme pour minorer, par exemple : (d) > %.
(k) Lorsque (E, | -|) = (H,+/(, ")) estun espace de Hilbert, comparer M, (v) et (g v)-
(I) Comment s’énonce le Théoreme de James dans un espace de Hilbert ?
Exercice 3. [Décroissance holdérienne des coefficients de Fourier] Soit f/ une fonction

2m-périodique intégrable sur [—, 7| au sens de Riemann.

~

(a) Rappeler la définition des k-emes coefficients de Fourier f (k) pour k € Z.

=3 [ |ro-s(o+7)] e 5

(c) Lorsque, pour un certain exposant réel 0 < a < 1, la fonction f est a-holdérienne :
|f(0+1t) — f(B)] < constante - [t|*,

0-o(3t)

Il s’agit ensuite de faire voir qu’une telle décroissance ne peut pas étre améliorée en général.

(b) Montrer que :

montrer que :

(d) Pour 0 < a < 1, montrer que la fonction :

f(e) _ Z 2%61'2"9.

n=0

est a-holdérienne. Indication: Découper la somme :

FO+) -0 = > ()+ > (-)

ng 1 n~ 1
2" T 2>

Pour estimer la premiére somme, utiliser apres 1’avoir justifié le fait que |1 — ¢| < |6)]
pour |f| < 7. Pour estimer la seconde somme, utiliser I’inégalité |eit2 — git1| <2
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10. Corrigé de ’examen 5

Exercice 1. (a) Par définition :
Dp(t) =e ™ - e 14 e 4 e

.y _ 4k
Dans le cours, en utilisant 1 + ¢ + - - - + ¢F = 2 13;1 , On montre que :

DL (1) sins(ioz(—:)i)t'

(b) Puisque pour tout entier £ € Z* non nul :
0= / e dt,

/ Dn(t)dt:0+---+0+/ ldt+0+---40

—T —T

il vient :

= 2.

(c) Sur [—m,0[ U |0, 7], cette fonction :

q(t) = ﬁ

est ¢°°, puisque ni sin (%) ni ¢ n’y ont de zéros. Mais au voisinage de ¢t = 0, un dévelop-
pement limité utilisant —~ = 1 + x + O(x?) donne :

1
Tt
2

1—x

'Q
—~
~
~—
I
I
ol| =

O + I N NI = Dl
L—

ce qui montre que la fonction ¢(t) se prolonge par continuité en ¢ = 0 par la valeur nulle :

q(0) := 0.
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(d) Bien entendu, on peut alors majorer :

/e q(t)sin(nt +t/2) dt| < |0] - (maxq) - 1

[0,6]
< 7+ gl oo
< OQ.

(e) Une formule trigonométrique connue stipule que :
sin(nt +t/2) = cos(t/2) sin(nt) + sin(t/2) cos(n t).

Alors une application directe du lemme de Riemann-Lebesgue donne la réponse :

lim /7r q(t)sin(nt+¢/2)dt = lim /7r q(t) cos(t/2) sin(nt) dt +

li
n-— oo

n—oo J_ .
S
+ lim / q(t)sin(t/2) cos(nt)dt = 0+ 0.
n— oo 771_%/_/
IS

(f) Pour tout n € N on sait que :
i ™ sin(n + 1)t
o :/ D..(t) dt :/ M
- I Sln(é)

Alors ce qui vient d’étre vu permet de poursuivre :

0= lim /7r q(t)sin(nt+1t/2)dt

n—oo [
™ i 1 i 1
_ lim / <sm(.nt 2)t B sm(nt+ 2)t )dt
e Jen sin(3) 2

fonction paire

— lim (%—2/ Mdt)
n—00 0 =

2
™ sin(n + 1)t
=21 —4 lim / udt,
0

n—00 t
puis le changement de variable :
n 1 y Lol dt du
n+—-|t=tu u: —=—
2 ’ t ’

donne :

(n—i—%)ﬂ :
27 =4 lim / smudu’
0

n— 00 u
N : b s .
d’ol en admettant que lim fo =08 du existe :
b—o0
T * sinu
— = — du.
2 0 u
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(g) Le changement de variable similaire :

ct =: u, dou: —=—
t

b _: be _:
sin(ct sinu
/ () gy — / SN
0 13 0 u
X sin

Comme fo u” du existe et comme bc > 0, ces quantités sont uniformément bornées en

valeur absolue : ,
inct
/ sin ¢ dt‘ <R
0 t

(h) Maintenant, en faisant apparaitre ¢(t) dans une inégalité triangulaire :

0 1 )
/ wdt‘ < / sin(nt+t/2)(%—%>dt‘+
0 sin(5) 0 sin(3) 3

q(t)

transforme :

par, disons, une constante notée R.

< Q+2R
< 00,

et ce, pour tout |f| < 7, grice aux résultats des questions (d) et (g).

(i) On a bien :
1 /f 0 ‘
- D,(t) — 1) dt = k) dt
s [ o0 -na=g [ (5 )
1<|kl<n

1 eikt 0
- X %),
1<|k|<n

eik@ 1
T2 2 (zk; _E)’

1<|k|<n

| —

| —

eten observant que 0 = >, ., = par imparité, il reste :

1 0 1 eikQ
1<|k|<n
B i sin(k 0)

k=1

(j) En conclusion, en prenant les modules, et pour tout |0| < 7 :

- /09 (Da(t) — 1) dt'

>

1<k|<n

<

N

‘/06 D,.(t) dt' + 16|

<Q+2R+m7
<

oo,
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ce qui acheve la preuve alternative du caractere uniformément borné de ces sommes, fait
crucialement utilisé dans le cours magistral afin de construire avec du Bois Reymond une
fonction continue dont la série de Fourier diverge en 6 = 0.

Exercice 2. (a) Voici un diagramme :

1— |22 reste
uniformément minoré
par une quantité

e(6) >0

(b) Par définition de :

LIl = sup |L(u)],

Jul=1

il existe une suite (u,,) _ d’éléments u, € E de norme |u,| = 1 telle que :

et quitte a changer u,, en —u,, seulement lorsque L(u,) € R*, on peut supposer que
L(u,) > 0 pour tout n, et ainsi sans valeur absolue :

L(u) — JLI.
(c) Comme la fonctionnelle L est non nulle, || L|| > 0. Etant donné £ > 0 arbitrairement
petit, il existe par conséquent N = N(g) € N* assez grand pour que :
n>Ne = (L) > I2I0-2)).

et alors par simple addition-moyennisation :

mom > N = (HE - g).

(d) Toujours pour ny,ns > N(e), supposons par 1’absurde que :
unl + U/ng

2

La propriété caractéristique |L(v)| < ||L]| - |v| valable pour tout v € E et directement
issue de la définition de la norme d’opérateur || L|| implique alors :

I U,y + U,y
2

< (1—5).

U,y + Un,
2
< L (1 = e),

< [0~
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d’ou en éliminant la valeur absolue a gauche :

unl + unz
p(gte) < o).

inégalité manifestement contradictoire avec (c).

(e) Soit & > 0 arbitrairement petit et associons-lui la quantité (0) — appelée module de
convexité — qui apparait dans la définition de 1’uniforme convexité. Nous affirmons que :

ny, ng = N(a(é)) - (”um — Up, H < 5),

ce qui établira la Cauchycité de la suite (u,, )
Sinon, si au contraire on avait :

n>1"

s = s | =,

alors par uniforme convexité de ’espace (E, | - | ), on devrait avoir le contrdle minorant :

T TSRCTY I £(8),

2

ce qui équivaudrait a :

1—2(6) > Uny F Uny 7

2
et produirait une contradiction manifeste avec le résultat de la question (d)!
(f) La complétude de (E, | - |) assure I'existence de us, = lim u,. Comme L(u,) —
n—oo n—oo

IIZ||, et comme L est continue, L(us) = || L]

(g) Etant donné une autre suite (Un)n>1 quelconque qui satisfait exactement comme

(un)@l a la fois |v,| = 1 et L(v,) — I, les mémes raisonnements s’appliquent
sans modification et fournissent une limite v, = lim v, satisfaisant aussi L(v) = || L]
Or la suite entrelacée : A

(wr, v1,u, 02, U, Vny - .. )

a savoir la suite :

un+1  lorsque n est impair,
2
Wy, =

vz lorsque n est pair,
satisfait elle aussi trivialement |w,| = 1 et L(w,) — || L], donc les raisonnements qui
n—oo
précedent s’appliquent aussi a elle, et ils fournissent sans effort une limite w.,, = lim w,

n—0o0

qui satisfait encore et aussi L(ws) = || L||. Ceci assure sans délai (exercice mental) que :

Voo = Uco,
et conclut la démonstration d’unicité. Bien entendu, |us| = || = |wso| = 1.
(h) Avec u;, € E cet unique élément de norme [u.| = 1 satisfaisant L(uz) = ||L], la

fonction :
R—R

t—> |IL]| - [ +th — L(u +tv),
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est en fait 2 valeurs dans R, simplement parce que |L(w)| < ||L]|- |w] pour w := up+t v,
et elle s’annule visiblement en ¢ = 0. Son minimum global vaut donc 0, et si elle possédait
un gutre minimum :

0=|L] - HuL + 1o UH — L(uL + 1o v),
pour un certain autre ¢y € R avec ty # 0, cela contredirait 1’unicité de uy,.

(i) Toute fonction R — R, qui admet un extremum (local ou global) en un point doit y
avoir sa dérivée nulle. Ici en ¢ = 0, on doit donc avoir :

0 d (|||L|H . HuL + tv” — L(ur) — tL(v)),

Tt

=0

a savoir en termes de la fonctionnelle M, supposée exister dans (E, | - |) lisse :
0= |IL]l - My, (v) = L(v).

Nous avons donc établi le :

Théoreme de James. Dans un espace vectoriel normé complet uniformément convexe et
lisse (E, | - ), a toute fonctionnelle linéaire continue L: E — R est associé un unique
élément uy, € E tel que :

L) = LI - Mu ().

(j) Lidentité du parallélogramme, valable dans tout R-espace vectoriel normé dont la
norme dérive d’un produit scalaire :

”u + UH2 + Hu — vH2 =2|ul* +2]|v|?,

donne ici, en supposant donc que |u| = |v| =1

2 2

U+ v 1

2

u—v

2

Y

et donc, pour tester I’'uniforme convexité de notre espace de Hilbert (H A< >), sl :

”u - U" > 57
on en déduit la minoration :
82 Ju-v)® u+o|?
4 = 4 N 2 |
puis en factorisant 1 — x? = (1 — x) (1 +x) :
6_2 < (1- U+ v n U+ |
4 2

et finalement, on conclut 1’uniforme convexité :
51
42 =

grace au minorant-bonus indiqué :

U+ v
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(k) Rappelons la dérivée de la racine carrée d’une fonction g(t) > 0 :

d 1 d
dt tom ~ 2./9(0) dt tzo(g(t)).

Ici, avec u # 0 pour assurer que ¢g(0) > 0, on calcule :
_d
St

M, (v) V{u+to, u+to)

t=0

1 d
2/ (u,uy dt
1

2 (u,v)

. ((u,u> + 2 {u,v) + 12 (v,v))

24/ (u,u)
— (v
= (1> v
donc les deux expressions a comparer sont égales.

(I) Ainsi, tout espace de Hilbert, complet par définition, s’avere-t-il étre aussi un espace
vectoriel normé complet lisse uniformément convexe auquel le Théoreme de James s’ap-
plique, montrant que toute fonctionnelle linéaire continue non nulle se représente comme :

L(v) = ||L]| - My, (v)
= LY - (2. v)
= (1Ll )
= produit scalaire de v avec un vecteur fixe,

et I’on retrouve un énoncé central de la théorie, a savoir le Théoreme de représentation de
Riesz.



320 Francois DE MARCAY, Département de Mathématiques d’Orsay, Université Paris-Saclay, France

11. Examen 6

Exercice 1. (a) Soity € L'(R) telle que ¢) > O etque [ v (y)dy = 1. Avec e > 0 réel,

on pose -(y) := 1 (%). Montrer que pour toute fonction f € ¢°(R) N L*(R), onaen

T &

tout point fixé z € R :
lim f*x¢.(x) = f(x).
lim £+ () = £(2)
(b) Si f estde plus uniformément continue sur R, montrer que la convergence est uniforme.

(c) On suppose a présent que f € €°(R) N L>=(R) N L'(R). Rappeler I’expression de la
transformée de Fourier de e~ ™" avec un parametre réel & > 0, et en déduire que :

9(6_(1362)(6) = \/§6_7T2‘1§27

(d) En déduire la valeur de I’intégrale :

/ °° 2 V2T e -2

ou a > 0 estréel.

e2mE(Y) o= 3 d¢ = e
o €

(e) En introduisant la fonction définie pour z € R par :

27T 727r222
o) = V2T
£

montrer, apres avoir justifié I’existence de I’intégrale, que :
< _ 9 £2¢2
/ f(&) ™ e 2 dE = fx ().
—00

(f) Déduire de ce qui précede la formule de type «inversion », valable pour toute fonction
feC (R)NL>®R)NLYR) :

fla) = timy [ FlepemeeF ag -

Exercice 2. [Non-surjectivité de la transformée de Fourier] On a démontré en cours que
la transformation de Fourier :

Fo (L), ) — (0 @), |- e).

de I’espace des fonctions Lebesgue-intégrables a valeurs dans 1’espace des fonctions conti-
nues qui tendent vers zéro a I’infini, est une application linéaire continue injective.

L’ objectif de cet exercice est de démontrer qu’elle n’est pas surjective.

On travaille ici en dimension d = 1, avec des fonctions a valeurs réelles.

(a) Trouver un exemple de fonction continue impaire positive g: R — R avec:

lim g(x) = 0,

|z| =00
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telle que son intégrale sur [1, oo avec poids 9—16 diverge :

oo = lim /IRde.

R—00 T

(b) Montrer que I’'intégrale de Riemann généralisée :

* sint M t
SN = lim sint
0 t M—oo fg t

existe (converge) ; on ne demande pas ici de la calculer exactement — elle vaut 7 —, mais
juste d’en démontrer la convergence.

(¢) On suppose maintenant par I’absurde qu’il existe une fonction f € L'(R) telle que :
f=y
Soit la fonction :
F(t) = —i(f(t) = f(=1)).

Montrer que pour tout x € R, ona:

g(z) = /OOO F(t)sin (27at) dt.

Indication: Ecrire g(z) = 3 (g(z) — g(—x)).

(d) Montrer que I’on a pour tout R > 1:
R o0 R _:
2mat
/ @dm = / (/ M) F(t) dt.
1 x 0 1 z

Exercice 3. [Diviseurs de zéro dans I’algebre de convolution] Soient deux intervalles
ouverts 11, I, C R d’intersection I; N I, = () vide. Toutes les fonctions seront a valeurs
dans R.

(a) Utiliser deux fonctions non nulles ¢ € €°(11), w2 € €°(13), pour construire deux
fonctions fi, fo € #(R) de I’espace de Schwartz satisfaisant f; * fo = 0, puis interpréter
cette propriété. Indication: Utiliser la transformée de Fourier d’un produit de convolution.

(e) Conclure.

(b) On introduit I’espace :

L (Ry) = {f: R — C mesurable telle que [, [f| < oo

pour tout intervalle borné J C R, et telle que f ‘]7

0}.

Pour f,g € L} (R, ), montrer que f * g(x) = 0 lorsque = < 0, et, pour = > 0, que :

e /f —y)dy

(c) Montrer que f x g € L (R,).
(d) Soit maintenant f € L} (R, ) satisfaisant :

fxf=0.
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Pour tout réel A > 0 et tout entier n > 1, montrer que :

(L) - [

") F(A — ) f(A—v)dudv +

e"t) F(A —u) f(A —v)dudv.

(. J

=:Ja

(e) Toujours avec f x f = 0,en posantu = A —yetv = A — x + y, montrer que :
24
Jo= [ et (£ )y do = 0.
0

(f) Montrer qu’il existe une constante indépendante de n telle que :

A
/ " f(A—x)dx
0

< constantey 4 (Vn>0).

(g) On admet maintenant qu'une fonction ¢ € L!([0, B]), avec B > 0, qui satisfait
| fOB e g(t) dt| < constante pour tout n € N est nécessairement nulle : ¢ = 0 presque

partout. Déduire de ce qui précede que f =0.
(h) Soient maintenant f, g € €2(R) := {h € €°(R): h|
f*xg=0.
En posant fi(z) := z f(x) et g1(x) := x g(x), montrer que :
frg+ fixg=0.
(i) Montrer que f * g; = 0. Indication: Calculer (f * g1) * (f * g1).

o0 = O} satisfaisant :

(j) Montrer, pour > 0 et pour tout entier n > 0, que :
0=/‘ﬂx—wywwﬂy
0
(k) Utiliser un théoreme de densité pour montrer que :

0= [ (e = a)*iv

(I) Montrer que 1’algebre de convolution (CKE(R), >x<) n’a pas de diviseur de zéro.
(m) Montrer que si f,g € L] (R, ) satisfont f x g = 0, alors f = 0 ou g = 0.

Exercice 4. [Lemme de Fejér, sans indication] Soient deux fonctions définies sur le cercle
unit€ T = R/277Z, intégrable f € L'(T), et essentiellement bornée g € L°°(T). Montrer

que :
f(O = ||m/ f(

n—o0
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12. Corrigé de I’examen 6

Exercice 1. (a) C’est une question de cours. Soit donc ¢ € L!(R) telle que ¢ > 0 et que

2 ¥(y)dy = 1, et, avec £ > 0, posons t.(z) := L (%). Via le changement de variable

y:=2%,onaencore 1 = [*° . (x)dw.
Etant donné une fonction quelconque f € °(R) N L=(R), on calcule la différence a
étudier en tout point fixé r € R :

F () — fz) = / T fa -y () dy — f(x) 1
_ / T (fle—y) — f(2) daly) dy.

[e.9]

Maintenant, puisque f est continue en x :
Vo>0, Jv=wv(d) >0, (!(a:—y)—x‘ <v= |f(z—y) - f(2)] <(5>.

En découpant alors I'intégrale [ fooo

= f|y‘<v + f‘y|>v, on en déduit la majoration :

| *te(x) = f(a)] <6 Ve(y) dy +2 | f] ve(y) dy.

ly|<v ly|>v
gf]R Pe=1

Mais dans I’intégrale restante, en revenant a I’expression . (y) = %w(%), on peut poser
x := £ et se ramener au majorant suivant :

Frie) i@l <os | @
z|>%2
dont le deuxiéme terme a droite tend vers zéro lorsque ¢ — 0, puisque ¢ € L'(R) par
hypothese, et puisque = — oo.
(b) Si f est de plus uniformément continue sur R, il est clair que le v ci-dessus ne dépend
pas de z, donc la convergence est uniforme.

2 2 . _ 2 2 L .
(¢) Le cours a montré que la transformée de Fourier de e =™ vaut e~™", et en a déduit par
simple renormalisation que :

— 1 xe2

emR(E) = F (TN =z
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(d) Avec le changement de notation ¢’ := x — y et 2’ := &, I’intégrale a calculer devient :

o0 5252 % © 821/2 Qi€ ’
e” 2 2Ty ge = e~ 2 e T gy

o0 —0o0
82 /
[Reconnaitre .7 ()] = 32(6*7 x 2) (€
7r2§/2
7T - £
[Question (¢)] = = 72

(e) L'intégrale en question :
oo ) e2¢2
| ReremeeF g

existe bel et bien, puisque la transformée de Fourier fde toute fonction f € L' est bornée

. . e2¢? N . . N .
et puisque le facteur exponentiel e~z est a décroissante tres rapide lorsque |{| — oo,
pourvu que € > 0.

Pour la méme raison, sur R x R, la fonction produit :

1,6 — fy)eF € L'(R xR)

est intégrable. Ainsi, le théoreme de Fubini-Tonelli nous permet d’échanger 1’ordre des
intégrations :

o0 ~ . 52 o0 o0 ' ' 52
/ f(f) et e & d§ = / / e~ 2imsy f(y) dy e2imTE o~ % & d&

Lo [ c5eeee

> 2 7r2(x—.)2
[Question (d)] — / f(y) dy % 7T€_2TU

3

_ / " ) pela — ) dy
= fxpe(x).

Notons au passage qu’avec la fonction :
o(2) == V2me 27

ces fonctions ¢.(-) avec € > 0 en sont les renormalisées :

pe(x—y) = éso(x;y)

et en utilisant la valeur 1 = f fooo e~™ dx vue en cours, on vérifie aisément (exercice) que
1= [7 o(z)d=

(f) Grace a cette derniere observation, le résultat de la question (a) s’applique avec ¢ := ¢,
et il offre en beauté la formule de type «inversion », valable pour f € €°(R) N L=(R) N
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L'(R) en tout point z € R :
o0 2,2
— | — i Iy Qimaf  — 5
fla) = lim fxpe(z) = lim /_OO F(€) 2™ =2 de.

Exercice 2. (a) Sur R, on pense a la fonction réelle d’abord définie sur R, et positive :

T lorsque 0 <z < 1,
g(x) = S

lorsque = > 1,

1
log (e+)
puis prolongée par imparité a R_ :
g(x) = —g(—x) (Vo <0),
qui s’avere étre continue sur R. Alors pour toutR > 1:

[ [
Lo 1 zlog(e+x)

[ e
dz
1 (e+x)log(e+ )
R
[Primitive connue !] = [log (log (e + x))] )

= log (log (¢ + R)) — log (log (e + 1))

— OQ.
R—00

WV

(b) Puisque “T"t ~ % = lent = 0, ce qui montre la continuité sur [0, oo, donc la conver-

gence de I’intégrale en 0, il s’agit d’établir la convergence en 400, donc d’apres le critere

de Cauchy, de montrer que :
9 B N sint
0= lim —dt.
M— 00 M t

N>M

Posons :
m = inf{szN:Mglm} et n::sup{kEN: lmgN},
d’ou :
O< mr— M<K et 0 < N—nm <,

Nosint T Sint " sint Nosint
/ '—dt:/ '—dt+/ '—dt:/ AL TS

Ici, les intégrales 1 et 3 tendent vers O lorsque N > M — 00 :

™ sint mro1 mm — M T
—dt| < —dt L —— < — — 0,
M t M t M M M—oo
N
sint
—dt
—

N1 N —nm T
< —dt < < — 0.
e U
Quant a I'intégrale centrale, on peut réaliser qu’il ne faut pas passer aux valeurs abso-

nm = (N — 1)7r N—00
lues, car (exercice) :
_ " |sint|
oo = lim Tdt (VmeN),

vy
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mais heureusement, la série numérique :

Z/k“)” smt Z sin (k7 + u) du
j- 1 k’]T“"LL
> T sinu
= —1’“/ d
kz:( ) o km4+u “

=1 N /

=:ay

est alternée :
0 < apy1 < ag, ar — 0,
k—oo

donc convergente d’apreés un résultat connu, et enfin, le critere de Cauchy pour les séries
numériques convergentes montre qu’on a bien :

n—1
" osint
0= lim E (=1)*ap = lim / — dt.
i sl S

(¢) Supposons donc qu’il existe une fonction f € L'(R) dont la transformée de Fourier
f = g est égale a une fonction g satisfaisant comme a la Question (a) :

o0 = Iim/ Md:zc,
1

R—00 T

et introduisons la fonction impaire :

F(t) =i (f(t) = f(=1)),
satisfaisant visiblement :
[Flve < 2] flo@ < oo
En écrivant comme indiqué g(z) = 1 (g(z) — g(—x)), ce qui est vrai par imparité de g,

il vient : R N
_ 1 1
g9(x) = 5 f(x) = 5 f(=x),
. N £ et £ . Z s 00 0 00
puis, en revenant a la définition de la transformée de Fourier, en écrivant | oo = / T J: 0 °
et en effectuant le changement de variable ¢ — —t dans les intégrales 1 et 3, on obtient :

0 o0
g(x) = %[ f(t) e—2iﬂ'zt dt + %/O f(t) e—inmt dt —
1 0
5/
1 o0
5/0 f(=1)
1 [ (

[
[
/

. 1 o .
t) e2z7r1:t dt — 5 f(t) 62z7ract dt
0

62z7ra:t dt + 7/ f(t) e—217r;vt dt —
2 0
t) 67227rwt dt — 7\/ f(t) eQurzt dt
2 0

f

f

f(t) (€2i7rxt _ 672i7r:rt) dt + ;AOO f(_t) (62i7rzt _ 672i7r:rt) dt
f

[Regrouper 4 et 2, puis 1 et 3] - =
—1
o0
[ -

0

(
= F(t)sin (2mat) dt.
0

t)sin (2mat) dt + i / h f(=t)sin (2mat) di
0

f(t) = f(=t)) sin (2mat) dt
(
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(d) Pour R > 1 fixé, la fonction définie sur [1, R] x [0, oo] par :

(x,t)

_ sin (2mat)
T

F(t)

est intégrable, car M < % est continue bornée, etcar F € L' (R) comme nous venons
de I’observer, donc le théoréme de Fubini-Tonelli permet d’intervertir les intégrations :

/1R @dm = /1R (/Uoo F(t)sin (zmt)dt) i—x
_ /OOO (/1R —Si”(imt> d:p) F(t)dt.

(e) Grace a la Question (b), dont découle I’existence d’une constante 0 < C' < oo telle
qu’on ait la majoration uniforme :

5 sin
‘/ —ydy‘ <C (¥s>0),
0 Y

nous affirmons que I’intégrale intérieure flR obtenue a la fin de la Question (d) ci-dessus
est alors bornée quel que soit R > 1, grice a la relation de Chasles [ = [ — [/ et a des

_ dz .
=do,

R o 1
/ sin (2w xt) D / sin (2 xt) d:c‘
0 xr 0 x

2wtR - 2wt
sin sin
/ Y dy‘ + ‘ / = dy‘
0 Yy 0 Yy

< C+C.

changements de variables élémentaires du type y = ax d’ou d—yy

R
‘/ sin (2mat) i
. T

VAN

Ainsi en revenant au résultat de la Question (a) et en se souvenant que F' € L'(R) :

R [e.e]
o g(x) dr < 20/ ’F(t)‘dt = 2C|F|rr = quantité bornée,
x 0

00<R 1

ce qui est trés contradictoire avec une des vérités les plus fondamentales des mathéma-
tiques !

Exercice 3. (a) Soient deux intervalles ouverts I, I, C R d’intersection I; N I, = ) vide.
Soient deux fonctions non nulles :

¢1 € 6.°(L) C S (R),

P2 € 6.°(2) C S (R),

par exemple deux fonctions-plateaux égales a 1 sur deux intervalles fermés bornés non
vides J; C I; et Jo C I5. Alors leurs transformées de Fourier inverses :

o0

filz) = / o1(6) @7 dE = F (1) (a),

o0

fole) = / " oal) P dg = F (o) (w),

[e.e]
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appartiennent a 1’espace de Schwartz . (R) et sont encore non nulles, puisque, d’aprés un
théoreme du cours, la transformée de Fourier .% établit un automorphisme de 1’espace de

< (R) (isométrique, qui plus est, pour la norme L? ‘ S®) induite). Donc inversement :

pr=F(fi) = ]?1»
2 =F(f2) = ]?27
et alors d’apres un autre théoreme du cours :
frsfo=h b
= P1¥2
=0,

donc puisque la tranformée de Fourier est injective :

fixfa=0,

ce qui fait voir que 1’algebre de convolution (Ll(R), *) possede des diviseurs de zéro —
propriété surprenante et quelque peu génante qu’il va s’agir maintenant d’éviter en tra-
vaillant sur R, .

(b) Soit donc I’espace des fonctions nulles sur la demi-droite négative R* et localement
intégrables sur la demi-droite réelle positive R, :

L (Ry) = { f: R — C mesurable telle que [, |f| < oo pour tout intervalle borné J C R,
et telle que f} |00 = 0}.

La convolée entre deux fonctions f, g € L} (R, ) est a priori définie comme :

fester= [ s01ate i

pourvu que cette intégrale converge en presque tout point x € R. En tout cas, comme
f(y) = 0poury < 0etcomme g(z —y) = 0 pour z —y < 0, I'intégrale f porte en fait

sur :
— 0o y=0

x—y=>0

Ainsi, lorsque x < 0, la deuxieme inégalité x > y avec la premiere y > 0 donne I’ensemble

vide :
e / iy >y—0+/®=o,

et quand x > 0, il vient bien :
~ [ 19— y)ay
0

la convergence étant garantie par I’hypothése que f,g € L _(R.), cette formule étant
d’ailleurs invariante par le changement de variable y — x — y qui donne :

frgx / fle—y)gly)dy = g* f(x).
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(c) 11 s’agit, pour tout intervalle borné J C R, d’établir la finitude :

/J|f>|<g(x)|d:c < 00,

et plus généralement, pour tout réel M > 0 (arbitrairement grand), disons avec J C
[—M, M|, d’estimer :

/ 1 *gla \dx_/ \f*g )| de
:/ —y)dy
// )llg(x — )| de dy
= [Tl [ ooyl
< [Cirwla [ latea:

= ”fHLl[o,M] ’ HgHLl[*M,M]
< 00,

dx

cette derniere finitude provenant du fait que [, |f| < oo et [, |g| < oo, pour tout sous-
ensemble mesurable borné £ C R.

(d) L’astuce consiste a écrire un carré d’intégrale comme produit d’intégrales dans deux
variables distinctes, de maniere a faire apparaitre une intégrale double sur un domaine
bidimensionnel :

(/i emf(f“‘“")dx)z - /i " (A — u) du /i & F(A = v)do

= //M’ _, ") F(A — ) f(A - v) dudv,

—A<u<A
ici le simple carré :

C = [-A A x[-AA] = Th1UTy,
que I’on décompose en deux triangles fermés presque disjoints :

Ty = {(u,v) eR*: —A<u, —A<v, ut+v<0},
ng{(,)ERQ:uéA,ng, u+v/0}.
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A

A

T>

e

—A A

T

—A

Ainsi :

=111

et F(A — ) f(A — ) dudv,

ce qui correspond bien a :

n=[f

+v

Jo = //ugA et F(A — ) f(A —v)dudv.

v< A
0<utv

g
INININ
oo

(e) Soitdonc f € L{ (R.) satisfaisant f * f = 0. Dans cette deuxieme intégrale .J,, sur le

loc

triangle 75, on effectue le changement affine de variables :
r=2A—(u+v), y = A—u,
d’inverse :
u=A-—uy, v=A-2+y,
lequel établit un difféomorphisme de :
Ty ={u<A v<A 0<u+v} dob u+v<2A4,
sur le rectangle :

R::{A—yéA, A—z+y<A 0<K24—1z, 2A—x<2A}
={0<z <24, 0<y <},

et comme la valeur absolue du déterminant jacobien vaut 1 :

du  du B
det(‘gﬁ gg>:det<01 11>,
dxr Oy o
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la formule de changement de variables donne :

Jy = //T ") F(A — ) f(A—v)dudy
-/ / 20 () [z — y) do dy

(o)

[Question (b)] = / n(zA ?) f f( )
0
[Hypothese] = 0.

(f) Ainsi, J5 = 0 s’annule. Dans J;, le facteur exponentiel e"(utv) < 1 est uniformément
controlé, puisque u + v < 0, et on peut donc majorer de maniere élémentaire par une
constante indépendante de n :

< [y FA= 0] (A= o) duds

—A<v
u+v<0

< /if(A—u)du/if(A—v)dv

= |flzrp24 - 1 fl2100.24)
< 00,

ce qui donne, en revenant a la Question (d) et en prenant une racine carrée :

/A " f(A— ) dw

—A

< constante}A.

. . .. A A R .
Pour terminer, la décomposition [~ = fi) A+ Jy - en tenant a nouveau compte du fait
que e™* < 1 lorsque z < 0, donne :

‘/0 et f(A—x)dx
—A

d’ou le résultat voulu par simple inégalité triangulaire :
A
/ e f(A—x)dx
0

(g) Puisqu’on admet que UOB e g(t) dt| < constante offre g = 0, ici avec g(z) :=
f(A —xz)et B:= A, il vient sans aucun effort f = 0.
En conclusion, dans L] (R, ), I'équation f * f = 0 n’est satisfaite que par f = 0.

< | flleraza

= constante? 4,

< constante}’A + constantefc,A.

(h) On travaille maintenant pour simplifier dans :
0 O(R
EVR) = {h € h]] =0},
au lieu de L} (R, ), et on étudie I’équation :
fxg =0,



332 Francois DE MARCAY, Département de Mathématiques d’Orsay, Université Paris-Saclay, France

c’est-a-dire pour f,g € 6P (R) :

/O fglx—y)dy =0 (V2>0).

Soient donc fi(z) := z f(x) et g1(z) := z g(x). Un calcul (tres) simple donne, pour
x > 0 (sachant que pour = < 0, on a déja vu que f; *g(x) = 0 = f g, () pour des raisons
de support) :

forgl@) + frai(e) = /Oxyf(y)g(:c—y)dw/ox F(9) (& — ) gz — ) dy

:0+/ fly)xg(x —y)dy
=z -fxg(x
= 0.

(i) Comme on vient d’obtenir f x g; = — f; * g, on peut remplacer, utiliser le fait que le
produit de convolution ‘x’ est associatif et commutatif, pour calculer :

(fxq)*(fxg) = —Fxgixfixg
= —&o*fl*gl
-0,

et enfin, appliquer le résultat obtenu a la fin de la Question (g) a la fonction continue h :=
[ * g1 appartenant a 47 (R) pour atteindre :

f*xg1 = 0.

(j) Pour n = 1, comme g;(y) = y g(y), on vient d’obtenir :

0= f*xaqly / flx—vy)y'gly)dy (Va>0),

sachant que pour x < 0, cela est automatique, donc on a :
fx9g=0 = [fx*xg =0,
d’ou par une récurrence instantanée :
== - = [xg, =0,

pour g, (y) := y"g(y), avec n > 1 entier.

(k) D’apres le théoreme de Weierstrass, sur tout intervalle, les polyndmes sont denses dans
les fonctions continues pour la norme 4, donc on peut écrire :

fla=y)gly) = lim > ary,
k=0

la limite étant uniforme sur [0, z|, avec des constantes appropriées a; € R.
Ensuite par linéarité, la Question (j) qui précede donne :

0= /Om flz—y) (ao+-~~+any")g(y)dy,
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et enfin en prenant la limite :
* 2
0= [ (e~ gtw)* dy.
0

(I) Comme f et g sont continues a valeurs dans R, ceci implique, pour tout 0 < x et tout
0<y<zque:
0= flz—vy) ou 0 = g(y).
S’il existe y > 0 tel que g(y) # 0, alors f(x — y) = 0 pour tout z > y, c’est-a-dire
f(z) = 0 pour tout z > 0, d’ott f = 0 sur R tout entier.
S’il existe y > 0 tel que f(y) # 0, le changement de variable y — x — y dans
I’intégrale ci-dessus donne :

* 2
0= / (f(y) g(x —y))" dy,
0
ce qui implique similairement pour tout 0 < z ettout 0 < y < x que :

0= fy) ou 0 =gz —y),
et le méme raisonnement donne g(z) > 0 pour tout z > 0.
En conclusion, fxg = 0 pour f, g € €?(R) n’est possible que dans les deux cas triviaux
ou f =0, ouou g =0 — c’est chouette !
(m) Lorsque f et g ne sont qu’intégrables au sens de Lebesgue, la méme démonstration
fonctionne, a condition de se souvenir que le théoreme de Weierstrass est vrai aussi sur tout
intervalle pour la norme L'.

Exercice 4. Commengons par démontrer que, pour tout polyndme trigonométrique () €
C[e™, "] et toute fonction g € L>(T), on a bien :

Q(0)§(0) = lim / Qo

avant d’aller plus loin au moyen d’arguments de densité.

Sidonc :
Q=) ae™ (ar €©),

par linéarité, il suffit méme de démontrer cela pour une exponentielle individuelle Q = e**?,

avec k € Z.

Pour k = 0,ona @ = 1, d’ou Q(0 = [T Q(t)e ™ 4L =1 et on teste si:
~ 2 do
1-g(0) = lim / 1-g(nf) —
n—oo J_ 2

nm de
e

—Tmn+21 d@ nm de
([ s [T o0)

/_Tr 9(9) %
0).

SIS 3=

S\)

=]
Ell
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Lorsque k € Z\{0}, vérifions la relation demandée en supposant d’abord que g = h €
%*(T) est deux fois continiiment dérivable.

Dans ce cas, puisque d’apres un théoreme du cours, 1’inégalité obtenue en intégrant
deux fois par parties :

h(0)] < 2 HhHH%O(T) (Veez)
assure que h est égale en tout point a sa série de Fourier :
h) = > h(e)e” (voeT),

{=—00
on peut insérer :

h(nf) = i h(t) e,

{=—0c0

et intervertir :

0= Iim/ eikeh(ne)d—e

n—oo J__ 2
do
= i 'Lk@ h zZn@
”L)moo/ (e—Z:OO o
T g dO
— i zk@ ilnd 77
=t [ S w0 [Tl ]
:Oquand|nrgk+1et\€\21
[~ T df
Donc ¢ = 0 = lim [A(0 ik —
[Done ] nl—>moo ( )/_7r ¢ 27T‘|
=0,

oui

cette derniére annulation provenant de k # 0.
Si g € L*(T), pour tout € > 0, par densité de ¢*(T) dans L'(T), et puisque L>°(T) C
LY(T), il existe h € €*(T) telle que :

lg = hle < e
d’ou
[ e s - nom) 52| < [ lato) - o) -
= Zlg—hlu
< l-g
et puisqu’on a aussi :
19(0) = 2(0)| < g = hlr:
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le résultat montré a 1’instant pour h est hérité par g, toujours avec f = Q = e™*? :

FO90 ~ [ gtn) - (é’?(mﬁ(@—/ ) )] <

< \&?(0), -19(0) — |+' / ™ (= g(nf) + h(nd) ;li

< e+e,

donc ensuite par linéarité, pour tout polyndme trigonométrique f = @ € Cle=% ¢'].

Il reste seulement a faire voir que le résultat qui vient d’étre démontré pour des poly-
ndmes trigonométriques quelconques se transmet a toutes les fonctions f € L(T).

Evidemment, on approxime f en norme L' sur T a & > 0 prés par un polynéme trigo-
nométrique P. € Cle™, ¢"]

Hf_PEHLl(T) S 6
par exemple en utilisant la suite des convolées de f avec le noyau de Fejér.
Si nous appliquons alors ce qui vient d’étre démontré au polyndme trigonométrique
Q := P., il existe N(¢) > 1 tel que :

P0)50) - [ " p6) g(ne)

—T

n > NE) =

27

Commencons par I’inégalité simple :

g0l = | [ sy

d@
< lgls=c) / L

= |glzeo(m),

suivie d’une autre presque aussi simple :

F0)5(0) - P-0)3(0)] = |(F(0) = P-(0)) 5(0)
|/ = Eell sy [900))
€ |9l Lo ()

et estimons enfin en insérant quatre termes de somme nulle, toujours pour n > N(g) :

/ f(0 ’J?() 9(0) — ﬁe(o)g(())‘—'— ﬁg(O)ﬁ(O)_/ﬂ Ps(Q)g(nH);i_e
‘/ 9(nd) __/ f(0) g(nf) —

- s
e [gliecr +€+HP ey IIQHLoomr)

= (1 +2]glem),

ce qui acheve le corrigé de ce bel examen !

NN

+
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13. Examen 7

Exercice 1. [Théoréme de Fejér-Lebesgue] Etant donné une fonction f € L'(T, C) in-
tégrable sur le cercle et a valeurs finies, Lebesgue a démontré — résultat admis ici — que
presque tout point # € T est un point de Lebesgue, au sens ou :

1
V- ah—n:o?_5 Jit-o<e 7 = 1) dt.

J/

— s 1F6-)—F(O)] i

L’objectif de cet exercice est d’établir qu’en tout point de Lebesgue 6 € T, les sommes de
Fejér convergent vers :

f(0) = lim a,(f)(0)

n—o0

= lim (F,* f)(0).

n—o0

On fixe donc un tel 8 € T, et on introduit :

P(d) = /HK& |f(t) = f(0)|dt = /t|<6 |f(6—1t)— f(0)]dt,
0+6 0
3 (5) = / £(t) — (0)|dt = / RIGENOE

o°6) = [ |- r@la = [ |ro-0-ro)a.

(a) Vérifier que ®(0) = o(4), et montrer que pour tout ¢ > 0, il existe § = d(e) > 0 tel
que :
0 < &), D (5),®(0) < €6 (VO<F<(e)).

(b) Rappeler I’expression explicite du noyau de Fejér F,,(¢) pour —7 < ¢t < 7, ainsi que la
valeurde [ F,(t) &

(c) Sachant que 0 < % < /4 pout tout entier n > 2, on découpe en trois morceaux :

Foc 0= 7O < [ Fu]r0 -0 16)] 5

/0<|t<1 /1<t| /1

1/4 Yz

=: 1i(n) + Ix(n) + Is(n).
En s’inspirant de I’indication qui n’apparait qu’a la page suivante, montrer que :

I3(n) — 0.

n—oo

<<
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Indication: Pour 0 < 7 < m, utiliser I’'inégalité vue en cours :
1 o 1
. t ~ .
(sin 5)? (sin )2

(Vo <t <),

ainsi que I'inégalité [sin £| > %‘, valable pour tout 0 < |t| < 7.
(d) Montrer que pour tout 0 < [¢t| < 7:

7T2

0 < Fult) < .

(e) Montrer que :

n—oo

(f) Montrer que :

3=

1. < dt
2(n) 1 t2 +-2n

< —
2n J_
/4

= I, (n) + I (n).

il / F(0—1) 1) 1// HGSOENIOI

(g) 1l s’agit d’atteindre lim,, o, I; (n) = 0 = lim,,_., I,/ (n). Les deux cas étant similaires,
traiter seulement I, (n), et conclure. Indication: Effectuer une intégration par parties.

Exercice 2. [Lemme de Kirszbraun] Soit £/ un R-espace de Hilbert muni d’un produit
scalaire (-, ) = (-, -) d’ou dérive lanorme | - |g = || - |. On suppose :

1 <dmFE < 0.
En tout point ¢ € £, pour tout rayon s > 0, soient les boules ouvertes :

B(c,s) = {z € E: |v —c| < s}.

Soitun entier I > 1, soient des points a4, . . ., a; € F, et soient des rayons ry, ..., > 0.
Sous I’hypothese principale que les boules ouvertes correspondantes sont d’intersection
non vide :

@ 7& m B(ai,ri),
1<i<t
I’ objectif de cet exercice est d’établir que pour tout autre choix de points by,...,b, € E
satisfaisant :

[0 = b < flais — e (1<inia <),

on a encore la non-vacuité de I’intersection des boules ouvertes :

1<

(a) Montrer qu’il existe (au moins) un point p € ( \i<;<; B (a;,r;) tel que :

(b) On fixe un point :

pE ﬂ B(ai,ri)\{al,...,al}

1<
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dans cette intersection qui est distinct de tous les a;, et on introduit la fonction :
E — R,
T — max ————.
2 —al
Montrer qu’il suffit d’établir 1’existence d’un point ¢ € £ en lequel :

P(q) < 1.

(c) On raisonne alors par 1’absurde en supposant que ®(x) > 1 pour tout x € E. Montrer
qu’il existe (au moins) un point ¢ € E en lequel ® est minimale :

B(q) = inf B(a).

(d) Puisque le raisonnement par 1I’absurde se poursuit, on a $(¢) > 1. Montrer qu’on peut
supposer, pour un certain entier 1 < K < I, que :

g —b:i| = @(q) |p— ai (V1<i<K),
la = b < @(a) |p — ai] (VRH<i<I),
(e) On introduit maintenant I’enveloppe convexe fermée des points by, ..., by :

C = {c:)\lb1+~--+)\KbKeE: 0< A, o, < 1, )\1+~«+)\K:1}.
Montrer que ¢ € % . Indication: Introduire le projeté orthogonal 74 (q) de ¢ sur €, supposer
en raisonnant par contradiction que ¢ # 7« (q), et analyser le comportement de la fonction
® en des points de la forme :

@ = q+1t(me(q) — q),
pour 0 < ¢ petit. Notamment, on pourra établir, pour 1 < ¢ < K, la formule utile :

lae=8il* = fla=b:l+2¢ | = [el@) — gl + (meea) = bs, (@) — )|+ |mcla) "

(f) Pour tout 1 < 7 < K, on pose :
e = q— Db et d; == p—a,.
Montrer que pour tous 1 < 2,7 < K,ona:
(ei,€5) > (di, dj).

(g) Siq € € s’écrit ¢ = A\iby + - -+ + A¢bg avec certains 0 < Aq, ..., A\ < 1 de somme
1 =AM + -+ A, montrer que :
2

Y

Mer 4+ -+ Ace||” > |Aads + - + Aedi

et conclure.

Exercice 3. [Transformée de Fourier dans I’espace de Schwartz] Pour x € R, le sinus
hyperbolique et le cosinus hyperbolique sont définis par :
sinha = - et coshzx = ete’
2 2
L’objectif de cet exercice est de calculer explicitement la transformée de Fourier de la

fonction :
T

T — — ,
sinh z
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prenant bien entendu la valeur 1 en x = 0.
(a) Montrer que :

sinhz i %
— o
x —~ (2n+1)!

(b) Montrer que la fonction x —— —%— est € sur R.

sinhz

(c) Pour tout entier £ > 0, montrer qu’il existe des polyndmes P j(x) € Q[z] pour —k <
J < k, tels que :

d* ( x ) _ Z—kgjgk e’” Py j(x)

dx* \ sinhx (sinh x)k+1
(d) Montrer que v — = appartient a I’espace de Schwartz . (RR).

(e) Montrer, pour tout nombre complexe A € C avec Re A < 0, que :

> 1
Az
/0 xre d(L’ = —)\2 .

(f) On introduit la suite de fonctions (hN (x)) ?:1 définie, avec £ € R fixé, par :

N—1
ha(z) = Z x cos (2m€ x) e~ (AT,
n=0

/Ooo (NleoohN(x)) dv = lim /OOO ha () da.

-~

(g) Montrer que la transformée de Fourier f(&) de la fonction f(z) :=

Montrer que :

T

- vaut :
sinh x

o0

ey (2n + 1) — (2m€)?
fe) =4 nz% ((2n +1)2 + (2m€)2)*

Exercice 4. [Non-dérivabilité optimale de la fonction de Weierstrass] Soitunréel b > 1,
et soit une fonction :

ve€=(1 0] By).
indéfiniment dérivable a support compact dans un intervalle contenant {1}, avec :
v(l) = 1.

(a) Montrer qu’il existe une fonction u € .(R) dans I’espace de Schwartz telle que u = v,
ou,pour 7 € R:

u(r) = / u(y) e 2™V dy.
(b) Montrer que, pour tout & € N et pour tout £ € R fixé, on a:
> u(0)
/_ u(f(z —¢)) dv = o
(c) Montrer que, pour tout £ € N et pour tout £ € R fixé, ona:

0 = /OO (x — &) u(VF(z —€)) du.

o0
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(d) Soit maintenant une fonction continue bornée f: R — R dont on suppose qu’elle est
dérivable en un certain point £ € IR, sans rien supposer d’autre. On considere un dévelop-
pement de Taylor de f al’ordre 1 en ¢ :

flx) = f(&) + (&) (x = &) + R(x,9),

avec un reste R(z, £) petit exprimant que f est dérivable en ¢ :

R(l’,f) = 0(|$—€’)

Montrer, pour tout £ € N, que 'on a :

/ f@)u(@F(z =€) dx = /Oo R(z, &) u(bF(z — €)) du.

—0o0

(e) Pour tout ¢ > 0, montrer qu’il existe § = d(g) > 0 tel que :
5+5 . -
\/5 Qe -9)] < g [ lollutw)|

(f) La norme ¢ étant définie par | h|4o := sup,cp |2(y)|, montrer que 'on a :

H/ld+/:°] R(a, &) u(t(z - €)) dx\ vtk [/5 6 /] sl

(g) Etablir le Lemme de Freud, d’aprés lequel, si f est dérivable en £ :
0 = lim / b* f(z)u(bF(z —€)) da.
k—o0 oo

(h) Soit a présent un autre nombre réel 0 < a < 1. On suppose que ab > 1, et on introduit
la fonction de Weierstrass :

f(z) =2 Z a" cos (2mb" x)

n=1

_ Z ( %rb™ 6—2i7rb"x)

Si &£ € R est un nombre réel quelconque fixé, montrer que pour tout k € N, on a :

/ f(z bk (x —5)) dr = a—ke’%’rbk5
= 5 ,

(i) En déduire que f n’est dérivable en aucun point ¢ € R.
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5 ®(0) signifie précisément que :

®(0) = o(9),

Exercice 1. (a) L’hypothese 0 = limg_,

et comme :
0 < @(0) = ©7(d) + 27(9),
tous trois étant positifs, on a aussi :
©7(0) = o(d) = @7(9),
et ce qui est demandé exprime rigoureusement le « o(d) » en question.
(b) Pour qui n’a pas fait 'impasse sur 1’apprentissage de son cours :

1 /sinZ\?
Fn(t):—<5|_n%> >0

n \ sin 3
() 3
—, pour tout — < [t <

1 < 1
(sini)? = (sin)?

(O<[t] <),

avec F,(0) = n, etonal—f F(

(c) Avecn := < m,onadonc:

d’ou I’estimation-majoration :
dt

Fult) [£(0 — 1) — £(0)

I(n) = /

2

1/, nt\2 1 ”
:/1 <t|<w5<sm3> W‘f(g—t)—fw) Py
/4
! / dt
<[, e m i lie-0-j0)l g
2
<%/ﬂl(!—ﬂf |/ )

™
— ——=constante
Vn

— 0.

n—o0
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(d) On majore en effet, grace a [sinu| < |u| eta m <
2

n)’

2
L
2

1 (sin
(si

(

Fu(t)

n

~+~

n

n
1
n \ 2
2
4

(e) Grace a la majoration élémentaire obtenue a I’instant pour F,(t), et grice au fait que ¢

est un point de Lebesgue, on majore en effet :

L(n) =/ Fult) [ £(0— 1) —
tj<
’/T2
<n— | f(6—1)
4 Jiy<r
2 1
- Z"‘D(a)
— 0
n—oo

1 12
0 < Fut) € ——
Q n (sin £)?
1 7
g -
n t?
permet en effet d’obtenir
w dt (w7
Lo = [ R@le-0-10) 5+ |
- 11/4 2m %
w1 dt [
n ™ n
< - _ 1) — -
<[ L alie-0- 1ol /

et apres réorganisation visuelle, ¢’est le résultat demandé.

t_2 .

? 2
2

(g) La fonction ®*(¢) étant manifestement une primitive :

o= f o

dt
FO)l 5
dt
—fO)] 5
Fult) 70— 1)~ 1(0)] o=
1 72 dt
Et—2|f(9—t)—f(9) o
f(8)] du,
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on peut effectivement I’utiliser pour intégrer par parties :

1

T [@*(t)} A g [wiA 2
_l’_

le premier terme et le deuxieme terme ayant 0 pour limite, d’apres le résultat () = o(4)
de la question (a) qui équivaut a :
1
= lim = ®*(9).
0=l

Quant au troisieéme et dernier terme, pour tout € > 0 arbitrairement petit, il existe d(¢) >
0 de la forme :

1
i(e) = 19
N(e)1
avec N(g) > 1 entier tel que :
0<dH(t) < et (VO<t<N(e)"T).

Alors pour tout n > N(¢), en utilisant :

1 1
2 (¢t WA et
(*) dt < —dt
1 3 1 3

on peut estimer :

™ 4 1 T 1 ™ 4

N 7 N 7
~~ ~~
— 0
n—o0 n—oo

le dernier terme étant majoré par € 7, ce qui termine le travail.

Exercice 2. (a) Puisque 'intersection de ces boules ouvertes est un ouvert non vide de
E = RIME &yiter le nombre fini < T des points constituant I’ensemble {a,...,a,} en
restant dans cet ouvert est aisé.

(b) En effet, si I’on disposait d’un tel point g, alors il viendrait :
lg = bil| < [lp— aif
< T (1<ig),

donc ¢ serait dans chaque boule ouverte B(b;, 1;), et ainsi, I’objectif se réaliserait :

0 # {q} < () Blbim).

1<
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(¢) Comme maximum de I fonctions continues, la fonction ® est continue sur £. Claire-
ment, elle tend vers I’infini lorsque || — co. Comme E = RY™ ¥ est de dimension finie,

donc localement compact (complet), ¢ atteint son infimum en au moins un point.
(d) En effet, par construction :

lg — bil
1<<i |p — a;

®(q) =

et si ce maximum est atteint pour un certain nombre K > 1 d’indices 1, il suffit de renu-
méroter I’ensemble pour les placer tous en premier (ce qui ne change rien aux données du
probleme).

(e) Nous allons faire voir que ¢ décroit localement le long du segment [q,mg(q)}, en
partant de q :
(I)(q) > & (qt) (0 < ¢ petit),
ce qui contredira le fait que ¢ est un point ou ¢ atteint son minimum.
En effet, comme pour tout K + 1 <7 < I,ona:

lg — bi
— < ®(q
p—al < 7
la continuité de t — ¢; assure qu’on a encore :
b;
la = bl < ®(q) (VO<t petit, K+1<i<1).
Ip—al

Ensuite, pour les autres indices 1 < 7 < K, développons le carré :
9 2
oo = bl = |ta = b0 + (¢ (me(@) — )

— Hq — bZ-H2 + 2t (g — by, o (q) — q) + 17 Hm,;(q) - qH2.

Insérons au centre ¢ — b; = g — ¢ (q) + 74 (q) — b; :

lae = 0ill* = fla = &il]* + 2t (g — e (@) + me (@) = b, me(a) = q) + 1 |me(e) — ql”
= la=blP+ 2t [ —me@) = alf + mel) = b mela) = ) |+ mela) — o

Or, rappelons-nous que le projeté orthogonal d’un point sur un convexe fermé satisfait :
(e (q) — ¢, me(q) —q) < 0 (Vee?).

Comme a + 2t B+ vt2 ~ a + 2t 3 < a lorsque 3 < 0 pour 0 < t assez petit, il vient :
—b,-” < Hq—biH (0 < tpetit, 1 <i<K),

et donc, en tenant compte d’une inégalité valable pour K + 1 < 7 < 1 vue il y a un instant,
toujours pour ¢ > 0 petit, on aboutit a une inégalité :

_h '
<I>(qt) = max ”qt bil < max la ” = ®(q),

B p—al = S al

qui contredit avec effronterie le choix de ¢!
(f) Tout d’abord, on a par hypothese pour 1 < 7,5 < K:
<

ei—eif = | =bi+b| < || -aita] =d-

)
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et par construction :
ledd = fla = b:]l = 2(g) [p — asf| = @(a) |4,
d’otr a cause de I’hypothese que ®(¢) > 1 visant a atteindre une absurdité :
Je: > ldill >0,

la derniére minoration provenant du fait que p # a; pour tout 1 < ¢ < 1.

Développons alors les carrés dans 1'inégalité |le; — e;]|* < |d; — d;||, ce qui donne :

leal® + lesI* — 2 (e, e5) < Ndall® + dl* — 2 (ds, dy),

c’est-a-dire en inversant le signe :
eiQ_di2 6’2—d’2
e > (o) + L IE el 1

- /

> (d;, d;).

(g) Observons pour commencer que :

K K
> Nie = Z/\ = M+ A)g— ) b = 0.
i=1 i=1

Ensuite, développons le carré :

Zx\2||el||2+2 Z Nidj (e, €5)

1<i<g<K

>Z/\2||d|]2+2 > AN (didy)

1<i<i<K
§ Aidz‘
=1

et «0 > un nombre positif » est une contradiction vraiment fatale !

Exercice 3. (a) Comme ¢” = Y >° £ et comme e™* =y >° (—1)" £7, avec rayon de

n=0
convergence infini, il est connu / clair que :

n=0

et T i x2n+1
2 = (2n+1)
d’ou apres division par z :
sinhz f: s
x — (2n+1)!

(b) La fonction z —— % est paire, ¢°°, et, grace au développement en série entiere qui

précede, minorée par :
sinh x

T
sur R.

(¢) Pour k£ = 0, cela est vrai avec P 1= x.

> 1 (Vz eR),
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Pour k& = 1, on calcule, en rappelant sinh’ = cosh et cosh’ = sinh :

!/ . T_ o~ x —T
( T ) sinhx — 2 cosh x Cf— —x &

(sinh z)? B (sinh z)? ’
donc P 1, P, P11 se voient a I’ceil nu.
Si, au niveau k, la formule est satisfaite :

( 7 )(k) = > _wejen € Pry(x)

(sinh z)k+1

sinh x

sinhx

une dérivation supplémentaire :

. (k+1) . (k)N /
sinhz sinhz

[ X<k J€° Prj(x) + e P j(z)] sinhz — (k+1) coshz [ 371, * Prj()]
(sinh z)k+2

Y ier 3¢ (55) Prg(@) + X e @ () P y(@) = (k+1) 300 @7 (55—

x

) Pr.j(z)

(sinh x)k+2
_. 2 ikt €7 P (@)
(sinh z)k+2
montre, apres une réorganisation des termes qui n’a pas besoin d’étre soigneusement expli-
citée, que cette formule générale est aussi satisfaite au niveau k + 1.

(d) Afin d’obtenir — € (R), il s’agit de faire voir, pour deux entiers quelconques

sinh
(k)
0= lim xf(_x ) .
|z|—o00 sinh x

k>0etl>0,que:
Puisque cette fonction —— est paire, il suffit de regarder lim,_, .
Or grace a la formule de la question (c) qui précede, en posant :

ko‘ = deg Pk,j;
d’ou pour certaines constantes 0 < C, ; < 00 :

| P j(z)| < Chya® (YzeR, |jI<k),

o T (k)
sinh z

et sachant qu’au dénominateur, le terme (69”)'“rl domine tous ceux du numérateur, la limite
lorsque © — oo du majorant de droite vaut 0, ce qui conclut.

il vient :
elkj pJT
¢ Z‘j‘gk de e

(ez_2efz)k+1 ?

0 < S

(e) Deux intégrations par parties, et une utilisation de 0 = lim,_,o, e Az

fournissent le résultat :

/ reMdr = {x—e’\”’} —/ 1= eMdx
0 A 0 o A

1 [e. 9]
20—0—[—&%} +0
20,

= lim,xe

1

A2
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(f) On majore, pour x € [0, 00| :

N—1
|hN($)| < .TZ(Z (142n)z

n=0

:mem[1+e x+__‘+6—2(N—1)x]
711_6—2Noc

I gy
L1

< ze T o

La fonction-dominante ainsi obtenue, continue sur |0, co[, est aussi continue en 0, puisque
—2 — ~ Z ~ Llorsque v ~ 0, et elle est de sucroit intégrable a ’infini, grice au facteur
l—e—=4% 2x 2

e~ . Le théoreme de la convergence dominée de Lebesgue s’applique donc pour donner le

résultat.

(g) Calculons en effet :

f() = / e~ f (1) da
— = —2in€x z d
/oo c sinh z v
_ /Oo (6—2m§x+e2m§x) 2re” du
0 1—e 2
e.) e_x
=4 /_OO cos(27r£x)xmd;c
[ (S
0 n=0
[Question (f)] =4 Z / z cos (2m€ x) e (127 gy
n=0 0
= 4Re (Z / xe(ing—l—Qn)xd:p)
n=0 0
Quest AR N 1
= e
[Question (e)] 2 (2n . Zzﬁg)

- 1
= 2
— ( 2n—|—1—227r§) * (2n+1+i27r§)2>

[e.9]

(2n +1)? — (27€)?
4 .
Z_; ((Zn +1)2+ (27?5)2)2

Exercice 4. (a) En effet, d’aprés un théoréme du cours, la transormée de Fourier établit
un isomorphisme — isométrique pour la norme L? d’ailleurs! — de .#(R) sur lui-méme,
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d’inverse donné par la méme formule qui change seulement le signe dans I’exponentielle :

M@:/ ae) e e

—00

etcomme v € €.°(R) C (R), onabien u € .7 (R).
(b) Le changement de variable :

N dy
Yy = bk(x—f) d’ou dr = b—k,
permet de calculer :
[ ute-g)i = [ uw
_ i > u( )efZifrOyd
- bk - y y
_ u(0)
= =
0,
bk
(¢) Le méme changement de variable — attention a I’exposant de b! — donne :
o0 1 o0
| @-9utre-9)ar = 5 [ yutmn

Mais comme une différentiation par rapport a 7 — justifiée, car I’intégrande appartient a
I’espace de Schwartz, donc décroit tres vite a I’infini — de u(7) ci-dessus donne :

u(r) = —2in / yuly) e " dy,

en posant 7 = 0, il vient :

donc au final :

car v = 0 dans un voisinage de I’origine.

(d) 11 suffit de remplacer f(x) par les trois termes en lesquels elle se fragmente, et d’ob-
server que les deux premieres intégrales ainsi obtenues s’annulent en vertu des deux Ques-
tions (b) et (¢) qui précedent.

(e) En effet, comme R(x,&) = o(|x — ¢
[z —¢ <6 = |R(z,9)| < el —¢],

J,onaVe > 0,36 > 0tel que:
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ce qui permet de majorer :

’4&5 u(bf(z —¢)) do

E+9
< [, IR@ol (- 9o

—0

£+
< - Wiz —¢))|d
5/6—6 |z —&] - [u(bF(z —€))| d
<e [ lo-gulta-9)|d

o0

€

[Poser y := b"z — b*¢] = ly| - [u(y)| dy.

—00

(f) Observons tout d’abord que la fonction z — (z — £)* u(b¥(z — €)) est bornée sur R,
puisque la fonction u € .%(R) appartient a I’espace de Schwartz :

Teaﬂé(}yu y)| < oc.

En insérant quelque peu artificiellement (et astucieusement) le nombre neutre :

(z—¢&)°
(x = &)

dans I’intégrale a estimer, nous pouvons majorer :

’ /x§>a R(w. &) u(b'(z =) d

1 =

:'/m.>5 S - Pt ) do

[Insérer b*] =

ggz

o sup {@Wm—@fuw%w—sn}/

le—€|>3 2—€|>0

L max |y’ u(y)| - /| [, Ol dx

b3k yer eg>s T — &3

N

N

(g) Commengons par observer que la fonction-reste = —— R(z, £) croit de maniére au plus
affine a I’infini, puisque f est supposée bornée :

[R@,0)| = [£@) = (&) + (&) (z &)
| f(x)| + constante + constante |z — &|

<
< constante + constante |z — &|,

et comme :

&l o - Su Fla — T
/|xg|>5< — V=) u(' e —€)d

| R(z, &)

|z — &P
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nous obtenons, en revenant a la question (d), que :

b%/ fl@)u(®(xz —¢€)) da

[ R e - o) do

[Découper] = [p?* {/ / ]
|x—&|<6 |lz—&|>6
b | R(z, &)
[Questions (e) et (0] < 8/ \y| u(y dy+ Y u ) ) / A5
I = O . =
0< constante < oo 0< const;rfte(d) < oo

1
= e constante + o constante(9),

et donc, si k > K(g) > 1 est assez grand, le majorant de droite peut étre rendu arbitraire-

ment petit.

(h) Comme 0 < a < 1 et comme |cos| < 1, la série converge normalement, donc unifor-
mément, ce qui justifie I’interversion de I’intégration et de la sommation infinie :

[ routa-oye = [ (i ) - )
— nf; a” {/Z Xy (B (2 — €)) da + /Z 2y (b (2 — €)) da |,

et il s’agit de calculer les intégrales, pour n € N> (noter le £) :

/ u(bk(x _ 5)) pE2imbh e g0 / u(y) 6ﬂ:2i7rb”(blk+§) @

e:ﬁ:22’7rb” I3 )
[Poser y = bz — b*¢] = / u(y) e £2im b dy
—00

pE2mE pn
B G

pE2imb" ¢ pn
-\ Fw)

et puisque suppv C ]%, b|, le résultat vaut toujours 0, excepté dans I’unique cas ot ¢’était
le signe ‘—’ dans I’exponentielle (deuxieme somme) et ou £ = n, donc :

/ . L 6—217rb’“§
f@)u((z—¢&))de = a o v(1)

—9imbk
6217rb§

bk
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(i) En effet, si f était dérivable en &, la Question (g) forcerait :

0 = lim b* /_OO f@)u(®*(z =€) da
k

k—o0

p2k a o2k €

= lim
k—o0 bk
. _9s-bk
= lim (ab)*e 2" ¢
k—o0

= klim <quantité(k:) de module > 1)
—00

= tres impossible !
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15. Examen 8§

Exercice 1. On travaille sur R? = ]0, oo[. Soit un exposant p avec 1 < p < oo, et soit
I’exposant conjugué q défini par % + % = 1. Soit f: R% — R une fonction mesurable. On
suppose qu’il existe une constante M < oo telle que :

/ " f@) o) da

pour toute fonction g € LI(R* ) avec | g]zs < 1.
L’ objectif est d’établir que f € LP(R%) et que | f|zr < M.
(a) Que dire lorsque f = 0 presque partout ? On suppose dans la suite que f Z 0, presque

<M,

partout.
Pour n > 1 entier, on introduit :
p
[/ (@)P si0<zxz<netl<|f(x) <m
ha(z) = 1 fl2)
0 sinon.

Montrer que :

(Iel)" = | @) < not.
10,n]0{|fI<n}

(b) Montrer qu’il existe n; > 1 tel que :

0 # Hh”HLq (Vn>=n1).
(c) Pour n > n4, on pose :
Iy,
gn = )
[ 2

Montrer que :

1/p
(/ !f(x)}pdx) < M.
10,n]0{|fI<n}

(d) Montrer que | f|zr < M.

Exercice 2. On dit qu’une fonction réelle f définie sur R de classe " est a croissance
lente s’1l existe une constante ¢ > 0 et un entier naturel N tels que pour tout z € R, on a:

f@)] < e(1+a2)".

(a) Soit f € €>°(R) a croissance lente ainsi que toutes ses dérivées f’, f”, f", ..., et soit
g € Z(R) dans I’espace de Schwartz, c’est-a-dire g € € *°(R) satisfait :

|I‘im !xpg(q)(:c)| =0 (VpEN, VgeN).
T|—00

Montrer que le produit f g € .#(R) appartient encore a 1’espace de Schwartz.
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(b) Soit une constante fixée a € ]0, 00| et soit une fonction ¢ € .#(R). Pour £ € R, on
pose :

P(E) = /°° Me*%”gw dr ().

oo @ — 2iTX

Montrer que ¢ € .(R). Indication: Observer que la fonction lisse z — i , ainsi que

a—2iTx)
toutes ses dérivées, sont bornées sur R.
(c) Montrer que v satisfait 1’équation différentielle ordinaire ¢ + ay = ¢.

(d) En déduire que pour tout { € R, on a:

3 ~
v = e [ e dis)as

—00

(e) Vérifier que pour tout x € R, on a:

F (e 101(6) ) (@) =

Dans I’espace de Shwartz, on rappelle les définitions de la transformation de Fourier et de
la transformation de Fourier inverse = conjuguée :

F© = [~ fwer i« F @ = Flow = [ g@ e

[e.9]

1
a— 2imx

(f) Retrouver alors le résultat de la Question (d).

(g) On suppose maintenant que ¢ € L*(R). Vérifier que I'intégrale (x) est bien définie,
puis, montrer que I’égalité de la Question (d) reste vraie dans ce cas.

Exercice 3. Soit un exposant réel 1 < p < oo. Soit une fonction mesurable positive :
K: Ry xR} — R, U{oo}
(r,y) — K(z,y),
qui est homogene de degré —1, c’est-a-dire vérifie :
K(az, ay) = § K(z,y),

pour tous z,y > 0, quelque soit o > 0.
On suppose de plus que :

C = / K(x,l)xii dr < oo.
0
(a) Avec I’exposant conjugué q de p, défini par % + é = 1, montrer que :
/ K(Ly)y 7dy < oo.
0

(b) Soit une fonction mesurable positive f: R — R, U {oco}. Montrer que :

/ K(w,y) (2)° f(a) dady = C (|| £],,)"
R xR*
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(¢) Pour tout couple de fonctions mesurables positives f, g: R} — R, avec f € LP(R*)
et g € L9(R% ), montrer que :

L., K 1@ o) dedy < C 17l ol

< 0.

Indication: On pourra écrire :

1 1 1
K(w,y) = [K@y)] (K@) (2)7 (2.
(d) On suppose dorénavant que les fonctions f, g définies sur R’ sont a valeurs dans

R = {—00} UR U {00}, i.e. ne sont plus forcément positives.
Montrer que I’application G': R} — R donnée par :

) / " K(a,y) fla) de,

est définie pour presque tout y € R, et est mesurable sur R .
(e) Montrer que la fonction :

y — Tf(y / K(z,y) f(x)dx,

est mesurable.

(f) Montrer que pour toute fonction f € LP(R* ) et pour toute fonction g € L(R?Y ) avec
lglze < 1,0ona:

/0 T/@)| 1) dy < C[f]s

(2) Montrer que |T'f|,, < C'|f]e- Indication: Utiliser un exercice qui précede.
(h) Montrer que si f € L*(R%), alors :

Tf(y) =

est défini pour presque tout y > 0, et que :

~ f@)
o Tty

bl

(i) Soit f € L*(R%). Montrer que I’on peut définir, pour tout s > 0 :

F(s) := /OOO e f(u)du

(j) Montrer que s — F(s) est continue sur R7..

(k) Etablir que :
| Irefas < x [ i
0 0

Indication: Commencer par écrire I’intégrale fooo |F(s)|? ds sous forme d’une intégrale triple,
puis, appliquer ce qui précede.
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16. Corrigé de ’examen 8

Exercice 1. (a) Lorsque f = 0 presque partout, tout est vrai gratuitement, car [ fg =0 =

[ /] ze-

Avec f # 0 presque partout, si 0 < z < netsi0 < |f( )] <m,ona:

q |f( )[P — )P
|h%(x)| |f< ) 4"f | "‘f( )‘7

et autrement, on a h,,(x) = 0.

Par conséquent :
(Ille)" = [ o o
0

= / ‘f(ac)‘p dx
10,n]N{|f|<n}

< nP-n.

(b) Comme f n’est pas identiquement nulle presque partout, il existe ng > 1 tel que f
n’est pas identiquement nulle presque partout sur |0, ng]. Ensuite, il existe n; > ng tel que
la troncature de | f| & hauteur n; n’est pas identiquement nulle sur |0, ng] C 10, nq].

Donc nous déduisons que h,, # 0 presque partout sur |0, n;], et enfin nous avons bien
h,, # 0 presque partout sur |0, n], quel que soit n > n;.

(c) Visiblement, | g, |z« = 1, donc pour n > n, I’hypothése principale s’applique :

L/1 sz)gnct)d$
0
oo hn(x)
JARCT
Lf (@) [P
_ Mo’n}ﬂ{m@} f(x) () dx’
“hn”Lq
p
= Jomntisieny |f ()| da
N 1
(Sosioisien |F@)IP d)™

o 1/p
ioion -(/ )P
10,n]N{| fI<n}

(d) Comme pour n > ny, la suite d’ensembles mesurables :
10,n] N {|f| <n} = E,,

M

WV

[Question (a)]

est croissante, de réunion :
10,00[= U E,,

n=ni
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le théoréme de convergence monotone, appliqué a la suite de fonctions 1, - | f|P, donne :

1/p
/s = ( /] | |f<a:>\"dx)

1/p
= lim (/ ‘f(a:)‘%lx)
e N\ Jjonln{| fl<n}

[Question (¢)] < M.

Exercice 2. (a) Puisque f et toutes ses dérivées sont a croissance lente, pour tout j € N, il
existe ¢c; > 0 et IV; € N tels que pour tout x € R, on a:

‘f(j)($)| < cj(1+x2)Nj.

Comme le produit f g € €°(R) est ‘gratuitement’ lisse, il s’agit de démontrer que pour
tous (p,q) € N>, ona:

Pour tout z € R, calculons :

2 (f9) ()] < )

Mais comme g € .¥(R), on a par définition :

lim ‘:L’szg(q*j)(x)} = 0.
|x|—00

De I’inégalité ci-dessus, nous déduisons enfin :
lim |xp(fg)(q)(m)‘ = 0.
|z|—00

(b) La fonction rationnelle g définie sur R par :
1
9(x) = a— 2iTx

est de classe €°°, et a croissance lente car bornée sur R ainsi que toutes ses dérivées d’ordre
quelconque ¢ > 0 :

(9) — |ﬂ‘ = 4 2w
9] ‘q. (a — 2irx)’ ' (a2—|—47r2:172)%
‘2q7rq
< ¢! Rt

Gréce a la question précédente, la fonction f, définie sur R par f(x) := ¢(z) g(x), appar-

tient a . (R).
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~

En outre, la transformation de Fourier .# est un automorphisme de .7 (R), donc ¢) = f
appartient a . (R).
(c) Pour z € R et pour £ € R, posons :
¢(‘T) —2iméx
x,§) = ——e .
f(@,¢) a— 2imx
e Pour tout £ € R fixé, la fonction x — f(x, ) est intégrable sur R, car ¢ qui appartient
a 'espace de Schwartz est trivialement intégrable, et car la fonction x —— e~ 2imte
est bornée.

e Pour (presque) tout z € R, la fonction £ — f(z, ) est de classe €' (en fait €>°) sur

R.
e Enfin, comme z — =37 ¢~27¢" et bornée, pour tout { € R et pour (presque) tout z €

R, on a la majoration par une fonction-dominatrice intégrable indépendante du parametre

&

a—2imx

of | 22w g,
2@ 0| = | g T 9)

< Clo(a)].

D’apres le théoreme de dérivabilité des intégrales a parametre, nous en déduisons que
est de classe € sur R, et de dérivée :

H(E) = / T DUy e gy

o @ — 2iTX

Enfin, presque sans calcul, il est rapidement visible que :

W) +a(e) = /

—00

= / P(x) e dy
= ()

[e.e] o

—2iTx —2ire a —2i
in€x g i€ d
a— 2iTx d(z)e T / a— 2iTx d(z)e *

—00

-~

(d) La solution générale de 1’équation différentielle /(&) + ay(&) = ¢(&) est :

v = (4 [ e B)as) )

ou A est une constante complexe, que nous devons déterminer.
Comme ¢ € . (R), nécessairement :

0
A= /e“sa(s)ds,

sinon en faisant tendre £ — —oo dans (x*) ci-dessus, nous aurions :

lim [(6)] = oo,

£——o00

ce qui serait absurde, puisque ¢ € . (R).
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Ainsi, nous concluons bien que :

(e) Pour = € R fixé, on calcule sans peine :
0

1 S
— |:— efaf e217r§m

—a + 2Tz £=0
B 1
- a—2inx’
(f) Comme la fonction :
B 1
9(x) = a— 2imx

appartient 2 L?(R), et comme .# o .% = Id dans LL?>(RR), nous obtenons :

F(9)(€) = €™ Lo.(6),

presque partout en £ € R.
D’autre part, puisque . (R) C L*(R), la fonction ¢ appartient trivialement a L?(R).
En remarquant alors que :

V= dg = b%7,

nous en déduisons donc, pour tout £ € R, que :

¢@w:[ 3s) € 10 (€ — 5) ds
3

= e“’:/ e’ (E(s) ds.

(g) Si¢ e L*(R), alors g p € L'(R) grace a I'inégalité de Cauchy-Schwarz :

19601z < N90 2y 190 2y
< 09,

car:
1

2
()" < a? + 472 g2’
est intégrable sur R.

Donc la fonction 1) est bien définie sur R et appartient 2 °(R).

En outre, en appliquant de nouveau la transformée de Fourier de la convolée, nous ob-

tenons 1’égalité de la Question (d).

Exercice 3. (a) En posant x := i, nous obtenons :

> _1 o 1dx
/ K1, y)y qdy:/ K(1, %)xq—Q
0 0

i
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Comme K(l, %) = K(% x, % 1) =z K(x,1),il vient :

o0 o 1d
/ K(l,y)y_‘l*dy=/ v K (1) s =
0 0 z

= / K(m,l)xifl dx
0

:/ K(x,l)x_%d:c
0
=C < o0

(b) Puisque K et f sont a valeurs positives, le théoreme de Tonelli permet d’évaluer cette
intégrale a valeurs dans R, U {oo} sur I’espace produit R* x R* comme itération d’inté-
grales sur R? :

/RUR* K(z,y) (£) f(2)P dedy = /OOO (/OOO K(z,y) (g)idy) F(x)P da

[t == ] :/O (/0 K(x,tx)t‘éxdt) f(z)Pdx

[Homogénéité] = / (/ % K(l, t) tag dt> f(x)Pdx
0 0

- /OOO(/OOO K(1, t)tMt)f(x)Pda:

-~

=C<o0
p
= ¢ (|17])
(c) Grace a I’indication, nous pouvons faire appel a I’'inégalité de Holder :

[ Ky i@wdsdy = [ K@ ()7 @) K (2)¥ gly) dody
(R% )2 (R% )2

FeRIt

< (/ K(z,y) ()" f(fv)pdfvdy> (/ K(z,y) (£)* g(y)? dxdy)
(R})2 (R7)?
[Question (b)] < Cv 1 £] e (/ K(z,y) (£)" g(y)° dxdy)
(R})2
[Analogue] < C7 [l € lglio
= C|flze lglze
< Q.

(d) Le théoreme de Tonelli appliqué a

f| eta|g| donne, d’apres la Question (c) :

[ K 0 s dady < C1olos ol

+
< oQ.

Le théoreme de Fubini, appliqué a la fonction de deux variables :
F(r,y) == K(z,y) f(z) 9(y),
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intégrable sur le produit R x R?, énonce alors que la fonction-tranche :

y — K(z,y) f(z) g(y) dz

R3

= G(y),
est définie pour presque tout y € R*, et la ou elle n’est pas définie, nous pouvons tout
simplement la prolonger par 0, et obtenir ainsi une fonction mesurable sur R .

(e) Nous venons de dire que ¢(y) 7' f(y) est mesurable pour toute fonction g € L9(R? ). Il
suffit alors de prendre une telle fonction qui n’est jamais égale a 0, par exemple :

{1 pour 0 <y <1,

9o(y) == 41

" pour 1 < v,
qui appartient bien a L9(R* ), d’apres le critere de Riemann || loo y—lq dy < oo, puisque 1 < q.
Ainsi :
y — 90y) TS (),
1

est mesurable, et comme o) est aussi mesurable, comme le produit de deux fonctions

mesurables et encore mesurable, nous concluons bien que :

Tf(y) = 5 90w Tf(y),

est mesurable.

(f) Maintenant que nous savons de Marseille que 7' f (y) existe et est mesurable, nous pou-
vons de Toulon reprendre le méme calcul de Fubini-Tonelli pour voir que :

[t = [ [ s @i

< [T [ wwais@ld) i

[Question (c)] < C|flze |9l zs
< C|f]re-

(g) L’Exercice 1 (d) a démontré que I’inégalité obtenue a I'instant établit que T'f €
LP(RR%), avec en bonus I’inégalité :

l9(y)| dy

|75 < ClSle.

Ainsi, T': LP — LP est un opérateur linéaire borné, c’est-a-dire continu.
(h) Ici, p = 2 = q, et la fonction :

K(z,y) = part

est bien homogene de degré —1 :

K(az, ay) = S . lK(Jl:,y).

ar+ay - ax—i—y a
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/Ka;l
/ 1 dx
T Jo 1l E

S
It := V] _/0 241

= [2 arctan t}

De plus :

x2da:

o

0
= T.

Gréce aux questions qui précédent, pour toute f € L*(IR% ), nous pouvons définir :
Tfy) = ()
o Tty

pour presque tout y > 0, et T'f, prolongée par 0 1a ou elle n’est pas définie, appartient a
L*(R%).
Enfin, f — T'f est un opérateur linéaire borné de L?(RR* ) dans lui-méme :

Tl < mlf]e-

(i) Lexistence de F' résulte de I’inégalité de Cauchy-Schwarz, car :

/OOO e f(u)| du < (/Ooo ff?s“du);(/ooo |f(u)‘2)%

= L |fle
< Q.

dx,

(j) Prenons a > 0 arbitrairement proche de 0. Clairement, I’application s — e*“ f(u)
est continue sur |a, 0|, et elle est dominée par :

e ()] < e f(w)].

La méme application de ’inégalité de Cauchy-Schwarz, sur |a, oo :

/ ‘fsuf ‘du\/ ‘7auf ‘du

g/oo‘—auf ‘du
0

([ ) ([ vora)

= =l
< 00,

montre que cette fonction-dominatrice est intégrable sur |a, oo[. Le théoréme de continuité

des intégrales a parametres, qui repose in fine sur le théoreme de convergence dominée de

Lebesgue, s’applique donc et offre la continuité de s — F'(s) sur |a, o], et enfin sur :
10,00[ = U Ja,o0[.

a>0
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(k) La fonction F' étant continue sur R* , elle y est donc mesurable, de sorte que I’intégrale
J5° |F(s)|* ds a un sens, et donne un nombre appartenant 2 R U {oo}.
Ensuite, calculons :

/Ooo F(s)2ds = /Ooo |F(s) F(3)| ds
[ o) (| sad) e
[ (e e) ([ e
[Fubini-Tonelli] = /(1)2 (/0 e e ds) |f(w)] | f(v)| dudv

N /(]R*)2 u+v‘f( u)| [ f(v)] dudv

:/0 (/0 %dv)V(U)Mu.

En utilisant les notations de la Question (h), nous reconnaissons :

TIf|(u) = / T,

u+v

donc nous obtenons :
[P s < [ i )
0 0

d’ot en utilisant I’inégalité de Cauchy-Schwarz :

[ iretas < ([ imisef du)l ([ rf<u>|2du)é

= 17U 2 1l e

Mais nous avons vu a la Question (h) que :

IT1f1],- < Il 2 = 1£]c2s

donc nous atteignons :

/0 F(s)P ds < = (If]2)*

ce qui établit que ' € L*(R%), et que | F| 2 < /7 | f] L2

Nous avons ainsi construit une application linéaire A: L*(R%) — L*(R%) définie
par A(f) := F, continue car de norme d’opérateur |A|| < /7 finie, que I’on appelle la
transformation de Laplace dans L*.



17. Examen 9 363

17. Examen 9

Exercice 1. Soient deux fonctions (Lebesgue-) intégrables sur |0, oof :
f e LYRY) et g € L'(R%).

On considere la fonction définie sur R* x R par :

(w,y) — Flz,y) = g(2).

(a) Montrer que, pour presque tout z > 0, la fonction y — % g(%) est intégrable sur

10, o], puis, justifier que la fonction f g définie (presque partout) par :

Frat) = [~ 1wa)%,

est intégrable sur |0, col.
(b) Montrer que f * g (x) = g * f (x), pour presque tout = > 0.

(¢) On suppose dorénavant que g est continliment dérivable sur R, y compris (a droite) en
0, et qu’elle est identiquement nulle en-dehors de I’intervalle [0, 1]. Montrer 1’inégalité :

‘F(Iay)‘ < ”9"%’0 ‘féy)l l[x,oo[(y) (zeRY, yeRY),

ol [glgo = max [g()[ < oc.

(d) Montrer que f * g (x) existe pour fout x > 0, pas seulement pour presque tout x > 0.
(e) Etablir que f * ¢ est continiment dérivable sur 10, oo/. Indication: Fixer a > 0 arbitraire-
ment proche de 0, et travailler d’abord sur |a, co[. Imiter la Question (c) avec H J H%O < 0.

Exercice 2. L’objectif est de définir un opérateur 7' par la formule :

Tg(z) = /ﬂ{ewy4g(y)dy

avec = € ]0, 00], et de déterminer certaines de ses propriétés. Les fonctions g considérées
sont a valeurs réelles dans R = {—oo} UR U {o0}.

(a) Quand g est mesurable a valeurs positives :
g: R — Ry U{oo},
justifier que T'g(x) existe dans R, U {oo}, pour tout z € [0, oo|.

(b) On suppose g € L' (R, R) intégrable, a valeurs dans R = {—o0o0} UR U {oo}. Montrer
que z — T'g(x) est continue sur [0, co].

(¢) On suppose que g € L'(R, R) est intégrable. Montrer que = — T'g(z) est de classe
€ sur )0, ool.
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(d) On suppose de plus que g € L! (R, R, U {oo}) intégrable est & valeurs positives. Etablir
I’équivalence :

<y — y* g(y) est intégrable sur R) — (x — Tg(x) est € sur [0, oo[)

Dans cette circonstance, que vaut la dérivée a droite 7'¢’(0™) ? Indication: On pourra appliquer
le fait classique suivant de théorie des fonctions — admis ici car conséquence aisée du
théoreme des accroissements finis. Si une fonction a valeurs réelles ¢ définie sur [0, oo
satisfait :

e ¢ est continue sur [0, co|;
o pest €l sur]0,00;
o lim ¢'(z) =: { existe dans R ;

alors ¢ est €' sur [0, o[, de dérivée a droite en 07 :

S04 — fim 2@ =00)

2230 z—0

pu— ,€7

égale a cette méme valeur /.
(e) Avec g: R — R mesurable, on suppose maintenant 1’intégrabilité sur R de :
y — 579(y).

Montrer, pour presque tout x € |0, oo[, que la valeur de T'g(x fR —y! g(y) dy est bien
définie et finie dans R, puis, montrer que x — T'g(x) est 1ntegrable sur |0, oco[. Indication:
On pourra commencer par montrer que :

/ ( [ |g<y>\dy) iz < oo
10,00( R

(f) Soient les deux espaces vectoriels :

E = {g: R — R mesurables: |g|z := / yi4|g(y)|dy < 00}7
R

F o= (20,0 R). |-]).

Vérifier rapidement que | - |z est une norme, puis, déterminer la norme d’opérateur || 7|
de:

E — F

g — Tg.

(g) Soit g € LP(R), o 1 < p < oo. Montrer que 7'g(x) a une valeur bien définie et finie
€ R pour rout x € |0, o0|.

(h) Déterminer une constante C' explicitement en fonction de x, p, A := fR e~*" dz satis-
faisant :

Tg(@)| < Clglss.

Exercice 3. Par convention, la transformée de Fourier d’une fonction Lebesgue-intégrable
¢ € L'(R) sera notée de maniére équivalente :

_ / T b(w) e dy ou F(4),
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tandis que la transformée de Fourier (généralisée) d’une fonction ¢» € L?(IR) (qui n’appar-
tient pas forcément a L' (R)), sera toujours notée :

F ().
(a) On suppose données deux fonctions f,g € L*(R) a valeurs complexes de module au

carré intégrables.
Montrer que la transformée de Fourier fg du produit f g existe, et est donnée par :

fao) = [ " ) he(@) e,

ou I’on a posé :
he(z) == & gla).

(b) Etablir que, pour presque tout y € R :

F(he)(y) = lim / he(t) 27 d neNou).

n—oo

Indication: On pourra commencer par vérifier que 1;_,, | - he appartient a L' (RR).
(¢) Montrer que, pour presque tout y € R :

F (he)(y) = F(9)(€ —y).

(d) Justifier que :
| f@k@e = [ 0w FTI

(e) Etablir, pour deux fonctions f, g € L?*(R) quelconques, la formule :

F(f9)&) = F(f)* F(9)(&),
pour fout £ € R.
(f) On suppose maintenant que f € L'(R) et que g € L*(R). Etablir que :
F(fxg) = F(f)F(9).

Exercice 4. On travaille sur un sous-ensemble mesurable £ C R?, en dimension d > 1.
Soient trois réels p,q,ravec 1 < p,q,r < ocoet:

1 1 1

—+-—1=-.

P q r
Un premier objectif est de démontrer que, pour f € LP(E)etg € L9(FE),ona:

L1l lslay < (1flwe) ™ (o) ([ \f(y)}plg(y)\qdyy

(a) Que dire lorsque p = q = 17? Ensuite, en supposant p = 1 et ¢ > 1, montrer cette
inégalité. Que diresip > letq=17?
(b) Lorsque p > 1 et q > 1, apres avoir vérifié que r > p et que r > g, montrer que :

[t < (L1707 ([ i)

ou I’on integre toujours sur F par rapport a dy.
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(c) Lorsque p > 1 et q > 1, atteindre le premier objectif, i.e. établir I’'inégalité énoncée au
début de cet exercice.

(d) Soient maintenant p,q réels avec 1 < p,q < oo tels que % + é > 1. On travaille
dorénavant sur E := R?. Le deuxi¢me objectif concerne la convolution.

Pour = € R%, on consideére :
frglz) = ) flz —y)g(y)dy.
R

Lorsque ¢ + ¢ = 1, justifier que la valeur f * g(x) est définie pour tout z € R, et que
f*ge L, avec:
1f# gll e < 1 f 2o lglza-

(e) Toujours sur £ = R%, on suppose dorénavant que é + é > 1. Soitleréel 1 < r < o0
avec % + é —1= % comme dans la Question (a). Vérifier que :

(#1101 @) < (1710)" " (Lalee) ™" (1P # 191 (@):
) Etablir que la convolution :
Frot) = [ 1w=v)gtdy

est définie pour presque tout z € R,
(g) Montrer I’inégalité :

[ /9]

o < A flze lglze-
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18. Corrigé de I’examen 9

Exercice 1. (a) Cela résulte du théoreme de Fubini-Tonelli appliqué a la fonction F'. En
effet, vérifions que sur R’ x R, I'intégrale de sa valeur absolue est finie :

o PPN = [ |50
- /R ( /R a(%)

t - /H; (/R |9(u)\ydu) L g,
([, o) (1, i)

"
= lgler -1/
< o0.

dx dy

Lf (@)l

*
+

Cela prouve que la fonction (z,y) — % 9(%) estintégrable sur R, x RY,.,
Le Théoreme de Tonelli garantit alors que, pour presque tout x > 0, la fonction-tranche
Yy — % g(%) est intégrable sur R* , et par conséquent, pour ces presque tous x > 0, la

convolution sur le groupe multiplicatif R? :

Frate) = [ sa(;) %

est bien définie.

Enfin, a nouveau grace a Tonelli, en prolongeant la convolée f * g par 0 1a ou elle n’est
pas définie, nous obtenons une fonction qui est intégrable par rapport a x sur R*, cf. le
calcul ci-dessus.

(b) Pour chaque z tel que I'intégrale définissant f x g (x) est convergente (donc pour
presque tout x > (), au moyen du changement de variable :

X
57
nous obtenons la commutativité :

Frat) = [ fa() %
- [ 1@ (- 2)

Vo= d’ou : logv = logx —logy, puis : &= A
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(c) Clairement, g(%) = O saufsi 0 < =z < y. De plus, comme g est continue sur R, et
identiquement nulle sur [1, ccol, elle est bornée sur R, et donc |g

o < oo. Enfin :

P = lo(z)] L2

< Jgleo Lo (y) L2

Y

(d) Comme pour fout x > 0 fixé, on peut majorer grace a I’inégalité qui précede :

< [gleo X / F()] dy
o L - d
ol / ()] dy

w0 3 1fl

< g

= |g
< 00,

I’intégrale qui définit :

[ :/OOO Fle,y) dy,

est absolument (donc Lebesgue-) convergente.
Ainsi, f * g (x) existe bien pour tout x > 0.

(e) La fonction F'(z,y) = % g(i) est continiment dérivable par rapport a x, avec :
L F(z,y) = %9’(5) @>0,5>0).

Fixons donc a > 0, arbitrairement proche de 0. Clairement, ¢’ (%) =0,saufsi 0 <z < v,
donc :

2 P,y)| < L2 '] g0 1o )
Ensuite, en restreignant les valeurs x € ]a, oo[, comme :
['T7 OO[ C [a7 OO[ - l[ac,oo[(y) < 1[a,oo[(y)7
nous obtenons une majoration par une certaine fonction-dominatrice :
2 F(a, y)’ < g/l oo T 10 ()
=: G(y),
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cela, pour tout x > a et tout y > 0. Or cette fonction-dominatrice positive est intégrable,

car .
> / > |f
/0 Gly)dy = ||g %o/a /)l ;i”' dy

< g0 / 1£()] dy

< g’ goi/o | f(y)| dy
< gl o2z 11
< Q.

Le théoréme de dérivation sous le signe intégral assure alors que f * g est continiment
dérivable sur |a, co.

Enfin, comme cela est vrai pour tout a > 0, notre convolée f * g est en fait continlment
dérivable sur :

U Ja,00[ = 10, 00],

a>0
avec la formule attendue, valable quel que soit x > 0 :

o0

(f*9) () =/ g (2) dy.

0

Exercice 2. (a) Puisque y —> e~ %" est continue donc mesurale, y — e~ *¥" g(y) est
également mesurable positive, donc la théorie de Borel-Lebesgue développée en cours pour
intégrer les fonctions mesurables positives garantit que fR e~y g(y) dy existe bel et bien
dans R, U {o0}, avec une valeur éventuellement infinie.

(b) Comme ‘e*”’4| < 1car x € [0,00], il est clair que la fonction mesurable y —
e~ oy g(y) admet la fonction-dominatrice intégrable indépendante du parametre x :

e g(y)| < lo()],

donc T'g(x) existe pour tout z € [0, oo[, avec une valeur réelle finie T'g(x) € R.

De plus, pour presque tout = € [0, o[ (pour lequel g(y) € R est une valeur finie, non
égale & —oo ou 00), la fonction z — e~ *¥" ¢(y) est clairement continue.

Par le théoreme de continuité des intégrales a parametre, nous concluons bien que 7'g
est continue sur [0, co|.

(c) Fixons 6 > 0, arbitrairement proche de 0. Pour presque tout y € R fixé, la fonction
z— e~ "V g(y) est €' sur |6, oo, de dérivée :
v —e " ytg(y),
Or la fonction :
y s eyt
est continue sur R, de limite 0 lorsque y — 400, donc elle est majorée sur R tout entier :

sup ‘6_594 yﬂ =: Ms < oc.
yeR
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Ainsi, nous obtenons une fonction-dominatrice de la dérivée partielle de I’intégrande par
rapport au parametre :

| — e =yt g(y)| < e vt g(y)|
<

M;s|g(y)l,

qui est indépendante de ce paramétre x € |9, oo|.

Par le théoreme de dérivation des intégrales a paramétre, T'g est €’ sur |4, oo|.

Enfin, le réel 6 > 0 pouvant étre choisi arbitrairement proche de 0, nous concluons bien
que z — T'g(x) est € sur |0, oo, et que sa dérivée est donnée par la formule :

Tg'(x) = _/ eV yt g(y) dy (z €]0,00)-
R

(d) Montrons =>. Comme pour tout = € [0, o0 ettout y € R,ona:
e
| — e " ytg(y)| < y'gly),

2o sz . z N . >
le théoréme de convergence dominée, appliqué a des suites {z,,}°°, de z,, — 0, nous
donne :

lim T¢'(z) = lim /—e‘wy4y4g(y)dy
R

250 250

:/R lim (— e”“zﬁg(y)) dy

:EQO
= —/ y'gly)dy € R_,
R

cette derniere intégrale étant convergente par hypothese. Le fait classique (admis) de théo-
rie des fonctions s’applique dans notre situation pour nous aider a conclure sans effort
supplémentaire que x — T'g(x) est ¢! sur [0, oo, y compris en 0.

Quant a I’'implication inverse <=, considérons plutdt sa contraposée :
</y4g(y)dy = OO) = (x — Tg(x) n’est pas € sur [0,00[).
R

Nous affirmons qu’alors, la limite quand 2z — 0 des dérivées T'¢/(x) est égale & — oo, ce
qui montrera que T'g n’est pas €' sur [0, ool.

En effet, avec une suite {z,}>°, de x,, > 0 qui tendent vers 0, le théoreme de Fatou
appliqué a la suite de fonctions positives :

_ (_ e—:cny4 y4g(y)> (nE€Nsy),

nous permet de minorer :

liminf — T¢'(z,) = liminf / eyt g(y) dy
R

n—o0 n—o0
Fatoute ] > / liminf e ¥ 41 g(y) dy
R n—o0

= /R y'g(y) dy

= OQ,
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d’ ol :
c’est-a-dire :

(e) Il suffit de montrer que :

[ (e uia)a <
10,00( R

parce que, ainsi, on aura pour presque tout z €]0, oo| :
i
/ e "V g(y)|dy < oo,
R

et donc par définition, y — e~ vyt g(y) sera intégrable pour ces presque tous z € |0, co|.
Or comme e~ *¥" |g(y)| > 0, nous pouvons utiliser le théoreme de Tonelli :

Am[ (/R eV Ig(y)|dy) dz = /R (4,00[ e V' Ig(y)|d$) dy
S AGE NI
= /R s l9)l dy

< 00,

et cette derniere quantité est finie par hypothese. Ainsi, T'g(x) est bien définie avec une
valeur finie € R, pour presque tout z € ]0, oco].
De plus :

7ol = [ 7o)

=/ /e””y4g(y)dy

10,00( R

</ (/ e v Ig(y)!dy> dx
10,00] R

= [ Flowldy

< 00,

dx

donc T'g est effectivement intégrable, sur son domaine de définition.
(f) Dans F, I’'inégalité du triangle est claire, et :

O—ME—4#MM@7

implique bien que g(y) = 0 presque partout.
Par définition :

T
Iy = sup 1E9l2,
P ol
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et comme nous venons de voir que :

I7g],, = / Tg(r)|de < / L9l dy = lgls.

il est clair que ||7]| < 1.
De plus comme, en relisant les calculs de la Question (e), on constate aisément que cette
inégalité est une égalité lorsque g > 0 est positive, nous concluons que :

Il = 1.

(g) Soitq := ﬁ I’exposant conjugué de p, avec 1 < q < oo aussi. Pour z € |0, oof fixé,
I’inégalite de Holder donne :

1

[ iy < ( [ qdy) Il
R R
1
1 4 1 q
[(zq)Ty = 2] = e Tdz ) gL
R (rq)i

. 1 1
[A = fRefz dz < 0] = T As ”g”L"

(zq)%
< 0Q,

donc y —— e~ oy’ g(y) estintégrable sur R, et T'g(x) est bien définie avec une valeur finie
€ R, pour fout z: € 10, c0].

(h) Dans la constante qui est apparue au cours de la majoration que nous venons d’effec-

tuer, il suffit de remplacer q = -2 :

p—1
o 1 _As
(zq)%
1 —
= — AT
(2 55) 7
()T
rp

sans erreur, Monsieur 1’ordinateur !

Exercice 3. (a) Tout d’abord, I’'inégalité de Cauchy-Schwarz :

[ gl < ([ |f(w)|2dx)é ([ wtrar)’

= [ flz2 gl
< 00,
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montrer que le produit f g € L' est Lebesgue-intégrable sur R. Donc la transformation de
Fourier de f g s’obtient au moyen de la formule intégrale classique (qui a donc un sens) :

F36) = / " @) gla) e da
— /Oo f(I)Me%”fxdx
~ [ f@hdar

(b) Tout d’abord, la suite de fonctions :
e}
{tram®he®)} .
converge vers he en norme L? par application directe du théoréme de convergence domi-
née :
0= lim |he = 1y he| -

n—o0

Or, pour chaque n € N, cette fonction tronquée 1_,, ) he appartient a LY(R), grace a
une application de I’inégalité de Cauchy-Schwarz (Holder dans le cas % + % =1):

/OO ll[fn,n}(t) hg(t)‘dt = /n 1- |he(x)| dt

o0 —n

([ v ([ pora)
< Vau- o,

< 0.

Un théoreme fondamental du cours énonce alors que la transformée de Fourier .7 (h),
dans L?, d’une fonction donnée h € L2(R), est uniquement définie au moyen d’une suite
quelconque {h, }°°, de fonctions h,, € L' N L? qui convergent vers h en norme L? :

0= lim [h—h,.,

n—oo

comme étant la limite, qui existe dans L?(IR) indépendamment du choix de la suite {h,, }>°_,,

~

de la suite des transformées de Fourier h,,(y) = [ h(t) e *™" dt :

0= lim | Z(h) - h ..

n—oo

I’argument-clé reposant sur 1’identité de Plancherel vue en cours :
H¢ HL2 = H¢||L2 (p€LinL?),

laquelle, appliquée a ¢ := ﬁnl — ﬁnz pour ny,ny — 00, permet de constater que la suite
{hn} " estde Cauchy dans L*(R) complet.
Appliqué ici a h,, := 1|, ;) he, ce théoréme donne :

0= lim Hﬂ(hg)—y(y_w he)

n—o0

r2’
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ol parce que 1[_, ;) he € L', on peut écrire :

n

F (1[—n,n] hg) (y) = / hg (t) 672iﬂyt dt (y€R).

—-n

(¢) Premierement :

ﬁ(l[_nm] hg) (y) = / hg (t) 6_2i7ryt dt

= / E eziﬂ-(g_y)t dt

= / g(t) e=2mE=y)t ¢,

—n

Deuxiemement, d’apres le théoreme fondamental rappelé a la Question (b), comme :

0= lim [g—1nm9].

n—o0

on a la convergence en norme L? de :

/ g)e et g T gy —y).

—n

Donc en faisant n — oo, nous obtenons 1’égalité demandée :

9(1[_%”] hg) (v) = ffn g(t) e=2im(E=u)t ¢
F (he)(y) e F(9)E—y),

égaux

ce, pour presque tout y € R, puisque I’égalité en norme L? entre deux fonctions données
ne garantit 1I’égalité de leurs valeurs que en presque tout point.

(d) 11 s’agit tout simplement de I’identité de Parseval :

(o) = (F (), F(¥))r (pweL?),
qui donne ici :

(f; he)rz = (F(f), F(he))r2-
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(e) En synthétisant ce qui précede, on obtient I’égalité :

/ fla

[Question (d)] = B F (f) (y) ﬁ(hf)(y) dy
[Question (c)] = /_oo ﬁ(f) (y) 32(9) (6 - y) dy
= [ # D) Fe)E-v)dy
[Reconnaitre x] = F(f) x F(9)(&),

ce, pour presque tout ¢ € R, a cause du fait que la convolution * n’est en général définie
que presque partout.

Mais nous savons que & — % (f g) est continue et définie partout car f g € L', et de
plus, nous savons que .Z (f) x % (g) appartient a :

L*« L* C %,
d’apres un théoreme du cours, car % + % = 1 sont exposants conjugués.

En conclusion, cette égalité entre deux fonctions continues valable presque partout est
en fait valable partout, par continuité.

(f) Comme L'(R) N L?(R) est dense dans L?(RR), il existe une suite {g, }°°, de fonctions
gn € L' N L? qui convergent en norme L? vers g € L? donnée.
D’aprés un théoréme du cours, puisque f € L' etg, € L', ona:
f

ﬁ(f*gn) = ﬁ(f) ﬁ(gn% ou : *Gn = fg/;z

Or la transformation de Fourier .% (+) est continue L?> — L2, de norme d’opérateur
I-Z | = 1, en vertu de 1’égalité de Plancherel :

|7 ()] 2@y = 102wy (Vo€ L2(R)).
Par conséquent :

n— oo

lgn =gl ——— 0,

7(9)-

De plus, comme f € L1 a une transformée de Fourier f = .% (f) continue et bornée sur
R d’apres I’inégalité élémentaire vue en cours :

|.ﬂ‘<g() |f”L1 < o0,
la suite { gn} | converge dans L*(R) vers FFg):
176 =726 .y < 1Tlooy 16 = Z @) 2o

Par ailleurs, 1’application linéaire :
®;: L*(R) — L*R)
h — fxh,

|7 (gn) = Z(9)| ;> =

donc la suite {J gn) } | converge en norme L? vers .F

n— oo
0.
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est continue en vertu d’un théoréme du cours dans le cas p = 2 :
Hf* hHLQ(R) < ”f”Ll(R) ”h”LQ(R)

Donc en faisant tendre n — 00 :

F(f * g) = fan
L? L?
F (f*g) A ()

nous atteignons le résultat visé :
F(fxg) = F())F(9).

Exercice 4. (a) Lorsque p = q = 1, comme on a nécessairement r = 1 aussi, I’'inégalité
visée se réduit a une évidence :

1
1
/|f| |g| é 1-1- </|f|1|g|1> (=en fait!).

Ensuite, lorsque p = 1 et ¢ > 1, comme on a nécessairement r = ¢, I’'inégalité a
démontrer :

/Elﬂy)Hg(y)\dy < (||f||u - (/ 1F ()| 9() \“dy) ,

c’est-a-dire :

Lol & ([ ors) ™ ([ 1rolsrs)

s’obtient grace a une simple application de I'inégalité de Holder au produit réorganisé
astucieusement des deux fonctions :

1+ lgl = 115 - 1£1% Igl,

avec I’exposant conjugué q’ € |1, oo| de q défini par ——l—? = 1, ce qui donne effectivement :

[ 1116 = [ 1seani |
(/ (ml") )( / (\f\érgr)“)“
- (1) (f |f||g!q)

Lorsque p > 1 et q = 1, c’est la méme chose, puisque tout est symétrique a travers
[ getpe—aq.
(b) Effectivement, p > 1 implique :

1 1 1
0>-—-1=-——, d’ou: r>q,
P rq

et q > 1 implique de maniere similaire-symétrique r > p.

N
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Ensuite, en écrivant :

A1 gl = [£] gl 1A' Lol
et en appliquant (encore !) I’inégalité de Holder avec I’exposant r et son conjugué r’ = —,
nous obtenons :

it = [ 16 ol 1 o
() (oo
= (/|f|plg\q>r(/|f:'f‘g ::‘f)l_'.

1
(c) Comme I’'intégrale ( q) " est bien celle du premier objectif, il reste encore a
appliquer I’inégalité de Holder a I’intégrale restante afin de faire apparaitre || f| z» et | g| .
Apres réflexion, on trouve qu’avec les exposants (conjugués ?) :

-1 -1
S::p(r—) et SI:IM’
r-p r—q
qui sont — oui ! — miraculeusement conjugués parce que :
> 1 1
1 =—-+4-—
s ¢
r—p r—q > r r
= + — r—-1=--1+--1
p(r—=1) q(r—1) p q
1 1 1
<~ l=—-—+-—- Our!,
p q r

>“E“q)>q<r )

—la
N
S
-
1T
~lo
~_
T
T‘T
Tl
~_
o
)
T
7N
—
Na}
1T
—la

d’ol en revenant a I’'inégalité de la Question (b) :

st < ([ 1517 ”) (/|f| |g|q)

r—p

<(fur)y" ( [iom) ( [ i)’
= (1) 7 (i)™ ([ 150108) "

(d) Ces faits sont conséquences directes, vues en cours, de I'inégalité de Holder pour les
exposants p et g conjugués I’un de I’autre, inégalité valable y compris quand p = 00, q = 1,
etquandp =1,q9 = o0
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(e) II suffit d’appliquer I’inégalité de la Question (a) établie a la Question (c¢), aux deux
fonctions y — |f(z — )| (au lieu de y — f(y) et de y — |g(y)|), en notant que
I’invariance par translation de la mesure de Lebesgue donne :

| =P ar = (151)"

(f) Comme |f|P € L'(R?) et comme |g|® € L'(R?), grice a un théoréme vu en cours
d’apres lequel L' « L' C L', nous déduisons de I’inégalité :

(@dum—ynwwn@):zoﬂ*mmwyss(Wh»f%@h»“iuw*mwm

Constante < co

e L'«xL' c LY

que (| f] * { q| (x))r € L' est intégrable, ¢’ est-a-dire plus précisément que :

/Rd(/w [/ =w)]lg(y) |dy)d:c < 0.

Cette derniere inégalité fait alors clairement voir que la fonction y — f(z — y) g(y) est
intégrable sur R<, pour presque tout z € R? fixé, c’est-a-dire que la convolée f * g(z) est
définie pour presque tout x € RY.

(g) Grace a ce qui précede et au savoureux risotto de la marque Tonelli :

(hreall) = [ | ], e =wata

L ([ = alla] ) as
(151) ™ (totax)™ [, ([ Vst =P latwl" ) ao
(1£15) " (holin)” héd(éﬁu

A = (1) (hobes) " (1£10)" (llen)”
(151)

1£1) (lglee) -

dx

)

N

N

[Questions (a,b,c)]

[Riso Tonelli Tino !]
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19. Examen 10

Exercice 1. On dit qu’une fonction mesurable f: R? — R, = R, U{oo} est localement
intégrable si, pour tout compact K C R% ona [, |f| < co. On écrit f € L;, (R?).

loc

(a) Soit une fonction p € € >°(R?), lisse & support compact. Montrer que f * ¢(z) est bien
définie, pour tout x € R?.

(b) Montrer que © — f x () est € sur R%. Indication: Pour se ramener au théoréme vu
en cours d’apres lequel L' x 6> C €, en fixant un point 7y € R? quelconque ainsi qu’un
rayon arbitraire r > (, on pourra montrer qu’il existe un compact L (dépendant de x et de
r) tel que, pour tout x dans la boule ouverte {|x — x¢| < r},ona:

frolx) = (f1L) *e.

2 o . ) . P . o d
(c) Rappeler la définition d’une suite régularisante { pn}n=1 sur R¢.
(d) L’objectif de cet exercice est de démontrer le théoreme d’annulation suivant : Si une
fonction f € L _(R?) satisfait :

loc

f(y)p(y)dy = 0  pour toute fonction ¢ € € >°(R?),
R4

alors f(y) = 0 est identiquement nulle (la réciproque étant triviale). On se donne donc
[ € LL.(R?) satisfaisant 0 = [ f ¢ pour toute ¢ € € >°(R?).

loc
Montrer que pour tout entier n € N, la fonction convolée f * p,, = 0 est nulle.

(e) On fixe un compact K C R?. Avec r > 0, on pose :
K, = {z € R": dist(z,K) <r}.

Montrer que pour tout point z € K et tout entier n > %, ona:

[ pn(x) = (f 1Kr) * pn ().

(f) Pour ces mémes n > %, montrer que :
[ lr@lde < [ ]#@) 1@ = (1) = )| de

(g) Montrer que f(x) = 0 pour presque tout z € K.
(h) Conclure que f(z) = 0 pour presque tout z € R%.

Exercice 2. Soit :
A= {(z,y) eR’: 2—y €Q}.
L’objectif est d’établir que A ne peut contenir aucun produit £ x F' de deux sous-ensembles

mesurables £ C R, et I C R, de mesures strictement positives finies 0 < m(E), m(F) <
0.
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On raisonne par 1’absurde en supposant que de tels £, ' mesurables vérifient £/ X F' C
A. Pour z € R, on pose alors :

p(z) :I/RlE(Hy) 1r(y) dy (z€R).

(a) Montrer que = — @(z) est continue sur R.
(b) Montrer que :

/ o(z)dz = m(E)m(F).
R
(¢) Onnote E — F := {z; —y; € R: x; € E, y; € F}. Montrer que ¢(z) = 0 pour tout

r¢g FE—F.
(d) Achever le raisonnement par 1’absurde, i.e. établir la non-existence de £/ x F' C A.

Exercice 3. Pour n € N, soit la fonction définie sur R :

_ 27 =]

hp(x) =€ " .

On rappelle que la transformée de Fourier ]?d’une fonction f € L'(R) est définie pour
¢ eRpar:

feo) = [ sy cem.
(a) Montrer que la transformée de Fourier de h,, est :

ha(€) =

1 n
w14+ n2€2
(b) Montrer que {En(f ) }:;1 est une approximation de 1’unité dans L'(R).

(¢) Soit maintenant une fonction f € LI(R). Avec n € N1, montrer que 1’on a, pour tout
reR:

f b)) = /OO F (&) P (€) €77 de.

Indication: On pourra utiliser le fait que h,, est paire, ou le fait que h,, est paire.

(d) On suppose de plus que fe L}(R). Montrer que
im [ FQm©mde = [ o e

n—o0

(e) Montrer qu’il existe une sous-suite { f* hy, }Zozl qui converge (simplement) presque
partout vers f.

(f) Toujours avec f € L'(R) telle que fe L'(R) aussi, montrer la formule d’inversion de
Fourier :

| Reyema = jw) —
(g) Si f € L' avec f € L* est continue en un point donné z, € R, montrer que :

/ Fle) et de = f(ay).
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Exercice 4. Soit un sous-ensemble mesurable £ C R? de mesure finie :

m(E) < oo.
Soit une fonction positive f: £ — R, U {00} mesurable et intégrable, avec, donc, 0 <
Jp [ < oo
(a) Montrer I’implication :
m({f>0}) < 1 — 0= lim [flrewm-
p—0t

Indication: Ecrire fP = £ . 1is50y avec 0 < p < 1, et travailler avec q := .

T |~

(b) Montrer que :

lim éfp:me>%)

p—0t
(c) Montrer que pour tout p € |0, 1] et pour tout x € ]0, co[, on a la majoration :
2P — 1
P
Indication: Montrer d’abord pour x € |0, 1] que :

2P — 1]

< x4+ ‘Iog:p|.

< ‘Ioga:|.

(d) On suppose désormais de plus que f(z) > 0 pour tout x € E, et que log f est aussi
intégrable (sur F).
Montrer alors que :
. fP—-1

lim = log f.

=0t Jg P E
(e) On suppose maintenant de surcroit que :

1 = m(E).

Montrer que :

lim | floe) = eXp</ Iogf).
p—0t E
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20. Corrigé de ’examen 10

Exercice 1. (a) On a Suppyp C {|z| < R} avec R > 1 assez grand. Alors dans la
définition formelle de la convolution en un point z € R% :

Feole) = [ fw)ela =y
= /|— - Fy) (e —y)dy,

nous constatons que 1’intégration s’effectue en fait sur le compact {y eRY: |y—z| < R},
et donc, cette intégrale existe bien (au sens de Lebesgue), grace a I’hypotheése que f €

Ll _(R%), vu que  est continue-bornée.

(b) Puisque la différentiabilité a n’importe quel ordre est une propriété locale, valable
dans des voisinages arbitrairement petits de tout point donné, il suffit de faire voir que
r+— f % @(x) est € dans n’importe quelle belle-petite-boule ouverte {|z — zo| < 7}.
Mais toujours avec :
Suppyp C {z c R 2] < R},

c’est-a-dire avec :

yr— or—y) =0 lorsque ly —z| > R,
nous affirmons que :
ly—xo| > r+R = ly —z| > R.

En effet, I’inégalité du triangle :
r+R < |y—zo| = |y—z+z—
< |y — 2|+ |z — ol
donne bien :
r+R < |y—z|+|x — x)

4 R— o — | < |y—al,

[-r < — |z — z0l] r+R—r < |y—x,

R < |y — x|.

Par conséquent, dans I’intégrale de convolution :

fro(r) = g f(y) w(z —y)dy,

lorsque x est cantonné a varier dans sa belle petite boule locale {|x — x¢| < r}, et quand
la variable y d’intégration est assez loin de ¢ au sens ot |y — xo| > r + R, les valeurs de
x — y dans I’argument de ¢(x — y) satisfont toutes |y — z| > R, donc sont hors du support
de ¢, et donc, sont dans la « zone extérieure » ou ¢ = 0.
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Toutes ces considérations nous permettent donc d’écrire que I'intégrale de convolution
ne porte que sur le compact :

= {yGRd: |y—xo|<r+R},

et donc nous pouvons écrire pour |z — x| < r coincé dans sa bulle :

f () =/| o f(y) p(z —y)dy

—. / £(0) oz — ) dy

=/f ) 10(y) oz — y) dy
= flL)*SD()

Enfin, comme f € L} _(R?) par hypothese, il vient f 1, € L*(R?), et la conclusion que
x — f * o(x) est € au voisinage de zy € R? quelconque est offerte par un théoreme
du cours d’apres lequel :

L'x€> c €.
(¢) En vertu du cours magistral, on appelle suite régularisante dans R toute suite :

{pn}:;1
de fonctions satisfaisant pour toutn > 1 :
() pu € C2(RY);
() pn 2 03
Q) Jga pn =15
@) supp p, C {Jz| < 3}
le correcteur paresseux n’ayant eu ici qu’a copier-coller le fichier I£l[gXde son cours !

(d) Tout d’abord, faisons observer que la convolée f * p,,(x) existe bel et bien :
[ pa(z / flz - )pn()dy—/| flx —=y) puly) dy,
yl<+

puisque cette intégrale se ramene a une intégration, sur le (petit) compact-boule { ly| < %},
de la fonction y — f(z — y) pn(y) qui appartient manifestement a L. _(R?), puisque
[ € L. (RY) et puisque p,, est € bornée.

Pour n € N3, quelconque fixé, la fonction :

y — o(y) = pulr —y),

appartient 2 4°(R), puisque p,,(z) = 0 pour |z| > 1, d’ ol p,(z—y) = 0 pour [y—z| > L.
Alors I’hypothese principale s’applique directement :

[ pu(x) = f(y) pu(x —y) dy
R4 —
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(e) Par définition, pour x € K quelconque :
f * pn / f pn Tr— ) Y.
Ordes quen > %, c’est-a-dire des que % < 7, on a par définition de K, :

Vee K Vy¢ K, |y—z>r>1

ce qui montre que la fonction y — p,,(x — y) est identiquement nulle pour y hors de K,
et donc :

[ pu(r) = ; f(y) p(z —y)dy

= | W1k (y) pulr —y)dy
= (f 1K7‘) *pn( )
(f) Tout d’abord, la Question (d) donne pour tout z € R? :

0 = f*pu(z),

et si, en particulier, v € K, la Question (e) permet d’écrire :

0= fx*pn(x) = (f lKr) * pp(2).

Par conséquent :

/K\f(m)\da::/ ’f(z)lKr(:p)—()’dx

/‘f ) 1, (x) = (f 1xk,) * pu(x) ‘dfl?

\
Rd

(g) Sinous réinterprétons 1’égalité que nous venons d’obtenir sous la forme

f(@) 1k, (2) — (f 1x,) *pn(x)‘dx.

L’

[ lr@lde < | {16, ~(F 1) #a(0)

e Lt

un théoréme du cours nous garantit que le membre de droite temps vers 0 lorsque n — o0.

Donc :
/K F(@)] de = 0.

(h) Tout zy € R? peut étre inclus dans un compact K C R¢ qui le contient dans son
intérieur, par exemple une grosse boule fermée-bornée.

Et alors le résultat de 1a Question (g) montre que f(x) = 0 pour tout x dans un voisinage
ouvert de x, ce qui conclut.
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Exercice 2. (a) Pour i € R petit, estimons :

lo(z + h) — p(z)| = /<1E:c+h+y)—1E(:c+y)> ()dy‘

</\1E<x+y+h>—1E<x+y>]czy
R

[z +y = 9] :/ \lE(y+h)—1E(y)|dy
R
) R pp—

cette norme L' d’une différence entre la fonction 15 € L' et sa translatée 7_j, (1 E) tendant
vers 0 lorsque h — 0 grace a un théoréme du cours.

(b) Toutes les fonctions étant > 0, Fubini-Tonelli donne :

/Rw(x)dx: /]R (/RlE(l‘er)lF(y)dy) d

Lo(e+y) d:c) Le(y) dy

L/
/IR (/R Ls(e) daf) 1r(y) dy
[

[z+y = 2]

E)1r(y) dy
(¢) Clairement :
p(x) = /F 1p(z +y)dy.

Par conséquent :

x ¢ E—F r+y ¢ E, VyeF

<

= lp(x+y) =0, VyeF

- () :/1E(w+y)dy:/()dy:().
F F

(d) Puisque 0 < m(E)m(F'), il vient grace a la Question (b) :
0 # {»>0}.

Par conséquent, comme ¢ est continue d’apres la Question (a), il existe nécessairement un
intervalle ouvert I C R non vide tel que :

0 #1cC {p>0}
d’ou grace a la Question (c) :
(©
I c{¢>0} C E-F.
Or Q est dense dans R, donc :
Jdz € QNI C QN (E-F),
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d’ou:
Jz € QN (E-F),
HZOE@, 20 = o — Yo, E'l’()EE, EIyOEF.

Mais avec ces deux xg, Yo que nous venons de trouver, si nous revenons a la définition
de I’ensemble «bizarre » A, et a I’hypotheése de raisonnement par 1’absurde :

(zo,90) € ExF C A = {(z,9) eR*: z—y ¢Q},
nous déduisons une contradiction conclusive :

Q> z—y ¢ Q.
N——

20

Ainsi, le sandwich-salade A ne peut contenir aucun produit carné £ x F' d’ensembles
mesurables £/ C R, et ' C R, de mesures strictement positives finies.

Exercice 3. (a) Calculons :

0 oo
-~ 2nx 2nx .
hn(ﬁ) _ / e e —2iméx dl‘—l—/ e~ n 67217r§x dr
— 0

o(E—2im€) 270 o(— 2 —2im€) £ %0
- ],
1 1
- _2in¢ - 2 4 2imé
2 2_7T

e
1 n

71+ n22

(b) Trois conditions doivent étre vérifiées.
e Les h, sont a valeurs positives (clair).

o Les /};n satisfont ﬁn € L*(R) et sont constamment d’intégrale égale a 1, parce que :

[ st =g reneo] =2(G-(-P) =1 e

o0 —00

e Pour tout o > 0 arbitrairement petit fixé, les ﬁn satisfont :

9 1 n
0= lim ———=d
n—o00 /|£|>5 T 1 + n2€2 5

1 . -6 o0
= ;nll_>m ([arctan (nf)]_oo + [arctan (nf)h )
T T
= ;nILmOO (arctan — n5) — (— 5) + 5~ arctan (nd))
T T T
= (-5+5+5-3) =0 ou
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r) = / T @) e —y) dy

Hﬁ”H%O(R) S Hh”HLl(R) < 00,

(¢) Par définition :

Comme f € L', et comme :

cette intégrale a un sens, i.e. converge au sens de Lebesgue.
Remplagons-y :

ho(2 —y) = / ) h (€) 7208 dg

[£ — —¢] = / I (=€) 7208 (=)
[h, est paire] = / hn(€) e2im(@=y)¢ dg,

ce qui nous donne :

fha(z) = / Z f(y) ( / Z hn (&) €Y% d&) dy

Mais comme :
|€217r($—y)£‘ <1 (Vz,y,£ €R),

et comme la fonction des deux variables :

(1,8) — fy)e = fly)ha(6),

appartient visiblement a L' (R x R) — tandis que z joue le role de paramétre-figurant dans
cette resucée du cours —, le théoréeme de Fubini-Tonelli nous autorise a intervertir 1’ ordre
des intégrations, ce qui conclut :

f * h / (/ f —227ry£ dy) h (5) 62i7rx§ df
= [ R hle) e e

(d) Grace la fonction-dominatrice intégrable indépendante de n qui majore :

< |fe

I’égalité demandée est une conséquence directe du théoreme de convergence dominée :
lim / F(€) hn(€) €¥m¢ dg 2 / lim (f(g) e 621'”5) dé
n—oo [ oo M

(e) Tout d’abord, grace a la Question (b) qui nous a demandé de vérifier que la suite

N o] . . s PPRURN
{hn}nfl est une approximation de [’unité, un théoreme du cours nous offre la convergence
ennorme L' :

Pl

= lim Hf f*h HLl

n—o0
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Mais alors, un autre théoreme du cours que nous avons énoncé apres avoir établi que
L'(R) est complet, nous garantit qu’aprés passage éventuel (et souvent incontournable) a
une sous-suite appropriée, la convergence en norme L' implique la convergence ponctuelle
simple presque partout :

0= lim <f(a:)—f*ﬁnk(x)> (pp.oCR).

k—o00

(f) 11 suffit de synthétiser ce que nous avons vu dans ce qui précede, a savoir qu’en presque
tout z € R, il est vrai que :

[Question (e)] f(z) = lim f=x /f;nk(l,’)
k—o0

[Question (0)] = klim / F(E) hn, (&) €% dg
—oo J_

[Question (d)] = / f(f) 1. e e

(g) Par I’absurde, supposons que :
0 < [F(F() (@) ~ fwo)].

Orcomme f = .7 (f) estintégrable, nous savons que sa transformée de Fourier conjuguée :

R N /OO ]/C\(f) e2z’7rx§ df,

qui est une intégrale a parametre, avec intégrande dominé uniformément — vis-a-vis du

~

parametre — par la fonction | f ()|, est une fonction continue de x, sur R tout entier.
Ainsi, si f est continue en o, et puisque .Z (.% (f)) I’est aussi (en particulier) en x,
I’inégalité ci-dessus doit rester vraie dans un petit voisinage de x :

0 < |[F(Z() (o) = Flao) (esol <),
avec 0 > 0 petit, en contradiction (flagrante !) avec 1’égalité établie a la Question (f) :

0 = Z(F (1))~ f(x).
pour presque tout z € R, donc par restriction aussi, pour presque tout :

T € |xg— 0, xo+ 4.

Exercice 4. (a) Comme on peut supposer 0 < p < 1 puisque p tend vers 0", I’exposant
inverse :

satisfait 1 < q < oo, et donc, nous allons pouvoir appliquer 1’inégalité¢ de Holder a la
fonction-produit :

fP- 1{ f>0}-
Observons tout d’abord que I’exposant conjugué q’ de q qui satisfait par définition :
1 1
+
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vaut :
1
S S D T
T T
q P
Ainsi avec les exposants conjugués :
1 , 1
q= - et q9 = 77—
P L—p

Holder donne :

/Ef Z/Ef “1ps0)
1/(1/p) 1/(1/(1-p))
o\ 1/p 1/(1-p)
(L) (] awa)
P 1-p
(L) (L)

Introduisons le réel :

N

a = m({f > 0}),

qui satisfait par hypothese 0 < o < 1, d’ou :

1
0= lim «r.
p—0+

Alors en prenant la puissance %—iéme de I'inégalité obtenue a I’instant, nous déduisons une

majoration :
e < ([ 1) (mltr>on)’
E

1
= | floim) £ o

1
If € LYE) = constante ar —— 0,
p—0+F

qui est conclusive.
(b) Pour p € 0, 1], on a, suivant que 0 < f < 1 ouque 1 < f, toujours :
(0<) fP<fH+1,

ou f + 1 est intégrable (sur E) puisque f 1’est et puisque m(FE) < oo depuis le début.
D’autre part :

fP —>p4)0+ ]-{f>0} .

Donc le théoreme de convergence dominée CD s’applique :

|' ; c:D/ -
Jim [ [ i g
- / 1{f>0}
E

= m({f >0}).
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(c¢) Premierement, pour x € ]0,1[ fixé, avec la fonction p — ePlogr considérée pour
0 < p < 1 dont la dérivée est log x eP'°8%, le théoréme des accroissement finis fournit un
6, € 10, p| tel que :

logx __
eppg_o 1 _ Iogxegpng,
d’ou
P _
|z p 1 < |log1] ‘eepng‘
[logz < 0] < “Og%‘ - 1.

Deuxieémement, pour 0 < p < 1 fixé, avec la fonction x —— 2P envisagée sur I’inter-
valle [1, oo et de dérivée p 2P~ !, le théoréme des accroissements finis donne un 7, € |1, z|
tel que :

P —1
— p—1
1 — Pl
< ps
d’ou
2P — 1
—— < z-1< =z
p

Enfin, en additionnant ces deux majorants, nous obtenons la majoration annoncée, va-
lable pour tout = € ]0, 00|, y compris pour = 1 :

2P — 1
p
(d) Pour un réel fixé 5 > 0, au vu du développement limité en p = 0 :
pP—1  ePl8f—1  1+4plogB+p*(---)—1

< T+ ‘Iogsc|.

P P P
= log 3+ O(p),
il est clair que la famille de fonctions paramétrées par 0 < p < 1:
P—1
o, far-1
P

tend simplement lorsque p — 07 vers :
r — log f(x),

D’autre part, comme la Question (c¢) qui précede nous a offert la majoration :

% < fllogf

)

par la fonction-dominatrice positive f + |log f| qui est intégrable sur E d’apres les hypo-
theéses qui ont été faites, une simple application du théoreme de convergence dominée CD

conclut :
: fP—1 o . fP=1
lim = [im
p—)O+ E p E p—>0+ p

:/Elogf.
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(e) Comme {f > 0} = E depuis la Question (d), et comme maintenant 1 = m(FE), il
appert que le résultat de la Question (b) devient :

1= m(E) =m({f>0}) £ tim [ s
p—
Ensuite, puisque pour tout 0 < p < 1:

1
ey = exp (S 1og [ 1),
p E

——

et puisque logy ~ v — 1 quand v — 1, 0n a, quand p —> 0% :

()
L

[Question (d)] EE— log f,
p*>0+ E

la continuité évidente de la fonction exponentielle permet d’atteindre la conclusion libéra-

trice :
im |l = oo ([ 1og f).
p—0+ E



