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1. Espaces de fonctions 27-périodiques

Les espaces de Hilbert abstraits peuvent se réaliser concretement dans de nombreuses
situations ou ils permettent de résoudre des équations aux dérivées partielles en un certain
sens. Mais la premiere réalisation historique et naturelle des espaces de Hilbert provient
des séries de Fourier.

1.1. Fonctions sur le cercle unité (ou tore unidimensionnel). On note parfois ¢°(T)
I’espace des fonctions f: R — C qui sont continues et 27-périodiques :

f(0+2km) = f(0) (VOER, VkeZ).

Pourquoi la lettre T ? Parce qu’elle est I’initiale du mot « Tore » (de dimension un), et qu’un
tore de dimension & est par définition homéomorphe au produit topologique (S1)* = T* de
k copies du cercle unité :

T =5 :={(z,y) eR*: 2 +y*=1}.

Pour k = 2, on retrouve le tore 2-dimensionnel T? = S x S! qui est homéomorphe 2 la
partie en caoutchouc d’une chambre a air gonflée (grand cercle de la roue X petit cercle
d’une section orthogonale a la jante). Grace a la 27w-périodicité de f qui prend des valeurs
bien définies sur le quotient :

R/2nZ = S' =T,
on peut en effet considérer que la donnée de f équivaut a la donnée d’une fonction :

(€)= £ ()
qui est en fait vraiment définie sur le cercle unité (tore unidimensionnel) :
TESlZ{GiQECZQGR}.
Le résultat de ces considérations préliminaires, c’est qu’il revient au méme de consi-

dérer des fonctions continues f qui sont définies sur le cercle unité, et des fonctions 2m-
périodiques définies sur R tout entier. En vérité, il s’avere plus pratique de travailler avec
des fonctions 27-périodiques, notamment parce que 1’ application de la regle de Chasles per-
met de modifier aisément les bornes d’intégration dans toutes les intégrales (nombreuses)
que nous rencontrerons, comme par exemple :

T a-+2m
£(6)do = / £(6) db.

—Tr

pour tout a € R, identité que nous vérifions a I’instant comme suit.
1
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Soit k& I’entier unique tel que a < 2km < a + 27. L'intégrale de droite se découpe alors

en:
/a+27r /2k7r /a+27r

mais comme f est 2m-périodique, lorsqu’on remplace 6 par § — 2(k — 1) dans la pre-
miere intégrale et § par § — 2k7 dans la seconde, I’intégrande reste inchangé et les bornes
d’intégration pour les deux morceaux se recollent :

a+2m 2 a+2m—2km
0)df = 0) do ) do
[rwa= [ geas [ 0

2(k—1)m

/fd9

Ainsi, intégrer de 0 a 27, c’est la méme chose que d’intégrer sur n’importe quel segment
la,a + 27] de longueur 27, car tout revient 2 intégrer sur le cercle S! tout entier. Nous
travaillerons donc avec des fonctions 2m-périodiques sur R en nous souvenant toujours
que le cercle S* est le vrai domaine d’existence (compact) de ces fonctions.

1.2. Espaces fonctionnels. On peut alors munir I'espace ¢°(T) des fonctions continues
2m-périodiques f: R — C de la norme de la convergence uniforme :

0= max [f(0)] = max|f(0)].

0€[0,27]

Une seconde illustration du fait que la 27-périodicité ramene toute telle fonction f a la
fonction f(e) := f(6) définie sur le cercle unité est la suivante.

Lemme 1.3. Toute fonction 2n-périodique f € €°(T) est uniformément continue sur R.

Démonstration. 1l est connu que toute fonction continue f: X — C définie sur un espace
métrique compact (X, d) est automatiquement uniformément continue. Nous laissons au
lecteur le soin de vérifier soigneusement que le lemme en découle. U

Au-dela des espaces de fonctions continues, il y a les espaces de fonctions intégrables
sur le cercle. Rappelons que ces fonctions sont définies a un ensemble de mesure nulle pres,
et qu’en toute rigueur, une fonction dans L' (T) de module intégrable sur le cercle est une
classe d’équivalence de fonctions définies a un ensemble de mesure nulle pres, ce qui ne
change pas la valeur de I’intégrale. Dans la suite de ce cours, nous ne nous embarasserons
pas avec la distinction entre classes d’équivalences et représentants d’une classe, et nous
travaillerons avec les fonctions L' comme si elles possédaient une valeur bien définie en
tout point.

Définition 1.4. [Espaces de fonctions sommables] Pour tout réel p avec 1 < p < 400,
on définit I’espace LP(T) comme I’espace des fonctions mesurables f: R — C qui sont
2m-périodiques :

f(0 + 2km) = f(0) pour df-presque tout § € R

et dont I’intégrale du module puissance p converge :

| iers <o

—Tr
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On peut alors vérifier que 1’on a, comme pour toute fonction continue :

[ sorg= [ irore,

pour tout a quelconque dans R. De plus I’inégalité de Minkowski nous assure que LP(T),

muni de la norme naturelle :
™ dt 1/p
p .= t L
= ([ rorst)

est un espace vectoriel normé, complet qui plus est grace a un théoreme dii a Riesz.

Qu’obtient-on lorsque p = 400 ? On sait vérifier par un exercice que :

b 1/p
im ([ 1a01) = s Jg(o),
p—+00 a z€[a,b]

pour toute fonction mesurable bornée g € L>°([a,b]), et donc il est naturel d’introduire
aussi I’espace des fonctions (essentiellement) bornées sur le tore :

L>=(T) := {f mesurable 27-périodique : || f|L~ :=sup|f(0)] < oo},
feR

ou le «sup » est bien entendu pris a un ensemble de mesure nulle pres. La norme pour les
fonctions L>(T) est donc la méme que pour les fonctions ¢°(T), mais avec la clause du
« presque partout ».

Alors ces espaces sont emboités les uns dans les autres, ’'espace L'(T) des fonctions
simplement intégrables étant le plus grand d’entre eux, et ’espace L?(T) se trouvant en
quelque sorte « au milieu de tous ».

Proposition 1.5. [Hiérarchie d’espaces fonctionnels sur le cercle] Pour tous entiers p et
qtels que 1 < p < q < o0, on a les inclusions ensemblistes :

(1.6) €Y (T) — €°(T) — L>(T) — L%T) — LP(T) — L'(T)

qui sont de plus des injections topologiques, au sens oit un espace vectoriel normé (E | | -
|£) s’injecte topologiquement dans un autre espace topologique (F, | - |r) s’il existe une
application linéaire injective : E — F' et une constante C' < +o0 telle que :

[e(e)lr < Clele,

pour tout vecteur e € E (autrement dit, s’il existe une application linéaire continue injec-
tive de I dans F).

Démonstration. Vérifions seulement ici que €°(T) et L>°(T) s’injectent topologiquement
dans L?(T), ou méme plus généralement dans LP(T). En effet, on peut majorer trivialement
toute intégrale d’une fonction par 1’intégrale de son « sup », ce qui donne ici :

g do\ P 1/p
([ 1rorg) < (e 1r0r)

-7

= sup [f(0)].
0€[0,27]
puisque la mesure est de probabilité : gfr = 1. U
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Théoreme 1.7. Pour tout exposant 1 < p < oo, les fonctions continues sur le cercle unité
T = R/27Z sont denses dans LP(T) :

VgeLP(T) Ve>0 3£ €€ (T) |g-— fEHLP(T) < e.

Démonstration. Dans un cours d’intégration, en dimension quelconque d > 1 sur R4,
on démontre (rappel) que I’espace % (R?) des fonctions continues a support compact est
dense dans LP(R?), pour tout 1 < p < oo — mais comment procéde-t-on ?

Par densité dans LP des fonctions dites étagées, lesquelles sont combinaisons linéaires
finies de fonctions indicatrices 15 de rectangles fermés bornés :

R = H [ai,bi] (—oo<a; <b; <o),
1<i<d

la démonstration se ramene a faire voir que le résultat est vrai pour g = 1 :
Ve>0 3f. €% (RY) HlR - fEHLP(Rd) S &

ce qui est aisé, car il suffit de « lisser légerement les angles » du graphe de 1 pour le rendre
continu en s’ assurant de ne perdre que trés peu de volume, au sens L', ou au sens LP.

1 1

1g

a b a b

Sur le cercle unité T a la place de R?, pour les fonctions g € LP(T), la densité des
fonctions étagées étant certainement tout aussi vraie puisque T = R/27Z, il s’agit de lisser
légerement les angles de graphes de fonctions indicatrices 1, d’intervalles :

la,b] C [—m, ],

ce qui n’est qu’un cas particulier de ce qui vient d’étre vu, seulement en dimension d =
1! 4

2. Coefficients de Fourier de fonctions f € L'([—7,7]) ou f € L*([—, 7))

A partir de 1802, Joseph Fourier conduit des expériences sur la propagation de la cha-
leur dans les corps solides, et ces expériences lui permettront d’en donner un modele de
physique mathématique fondé€ sur la représentation des solutions en séries de fonctions tri-
gonométriques sin kx et cos kz. Aujourd’hui, les séries Fourier et les transformées de Fou-
rier jouent un role omniprésent en analyse, en arithmétique et aussi pour la transmission de
tous les signaux de télécommunications.

On notera parfois dans la suite pour abréger :

e, = em? (0 €R)

la famille des fonctions R — C exponentielles complexes de pulsation un entier n. € Z po-
sitif ou négatif quelconque. Ce sont les fonctions-modeles 27-périodiques avec lesquelles
nous allons travailler. Rappelons que la mesure de Lebesgue renormalisée :

de

o
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est une mesure de probabilité sur R/2n7Z = S', puisque 27 est (par définition depuis
I’ Antiquité pré-hellénique) la circonférence du cercle S de rayon 1. Entre les fonctions de
carré intégrable sur le cercle, on a bien entendu un produit scalaire naturel :

T — df
9 = 9 9 -
Fahei= [ 5050 5
qui satisfait I’'inégalité de Cauchy-Schwarz :

| (F, 9)pa | < Fle Dglze.

Lemme 2.1. La famille de toutes les fonctions exponentielles-modeéles (e,,)ncz = (e
est une famille orthonormée de L*(T), a savoir :

_ " in10 ino6 de — 5
<€n17 en2>L2 - € € 2 — Yni,ne:
. s

ma)neZ

ei(n1—ng)f

Démonstration. En effet, si ny # no, la fonction (™ ~"2)% admet la primitive oy - et
I’intégrale s’annule par 27-périodicité :
ei(nlfnz)B 27
_— = 0.
L(”l — ny) } 0
Et lorsque n, = n;, on a bien fo% 14 =1, O

Nous laissons au lecteur le soin de vérifier que la famille de fonctions réelles
{1} U {v/2cos (kO) } =1 U {V2sin (kO) } 5=
est elle aussi orthonormée sur le cercle.

La définition qui suit est formulée pour les fonctions dans L*(T) qui sont les plus nom-
breuses dans notre échelle topologique (1.6) ci-dessus.

Définition 2.2. Etant donné une fonction 27-périodique intégrable f € L'(T) quelconque,
on appelle k-¢me coefficient de Fourier de f le nombre complexe :

~ & o df
k) := 6) e~k —
Fiy = [ r@yene 5
I’intégrale étant convergente :

Fwl = [ ey ®

x 2

< [ lrol- ) 5

o —— 2
1

< e

Les progres les plus importants de la théorie des séries trigonométriques ont été réali-
sés des la premiere moitié du vingtieme siecle et ont été€ impulsés grace au développement
considérable de la théorie des fonctions d’une variable réelle, en particulier grace a la po-
pularisation de I’intégrale de Lebesgue. En fait, il existe des fonctions intégrables au sens
de Lebesgue qui ne le sont pas au sens de Riemann et dont la série de Fourier converge
partout vers la fonction, ce qui montre I'intérét qu’il y a a mettre la notion d’intégrale de
Lebesgue au fondement de la théorie des séries de Fourier.
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Réinterprétation 2.3. Lorsque f € L*(T), tout coefficient de Fourier s’interpréte aussi
comme étant le produit scalaire de f avec I’exponentielle-modele correspondante :

fy = [ 10T 5 = (r.a).

Il est important de remarquer que les coefficients de Fourier existent pour toute fonc-
tion f € L'(T) appartenant au plus gros des espaces de la hiérarchie topologique (1.6),
donc aussi pour tous les autres espaces fonctionnels LP(T), L*(T), L>=(T), ¢°(T), ¢*(T)
contenus en lui. Or cet espace L' des fonctions intégrables au sens de Lebesgue contient
énormément de fonctions, et c’est la raison pour laquelle il est a ’origine de certaines
pathologies qui ont beaucoup troublé de nombreux mathématiciens.

Définition 2.4. A toute fonction f € L'(T), on associe sa série de Fourier qui est la somme
infinie purement formelle, peut-&tre non convergente, et au sujet de laquelle on ne dit rien

pour I’instant :
S Fsy e
keZ
Lorsque f € L*(T), la série de Fourier de f s’écrit aussi :

> (fer)en

kEZ

comme la somme de ses projections orthogonales (f, ex) e;, sur toutes les exponentielles-
modeles ey,.

Dans les travaux originaux de Fourier, la série de Fourier est définie, de maniere alter-
native, en termes purement réels comme :

% + ; {ay cos (kO) + by sin (k6) },
ou les coefficients ag, ay, by s’expriment sous la forme des intégrales suivantes :
1" ap 1 [T cos
ag == — /_7r f(6)de, b T /_7r f(0) in (k6) do (k=1,2,3,...).
Nous privilégierons toujours le formalisme en termes des exponentielles €**?, et nous lais-

sons au lecteur le soin de se convaincre que ces deux types de formules pour les coefficients
de Fourier et pour la série de Fourier sont en fait équivalentes.

Question 2.5. [principale sur les séries de Fourier] Etant donné une fonction raisonnable
f(0) définie sur le cercle, est-ce que sa série de Fourier permet de la reconstituer, au sens
ou f serait la limite :

£6) = lim S,(7)(0)
des sommes partielles de sa série de Fourier, définies par :
k=+n
Su(£)(0) = ) F(k)e™.
k=—n

Puisque cette question, particulierement difficile, est riche d’une trés longue histoire,
nous allons nous appesantir un peu sur elle avant de revenir aux espaces de Hilbert dans
lesquels beaucoup de difficultés s’estomperont.
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3. Breve histoire dialectique des séries de Fourier

Afin d’attiser I’appétit de connaissances mathématiques, ouvrons ici une parenthese his-
torique et spéculative

(Il est clair que dans ce cours de niveau Licence 3 dont I’horaire est limité par un ar-
bitrage hiérarchique désincarné, a une vingtaine d’heures, nous sommes dans 1’incapacité
d’aborder en détail les considérations passionnantes qui vont suivre. Soyez donc curieux,
non seulement sur Internet, mais surtout en étudiant de vrais livres écrits par des professeurs
spécialistes. Lisez ! Vous deviendrez intelligents !)

En 1753, Euler a observé que les travaux de Bernoulli sur les mouvements d’une corde
fixée a ses extrémités semblaient impliquer que toute fonction se développe en série infinie
de sinus et de cosinus. A cette époque, les courbes étaient classifiées comme continues
lorsqu’elles étaient définies par une formule, et comme géométriques lorsqu’elles pouvaient
étre tracées a la main.

Joseph Fourier affirmait au début du 19°™ sigcle, en se basant sur des arguments de na-
ture physique que toute fonction continue f sur le cercle pouvait étre reconstituée comme
étant égale a la série infinie ), f(k:) e'®. Plus précisément, Fourier était essentielle-
ment persuadé que toute fonction 27-périodique « raisonnable », ou du moins issue de la
physique, devrait étre développable en série trigonométrique infinie, c¢’est-a-dire que 1’on
aurait :

k=+n

FO) = lim 3 F(k) e,
k=—n
pour tout § € R.

Toutefois, de nombreux « troubles dialectiques » se sont interposés sur le chemin des
mathématiciens a travers I’ histoire, et les choses se sont avérées ne jamais €tre aussi simples
que I’on aurait bien voulu le croire au premier abord. Pour cette raison, nous allons évoquer
partiellement la complexité des réponses qui ont pu leur étre apportées a travers 1’ histoire.

11 fallut attendre 1829 pour que le mathématicien allemand Peter Lejeune-Dirichlet dé-
montre un premier théoréeme véritablement général et rigoureux de convergence, sous I’hy-
pothése que la fonction f ne possede qu’un nombre fini de minima et de maxima sur le
cercle. Le Théoreme 11.2 ci-dessous qu’on appelle aujourd’hui « de Dirichlet » est en fait
un résultat différent, plus faible en quelque sorte, puisqu’il suppose que la fonction est de
classe €' par morceaux, alors que le théoréme original de Dirichlet admet éventuellement
une infinité dénombrable de points de discontinuité.

La question pour les fonctions qui sont seulement continues est restée ouverte tres long-
temps, étant donné que 1’approfondissement du concept général de continuité a fait décou-
vrir 2 Weierstrass (1861) des fonctions continues qui ne posseédent de dérivées en aucun
point, par exemple :

F(z) = b"cos (a"mz),
n=0

ol |b| < 1 pour assurer la convergence uniforme, donc la continuité, mais ot a est un entier
impair tel que le produit ab est > 1 + 37” Weierstrass a démonté que F' n’est néanmoins
dérivable en aucun point.

La vérité, que ne soupgonnait guere Fourier puisqu’il pensait en termes eulériens aux
fonctions analytiques sauf éventuellement en un nombre fini de points de discontinuité,
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c’est que le concept général de fonction continue au sens de la définition weirstrassienne
«&-0 » cache une ontologie extrémement riche et difficile a étudier.

Toujours est-il qu’il fallut attendre 1876 pour qu’un autre mathématicien allemand, du
Bois Reymond, construise une fonction continue dont la série de Fourier diverge (tend
vers I’infini) en un point. En modifiant et en adaptant cet exemple, on peut construire des
exemples un peu plus pathologiques de fonctions continues dont la série de Fourier diverge
en un nombre fini, voire infini dénombrable, de points sur le cercle.

Au final, en 1923, Kolomogorov a produit un exemple de fonction intégrable au sens de
Lebesgue, i.e. appartenant 2 L' (T), dont la série de Fourier diverge presque partout sur le
cercle T, et en 1926, il améliore ce contre-exemple, de telle sorte que la série de Fourier
diverge en tout point de T.

Entretemps, Lusin avait conjecturé en 1913 que la série de Fourier des fonctions L? sur
le cercle converge presque partout vers la fonction. Ainsi Kolomogorov semblait détruire
totalement les croyances « mystiques » de Lusin. En fait, ¢’était certainement la structure
harmonieuse d’espace Hilbert dont jouit L?(T) qui avait insufflé a Lusin cette idée-Ia.

Apres de nombreuses tentatives inabouties de pousser les techniques de Kolmogorov a
s’appliquer a certaines fonctions pathologiques du sous-espace L*(T) C L'(T), ce fut une
surprise fort surprenante lorsque le mathématicien suédois Carleson (récent récipiendaire
du Prix Abel) établit en 1966, apres sept années de recherches arides, acharnées et opposées
aux croyances partagées, la véracité de la conjecture de Lusin : Pour toute fonction f €
L*(T), ona:

k=4+n

FO) = tim 3 (k) e,
k=—n
pour presque tout § € T = R/277Z.

Cet énoncé fait partie du trésor des « démonstrations mythiques parmi les plus difficiles
de toutes les mathématiques ». Corollaire immédiat puisque °(T) C L*(T) : la série de
Fourier d’une fonction continue sur T converge presque partout vers la fonction.

Ainsi du Bois Reymond n’aurait-il de toute facon pas pu faire mieux que de faire diver-
ger sur un ensemble de mesure nulle la série de Fourier d’une fonction continue !

Dans la foulée, un an apres Carleson, le mathématicien américain Hunt montra que la
série de Fourier d’une fonction f € LP(T) converge presque partout vers f, deés que p > 1,
mais avec p < 400 aussi.

Donc Kolomogorov n’aurait pas pu faire mieux que de construire des contre-exemples
dans L'(T)!

3.1. Conclusion intermédiaire. Le probleme de la convergence de la série de Fourier est
un probleme difficile.

O Dans L"([—ﬂ, 7T]) pour p > 1, des théoremes positifs existent, mais ils requierent des
démonstrations qui vont bien au-dela d’un cours de L3 a I’Université.

[0 Dans le plus gros espace L' ([—7?, 7r]) des fonctions Lebesgue-intégrables, des contre-
exemples pathologiques existent.

O Dans L? ([—7r, 7T]) la structure d’espace de Hilbert aide considérablement, car elle ap-
porte a I’ Analyse toute la puissance et I’élégance de la Géométrie.

(] Un théoreme accessible en L3, qui est I’énoncé le plus important de ce chapitre sur les
séries de Fourier, et que nous allons démontrer completement, va nous apprendre que la
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série de Fourier d’une fonction f € L*(R /27Z) :

/ £ Eﬂm@

converge en norme L? vers la fonction :

0 = lim /
n—oo

(] Lors de la démonstration de ce théoreme, nous allons découvrir qu’il vaut mieux accé-
lérer 1a convergence des séries de Fourier afin d’éviter tous les phénomenes pathologiques
qu’elles recellent, et alors, par une sorte de « miracle » absolument imprévisible, de magni-
fiques théoremes simples de convergences vont s’avérer étre vrais, théoremes qu’il est tout
a fait possible d’enseigner en L3 !

k=+n

Z f zk@

_9

4. Lemme de Riemann-Lebesgue

Reprenons maintenant le cours a son rythme habituel. Dans I’éventualité d’une réponse
positive a la Question Principale, a savoir, dans les cas favorables ou la série de Fourier
d’une fonction redonne la fonction, i.e. lorsque :

k=+n

f _ ||_>m Z f zk@)

ne serait-ce qu’en un seul point € R / 277, la convergence d’une telle série implique,
comme on le sait, que son terme général tend vers 0 lorsque |k| — oo, avec les fonctions
les plus générales possibles, ¢’est-a-dire avec les fonctions L.

En fait, cette propriété est toujours vraie, sans méme supposer que la série converge.

Proposition 4.1. [Lemme de Riemann-Lebesgue] Les coefficients de Fourier f( k) de
toute fonction 2m-périodique intégrable f € L*(T) tendent toujours vers zéro a Uinfini :

0= lim f(k)= lim / £(0 -“ﬂed&

Démonstration. Si1’on effectue le changement affine de variable angulaire :
t=0+7/k, dt = df

dans I’intégrale définissant f(k) I’exponentielle e~**(~%) = —1 introduit un signe négatif
en facteur :

i o df mtn/k T 2 dt i ™ o, dt
— 0 —ikf 7 :/ —= —ik(t— _/ —= —ikt -
/_Wf()e on _Hﬂ/kf( k) o _ﬂf( k)e on

Donc astucieusement, on peut représenter le coefficient de Fourier en question comme %
que multiplie la somme de ses deux représentations :

o=y [ |rer-s(e-F) |5

™
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Mais si la fonction 27-périodique f est supposée continue sur le compact T = R/277Z,
donc uniformément continue, on a :

Ve>0 3IKeN telque (yky K = sup|f(0) f(e—g)\ge),

d’ol par une majoration évidente de I’intégrale, il en découle alors que |A(k)\ < 5 pour
k > K, donc lim o | f(k)| = 0.

Maintenant, si f € L*(T) est seulement supposée intégrable, on sait par densité de €™
dans L' que pour tout € > 0, il existe une fonction g. € €°(T) telle que :

“ge - f”L1 <e

Mais alors pour tout k € Z, il est immédiatement clair que le k-eme coefficient de Fourier

de g. est e-proche de celui de f :
T 19 dO T de
_ —ik8 27 | ~ _ -
/ (ge(e) f(@)) € o X /7r |gs(0) f(9> o
=g = fl <e

Or puisque g. est continue, il existe d’apres ce que I’on vient de voir K assez grand tel que
k > K implique |g.(k)| < . On en déduit |f(k)| < 2¢ pour k > K, et comme ¢ > 0 était
arbitraire, on a enfin 0 = lim_ 4o | f(K)],

o~

|/g\6(k) - (k)‘ =

ce qui était le but. U

Pourquoi ce Lemme s’appelle-t-il de Riemann-Lebesgue ? Tout simplement parce qu’il
avait déja été compris dans le cadre de la théorie de I’intégration de Riemann, bien avant
que Lebesgue ne le généralise (aisément) a sa théorie nouvelle englobante.

Corollaire 4.2. En notation complexe comme en notation réelle pour les séries de Fourier,
on a pour toute fonction dans L'(T,C) :

de
_ —zk@ o
N k||£100/ f 27 |k|—>oo/ f COS ke N |k||ll>noo/ f Sm k?@

Démonstration. Si f = u-1 v estla décomposition de f en deux fonctions a valeurs réelles
u,v € LYT,R), la premiére limite, qui vient d’étre démontrée, donne, pour & — oo
positif, en prenant aussi la limite de la suite conjuguée :

T o T ko a0
o . —1k0 —1k0
0= k:lggo (/_7r u(f)e o +Z/7r vld)e 27r)

i g 40 i df
= lim (/ u(9) e“w——i/ v(6) e*? )
k—oo \ J_. 2m _W 2m

et elle donne aussi pour —k — —oo négatif :

w o df g 1 dO
_ . k6 . k6
0 = k||—r>20(/7r u(f)e o —i—z/7r v(f)e _271')

T o A0 T do
- . —iko Y —ik0
=t ([ w0z =i [ @)

d’oll au moyen de quatre combinaisons linéaire visibles a I’ceil nu :

™ o df 4 o dO
. . —iko &Y _ . —ik0
0= |k||li>noo/ u()e o2 khz]oo/ v(6)e o’

™ s
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et ceci reconstitue les deux limites restantes, en prenant parties réelles et imaginaires. [

~

La raison principale de lim|; . f(k) = 0 n’est pas complétement visible dans ces dé-
monstrations, car elle a en vérité une origine purement géométrique. Pour fixer les idées,
prenons f a valeurs réelles continue et examinons le cas de :

4 dx
p— I. i .
0 \k’\TOO /—7‘{' > (kx) 27

Tragons les trois courbes :

{y=f()}, {y=-f2)}, {y = f(x)sin (kz)}.

{y=f(z)}
e 0 T >
{y = f(x)sin(kx)}
{y=—f(z)}

La courbe {y = f(z)sin(kz)} que ’on intégre, i.e. dont on calcule 1’aire de son hypo-
graphe, coupe I’axe horizontal un grand nombre de fois aux (2% + 1) points :

T
{0 — —k<L<k).
]g ( S )

Elle forme donc une série d’arches alternativement positives et négatives, d’autant plus
nombreuses que £ est grand. Les aires de deux arches successives ont tendance a se com-
penser, car ces arches ont méme base, et des hauteurs tres voisines.

5. Théoréme d’unicité dans ¢°(T)

Comme nous allons le voir dans la Section 15 consacrée au contre-exemple de du Bois
Reymond, la série de Fourier d’une fonction f € ¢°(R/27Z) ne converge pas en général
en tout point vers la fonction.

Toutefois, on s’attend a ce que lorsque la convergence est satisfaite, la série de Fou-
rier détermine la fonction de maniere unique. Nous formulons alors un résultat d’unicité,
valable pour les fonctions continues. Dans la démonstration de ce résultat, on va voir appa-
raitre un certain nombre d’idées nouvelles importantes et réutilisables.

Théoréme 5.1. Si f € €°(T) est une fonction continue sur le cercle dont tous les coeffi-

cients de Fourier :
—~ T . d
0=f(k)= [ [f(O)e™ —

. 2

s’annulent, quel que soit k € 7, alors la fonction est identiquement nulle.

La réciproque, vraie, est triviale.
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Démonstration. En décomposant f = u + ¢ v en sa partie réelle et imaginaire, on peut
manifestement se ramener a supposer que f est a valeurs dans R.

Raisonnons par contradiction : avec I’hypothese que f(k:) = (0 pour tout k € Z, suppo-
sons néanmoins, quitte a changer f en — f, qu’il existe 0y € [—7, 7] tel que :

F(B) > 0.
Apres translation, on se ramene a #y = 0, et :
f(0) > 0.
A
S 5 e

L’idée maintenant est de construire une famille de polynémes trigonométriques :

pu(0) = Z coefficients ' *? (neN),
finie

a savoir une famille de combinaisons linéaires finis des e*?, ce qui par linéarité des annu-

lations supposées 0 = f f e~*? donne toujours :

0— / " pa(0) 1(0) 2

a0
r 2w
mais de telle sorte que le graphe des p,,(0) s’éléve comme un « volcan columnaire » resserré
autour de # = 0 de maniere a satisfaire simultanément la divergence :

/ e ?

o 2m n— oo

ce qui sera la contradiction recherchée.
Puisque f est continue en 0, il existe 0 < 0 < 7 petit tel que :

f8) =

Ensuite, introduisons la fonction :

1

5 f(0)  pour tout |0] <.
p(0) := € + cos b,

ou € > ( est choisi assez petit pour que :

p(0)] < 1 —g pour tout § < 0] <
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ce qui est possible (exercice : dessiner ce que donne une petite translation verticale positive
du graphe de 0 — cos @ sur [—7, 7]).

- -5 -n 0 n o0
Puis, choisissons un 7 > 0 avec n < ¢ tel que :

p(0) = 1+g pour tout |6] < n,

ce qui est tout aussi possible puisque p(0) = ¢ + 1. Enfin, introduisons des puissances
n-emes €élevées :

pa(0) = [p(0)]"
Puisque f est continue, elle est en particulier bornée :

My = r;wea%{f(eﬂ < o0.

En développant les puissances :

10 —0\
pu(6) = (g N +_)

(neN).

2
= Z coefficient - ™*?

—n<k<n

~

I’hypothese que f(k) = 0 pour tout k € Z implique bien par linéarité de I’intégrale que :

o= [ s

Mais par ailleurs, on a une premiere majoration de la partie de cette intégrale qui
concerne la « base du volcan » :

do do
[ sonos| <y [ wo
5<|o|<m 2m 5<|o|<m 27

ce dernier majorant tendant visiblement vers 0 lorsque n — oo.

zone haute

zone basse

zone basse

)\ A
- —5{ 0 /‘ ) T
Zone

intermédiaire

De plus, notre choix de ¢ garantit que p(f) et f(6) prennent des valeurs positives pour
tout |0| < 9, d’ou la positivité de I’intégrale sur la zone intermédiaire :

/ 10902 > 0.

NUR) 2
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Enfin et surtout, sur la zone haute, I’intégrale est minorée par une quantité :

/GKU f(e)pn(e)g S 277@ <1+g)n

qui tend visiblement vers oo lorsque n — oo.

Au total :
/ fpn: fpn+/ fpn+/ f Pns
- 18]<n n<|0]1<é NS

. g .
Vv Vv Vv
zone haute zone intermédiaire zone basse
—00 =0 —0

et donc on a bien établi que cette intégrale tend vers oo lorsque n — oo, en contradication
flagrante avec le fait qu’elle doit par hypothese s’annuler. U

Corollaire 5.2. Deux fonctions continues f et g sur le cercle unité T sont égales :

f(0) =g(0) (VOeT)

si et seulement si tous leurs coefficients de Fourier coincident :
f(k) =g(k) vkez). O

L’idée de construire des familles de fonctions, a savoir ici des polyndmes trigonomé-
triques, qui pointent fortement a 1’origine, mais qui s’écrasent ailleurs vers 0, joue un role
important et omniprésent en Analyse de Fourier, comme nous allons le voir dans la suite
du cours.

En tout cas maintenant, nous pouvons déduire une conséquence élémentaire, intéres-
sante, utile, que nous redémontrerons d’une maniere légerement différente ultérieurement
comme corollaire du Théoréme de Fejér.

Théoréme 5.3. Si une fonction continue f € €°(T) sur le cercle unité T = R/277Z est
telle que sa série de Fourier :
> fk) e

kEZ
est absolument convergente au sens ou :

k=00

> F)| < oo,

k=—o0

alors f est limite uniforme ponctuelle des sommes partielles de sa série de Fourier en tout
point du cercle :

c’est-a-dire :
k=+n

FO)= > Jlk)e™

k=—n

0= lim max
n—oo 9T
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Démonstration. Puisqu’une série uniformément convergente de fonctions continues pos-
sede une limite qui est encore une fonction continue, la majoration uniforme triviale :

‘eike‘ <1

)

assure que la série de Fourier de f converge normalement, donc uniformément sur le cercle
T. Notons alors :

g0) = S Flk)e™

k=—o00

la fonction continue dont cette série est la limite. Il s’agit maintenant juste de faire voir que
g=1r!

Mais la convergence normale-uniforme — a nouveau elle — garantit via un théoréme
connu que lorsqu’on calcule les coefficients de Fourier de g, on peut intervertir sommation
et intégration pour réaliser que la fonction continue g possede les mémes coefficients de

Fourier :
T do
g(k) = 0) —
i) = | oo
T n=co ' o
_ inf —ik6 7
B /W (n;m fn) ) ‘ 27
n=oo R T ] d@
— i(n—k)o =7
n:z:oo f(n) /—7r ‘ 27T
=0 Iors;,uen #*k
= f(k),
que la fonction continue f, et le corollaire que nous venons d’obtenir nous assure sans délai
que g = f! O

Maintenant, mentionnons une condition suffisante pour que f soit égale a sa série de
Fourier, et beaucoup plus simple que la convergence absolue, puisqu’elle repose sur de
simples intégrations par parties.

Théoreme 5.4. [Elémentaire] Les coefficients de Fourier de toute fonction f € €>(T)
deux fois continiiment différentiable sur le cercle unité décroissent a l’infini comme :

Flk) = O(#) lorsque |k| — o0,

de telle sorte que la série de Fourier ) f(k) e de f converge absolument sachant que
> # < o0

Démonstration. En effet, puisque f est de classe 62, dans I’intégrale qui définit son k-&me
coefficient de Fourier :

fi = [ r@ye o,
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on peut en intégrant par parties primitiver deux fois I’exponentielle de maniere a faire
apparaitre deux fois une lelSlOl’l z

foo = [ ey g

—ik6
e o A0

- | _k} +i e

1 / e " 1 " " —ik6 dp
e e Lt
. 1 " —ik6 d@

Tk2 f (8)e 2

Puisque f” est continue, elle est en particulier bornée :

Mf// = max ‘f” | < o,

" 1T de
Fwl <z [ Irels

1
kQMf//

~0(5)

ce qui conclut. U

et donc on obtient bien :

En utilisant des intégrations par parties itérées, on démontre le résultat général suivant.

Théoreme 5.5. [Décroissance des coefficients de Fourier] Les coefficients de Fourier
de toute fonction f € €*(T) qui est continfiment différentiable jusqu’a un ordre { > 1
satisfont :

f(k) :O(U{%> lorsque |k| — oo. O

Corollaire 5.6. Lorsque { > 2, la série de Fourier f(k‘) e’ de f converge absolument
vers f(0) en tout point § € T. d

6. Théoréme fondamental de la base hilbertienne sur L*(T)

Contrairement aux phénomenes pathologiques possibles dans L*(T), lorsqu’on travaille
dans L?(T), la théorie des séries de Fourier se comporte de maniére remarquablement har-
monieuse : tel est I’objet de la Section qui débute. L’une des raisons « métaphysiques »
profondes de cet état de fait tient a ce que toutes les formules ont, grace au produit scalaire,
un sens géométrique intrinséque lorsque les fonctions appartiennent a L*(T).

Nous laisserons donc pour I’instant de c6té la démonstration des criteres classiques de
convergence (voir par exemple la Section 11 pour le Théoreme célebre de Dirichlet), afin
de revenir a la famille élémentaire des fonctions exponentielles-modeles (€**?),.cz, qui est
orthonormée dans L?(T). Cette famille est de plus totale, comme I’énonce le résultat fon-
damental du cours qui fournit la premiere illustration vraiment intéressante d’espace de
Hilbert qui sera utile ultérieurement dans les applications.
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Théoréme 6.1. [Convergence en norme L des séries de Fourier] La famille de toutes les
fonctions exponentielles-modéles (e;,)rcz, = (¢*9) ez, est une base hilbertienne de L*(T) :

T d
| sl < .

et donc toute fonction f € L*(T) se développe en une série trigonométrique :

=" flk)e*

keZ

qui est convergente vers f pour la norme L? sur le cercle, au sens précis ou :

0= lim / —9

De plus, rappelons que nous savons déja qu’une telle série qui est convergente en norme
dans un certain espace de Hilbert est aussi automatiquement commutativement conver-
gente, a savoir dans notre cas : pour toute bijection 7: N — N, on a de méme :

T k=4+n
0= Iim/
n—oo [__

=3 awhew

k=—n
Mise en garde importante. Toutefois, insistons sur le fait que la convergence en norme L>
vers [ de la série de Fourier ), _, f(k)e™’

k=4+n

Z f zk@

k=—n

2

ne signifie aucunement que ’on ait f(0) =

Y kez ]?(/C) ¢ pour tout, ou méme pour presque tout, # € R. La convergence affirmée
par le Théoreme 6.1 fondamental a lieu seulement au sens d’une intégrale. En fait, il se
pourrait trés bien qu’en tout point 0y, les valeurs de S,,(f)(6p) « sautent tout le temps » sans
jamais converger.

Démonstration du Théoréme 6.1 fondamental. 1'idée consiste a faire un détour par les
fonctions continues, en utilisant le plongement topologique de ¢°(T) dans L*(T) exprimé
par ’inégalité | - |2 < | - |40 (facile) :

T deo do
_ 2
i = ([ o 2) " < poeino [ 2 <

valable pour toute fonction h € €°(T). Toutefois, un ingrédient important va nous man-
quer pour la démonstration complete et nous I’admettrons temporairement avant d’étre en
mesure d’en donner une preuve infra dans le Corollaire 7.7.

¢O(T)>»

Affirmation 6.2. [admise temporairement] La famille des exponentielles-modeles
(€*?) .oz, est totale dans I"espace (€°(T), | - [4o).

Autrement dit, pour toute fonction i € €°(T) et pour tout £ > 0, il existe une combi-
naison linéaire finie 4 coefficients complexes des e**? qui satisfait :

Hzfinie ak eike - hH%O <e€

Soit maintenant f € L?(T) une fonction de carré intégrable quelconque, comme dans
le théoréme. Grace 2 la densité de I’espace des fonctions continues dans (L*(T), | - | 12),
pour tout £ > 0, il existe une fonction i € €°(T) qui est e-proche de f en norme L? :

[ = Fl> < e
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Mais alors on peut majorer grice a I’inégalité du triangle et au plongement de 4° dans L? :
Hf - Zfinie Ak eikeHLP ~ ”f h”L2 + Hh mele ikeHLZ

e+ [|h = Dpinie ax €™

€ +e¢,

N

@0

N

ce qui acheve la preuve. U

Ainsi, toute fonction f € LQ(']I‘) s’identifie, au sens L2, a son développement en série

de Fourier ) _, _, f(kz) ¢ Nous avons donc 12 I’exemple le plus paradigmatique d’espace
de Hilbert, et il en découle que tous les théoremes de la théorie abstraite des espaces de
Hilbert s appliquent 2 L*(T). En particulier, nous avons le :

Corollaire 6.3. [Bessel, Plancherel, Parseval] Pour toutes fonctions f,g € L*(T), ona :
e inégalité de Bessel : pour tout sous-ensemble ¢ C 7 :

S iiwr= 3| [ et < [T ior g

ke ¢ ke ¢
dt 4 dt
—zk:t 2
t .
/_ 1) /_ ol 27’
e identité de Parseval :

e identité de Plancherel :
G
i dt —dt 4 —dt
Z flk = Z / ft)ye ™ / g(t) ekt o = f(t)g(t) 7
kez kez ¥~ - -

keZ kEZ

Signifions a nouveau que le Théoreme de Riesz-Fischer, d’apres lequel tout espace de
Hilbert complexe séparable est isométriquement isomorphe a (2, s’interprete en théorie des
séries de Fourier d’une maniere absolument nette, explicite et remarquable.

Théoreme 6.4. Sur le cercle unité T = R / 2nZ, Iespace des fonctions de carré intégrable :
T dt
LA(T) = {f: T — C mesurables / | f(¢) 22— < oo}
. T

s’identifie a I’espace :

6(C) = {= = (hes S lal < )

k=—o0
via I’application « prise de coefficients de Fourier » :

P (fw),, = ([ o)

de telle sorte qu’on peut écrire, seulement au sens L? :

=" flk)e™v

kEZ
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6.5. Renormalisation. Tous les concepts et théoremes qui précedent et qui suivent concer-
nant les fonctions 27-périodiques sur R se transferent aux fonctions f: R — C qui sont
périodiques f(x + T') = f(x) d’une certaine période 7" > 0 quelconque grice au change-

ment de variable évident :
21
0 = x—,

T
qui les rend 27-périodiques. Pour k£ € Z, les coefficients de Fourier de f valent alors :

i~ ]_ T - 27
f = 1 [ s@e e
T Jo
et la série de Fourier de f est, sans parler de sa convergence :
> fkyer T
keZ

En particulier, les identités de Plancherel et de Parseval, ainsi que le théoréme de conver-
gence en norme L? vers f lorsque f € L?[0,T], sont vrais. D’autres théorémes qui suivent
seront tout aussi vrais, et nous nous contenterons de les énoncer seulement dans le cas
standard ou 1" = 2.

6.6. Remarque sur la convergence des séries de Fourier. Nous avons insisté et nous
réinsistons ici sur le fait que le Théoréme 6.1 fondamental énonce seulement que
Z‘ wien | (k) e** converge vers f(-) en norme L2, et non pas ponctuellement, méme au sens

de la convergence simple. Toutefois, un résultat fondamental de la théorie de I’intégrale de
Lebesgue est le suivant.

Théoréeme 6.7. Soit f,, € LP([a,b],C) une suite (n > 1) de fonctions de puissance p-éme
intégrable (1 < p < o0) définies sur un intervalle [a,b] C R. S’il existe une fonction
f € LP|a, b] vers laquelle les f, convergent en norme LP :

lim / | f(z) = fu(2)|" dz = 0,

n—0o0

alors il existe au moins une sous-suite (fnk>k;>1 telle que :
fu () — f(x),
k—o0
pour presque tout x € [a, b). O

Par conséquent, puisque nous venons donc de démontrer — en admettant temporaire-
ment le Corollaire 7.7 — que 'on a :

im | 15,00 - 1o L~

n—oo [ 2

il découle de ce résultat qu’il existe toujours une sous-suite (Snk( f));oz1 de la suite

(Sn(f )):;1 des sommes partielles de la série de Fourier d’une fonction f € L*(T) telle
que I’on ait convergence ponctuelle simple :

Jim Sy, (£)(6) = £(0),

en presque tout point # € T du cercle unité.
C’est vraisemblablement pour cette raison, et en connaissance de ce résultat, que Lu-
sin a dii émettre sa conjecture en 1913. Mais il faut bien insister sur le fait que ce qu’a
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démontré Carleson en 1966 était vraiment beaucoup plus fort, puisqu’il a démontré que la
suite complete (Sn( f ))n>1 convergeait presque partout vers f, sans avoir besoin de passer
a aucune sous-suite extraite.

La convergence d’une sous-suite ne prouve rien sur le comportement de la suite com-
plete. Fixez-vous par exemple une sous-suite constante, donc trivialement convergente,
mais sur les autres termes, choisissez n’importe quelles valeurs qui sautent n’importe com-
ment, qui divergent dans tous les sens, vers —oo, vers +0oo, sans aucun contrdle : vous
avez alors une sous-suite qui se comporte de la meilleure maniere tout a fait « suitement
correcte », mais alors que dire de la sauvagerie de la vraie suite complete !

7. Produit de convolution et séries de Fourier

Contrairement 2 ce qui se passe dans L*(T), lorsqu’on travaille dans le «gros» es-
pace L'(T), il n’existe aucun produit scalaire, mais il est quand méme possible d’écrire la

«projection» f(k)e™*® de f sur la k-eéme exponentielle-modele sous la forme d’une inté-

grale :
)eikO _ /7r f(t) efikt eika ;l_t _ /7r f(t) eik(eft) ﬂ

dt
[Posert := 6 — ] / f Zkt _7
21

les arguments t et § — ¢ des deux fonctions f(-) et e’* étant interchangeables grace a un
simple changement de variable affine dans I’intégrale. Cette écriture nous sera extrémement
utile dans la suite.

Définition 7.1. Le produit de convolution f x g entre deux fonctions intégrables f € L'(T)
et g € L'(T) est la fonction visiblement 27-périodique définie par :

fxg(0 / f(t) )dfr

Avant de revenir (plus tard !) 2 I’espace de Hilbert intéressant L?(T) C L'(T), il s’avere
en effet plus naturel d’étudier le produit de convolution dans le plus gros espace L'(T), a
cause d’un résultat qui justifie in fine le bien-fondé de cette définition.

Théoréme 7.2. Le produit de convolution f * g entre deux fonctions f,g € L*(T) est une
fonction qui appartient encore a L*(T), et dont la norme L' satisfait I’inégalité simple :

Hf *9HL1 < N flzrery - lglzien-
(T)

De plus, il est commutatif :
frg=gxf

Démonstration. Tout d’abord, pour vérifier que [ |f * g| < oo, c’est au théoréme de
Tonelli qu’il faut faire appel, puisqu’une intégrale double apparait nécessairement :

[ ursaoig< [ [ i - ol 5

dt [ dv
Poser =01 ~ [ o [ e
- —t



7. Produit de convolution et séries de Fourier 21

et cette inégalité montre directement que la norme L' de f * g est contrdlée par le produit
des normes L' de fetde g :

I * gler <Tflexlgler-

Ensuite, puisque le fait que f * g est L' garantit que f * g(6) prend des valeurs finies € C
en presque tout § € T, le méme changement de variable ¢ := 6 — ¢ que plus haut montre
que le produit de convolution est commutatif :

frg@) = [ s090-05 = [ 10-190) 5 g5 0)

On voit d’ailleurs aussi que f * g est bilinéaire par rapport a chacun de ses deux ar-
guments. L’associativité, que nous n’utiliserons pas, est satisfaite, et peut étre envisagée
comme I’Exercice 2. U

Ainsi, toujours avec f € L'(T), le produit de convolution nous permet d’écrire la
«projection» f(k) e™*® simplement comme :

Flk)e* = fxep(0) = ey = f(6).

Mais alors la n-eéme somme partielle de la série de Fourier de f peut s’abréger sous la
forme de la convolution de f avec une certaine fonction :

S(NO) =S FE) ™ =3 fren(B)=f ( 3 ) 0)

k=—n k=—n k=—n

qui est la somme des exponentielles-modéles e, pour |k| < n, que I’on appelle habituelle-
ment noyau de Dirichlet, et que 1’on calcule tres facilement :

k=+n
D,.(0) := Z ik _ o—int [1 4?4y ei2n9:|
k=—n
o ei(2n+1)9 -1
¢ e 1
e —1
oi(n+3)0 _ p—i(n+1)0

eif/2 _ o—if/2
_sin (n+3)0)
~ sin(d)

Pour n = 1,4, 7, les graphes de D,,(#) sur [—m, 7] peuvent étre représentés comme suit.
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Proposition 7.3. Si f € L'(T) est une fonction Lebesgue-intégrable quelconque sur le
cercle unité, alors pour tout n € N, la n-éme somme partielle S, (f)(0) de la série de
Fourier de f s’écrit comme le produit de convolution :

50 =0, s )= [ Uy
de f avec le noyau de Dirichlet :
sin ((n + 1)1)

D.(t) := sin (%)
2n + 1 sif € 2n.

sif & 217,

Démonstration. 1l nous reste seulement a observer que la limite D,,(¢), lorsque ¢ tend vers
(+):2n+1,puisquesint:t—|—0(t3)ent:(). O

2

2wl avec | € Z est bien égale a

Cette représentation intégrale compacte de la n-eéme somme partielle de la série de Fou-
rier de f est le point de départ des démonstrations de tous les criteres de convergence
classiques, que nous traiterons ultérieurement.

Pour compléter la démonstration du Théoreme fondamental 6.1 dans L?, revenons main-
tenant aux sommes de Fejér, qui ne sont autres que les sommes de Cesaro des Si(f) :

on(f) = So(f) +Si(f)+ -+ Spa(f) _ % Se(f) e,

n
0

,_.

n—

i

Nous avons dit que cette simple idée de faire les sommes de Cesaro accélérait remarqua-
blement la convergence, ce que nous allons voir en détail maintenant.

Par simple linéarité et de maniere tres similaire a ce que nous venons de faire pour
réexprimer S, (f)(6) sous forme compacte, on peut représenter la n-¢éme somme de Fejér
o, (f) sour la forme d’une convolution de f (a gauche) avec une certaine fonction :

n—1 1n—1 1n—1

k=0 k=0

SI»—
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qui n’est autre que la moyenne de Cesaro des noyaux de Dirichlet :

3
—_

1
=-Y"D,.
n
k=0

 Dy+Di+-- 4Dy
a n

F, :

et que 1’on appelle habituellement noyau de Fejér F,,(0).

A nouveau, ce noyau se calcule explicitement en fonction de 6, et il va se produire un
spectaculaire miracle, découvert par Fejér en 1908, qui fut a I’origine de développements
majeurs dans I’ Analyse mathématique.

Lorsque 6 = 0 (et d’ailleurs aussi, lorsque ¢ € 277Z), on a tout d’abord :

1 1
Fn(O):E (2k+1) :ﬁnZ:n.

Mais génériquement, on a 6 ¢ 277, et alors en utilisant ’expression explicite de D,,(6), on
peut calculer progressivement :

S sin((k+3)0) 1
Fu(6) = g sin (g)  sin (g)
1

n—1

inb/2 —in6/2
inf/2 el — e /
ei0/2 _ o—if/2

= — Im

sin (%)
L [ n02)
sin (%) sin (6/2)
{sin(?&)2

sin(2) |’

et il est remarquable de constater alors que ce noyau prend des valeurs qui sont toujours
positives. Pour n = 5, 8, 10, les graphes des F,, sont les suivants.




24 Frangois DE MARCAY, Département de Mathématiques d’Orsay, Université Paris-Sud

Proposition 7.4. [Propriétés du noyau de Fejér] Pour toute fonction f € L'(T) et tout
entier n € N*, la n-eme somme de Cesaro :

oul(f) = So(f) +S1(f) + -+ Sna(f)

n
des sommes partielles Sp(f)(0) = S=1% (1) €™ de la série de Fourier de f s’exprime
comme la convolution (a droite ou a gauche) :

on(f) =Fnxf=FxF,

de f avec le noyau de Fejér :

1 [sin(26)7]? _
— | —= sif & 217,
F.(0) =<¢ n { sin (g) 7
n sif € 2nZ,
qui ne prend que des valeurs positives. De plus, pour tout entier n € N*, l'intégrale sur
[—7, 4+ de ce noyau positif est toujours égale a 1 :
T do
1= F.(0) — = |Falr,
| R 5 = IFl

ce qui montre que la fonction 2n-périodique continue 6 — F,,(0) est une densité de proba-
bilité sur tout intervalle de longueur 2. Enfin, pour tout réel 5 > 0 fixé et arbitrairement
petit, la portion de I’aire du graphe de F,, située hors du petit intervalle [—§, | autour de 0
tend vers zéro quand n tend vers l’infini :

. - db ™ do

Cette derniere propriété montre que toute I’aire sous le graphe de F,, se concentre autour
de zéro, et c’est surtout grace a elle que nous allons pouvoir démontrer que la série de Fejér
o.(f)(0) de toute fonction continue 27-périodique converge uniformément vers la fonction
f sur I'intervalle [—, 7|, un résultat inacessible (et d’ailleurs faux) lorsqu’on ne considere
que les sommes de Fourier S,,(f)(0).

do
2

| fﬂ D..(0) % = 1 qui est satisfaite, comme on 1’a déja vu, par le noyau de Dirichlet :

™ 9 1S (7 o 1
Fo(0) — = = Dr(0) — = —n = 1.
/_7r <)27r nkX;/_7r k(>27r nn

Fixons maintenant 6 > 0 petit. La parité du noyau F,,(f) nous ramene a estimer :

/; Fn(e)#

Or la fonction # + sin*(f/2) est croissante sur I'intervalle [0, 7], puisque sa dérivée
sin (0/2) cos (6/2) y est positive, donc on a :

VO e[o,n] sin*(8/2) >sin*(5/2),

Démonstration. Le fait que ["_F,(0) % = 1 provient évidemment de la méme propriété

c’est-a-dire :
1 1 1

< =
sin?(9/2) ~ sin*(6/2)  Constantes

Vo e [d .
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En majorant alors simplement sin(né /2) < 1, on en déduit une majoration de la quantité
a estimer par un majorant :

m 1 T a2 9 1 T 1
o</ Fn(G)ﬁz—/ A iné/2) )d—eg—/ e
5 T nJs sin®(0/2) ® " nJs Constantes 7
1 1
=~ n Constantes

qui tend visiblement vers 0 comme % lorsque n tend vers +oo (le petit nombre réel 6 > 0
restant fixé). Ceci acheve la preuve de la proposition. U

Nous pouvons enfin énoncer et démontrer le fameux théoreme de convergence qui est
utilisé de maniere cruciale dans le Théoreme 6.1 fondamental d’apres lequel — rappelons-
le — la famille des exponentielles-modeles (e™*?),c; forme une base hilbertienne de
L*(R/27Z).

Théoréme 7.6. [Fejér] Si f € €°(T) est une fonction continue 2m-périodique sur R, alors
ses sommes de Fejér o,(f) convergent uniformément vers f sur Uintervalle [—m, 7| (donc
aussi sur R tout entier) :

VfeGUT) |ou(f)—f

C’est en effet la conséquence (presque immédiate) suivante que nous avons utilisée en
I’admettant temporairement dans I’ Affirmation 6.2.

w0 — 0.
n—o0

Corollaire 7.7. La famille des exponentielles-modeles (eike) reg €St totale dans I’espace
(€°(T), | - li0)-

Bien entendu, la notion de totalité que nous avons définie dans un espace de Hilbert se
généralise, dans les mémes termes, aux espaces vectoriels normés dont la norme ne dérive
pas d’un produit scalaire : exercice d’assimilation conceptuelle.

Démonstration. En effet, les sommes o,,(f) sont les moyennes de Cesaro des sommes par-
tielles S,,(f) de la série de Fourier de f ; ces derniéres étant manifestement des combinai-
sons linéaires finies des €**?, il en va de méme pour les premiéres. D’ailleurs, il y a méme

une formule explicite :
nFa(0) =Y (n—|kl)e*,
|k|<n
qui se démontre en créant une pyramide que I’on additionne verticalement :
nF,(0) = Dg+Dy+---+ Dy
1+
+e P +1+el+
720 470 4 1 4 et 4 20 1
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les deux termes pour |k| = n s’annulant, puis par convolution :

k=4n

5 (N6) =Fur 10)= S (1= Fiy e

k=—n

cette dernieére formule montrant bien que o,,(f)(#) est un polyndme (trigonométrique) en
les deux variables (e~ ).
Le théoréme que nous venons d’énoncer stipule donc bien la convergence vers f en

norme € de la suite o,,(f)(#) de combinaisons linéaires finies d’exponentielles-modeles
eike' O

Démonstration du Théoréeme 7.6. Toutes les considérations préliminaires qui précedent
nous permettent maintenant d’écrire la différence entre la fonction f et sa n-éme somme
de Fejér o,,(f) sous la forme d’une seule intégrale :

72(1)(6) = 1(0) = (o £)(0) — 10
~ (Fax DO~ 160) [ Fu0 3

—T

B dt

= F..(t 0—1t)— f(0) —,

| R lre—0-ro) 5

dans laquelle apparaissent les différences f(6 —t) — f(0) entre les valeurs de f. Et comme
le noyau de Fejér est positif, on en déduit la majoration, valable pour tout § € [—m, 7] :

T dt

510 = 7O < [ Fut) |16 -1~ 10)] 5

Examinons ce majorant : on voudrait bien qu’il tende vers zéro lorsque n tend vers
oo ; or nous nous rappelons que la masse de F,(t) est concentrée autour de t = 0, et
pour les valeurs petites de ¢, il est clair par continuité de f que |f(0 — t) — f(6)] est
petit, uniformément en ¢ € [—n, w]. 1l faudra donc découper I'intégrale [”_en un premier

morceau ff 5 autour de 0 qui va étre petit grace a la petitesse de |f(0 — t) — f(6)| pour

|t| <, et un second morceau f__f + ; qui va lui aussi €tre petit grace a petitesse de F,,
exprimée par 1’équation (7.5) :

0= lim ,(6) ou: I.(6) ;_/ F.0) Y.
o<|t|<

n—o0

Formalisons rigoureusement cette stratégie de démonstration.
Ainsi, puisque la fonction 27-périodique f est uniformément continue sur R tout entier
d’apres le Lemme 1.3, 0n a :

Ve>0 36>0 telque (|t <o—max|f(0—1) - f(6) <e).
S

Fixons donc un € > 0 arbitrairement petit. Bien entendu, on peut toujours imposer au ¢ ci-
dessus d’étre inférieur a 7. Découpons alors I’intégrale majorante en question selon |t| < &
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et selon ¢ < [t| < 7 et appliquons les majorations que nous avons anticipées :

dt dt
DO =10 < [ E@lo-0-s0l g+ [ Rwle-n-50) 5
dt dt
<plio-0-sol [ ROz2We [ 605
<c [ R 542110 1O
<<+ 21k 1(9)

Or puisque 1,,(9) tend vers 0 lorsque n tend vers I’infini, avec le méme ¢ > 0 arbitrairement
petit que nous avons fixé a I’instant, il existe un entier N > 1 assez grand pour que :

n =N = 2|fleo I(5) < .

En conclusion, nous avons établi que pour tout € > 0, il existe un entier N > 1 assez grand
pour que :

(n > N = |oa(£)(0) — £(0)] < 25) Vo € R,

et ceci termine de démontrer que o, ( f) converge uniformément vers f en norme °. [

8. ‘Bons noyaux’ et convolution

Dans la démontration du théoreme de Fejér, nous avons construit une suite de polyndomes

trigonométriques :
KT v
Fn.(0) = —— €
0= (-5

—n<k<n
qui pointait fortement a I’origine § = 0, et s’abaissait vers 0 sur tout [—m, —4] U [0, 7]
avec 0 < ¢ < 7 arbitrairement petit. Comme résulat, nous avons pu extraire le compor-
tement d’une fonction au voisinage d’un point. Maintenant, nous abstrayons les propriétés
du noyau de Fejér, et nous formulons un cadre a priori beaucoup plus général dans le-
quel des résultat de convergence de type Fejér seront valables, presque sans aucun effort
supplémentaire.

el

—T 0 ™ —T 0 s

Définition 8.1. Une famille de fonctions-noyaux :

{Ka(0) ]2,
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définies sur le cercle unité T = R/27Z et au moins de classe 4" est dite étre une famille
de bons noyaux lorsqu’elle satisfait les trois propriétés suivantes :

" 0
1:/ K.(0) 52

(b) il existe une constante M > 0 telle que, pour toutn > 1:

/ ‘K 39 < M;
T

o
0= lim / Kn(0)|
n=oo Jsciol<n 2

En pratique, on rencontre surtout des fonctions-noyaux a valeurs K,, () > 0 positives,
et alors (b) est conséquence triviale de (a).

On peut interpréter de tels K,,(#) comme des distributions de poids sur le cercle unité :
la propriété (a) signifie que K,, assigne la masse 1 a la totalité du cercle [—m, 7| /27Z, et la
propriété (c) signifie que cette masse se concentre de plus en plus autour de 1’origine § = 0
lorsque n — oo.

Voici donc la généralisation naturelle du Théoreme de Fejér.

(a) pourtoutn > 1:

(c) pourtout ) < < 7:

Théoréme 8.2. Erant donné une famille de bons noyaux sur le cercle unité T = R /277 :

{Ka(O)},21:

pour toute fonction continue f € €°(T), la suite des convolées :

dt
0= [ fo-0K05
converge en norme 6€° vers f :

0= lim <max‘f>x<K() f(e)D.

n—oo \ 0T

Classiquement, une telle famille {K,} de bons noyaux est appelée une approximation
de I’'identité, puisqu’elle redonne la fonction a la limite.

Ici, la convolution :
dt
0= [ fo-0K05

s’interprete naturellement comme une moyennisation a poids, a savoir la valeur moyenne
de f(6 —t) sur le cercle affectée de la distribution de poids K, (). Et crucialement, cette
distribution de poids K,,(¢) se concentre de plus en plus au point ¢ = 0, avec toujours une
masse totale égale a 1, et donc a la limite, on extrait la valeur :

L- f(0—0) = f(0).

Autrement dit, I’intégrale affecte a la limite toute la masse au point ¢ = 0.
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Démonstration. La preuve requiert une 1égere variation de la démontration du théoreme de
Fejér.

Par uniforme continuité de la fonction f € ¢°(T) continue sur le cercle compact T,
pour tout € > 0, il existe 6 > 0 tel que :

< = [fO—-1)—-F0)] <=

Kn(t)

=7 t=0 T

Grace a la propriété (a) que la masse de K,, vaut toujours 1, on peut écrire la différence
a estimer :

(FK)0) ~ F0) = [ F0—0)K,(0) 5~ 7(6) 1
T d
= [ reo-0- 16K
Ensuite, on découpe I’intégrale comme :
T d
(£ <KD = FO)] = | [ 1701 = FO] Kalt) -
dt dt
< [ lro-n—solkolg+ [ lo-o-solkel 5
i dt dt
< e [l g2 Wl [ K015
dt
< M52 lgoer /5<|t<7r K57
= ¢ - constante + (Quantité T:o O),
ce qui conclut. U

Rappelons que les sommes partielles de la série de Fourier d’une fonction f € €°(T)

sont :
Sa(f)(O) = (f *Da)(0)
= [ (6 —=1)Du(})

—Tr

21’
en termes du noyau de Dirichlet :
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On pourrait alors se demander de maniere tout a fait 1égitime si la famille {D"}n>1 est
une famille de bons noyaux au sens de la définition qui précede, mais malheureusement, ce
n’est pas du tout le cas, car la condition (b) de bornitude uniforme des normes L' n’est pas
satisfaite, et nous allons démontrer dans peu de temps que :

N dt 4

9. Principe de localisation

Maintenant, revenons au probleme initial (Question 2.5) : étudier la convergence de
la vraie série de Fourier d’une fonction f € L'(T). Nous savons que la n-¢me somme
partielle de la série de Fourier de f s’écrit comme le produit de convolution :

m dt
5,.(7)0) =Dux )= [ Du) S0 -1) 5]
de f avec le noyau de Dirichlet :
sin ((n+ 3)t)
D,.(t) := sin (%)
2n+1 sif € 2n.

sif & 217,

Proposition 9.1. [Principe de localisation] Si f, g € L'(T) sont deux fonctions Lebesgue-
intégrables sur le cercle T qui coincident dans un intervalle ouvert non vide |0y — 0, 0y 40|,
d > 0, centré en un point 0, € T, a savoir f(0) = g(0) pour tout 0 € |6y — 6, 6y + d|, alors
leurs deux séries de Fourier en 0y ont le méme comportement (convergence ou divergence)
en ce point :

0= lim [S.(9)(60) — Su(f)(6)].

n—o0

Démonstration. En soustrayant les deux formules de convolution avec le noyau de Dirichlet
écrites pour f et pour g, on obtient :

Sn(9)(0o) = Sn(f)(00) = Dy x (g — f) (6o)

= /_7T D, (t) [9(90 —t) — f(0o — t)] ;ijr
— /Oﬂ Dy (t) [9(60 — ) + g0 +t) — f(0 — ) — f(60 +1)] %7

puisque le noyau de Dirichlet est pair. Mais comme par hypothese, g(f) = f(0) pour tout
6 avec |0 — 0y| < J, I’intégrale f06 disparait et il reste donc seulement :

™ sin ((n + 1)1) dt
o e o
5 sin(5) PN 2w
pour une certaine fonction hy, € L'(T) qui est écrite entre crochets ci-dessus. Mais il se
trouve que pour tout § avec 0 < § < 7 et pour toute fonction h € L'(T), le fait que le

numérateur —+ du noyau de Dirichlet soit borné par — lorsque ¢ varie seulement dans

sin (L) sin (3)
[0, 7] permet facilement de voir que la fonction Siﬁ(g) est intégrable sur [0, 7] :
2

T h(t) | dt 1 ™ dt 1
/5 sin (t/2) | 2 S sin (2) /5 Ol 57 < sin (2) I yzs
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Enfin, le lemme de Riemann-Lebesgue (Corollaire 4.2) s’applique grace a la présence de

sin (n+ 1)) :

: : " hio(t) di
b 00~ 50001 [ o 200
ce qui conclut la preuve. U

Ce résultat montre que le comportement de la série de Fourier d’une fonction f en un
point §, € T dépend seulement des valeurs qu’elle prend dans un voisinage ouvert autour
de 6y, aussi petit soit-il. Cette propriété des séries de Fourier est quelque peu surprenante
car dans la série de Fourier de f, les valeurs des coefficients f f f(0) e~iko d9
dépendent visiblement de la définition de f dans un intervalle de per10d1c1te complet 101
[—7, 7.

Corollaire 9.2. Sous les mémes hypotheses, si la série de Fourier de [ converge vers une
limite { en un point 6y € T, alors la série de Fourier de g converge vers la méme limite {
en ce point 0. O

10. Constantes de Lebesgue

Un examen plus approfondi de la démonstration du principe de localisation ci-dessus
permet d’observer, au-dela de similarités évidentes, une différence majeure entre les deux
noyaux de Dirichlet D,, et de Fejér F,,.

Lemme 10.1. Le noyau de Dirichlet et le noyau de Fejér sont tous deux pairs et ils satisfont,
pour tout nombre arbitraire (petit) d avec 0 < 6 < 7 :

dt T dt
0= lim / D.(t) — = lim 2/ D,(t) —,

0= lim / Fo) L~ lim 2/ Fo0) 2L
n—00 s<|t| < 2 n—00 5 27

Plus généralement, pour toute fonction h € L*(T), on a pour tout nombre arbitraire (petit)

davec) << T: "
0= lim / D, (1) h(t) L
n=0 Js<lt<n 27’

dt
0= lim / F.(t) h(t

Cependant, I’analogie entre les deux noyaux D,, et F,, s’arréte la, et tandis que F,, prend
seulement des valeurs positives et que sa norme L :

[Fnfor =1 (n>1)
est toujours égale a 1, le noyau de Dirichlet D,, quant a lui prend alternativement des
valeurs positives et négatives, et surtout, sa norme L' tend vers linfini :

4
IDnlz: = ;Iogn—{—()(l) (n>1).

La git la raison profonde pourquoi les théoremes de convergence pour les séries de
Fourier sont difficiles.
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Démonstration. Sans utiliser le Lemme de Riemann-Lebesgue, nous avons déja vu que
Iintégrale de F,, sur {0 < |0| < 7} tend vers zéro lorsque n — oo, dans I’équation (7.5).
Mais il y a en fait beaucoup mieux, son supremum sur {§ < |f| < 7} est majoré par une
quantité :

1 [sin(Z0)1> 1 1
max F,(f) = max — _Lg) <= =53
5<|6|<n s<loj<z n | sin (5) n sin*(3)

———

constante
qui tend visiblement vers 0 lorsque n — +o0. Ensuite, comme |F,,(¢)| = F,,(¢) pour tout
t € T, on en déduit aisément :

dt 1 1 dt
[ R <t [ o
o<t]<m d nsin®(35) Jao<jtj<n 27

1 1

S sin(2)

Hh”Ll — O,
n—oo

pour toute fonction h € L'(T).
Les deux mémes propriétés pour le noyau de Dirichlet D,, se démontrent de la méme
maniere.

Estimons maintenant la norme L' du noyau de Dirichlet,

1Da] 1

quantités appelées constantes de Lebesgue dont on doit donc démontrer qu’elles tendent
vers +oo comme log n. Commengons par établir les deux inégalités fonctionnelles prépa-
ratoires :
t3
b= Ssint <t

pour tout t € [0, col. Intégrer I’inégalité triviale cos ¢ < 1 donne I’inégalité connue sint < ¢
valable pour tout ¢ > 0. Autrement dit : —¢ < — sin ¢, inégalité que 1’on inteégre a nouveau
pour obtenir, apres transfert a gauche de la constante 1 d’intégration :

2
1-— 5 < cost,

inégalité valable sur [0, oo[. Enfin, une troisieéme et derniére intégration donne 1’inégalité

désirée :

satisfaite sur [0, co].
Ensuite, en remplagant ¢ par £, I’inégalité préparatoire devient :
t e bt
——— <sin- < —.
2 48 2 2
Par inversion, les inégalités et les extrémités échangent leurs roles :
2 1 2 1
- < <

X . 0 oxX 2
t “sin(y) t1-L
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Or sur lintervalle [0, 7], on a I’inégalité (Iégerement grossiére) % < %, et en appliquant
I’inégalité :
1
1—=

<142z,

dont on vérifie qu’elle est trivialement satisfaite pour 0 < x < %, on déduit que :
2 o 1 . 2 n t
t “sin(d) Tt 6

a nouveau pour tout t € [0, 7.
Maintenant, par parité de la fonction qui définit le noyau de Dirichlet, sa norme est égale
a:

T ]sm n+ 1)t
Dol = —/ dt.
sin (
En appliquant les inégalités vues a I’instant, on dedult aisément :
sin(n + =)t Tt
< |D,, ||L1—— / Mdt / —|sin(n+%)t|dt
t o
1 [Tt
<! / Lt
T 0 6
.7
12

Dans ’intégrale considérée a I’instant qui approche donc |D,, |1 2 O(1) pres, on pose :
. 1 y dot dt dv
n - = U, u . —_— =,
2 t v

ce qui la transforme en deux morceaux dont le second est d’une contribution négligeable :

T |l 1 nt+% |
2 / |sin (n + 3) t| gt / *2 sinv o
T Jo t 0 v

\/ﬂﬂ' ‘Sin U‘ do + z /nw+72r ’sin Ul o
0 v T Jor v '

g

=0(1)

A0 J

<L
Snw

Ny

Naturellement, grace aux changements de variables linéaires v := k7w + u effectués pour
k =0,...,n — 1, I'intégrale restante (le premier morceau) se décompose en une somme
d’intégrales sur [0, 7] :

2 [ ]smv| \smu\
7r/0 Z/ k:7r+u

En définitive, on obtient (la valeur absolue disparatt) :

expression dans laquelle la constante qui se cache dans le O(1) n’a pas été modifiée et peut
€tre prise €gale a 5
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Tout d’abord, le terme pour £ = 0 de cette derniere somme est majoré par :

Ensuite, pour tout entier k avec 1 < k < n — 1, les inégalités triviales :
1 - 1 o 1
kn+nm  kr4+u  kn

valables pour tout u € [0, 7], multipliées par la quantitée positive sin u, intégrées sur [0, 7|,
puis sommées pour k allant de 1 a n — 1, donnent :

. n—1 .
sinu 2 1 T sinu
- d du < — — —d
ka+ﬂ/5|nuu Z//mr—i—uu Wzkﬂ'/g u “
k=1 R ~ ,

Or on est en mesure de s’imaginer que I’étudiant sait pertinemment que :

—_

| =

3

=logn+~+0(2),

T

1

ou 7 est la constante d’Euler (sinon, I’étudiant en question est prié¢ de se cultiver sur la
question). Donc on obtient :

4 1 iy sinu
Bl Ol
7T2( + logn + v + ) Z/ ]eru

4
< p(long—’y—l—O(%)).

En faisant le bilan de toutes les inégalités établies jusqu’a présent, on conclut par exemple
que :

4
\E—l—ﬂ—i——’y—l—O( ),

ce qui conclut. U

4
[Dufl 1 = —5 logn
s

Question laissée en suspens : quelle est la valeur exacte de la constante c telle que :

4
D], = S togn e+ 0(2)"

11. Théoréme de Dirichlet

Rappelons que I’on identifie les fonctions définies sur le cercle unité T = R / 2mZ, avec
les fonctions 27-périodiques définies sur R, de telle sorte qu’il suffit de considérer ces
fonctions sur n’importe quel intervalle de longueur 2 7.

Définition 11.1. Sur le cercle unité T = R / 277, on dit qu’une fonction f a valeurs dans
C est €' par morceaux s’il existe un nombre fini £ > 0 de points :

— T < <O <<l <0, <

tels que les trois conditions suivantes sont satisfaites :
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(i) il existe § > O (tres petit) tel que f est de classe €', i.e. continiiment différentiable, sur
la réunion :

} - 7T—(57 91[ U }61, 02[ y - U }65_1, e,ﬁ[ U }Qm 7T+5[,
(ii) pour tout 1 < A < &, les deux limites suivantes a gauche et a droite existent :

f-(03) = Jim f(0x +1) et F+(05) = Jim f(0x +1):

(iii) pour tout 1 < A\ < &, les deux dérivées suivantes a gauche et a droite existent :

f(ON+1) — f(0)) (O +1) — f1(0))

/ T / NN
fo (0,\) = tlin[) ; et Iy (QA) = tlino ; .
< >
Bien entendu, en tous les autres points 6 # 0y, A = 1, ..., k, la fonction est continue :
f-(0) = [+(0),

dérivable, avec dérivées a droite et a gauche qui coincident :

f28) = f1(0) = f1.(6).
Pour tout entier n € N, rappelons I’expression de la n-eéme somme partielle de la série
de Fourier de f :
k=+n N
Sulf) = Y f(k)e™.
k=—n
Ce fut un grand probleme historique d’étudier quelles conditions la fonction f doit satisfaire
pour étre égale a sa série de Fourier :

FO) LS Fikyer

k=—0o0
< lim S,(f),

en un point 6y € T donné, en presque tout point # € T, voire méme en tout point § € T.

En 1847, Peter Lejeune-Dirichlet fut I’un des premiers mathématiciens a avoir démontré
un théoreme rigoureux de convergence. Le théoreme que Dirichlet a vraiment démontré
stipulait que si, au voisinage d’un point 6y, la fonction f n’a qu’un nombre fini de maxima
et de minima, autrement dit, si elle est en fait monotone a gauche et a droite dans des
voisinages assez petits de 6, alors la convergence désirée a lieu.

L’histoire des mathématiques étant faite de grands mysteres inexplicables, actuellement,
ce qu’on appelle Théoreme de Dirichlet est un autre théoréeme, I’une des ‘stars’ de I’ensei-
gnement de 1’ Analyse de Fourier de par le monde, célébrité que voici.

Théoréme 11.2. [de Dirichlet] Si une fonction f: T — C est €' par morceaux, alors
en tout point 0 € R, la série de Fourier de [ converge vers la demi-somme de ses limites a
gauche et a droite :

T 5u(g) = OO

demi-somme qui est égale a f(0) en tout point de continuité de f.
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Lorsqu’on analyse finement la démonstration, on est naturellement amené a ‘découvrir’
un théoreme légerement plus général, que nous nous proposons maintenant d’expliquer.

Fixons 0y € T. Tout d’abord, puisque toute fonction admettant une limite en un point
reste localement bornée au voisinage de ce point, il est clair que les deux hypotheses d’exis-
tence de dérivées a gauche et a droite :

f(0g+1) — f(6o) f (0o +1) — f1(6o)

/ T / NN
f (90) = tllno ; et Iy (80) = tITO ;
< >
— limites qui coincident d’ailleurs lorsque 6y # 64, ..., 6, —, assure qu’il existe 6 > 0 et

0<C <ootelsque:

< C (Y 0<t<9),

‘f(eo —t) — f(6h)
t

'f(eo +t) — f1.(6o)
t

< C (V0<t<9).

Ainsi, les hypotheses du théoreme plus général suivant sont en fait satisfaites en tout point
0y € T par le Théoreme 11.2 de Dirichlet, et donc, nous pouvons nous concentrer a partir
de maintenant sur ce nouvel énoncé.

Théoreme 11.3. Soit une fonction 2 w-périodique f: R — C qui est Lebesgue-intégrable,
c’est-a-dire L', sur [—m, ). Si, en un point 0y € R, les deux hypotheses suivantes sont
satisfaites :

(i) les deux limites suivantes a gauche et a droite existent :

f_ (60) = tli_)fﬂo f(eo + t) et f+ (90) = tli_)fT]O f(eo + t),

(ii) il existe 0 > O tel que :
5 N 5
/ f(Oo—1t) — f-(6b) d < oo ot /
0 0

t
alors la série de Fourier de f en 0 converge vers :

k=4+n
lim (Z J/c\(k>€ik90) _ f—(90)+f+(90)'

n— 0o 2
k=—n

[0 +1) — f1(6o)

dt < oo;
t

Démonstration. Rappelons que la n-¢me somme partielle de la série de Fourier de f en un
point quelconque 6§ € T se contracte comme la convolution :

5.000) = | D) F0— ) 2L

- 2m
de la fonction f avec le n-éme noyau de Dirichlet :
sin (n + %) t
sin (L)
Or il se trouve que ce noyau, quotient de sinus, est une fonction paire de t, et par consé-
quent, on peut décomposer 'intégrale de convolution ci-dessus, changer de variable, et

D, (f) =
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rassembler les termes :

/_ﬂ Dn(t)f(e—t)s—; _ /_i idem+/0ﬂ idem

_ /OW Dn(—u)f(8+u);i—:+/oﬂ Dn(t)f(e—t);l—;
_ /0 Do(t) [£(0 — 1) + F(0 + )] j—;

En le point 6, ou les deux hypotheses (i) et (ii) sont satisfaites, pour établir le théoréme,
il s’agit donc d’estimer la différence :

Su(f) () — f_(eo);ﬁ(eo) _ /” Dn(t)f(eo—t);l—; B f_(eo)—;meo)

—T

= /O7r D, (¢) [ (6o — t) + f(bo + t)] ;l_; B f—(eo);rﬁ(%),

et de montrer qu’elle tend vers 0 lorsque n — co. Mais puisque :

7r 0 ™ ™
1:/ Dn:/ Dn+/ Dn:2/ D..,
-7 -7 0 0

on peut, de maniere trés agréable et trés astucieuse, ré-écrire le . de la demi-somme

2
M comme I’intégrale fow D,, et absorber-factoriser le tout dans une unique in-

tégrale :
_(60) + f+(0 T dt
5,000~ ZOELO) [ [0y — )= 100+ 00+ — £ 00)] 5
0
La démonstration se terminera alors grace a I’assertion suivante. U

Assertion 11.4. Les deux limites suivantes sont nulles :

0= Jim [ 0.0 [ (60— 1)~ -(00)] 5
0= Jim [ 0.0 [rl60+0) - £:(60)] 5

Démonstration. Par symétrie, il suffit bien entendu de traiter seulement la premiere. C’est
alors a cet instant précis qu’il faut réinsérer I’expression explicite du noyau D,,, en faisant
mieux apparaitre le fait que la singularité qu’il incorpore au dénominateur se comporte
simplement comme du § :

sin(n+3)t
sin (%)
sin (n + %) t t
t " sin (L)

Dn(t) =
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1
sin(%)

se convainc tout aussi aisément que la fonction :

puisqu’on se convainc ais€ément que la fonction

se comporte comme % ent =0, eton

[0, 7'('] — R+

t
sin(%)
est continue bornée sur [0, 7] ; en effet, il suffit de vérifier qu’elle se prolonge par continuité

avec la valeur + = 2 en t = 0, mais aussi, on peut se rappeler que plus haut, on a méme

1
sin(%)
aussi pour faire voir le caractere borné.

t —>
2
établi I'inégalité % < < % + é valable pour 0 < ¢ < m, qui suffit manifestement

Alors la premiere intégrale dont il faut établir qu’elle converge vers 0 lorsque n — 0o
peut étre ré-Ecrite sous une forme qui fait clairement apparaitre la deuxieme hypothese (ii) :

" 1 t Sl —t) = f-(6o)] dt
[ (000 5| o

sin t on
\ ; N 1 ~~ J/
%0 sur [0,7] L sur [0,7]

TV
=: une certaine fonction g € L1[0,7]

On se retrouve alors dans la situation typique d’un énoncé simple et célebre, ce qui
conclura, la seconde intégrale se traitant de la méme maniere. O

Lemme 11.5. [de Riemann-Lebesgue général] Sur un intervalle compact [a,b] C R, avec
—00 < a < b < 00, soit une fonction g € L'([a,b],C). Alors on a :

|w| — oo
weR

b
0= lim /g(t)ewtdt,

b
0= | I‘im / g(t) sin(wt) dt,
w€eR a

b
0= | I‘im / g(t) cos(wt) dt.
weR a

Démonstration. Par densité des fonctions en escalier dans L', il suffit d’établir ceci pour
une fonction indicatrice :

g = ]-[c,d]a

avec a < ¢ < d < b quelconques.
Or, comme on connait une primitive évidente de 1’exponentielle (ou du sinus, ou du
cosinus, la démonstration serait similaire), il est facile de calculer I’intégrale :

b . d .
/l[cvd](t)e’”tdt:/ et dt
eiwt d
- 1% ],

iwd

e ezwc
Y

W



12. Théorémes de Dini et de Jordan 39

et puisque les deux exponentielles au numérateur sont de module égal a 1 — I’hypothese
w € R est importante ! —, 1l est instantané que la majoration :

d
. 2
/ ezwtdt‘ < =
c jwl

montre bien la nullité de la limite ! Les sinus et les cosinus se traitent de maniere analogue.
0

12. Théorémes de Dini et de Jordan

Le Théoreme de Dirichlet fut, historiquement parlant, le premier résultat sur les séries de
Fourier qui ait ét€ démontré de maniere absolument rigoureuse. Il est important de noter que
la fonction f est supposée continiiment différentiable (a quelques exceptions pres, finies en
nombre), et que cette hypothese est globale, i.e., la fonction f est supposée « raisonnable »
sur tout intervalle de période ayant la longueur 27.

Or Riemann (éleve de Dirichlet) a observé, dans sa these d’habilitation en 1854, que la
convergence de la série de Fourier d’une fonction ne dépend en fait que du comportement
de la fonction dans un intervalle ouvert arbitrairement petit autour de 0y, cf. le Principe
de localisation 9.1. Ce phénomene mathématique peut déja s’observer lorqu’on examine
attentivement la preuve du théoréme de Dirichlet.

En tout cas, deux autres criteres de convergence classiques pour les séries dus a Dini
et a Jordan vont a présent ne faire que des hypotheses locales sur le comportement de la
fonction.

Théoréme 12.1. [de Dini] Si, en un point 6y € T, une fonction intégrable f € L'(T) est
telle que l’intégrale impropre suivante :

/7r f(lo — 1) + f(6o+1) —2f(6)]| dt
0 t 2

converge, alors la série de Fourier de f converge au point 6y vers la valeur attendue f(0) :

k=+n

lim " (k) et = f(60).
k=—n

Démonstration. En fait, ce théoreme découle d’une adaptation simple de la démonstration
du Théoréme 11.3 ci-dessus, puisque 1’on peut écrire :

dt

S0 = £(66) = [ Dat) [0~ 1)+ 160+ 0) = 2.00)] 5=

" 1 f(0o — 1) + f(0o — 2 f(6y
() gy [0 20

e L1([0,])
et raisonner de la méme maniere en appliquant I’hypothese de convergence de I’intégrale de
la valeur absolue de la fonction entre crochets, et en appliquant a nouveau le Lemme 11.5
général de Riemann-Lebesgue U

En particulier, I’hypothese de Dini est satisfaite s’il existe un réel o > 0 et une constante
C' > 0 tels que I’on ait, pour tout ¢ dans un certain intervalle ouvert (non vide) centré en
90 .
1£(0) — f(0o)] < C10 — 6%,
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puisque 1’on peut alors majorer le numérateur par :

|f(00 —t) — f(Oo)] + [f(O0 —t) — f(bo)] < 2Ct%,

et parce que I’on sait bien que I'intégrale impropre en zéro fo %‘1 df < +oo converge.

Définition 12.2. Une fonction f: R / 217, — C est dite holdérienne d’exposant 0 < o <
1 en un point §, € T s’il existe une constante 0 < C < oo telle que :

|[F(6") = f(Bo)] < C|0" 60"

Evidemment, f est alors continue en 6,. Holder a globalisé ce type d’hypothése de la
maniere suivante.

Définition 12.3. Une fonction f: R / 2nZ, — C est dite holdérienne d’exposant 0 < o <
1 s’il existe une constante C' > 0 telle que :

70"~ f@) <l
pour tous &', 0" € R.

On notera alors :
e*(T)
I’espace des fonctions a-holdériennes sur T, qui sont manifestement continues.
Définition 12.4. Lorsque oo = 1, c’est-a-dire lorsque :
1£(07) = (O] < C18" — ¢,
on dit que f est Lipschitzienne.

Donc le théoréme de Dini avec une telle hypothese globale nous donne comme corollaire
le:

Théoreme 12.5. La série de Fourier de toute fonction f € €“(T) avec 0 < a < 1
converge vers la fonction en tout point du cercle unité T = R / 2.

Mais ici, la convergence n’est pas forcément uniforme. Plus bas, on démontrera le Théo-
reme dit « de Bernstein », d’apres lequel la série de Fourier converge méme normalement
lorsque % < « < 1. Par ailleurs, I’Exercice 20 donne la croissance :

On notera au passage que notre hiérarchie d’espaces fonctionnels vient de s’enrichir
par I’apparition de ce qui peut €tre considéré comme 1’espace des fonctions qui ont une
«dérivée d’ordre égal a un réel o €0, 1] quelconque » :

€1 (T) — €“(T) — €°(T).

On démontre, ce que nous laisserons en exercice, la complétude de ces trois espaces fonc-
tionnels.
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Proposition 12.6. Les trois espaces vectoriels : €°(T) muni de la norme :
= 0)l;
[ flgo = max|f(6)];

¢“(T) pour 0 < o < 1 muni de la norme :

,_ |£(6") = f(0)]
[ flige = max|f(0)] + SR e = o
et € (T) muni de la norme :

If

“— /
w1 = max|f(6)] + max|f(6)]
sont chacun complet.

Mais alors, que se passe-t-il lorsque o — 0 dans les espace ¢*(T) ? 1l semblerait que
I’on retrouve les fonction continues €°(T), et peut-étre que le théoréme de Dini-Holder
admet des généralisations qui s’ appliqueraient aux fonctions qui sont seulement continues ?

Malheureusement, cette question de savoir si la série de Fourier d’une fonction continue
(en tout point) converge en tout point vers la fonction, question motivée par la croyance
du pere de la théorie, Fourier lui-méme, que tel devait étre bien le cas, cette question a
connu un destin particulierement imprévisible, dialectique et chaotique — nous y revien-
drons lorsque nous détaillerons le contre-exemple de du bois Reymond.

Pour revenir aux criteres classiques de convergence, présentons pour terminer un dernier
espace fonctionnel classique. Soient —oo < a < b < o0, et soit une fonction réelle :

filabt] — R.

Partager [a, b] en sous-segments revient a se pourvoir d’une collection d’un certain nombre
fini v > 1 de points :

A = {a:x0<x1<~~<x,,,1<x,,:b}.
Définition 12.7. La variation (absolue) de f sur A est la quantité positive :
Vi(A) = [f(a) = fla)] + [ f(21) = fl@2)| + -+ [f(z-1) = [ (D)
= 37 |fwer) = flan).

1<k<v
Par inégalité triangulaire, il est clair que :
[F(@) = )] = [£(@) = F@1) + fl@1) = fl@2) + -+ [lwn) = F(0)]
< Vi(A).
Définition 12.8. La variation totale de f sur [a, b] est la quantité positive :
Via,b] :==supV (A)
A

= sup Z | f(zeer) = f(22)

a<x1<~<3m-1<b1<n<u

Y

nombre éventuellement infini appartenant a [0, o).
On dit que f est a variation bornée lorsque cette quantité est finie :

0 < Vya,b] < oo.
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De ce qui précede, on déduit I’inégalité assez grossiere |f(a) — f(b)| < V¢[a,b], qui
peut devenir intéressante lorsqu’on 1’applique a la restriction de f a de petits intervalles
[e,d] C [a,b] :

(12.9) |f(e) = f(d)] < Ve, d].

Lemme 12.10. Toute fonction monotone (croissante ou décroissante) g: [a,b] — R est a
variation bornée égale a :

Vyla,b] = |g(a) — g(b)].

Démonstration. Si, par exemple, g: [a,0] — R est décroissante, pour toute collection
A={a=xy<z; <---<x,_1 <z, =b}, on aalors sans valeurs absolues :

0 < Vy(A) = gla) = g(@1) + g(@1) — g(w2) + -+ + g(z,—1) — g(b)
= g(a) —g(b) < oo,
la somme étant téléscopique, calculable, constante, finie, indépendante de A. O

La somme f = g; + --- + gx d’'un nombre fini K > 1 quelconque de fonctions (mono-
tones ou pas) possede une variation totale toujours majorée (exercice) par :

Vf[avb] < Vgl[a> b] +oe +V9K[a7b]’

et donc, lorsque g, . . ., gx sont toutes a variation bornée, f 1’est aussi.
Ce qui est remarquable, c’est que les fonctions a variation bornée se ramenent de cette
maniere a des fonctions monotones.

Théoréme 12.11. Toute fonction a variation bornée f: [a,b] — R peut étre représentée
comme différence :

f = g—- h7
entre deux fonctions g, h: |a,b] — R (faiblement) croissantes.
Démonstration. Pour tout x € [a, b], et toute collection finie A C [a, b] qui contient le point

x, de telle sorte que A = A; U A, se partage alors en deux sous-collections concernant
la, z] et [z, b], on a trivialement :

V(A1) + Vi(Az) = Vi(AL UAy),

et en prenant le supremum sur A et sur Ay, sachant qu’il y a plus de collection A C [a, ]
que celles qui contiennent le point z, on obtient :

(12.12) 0 < Vyla,z] +Vy[z,b] < Via,b] < oo.
Pour a < 2’ < 2” < b, le méme raisonnement sur [a, 2’| donne :
Vf[av ZE’] + Vf[xlv lﬂ] < Vf [av x//]v
—_——
>0
ce qui montre que la fonction qui interprétera le premier role :
g: x — Vyla,z]

est croissante !
Pour montrer que la deuxiéme fonction h qui vaut alors nécessairement i := g — f et
s’exprime donc manifestement comme :

h: x v+ V¢a,z| — f(z),
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est elle aussi (faiblement) croissante, avec a < 2’ < z” < b, il suffit de minorer la diffé-
rence :

h(z") — h(z') = Vyla,2"] = Via,2'] — f(2") + f(2)
[Appliquer (12.12) sur [a, z"]] > V2, 2" — (f(x”) — f(x/)) U
[Appliquer (12.9) sur [z, z"]] > 0.

Puisque les fonctions monotones sont Riemann-intégrables, les fonctions a variation
bornée le sont elles aussi, et pour cette raison, il est naturel de quitter temporairement le
cadre de la théorie de Lebesgue, pour revenir au cadre riemannien plus ancien.

Comme on sait que les fonctions monotones admettent en tout point des limites a gauche
et a droite, il en va de méme pour les fonctions a variation bornée.

Théoreme 12.13. [de Jordan] Si f: T — R est a variation bornée sur le cercle unité
T = R/27Z, alors la série de Fourier de f converge en tout point 6y € T vers la moyenne
des limites a gauche et a droite de f en ce point :

f—(eo)‘;ﬂr(@o) _ YJi_}moo Sn<f)((90) _ n“_>moo Z j/f\(k‘) 61‘1@00'

|[k|<n

Démonstration. Par linéarité, il suffit de traiter le cas ol f est monotone, puis croissante
quitte a remplacer f par — f, ce que nous supposerons dorénavant.

Pour atteindre cette convergence, comme dans la preuve de I’ Assertion 11.4, on se ra-
mene a démontrer que :
sin(wt)

?

0 dt,

im_ [ " [#60 0~ £e60)]

|w|—00

et en introduisant la fonction croissante :

g(t) == f(Oo +1) — f(bb),
qui satisfait 0 = g (0), il s’agit donc d’établir que :
) m in(wt
02 lim / o(t) 5D gy
|w|—=o00 S t

En remplagant au besoin g(0) par g, (0), ce qui ne change pas la valeur de I'intégrale a
droite, on peut méme supposer que g est continue a droite en 0.

Découpons alors I’intégrale en deux morceaux, au moyen d’un certain 0 < § < 7 tres
proche de O :

/07r g(t) sinwt) yy _ /05 g(t) Mdﬁt/{: @sin(wt}dt,

t

|w|—o00

la seconde intégrale tendant vers 0 lorsque |w| — oo, grice au Lemme de Riemann-
Lebesgue, puisque @ devient Riemann-intégrable sur [§, 7| pour fout choix de 0 < 6 < 7.

Pour atteindre 1’objectif, il suffira donc de faire voir que la premiere intégrale peut étre
rendue arbitrairement petite par un choix de 0 < ¢ suffisamment petit. Commengons par
un préliminaire utile.

Y osint

Lemme 12.14. La limite lim / e dt existe.
0

M—00
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On peut méme démontrer qu’elle vaut 7, ce a quoi I’Exercice 19 se consacre, mais nous
n’aurons pas besoin ici d’une information aussi précise.

Démonstration. Observons que S'tﬂ est continue en ¢t = 0, et y prend la valeur 1, donc est

continue sur [0, oo]. Soit M > 0. Il existe un unique entier n > 1 tel que (n—1)7 < M < nr,

et alors :
1

/ ﬂdt:Z/ ﬂdtjt/ M g,
o ¢ (k—D)r ¢ (n-1)x

k:1 A\ A 7
~"~ ~"~
=:ak — 0
M— 00

I’intégrale rémanente tendant vers O lorsque M (donc n) tend vers oo, puisque :

/M sint ‘ /M dt /”’f dt
T dt] < = < i
(n—1)m t (n—1)m t (n—1)m t

™

— 0.

S (n— 1)1 oo

Quant a la somme (contribution principale), vue comme série numérique ZZ: ay, elle
est alternée, car sint est de signe (—1)"~! sur | (k — 1), k|, et car:

(E+D)7 |
0 < ‘ak+1| :/ Mdu
k

- u
km . km .
sint sint
[Poser u =: 7 + ] = / | ’dt < / | |dt = |agl,
(h—1)r T+ 1 (k—)r U
donc grace a un théoréme connu, la série infinie alternée ZZOZO aj. converge. O

Corollaire 12.15. 1] existe une constante 0 < C' < oo telle que

M
sint
/ e dt‘ < C, pour
0
tout M = 0.
Démonstration. En effet, en tant que fonction de M, cette intégrale est continue (et méme

%), et comme elle possede une limite a I’infini, hors d’un gros intervalle compact [0, M;],
elle doit rester proche de sa limite a I’infini, donc étre bornée. ]

Si nous revenons maintenant a la premiere intégrale f(f g(t) %ﬁ dt laissée sur le bord
de notre route, un instrument puissant permettant de raccourcir de nombreuses démonstra-
tions — censé €tre déja assimilé grace au cours d’Intégration — déclenche alors 1’ instant
magique tant attendu.

Théoreme 12.16. [Deuxieme formule de la moyenne] Sur un intervalle [a,b] C R avec
—00 < a < b < oo, étant donné deux fonctions :

e f:[a,b] — R Riemann-intégrable,

e g: [a,b] — R monotone (donc Riemann-intégrable),

il existe toujours un point intermédiaire a < ¢ < b tel que :

b c b
/ f(z)g(z)dz = g4(a) / f(x)dx + g_(b) / f(x) da. 0
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L’intérét majeur de cette deuxieme formule de la moyenne, c’est que la fonction mo-
notone ¢ sort de I'intégrale ! Si donc nous I’appliquons a notre intégrale délicate, nous
obtenons I’existence de 0 < £ < 4 tel que :

0 sin(w ¢ sin(w % sin(w
/0 g(t) ) gy =9+_(0>0/0 (tt)dtw(é)/f W) gt

t

le premier terme disparaissant, puisqu’on s’était ramené a I’avance 2 0 = ¢ (0) = ¢(0), et
le second terme tendant vers 0 avec 6 > 0 :
0= lim g_(d),

§—0
>
puisque par croissance et positivité de g :

0 < g-(9) < g(0).
~~

—
§—0
>

[e=]

Ainsi grice a tout ce qui précede, et en supposant w > 0, puisque le cas w < 0 est équi-
valent, nous pouvons majorer 1’intégrale ‘sur le gril’ en question :

[0 ] o) [
= |g-(9)]- /0(S sin(c?) dt—/é sin(wt) dt‘

t 0 t
wd wE
[Poser u := wt] = ‘g_(é)‘ . / sinu du — / sinu du
0 u 0 u
[Corollaire 12.15] < ‘g, (5)| 20,
par une quantité qui tend effectivement vers 0 lorsque o =5 0. U

13. Séries trigonométriques versus séries de Fourier

Une question naturelle est la suivante.

1k6 X

Question 13.1. Toute série trigonométrique ), _, aj "™ a coefficients a;, € C est-elle la

série de Fourier d’une certaine fonction f € L*(T) ?

Cette question est tout a fait naturelle, puisqu’il faut connaitre la généralité et I’extension
des étres mathématiques.

En fait, la réponse s’avere étre négative pour une raison assez siml)le : le Lemme 4.1 de
Riemann-Lebesgue énonce en effet que les coefficients de Fourier f(k) de toute fonction
f € LY(T) tendent vers 0 lorsque |k| — oo.

Par ailleurs, Cantor a démontré en 1870 qu’une série trigonométrique » ., as e ne
peut converger pour toute valeur de ¢ € T que si a, — 0 lorsque & — co. Plus géné-
ralement, Lebesgue a démontré que cette condition est encore nécessaire pour que la série
trigonométrique converge en tout point d’un ensemble de mesure positive sur T.

Donc la question peut étre relancée.
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Question 13.2. Toute série trigonométrique ), , ax e™ dont les coefficients complexes
ay, satisfont :

0= lim |ak|
|k|—o00

est-elle la série de Fourier d’une certaine fonction f € L'(T) ?

La réponse est : non !, car Fatou a construit un contre-exemple qui apparait dans le livre
de Lebesgue en 1906.

Théoreme 13.3. La série trigonométrique :
io: sin(n 0)
o log n

dont les coefficients tendent vers 0 n’est la série de Fourier d’aucune fonction g € L*(T).

Démonstration. Rappelons pour commencer que les noyaux de Fejér s’écrivent :
nFa(0) =Y (n—|k|)e*
|k|<n

et, pour toute fonction 27-périodique Lebesgue-intégrable f € L'(T), que :
k=+n

(13.4) Fox f(0) = ( - %) F(k) ei*.

k=—n
ou f(k) := ST f(t) e 4L désigne le k-eme coefficient de Fourier de f.

Lemme 13.5. Soit g une fonction dans L'(T) telle que §(0) = 0, et soit G(t) := [ g(s)ds
sa primitive s’ annulant en 0. Alors G est 2m-périodique et :

R 1 27
G0)=—— ds.
0)=-5- i s9(s)ds
Démonstration. Etant I'intégrale d’une fonction L', la fonction G(t) = [ g(s)ds est

continue, et sa 27-périodicité équivaut a g(0) =0 :

2m+t t 2m+t
G(t+2m) = / g(s)ds = / g(s) ds—i—/ g(s)ds = G(t).
0 0 ¢ .

Pour calculer G(0), il vaut mieux considérer f027r au lieu de [” . La fonction (¢, s) —
g(s) étant intégrable sur le triangle {(t, s)eER?: 0<s<t< 27r}, le théoreme de Fubini-
Tonelli nous permet d’échanger 1’ordre de 1’intégration double qui apparait naturellement,
et en prenant bon soin des bornes, on obtient la réponse :

R 2w dt 1 2 t 1 2w 2
G(0) = / G(t)— = — (/ g(s) ds) dt = — ds / g(s)dt
0 27T 27T 0 0 27T 0 s
2w

1
2
1 2m

=5 | sato)s

ds (27, — s) g(s)

car I’intégrale correspondant au terme souligné s’annule, puisque g(0) = 0 par hypothese
(encore elle!). O



13. Séries trigonométriques versus séries de Fourier 47

Assertion 13.6. Pour tout k € Z\{0}, ona :

Q) = = 5(h).

~

Démonstration. Envisageons I’identité affirmée sous la forme équivalente g(k) = ik G(k),
ce qui revient a dire que nous partons de la définition :

T 5. dt
"\k — t —’th_
i) = [ g™ 5L

et que nous prenons avantage du fait que la primitive G de g s’annulant en zéro peut étre
considérée, ce qui nous permet d’intégrer par parties :

g(k) = {G(ﬂ 6“‘”} : - / "Gt (—iky et &

o 27

= ik / Gty &

r 2m

= ik G(k),
le terme souligné s’annulant grace a la 2w-périodicité de G observée a I’instant. U

Nous affirmons maintenant que :

G0 =00 -1 > M (S g0 Y gm),
1<|k|<n k=1 k=—n

En effet, en posant § = 0 dans I’identité (13.4) ci-dessus que 1’on applique présentement a
notre primitive G, en utilisant les relations démontrées jusqu’a ce point, et en réorganisant,
on obtient effectivement :

k=4n

FaxG0)= > ( —%)@(k):@(O)Jr 3 ( —%)@(k)
k=—n 1<|klI<n
—o0+ Y (-0 Zgm
1<|k|<n
= G(0) — glk) | & %A(/ﬁ)
1<[k<n " 1<hkign
~ . k=n k=-1
SCOURTDSICREA OO CED SEC)
1<|k|<n k=1 k=—n

Assertion 13.7. Ona :

Démonstration. 1l devient enfin possible de raisonner sur 1’identité intéressante obtenue a
I’instant.
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Comme la fonction G est continue, le théoréme de Fejér assure que F,, x G(0) converge
vers G(0) = 0 lorsque n tend vers +oo. Par ailleurs, le lemme de Riemann-Lebesgue
appliqué a la fonction g € L'(T) fournit les deux limites :

0= lim g(k) et 0= lim g(k).
k—o0 k——o0

Le théoreme de Cesaro, d’apres lequel les moyennes arithmétiques de toute suite ayant une
limite déterminée ont forcément la méme limite nous donne alors aussi :

Al a A_l a(—
o G g G gen)
n—o00 n n—o0 n

Il découle donc de notre identité intéressante que la limite, quand n tend vers oo, de la

g(k) : 5 i A . < q- .1, .
somme )y 1<, T, €Xiste et qu’elle n’est autre que —i G(0), ¢’est-a-dire si I’on revient

a son expression intégrale :

: gtk _ i [*
nll_)rr;o Z T_%/o sg(s)ds,

1<|k|<n

comme asserté. O

A présent, pour tout couple d’entiers (p, ¢) tels que 0 < p < g et tout § Z 0 mod (27),
on se propose de calculer :

n=q n=q einO . efma
E sin(nf) = g _
21
n=p n=p
en procédant comme suit :
"S ) ( 9) 7§ 6in9 _ e—inG eip@ [1 + eie 4+ 4 ei(q—p)@] _ e—ipG [1 + e_ie 4+t e—i(q—p)@}
sin(n = =
29 24
n=p n=p
B etPl pila—p+1)0 _ 1 —ipd —ilg—p+1)0 _
T2 e? —1 2i e~ —1
eiPd Gi(EEL0 (=B e —i(EE e —ipe —i(1EE)e —i(EEL e (5 e
2 '3 ¢is — e '3 2i e—ig P
3" sin(LE ) ~i("5P)0 sin(— =2t )g
2i sin(%) 2i sin(—%)
sin(1=2EL)g (i(H5P)0 _ o—i(452)0
sin(4) 2i
sin(2=2t1l)g
= (729) sin(£52)0.
sin(3)

De cette derniere expression explicite découle que la comme en question somme est majo-
rée par :

1
sin(%)’
a savoir on a la majoration :
n=q . 1
Z sin (nf)| < m
2

n=p
Rappelons maintenant un critere de convergence de séries, qui sera redémontré en détail
plus bas.
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Théoreme 13.8. [Critere de convergence d’Abel] Si une suite (a,)°, est positive, dé-
CI’OiSSClI’lle, convergente vers Zéi"O g

Qp, 2 Ap+1 > 07

—
n—oo

et si la suite (Y, by) _, est bornée, alors la série :
>

o0

Z akbk

k=1
converge.

Indications de preuve. Si (ay)g>1 et (b )r>1 sont deux suites de nombres réels quelconques,
alors pour tout n > 2, on établit tres facilement par récurrence I’identité élémentaire :

n—1 n
Z ax — k41 [bk—F"'—i—bl}:Zakbk—an(bl—i—"'—l—bn),
k=1 k=1

sorte d’intégration par parties discrete.
Ensuite, puisque R est complet, il suffit de montrer que la suite :

(50
k=1 n=>2

est de Cauchy. Mais la suite —a,,(b; + - - - + b,,) est de Cauchy, puisque a,, — 0 et puisque
par hypothese, il existe une constante B > 0 telle que |b; + - - - + b,,| < B pour tout n > 1.

Il reste alors a examiner le membre de gauche dans I’identité d’intégration par parties
discrete, et pour tout couple d’entiers (p, ¢) avec 1 < p < ¢ < n — 1, on estime :

Z (ak_afk—i-l)[bk“‘"""bl} <B Z |ak_ak+1’

p<k<q p<k<q

quantité qui peut étre rendue arbitrairement petite pourvu que p soit assez grand, puisque
ap — 0. |

De ce théoreme de convergence, on déduit que le
Lemme 13.9. La série trigonométrique :
= sin (n6)
; log n
est convergente en tout point 6 € T.

Démonstration. Notons tout d’abord que pour § = 0 modm, la série considérée
S S'I" (") est bien entendu convergente, puisque tous ses termes sont nuls.

< +o00.

Nous pouvons donc supposer que 6 # 0 mod 7, d’ou |sin} 7]
Paal . . ,

Or nous avons vu plus haut que les sommes partielles ZZ;Z sin(nf) sont majorées, en

valeur absolue, par une quantité finie qui est indépendante de p et de g. Comme de plus la
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50
2 et tend vers 0, le critere d’ Abel assure

suite positive n > ioen €St décroissante pour n >

bien que la série trlgonometrlque
sin(nd)

Z logn

n=2
U

converge pour tous ces autres f € T fixés non égaux a 0 modulo 7

Lemme 13.10. On a :

Y ! log |

—— ~ loglogn.

"~ klogh ~ 58
Démonstration. Grace au principe de comparaison entre ) _ et [, par le simple changement
de variable y := log x, dy = %=, on trouve :

n 1 n 1 logn
Z N/ dx:/ —dy ~ loglog n,
klog k 5 xlogx log2 Y
O

et cet équivalent tend vers I’infini quand n tend vers co
Fin de la démonstration du Théoreme 13.3. Supposons par I’absurde qu’il existe une fonc-

tion g € L*(T) dont la série de Fourier :

Z qu\(k‘) ko

kEZ

est cette série trigonométrique :
k=—2 o0
1 . 1 '
€Zk9,

— ik0
Z 2ilog (—k) ‘ +§ 2ilog, k

c¢’est-a-dire dont les coefficients de Fourier g(k) seraient donnés par

0 pour |k| < 1;
G(k) = g Pour k=2
m pour k£ < —2.

On en déduit I’'imparité de ces coefficients

9(=k) = —g(k),
et donc aussi, la parité de la fonction k — (k , pour |k| > 1. D apres I’ Assertion 13.7, si
une telle fonction g € L'(T) existait, la suite indexée par un entier 7 :

g gk) 1 1
=9 — -
2 Z =% 2 Fiogk
1<|k|<n k=2
devrait avoir une limite finie lorsque n — +00, mais nous venons de voir dans la question
précédente que la série a termes positifs >, ngk divergeait — contradiction conclu-

sive !
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14. Convergence normale des séries de Fourier
et Théoreme de Bernstein

Revenons maintenant au Théoreme de Fejér pour en dévoiler une belle et élémentaire
application. Soit 2 nouveau f € €°(T). Si la série de Fourier :

Sa(f)(0) = Flk)e™

keZ

de f converge normalement, i.e. si ), ‘f(k)‘ converge, alors S,,(f)(6) converge uni-

formément sur le cercle unité (majorer |¢*?| simplement par 1) vers une certaine limite
¢(#), donc les sommes de Cesaro de la série de Fourier de f :

SUNE) +-+ 5 (DO) o

n n—0o00

convergent vers la méme limite ¢(6), mais le Théoreme de Fejér dit justement que cette
limite n’est autre que f(6) ! Ceci redémontre le Théoréme 5.3.

Proposition 14.1. Toute fonction f € €°(T) dont la série de Fourier converge normale-
ment :

D 1) <00

keZ

est égale a sa série de Fourier :

F0)="" Flk)e™,

kEZ
en tout point 6 € T du cercle unité. U

Mais ce n’est pas seulement par chance que la série de Fourier d’une fonction continue
donnée converge normalement, car un théoreme assure que tel est le cas, pourvu que la
fonction soit holdérienne d’exposant assez grand.

Théoréme 14.2. [Bernstein] Soir f € €°(T) une fonction continue 2r-périodique sur le
cercle unité pour laquelle il existe une constante K > () et un exposant o avec % <a<l
telle que :

76"~ 1)) < K 16"~ 01",
pour tous 0’0" € T. Alors la série de Fourier de [ converge normalement vers f sur T.

Démonstration. Ainsi, le but est d’établir que >, _, !f(k)| < +00. A cette fin, pour tout
h € R, introduisons la fonction :

gn(0) := f(0+h) = f(0 = h),
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qui est continue sur le cercle et 2m-périodique. Pour tout £ € Z, le k-eme coefficient de
Fourier de cette fonction se calcule aisément comme suit :

§ ; o1 db
gn(k) = /Tr [f(e +h)e ™ — f(6—h) e—zke] o
- [ s@erenZ o [ genem
r 2
: de
— (ezkh zk:h / f —zk:@
— 2isin (kh) f(k)

L’identité de Plancherel, qui s’applique a notre fonction f puisque ¢°(T) C L*(T),
nous donne ensuite :

[ la®l 52 =Y lamf

keZ

= 4sin(en)|* |

kEZ

Or par hypothese d’holdérianité de f, la fonction gy, satisfait 1’inégalité fondamentale :
|9n(0)] = [£(0 + h) — f(0 — h)| < K (2h)°,

donc sa norme L? au carré sur le cercle peut étre majorée bétement par :
™
2 db
/ ‘gh(e } K2 22a h2a
o o

et en revenant a ce que Parseval nous avait fourni, on obtient une inégalité (on place le
droite) :

[

~ 1
> [sin(B0)[*|f(R)[F < K222 0,
keZ
qui va constituer le vrai point de départ de la démonstration.

Ici, eu égard a notre objectif d’établir la convergence normale de la série de Fourier de
f, nous aurions bien aimé voir a gauche de cette inégalité la bonne somme :

SRR

keZ

mais hélas, chaque terme de cette série est pondéré par un facteur perturbateur |sin (kh) 2,
et I’on sait que la fonction sinus peut prendre des valeurs proches de 0. De plus, il |y améme
aussi un exposant carré qui nous géne quelque peu, car c’est la somme »_, | f (k)| avec
exposant 1 qui nous intéresse ; heureusement, ce second probleme sera réglé ultérieurement
grace a I’'inégalité de Cauchy-Schwarz.

Pour corriger lee probleme, nous allons nous focaliser sur les termes pour lesquels le
sinus perturbateur a en fait des valeurs proches de 1, disons > 2 pour fixer les idées, de
telle sorte qu’on ait, 4 un facteur 1 5 pres, la bonne somme.
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Plus précisément, posons / := 557 avec p > 1 entier dans I’inégalit€ obtenue a I’instant
en supprimant le terme correspondant a £ = 0, ce qui nous donne 1’inégalité :

_ kr \|* =, .2  K? N
I;Z* o (2p+1) 7 S 4 et
}(2 71.20(
=T

et décomposons la somme ), . en:

DEED MDD DIEE

keZ*  20<|k|<2!  21<|k|<22  22<|k|<23

En particulier, la méme inégalité est alors satisfaite trivialement par la sous-somme
Y or-1<|k|<2» PUisque tous les termes de -, ;. sont positifs :

D fsin (2]::1)

2r—1g|k|<2P
Maintenant, si la valeur absolue |k| de ’entier k € Z satisfait donc :

2 K2 g2
4 22ap’

2L k| < 2P,

pour un tel entier positif quelconque p > 1 reli€ au choix de h = 5, il est clair alors que
T < gf,% < 3, dou:
_ km
sin { oo

et I’on en déduit I’inégalité plus intéressante :

S|
>

2r—1|k|<2P

valable pour tout entier p > 1.

Certes, I’exposant de ]f(k)] est égal a 2 ici, mais I’astuce classique qui consiste a faire
apparaitre un facteur 1 dans I’inégalité (finie) de Cauchy-Schwarz :

1< (£ (54

i=1 i=1

- (59)

=1

n

>

i=1
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pour se débarrasser, au prix d’un facteur /n, de I’exposant 2, donne dans notre situation :

> gw<( T o) ( T )

2p71<|k|<2p 2?*1<‘k‘<2p 2p71<|k|<2p
1
1 K2 7T2a bl
p _op—1\\z2 [ >
< (227 —2v7h) ( 5 Zm)
K 7¢
[Utiliser 27 — 27~ 1 = 27~ 1] =25
923 29p
B K =«
93 opla—3)’

Si donc I’exposant d’hdldérianité « est strictement supérieur a % comme on I’a supposé

dans le théoreme, il est clair que la série a considérer :

RCIED SED SENE(]

kezZ* p=1 2p—1<|k|<2p
K = 1\’
o
< I 1
22 20— 3
—— P=1
constante
< 0
est majorée par la série géométrique infinie convergente de raison le réel —+ qui est < 1.
2073
La démonstration du théoréme est terminée, maintenant. |

15. Contre-exemple de du Bois-Reymond 1876

Comme nous ’avons déja signalé, la théorie des séries de Fourier a connu un boule-
versement spectaculaire au moment ou ont été découvertes des fonction continues dont la
série de Fourier ne re-converge pas vers la fonction de départ. Ces phénomenes surpre-
nants ouvraient un champ d’investigation, notamment en direction de nouveaux espaces
fonctionnels tels que les espaces de fonctions holdériennes f € €“(T) sur le cercle.

Rappelons que lorsque % < a < 1, le théoreme de Bernstein — démontré plus haut
dans le cours — stipule qu’on a la convergence absolue : >, , !f(kz)| < 00, qui assure
que la fonction f(0) = >, ., f(k) e™ coincide avec sa série de Fourier en tout point du
cercle unité. C’est donc lorsque I’exposant de régularité est inférieur : ) < a < % que des
phénomenes nouveaux sont suceptibles d’apparaitre.

Afin de transmettre au mieux la substantifique mcelle des choses, nous allons inverser
volontairement 1’ ordre logique de la présentation, en admettant (provisoirement) que pour
tout entier ' > 1, on a la majoration uniforme de la somme symétrique suivante :

2

1<|k|<K

ik0

< T+ 4.

Ces inégalités uniformes seront établies par la suite.
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Théoréme 15.1. [Contre-exemple de du Bois-Reymond 1876] I/ existe une fonction
continue :

ger € €°(T)
sur le cercle unité T = R /2nw7Z dont les sommes partielles de la série de Fourier :

Sk (ger)(0) = Y ger(k
k<K
n’ont pas de limite finie en 6 = 0 lorsque K tend vers l'infini, a savoir plus précisément,
il existe une fonction continue ggr € CKO(T) telle qu’il existe une sous-suite (K j>n>1 satis-
faisant :
SQKJ- (gBR) (0) — — O0Q.

En particulier, il n’y a aucune chance que la série de Fourier de ggg prenne la méme

valeur que ggren ¢ = 0!

Démonstration. La recette consiste a briser la symétrie de la somme uniformément bornée
ci-dessus, et plus précisément a observer que sa partie négative :
k0
>
—K<k<—1

n’est absolument pas uniformément bornée sur T, puisque sa valeuren § = 0 :

- Z k |Og K) — YEuler + 0(1)

tend vers —oo comme —log K.
Introduisons alors les deux notations suivantes pour la somme symétrique initiale et
pour celle qu’on a obtenue en capturant sa partie négative :

k0
W= 2 N
1<|k|<K tous deux des polyndmes trigonométriques,
F(0) = Z e* (& savoir appartenant 2 Q[e", e *].
K o _—
—K<k<-1

Ensuite, effectuons un déplacement-translation de toutes les fréquences de ces deux
polyndmes trigonométriques en les multipliant tous deux par ¢“>9)?, ce qui nous donne
deux nouveaux polynémes trigonométriques :

Py (6) = e'CRP £(0),
Py (0) = &R f,(6).

Exercice rapide : calculer leurs expressions sous forme de somme.
Utilisons alors I’assertion suivante, dont la démonstration est laissée au lecteur-étudiant
soucieux de tout détailler.

Lemme 15.2. Etant donné un polyndéme trigonométrique quelconque :

9) — Z Qk eik@

finie
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alors pour tout n € N, la n-eme somme partielle de sa série de Fourier :
ik
Sn(Q)(0) = E Qre
|k|<n
collecte seulement les fréquence de valeur absolue inférieure ou égale a n. U
Nous nous intéresserons non pas a toutes les sommes partielles de la série de Fourier de

Py, mais seulement aux trois familles suivantes (exercice rapide : vérifier que les formules
sont correctes grace I’expression de Py calculée ci-dessus) :

Pyx lorsque n > 3K,
Sh (PK) =< Py lorsque n = 2K,
0 lorsque n < K — 1.

Ce qui est intéressant dans ces formules, c’est que pour n = 2K, on trouve P qui a une
valeur absolue élevée ~ log (K) en 6 = 0.

La suite de I’argument consiste a itérer cette construction jusqu’a I’infini au moyen
d’une suite d’entiers (K j) ce qui produit donc une suite de polyndmes trigonomé-

triques :

jzr

 i(2K;)0
PK]. (9) =e 7 ij (9)7
mais on veut assurer en méme temps que leurs fréquences ne se mélangent absolument

pas. Comme Py contient des e**? seulement pour K < k < 3K (d’apres la solution a un
exercice laissé en chemin plus haut), il est clair qu’il suffit de demander que :

Kj-‘rl > 3KJ

pour tout 57 > 1. Nous choisirons plus précisément une telle suite K; plus bas.
Voici alors notre candidat pour produire une fonction continue de type du Bois-
Reymond dont la série de Fourier ne convergera pas en 0 :
= 1
ger(0) == j—QPKj(@)-
j=1

. . . 2
Ici, on a mis un facteur-poids - parce que la somme Y .o, - = Z- converge, et parce que
J J=1j 6

nous avons admis avant d’é€noncer le théoreme que I’on a les majorations uniformes :
|PK7(9)‘ < T+ 47

pour tout j > 1 ettout # € T, de telle sorte que la série que nous venons d’écrire converge
normalement donc uniformément vers une certaine fonction continue (qui va €tre patholo-
gique !).

Maintenant, qu’en est-il des sommes partielles :

Sn(ger) (6)

de sa série de Fourier ?

Choisissons directement n := 2K; pour «pointer 1a ou ¢a fait mal ». Comme dans le
lemme ci-dessus, prendre la n-somme partielle d’une série normalement convergente d’ex-
ponentielles e**? revient a capturer seulement ses fréquences satisfaisant |k| < n. Pour en
capurant donc les fréquence satisfsaisant |k| < 2K, on prend d’abord tous les polyndmes
Py, ..., Pg;_, dans ggg, puisque la plus haute fréquence, celle qui est la plus haute dans
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Pk, _,, est €35-1) et 'on a par hypothese 3 K;_; < Kj, donc < 2 Kj. On se convainc
alors aisément (exercice de compréhension) que :

7j—1
1 1
S2k; (gBR) (0) = Z 2 Pr,(0)+ — PKJ-(H) ;
=1 \‘7 /
K terme potentiellement
somme gentille méchant

uniformément bornée

ou, fait important, on n’a conservé que la moitié inférieure-négative PI}J_ de Py,.

Mais alors la premiere somme est a nouveau uniformément bornée en valeur absolue,
puisqu’elle est :
i—1

somme gentille < Z

<

= |Put0)]

N
Il
~

_ =

.

1

< 2

(7T+4)

o~

N
Il
—

<

o3,

(7r+4)

Au contraire, le dernier terme possede une valeuren § = 0 :

1 1
7 P (0) = — = log (K;)
qui n’a pas de raison particuliere d’étre bornée. A vrai dire, en prenant pour K ; les valeurs

doublement exponentielles :
K; =37,

on se convainc mentalement que la condition /;; > Kj; est (largement) satisfaite, tandis
que la valeur en § = 0 du « terme potentiellement méchant » :

1 o
— — log (3 ) — —00

i j—00
tend vers I'infini négatif (exercice visuel). Donc en 6 = 0, c’est le terme effectivement
méchant qui entraine avec lui la somme gentille pour les précipiter tous deux ensemble
vers I’infini négatif !

En conclusion, nous avons donc bien construit une fonction continue ggg sur le cercle
et une suite d’entiers (2K;) _ telles que :
j=1

— 0 = ||m SQKj (gBR) (0),
Jj—0o0
ce qui conclut la démonstration. U
Exercice de compréhension mathématique : effectuer un résumé mental des arguments
utilisés.
Exercice de réflexion plus profonde : méditer sur le fait que la fonction ggg ne peut pas
étre de classe €', eu égard au théoreme de Dirichlet.
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16. Sommation d’Abel et noyau de Poisson

Pour se convaincre completement de la véracité de ce contre-exemple, il reste encore a
établir I’uniforme majoration :

ik0

> F

1< |k <K

< wm+4.

Plusieurs approches existent, et nous choisirons celle — classique — qui nous fera faire
un détour par la théorie du noyau de Poisson, puisque cette théorie montre des similarités
frappantes avec la théorie du noyau de Fejér. Nous effectuerons ainsi une bonne transition
avec le chapitre suivant dans lequel les « bon noyaux de convolution » seront étudiés en tant
que tels et dans toute leur généralité.

Soit pour commencer une fonction f € L!(T) qui appartient a I’espace le plus « gros »
des fonctions sur le cercle dans la hiérarchie des espaces fonctionnels dont nous sommes
partis. Elle possede donc des coefficients de Fourier, et I’on peut considérer sa série de

Fourier complete :
Z f( k’) k0
keZ

Fejér a eu cette idée géniale de prendre les sommes de Cesaro des sommes partielles de cette
série de Fourier pour en accélérer la convergence, ce qui donnait un résultat spectaculaire
de convergence uniforme lorsque f € €°(T). Fejér a « taclé » du Bois-Reymond !

Or un autre procédé d’accélération de convergence avait ét€ mis au point bien aupara-
vant par Abel au début du 19°™ siecle, lequel que voici !

Définition 16.1. Une séric de nombres complexes ) ,., ¢ est dite sommable au sens
d’Abel de somme un nombre complexe ¢ € C lorsque les deux conditions suivantes sont
satisfaites :

(i) pour tout rayon 7 satisfaisant 0 < r < 1, la série :
o0
Z cpr® =1 A(r) € C
k=1

converge vers un nombre complexe A(r) dépendant de r ;

(ii) ce nombre possede une limite quand 7 tend vers 1 par valeurs inférieures :

= lim A(r).

r—1-

On a alors un résultat général dont nous n’aurons pas réellement besoin mais qu’il est
naturel de citer ici, et qui pourrait tout a fait faire 1’objet d’un exercice a un moment donné
amusant de ’année.

Théoréme 16.2. [Admis] Pour toute série ), ., ¢, de nombres complexes, les implica-
tions suivantes sont satisfaites :

convergence classigue = Cesaro-sommabilité == Abel-sommabilité,
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a savoir plus précisément :

1 2 K
I Dkt T g et D C
K m
m Cp =: existie —
K — oo 1 K >

lim E ¢, 78 = 0 aussi,

r—1-
k=1

% .
= { aussi,

1 2 K 0o
. _q Cp t+ 4 Cpt+ -+ 1 C . . .
(hm 2kt Ok T Qe O k=1 kzﬁemste) — lim E cper’ = 0 aussi. O

k=1

K — o0 K r—1-

Aucune de ces implications ne peut étre renversée, comme le montrent les deux séries
(divergentes!) :

1—14+1—-1+41—1+4--- et 1-24+3—4+45-6+---,

ce dont on se convainc par une réflexion-exercice. Et si 1’auto-exercitation ne fonctionne
pas, pour bénéficier de I’aide d’un coach sportif, on se reportera a I’Exercice 14.

Ce théoreme général nous donne alors instantanément 1’idée de soumettre au procédé
d’Abel la série de Fourier de toute fonction sur le cercle, en espérant voir apparaitre la aussi
une accélération bénéfique de convergence. C’est a ce moment-la que va entrer en scéne le
célebre noyau de Poisson.

Soit donc un rayon r satisfaisant 0 < r < 1. Avec Abel, on modifie comme promis la
série de Fourier d’une fonction f € L'(T) en multipliant ses mondmes par une puissance
correspondante de 7 :

o0

AD)6) = 3 o Fly e,

k=—o00

Noter que le facteur d’écrasement des coefficients de Fourier /¥ est symétrique par rapport
a ’origine dans 7Z, ce qui assure que les termes de la série tendent rapidement vers 0 dans
les deux directions, négative et positive.

Orsi f € L'(T) est intégrable au sens de Lebesgue, ses coefficients de Fourier satisfont
la majoration uniforme (exercice mental) :

|F()] < I f ],

donc par conséquent, A,.(f)(0) converge normalement grace a la majoration élémentaire :

e}

S Pk FR)] < 20 fl

k=—o00

r
1—7r

Ensuite, comme pour les sommes de Cesaro de la Série de Fourier de f, le point-clé
c’est que ces sommes d’ Abel peuvent elles aussi €tre écrites comme des convolutions avec
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un (nouveau !) noyau qui « nait spontanément dans un calcul » :

A (f)(0) = i rlf F (k) e
k=—oc0
- " —ie AN
:kz_oo Ikl (/7r F(t) e ® %>6k9
_ [ ko) | 9t
_/_ﬁf@)(k:zoorke K 0)271'7
h ::P:(re—t)

ou interversion de la sommation et de 1’intégration sont bien entendu aisément justifiables
(exercice). On voit alors en effet apparaitre ici une convolution de f avec une certaine
fonction nouvelle (qu’on appelle noyau de Poisson) :

P.(0) := Z 1kl ik

k=—o00
qui admet en fait aussi une expression explicite contractée :

1—1r?

T 1 —2rcosf+ 12

P.(0)

Il est manifestement clair qu’on doit s’attendre a une telle contraction, puisque 1’expres-
sion sommatoire de P,.(#) montre deux séries géométriques ! Pour conduire le calcul a la
maniere astucieuse des « sioux-mathématiciens », posons :

wi=re?,
de telle sorte que la somme a calculer s’écrit (exercice visuel) :

P.(0) =) @ +> w

00 00
k=1 k=0

Mais comme 0 < 7 < 1, ces deux séries sont égales, respectivement, a :

1 w -0+ (1 -w)w
o 1-5 (-w)(-u
1 — |w]?
IRTE
1—r?

1 —2rcosf +r?’

ce qui était annoncé. On vérifie d’un seul coup d’ceil que le dénominateur ne s’annule
jamais, puisque 0 < r < 1 et puisque |cosf| < 1.

Maintenant que ce calcul a été effectué, nous pouvons revenir en arriere et exprimer,
donc, que la sommation au sens d’Abel de la série de Fourier d’une fonction f € L'(T)
intégrable au sens de Lebesgue sur le cercle revient a effectuer une convolution avec le
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noyau de Poisson :

A(f)(0) € Z rlH k) etk
— [ o Pr(e—t)g—;
= [ xP.(0).

Le second « miracle » apres celui (similaire) des noyaux de Fejér (Fn) > st alors que cette
famille de noyaux de Poisson (P,,) o<r<q — Indexée par un parametre continu r € [0,1] au
lieu d’étre indexée par un entier n > 1, ce qui ne constitue pas une différence essentielle —
satisfait des propriétés qui sont exactement les mémes que celles que nous connaissons
déja.

Proposition 16.3. Lorsque r — 1~ tend vers 1 par valeurs inférieures, la famille des
noyaux de Poisson :

(PT (0>) or<1

constitue un bon noyau de convolution au sens ou elle jouit des trois propriétés fondamen-
tales suivantes :

(i) P..(0) > 0 est strictement positif 2m-périodique pour tout 0 € T et tout 0 < r < 1;
(ii) son intégrale totale sur le cercle :

~
1:/ P (6) 5

—Tr

est constamment égale a 1 ;

(iii) pour tout 9 > 0 petit, on a convergence uniforme :

[P

— 0,

CO([—m,—dulo,n]) . 1-

ce qui implique notamment aussi [’annulation des valeurs intégrales :

. -0 do i do

Démonstration. On vient de voir que le dénominateur du noyau de Poisson ne s’annule
jamais sur le cercle — qui est compact — donc cette fonction :
1—1r2

1—2rcos +r?’
manifestement 27-périodique, est ¢ sur T, et visiblement aussi, elle est strictement posi-
tive, puisque r < 1.

Par convergence normale-uniforme, on peut intégrer terme a terme la définition initiale
de P,.(0) sous forme de série infinie, ce qui donne presque sans effort :

" d S m b
/ PT(Q)%: Z Tk/ e keﬁ
k=—o00 -

—T

P.(0) =

[Annihilations évidentes pour |k| > 1] =0+7r%+0
=1.
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Enfin, si on suppose pour fixer les idées que % < r < 1, alors pour ¢ < |f| < 7 on peut
minorer :
(1 —7)*+2r (1 — cosf)
——

négliger
cela

2r (1 — cosf)
1—cosé.

1—2rcosf +r?

2
>

minorant > 0
uniforme en r

Aini donc, griace a une telle minoration qui produit une majoration de la contribution du
, . . 2 L .
dénominateur dans le noyau de Poisson —-—-—— nous déduisons que :
1—-2r cos0+r

P,(0) < -
NS —cosd oro1-

ce qui conclut la vérification de (iii). U

Grace a ces trois propriétés dont jouit la famille des noyaux de Poisson, exactement la
méme démonstration qu’avec le noyau de Fejér produit sans effort le théoreme fondamental
suivant.

Théoréme 16.4. Soit f € €°(T) une fonction continue 2m-périodique sur le cercle unité
et soit la famille :
1—1?
1 —2rcosf +r2
indexée par 0 < r < 1 des noyaux de Poisson. Alors on a :

0= lim [f—fxP

P.(0)

£0(T)"

Dans I’examen partiel 2012 apparait la version LP du théoréme de Fejér que nous
n’avons pas démontrée dans le cours magistral.

Théoréme 16.5. Pour toute f € LP(T) avec 1 < p < oo, ona:
0= lim Hf—f*Fn”Lp(T).

n— oo

Nous ne produirons pas la démonstration ici (se reporter au corrigé qui a été rédigé).
Une démonstration entierement similaire donne le méme résultat avec le noyau de Poisson.

Théoreme 16.6. Pour toute f € LP(T) avec1 < p < oo, ona:
0= TI_'{?, Hf —fx P"HLP(’H‘)‘

17. Fonction en dents de scie

Maintenant que cette petite excursion divertissante s’achéve, on commence a s’impa-
tienter de savoir pourquoi et comment une majoration uniforme du type :

2

1<|k|<K

eike

<7m+4

peut tre satisfaite ?
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La réponse que nous allons proposer — il y en a d’autres — va utiliser le noyau de
Poisson en observant pour commencer que la série infinie complete :

eik@
2

keZ*

est la série de Fourier d’une fonction extrémement simple (dangereuse ?), dite fonction en
dents de scie définie par :

i(m—40) lorsque 0 <O <
fos(0) =1 .
i(—m—0) lorsque —7m<60<0

LT a,

—iT

Cette fonction, que 1’on prolonge bien entendu a R/27Z en la rendant 27-périodique,
est impaire :

fos(—=0) = — fos(0).

Elle est discontinue précisément en tous les points de 27Z.

Lemme 17.1. Le 0-eme coefficient de Fourier de cette fonction en dents de scie s’annule :

0= fos(0),
tandis que pour tout k € Z*, il vaut :

—~ 1

fos(k) = -

Démonstration. 1l s’agit d’un calcul au cours duquel il est facile de se tromper — et de
s’énerver — plusieurs fois, donc nous le détaillerons lentement comme suit :

f(k‘) _ /0 i(=m —0) o~ k0 d9+/0ﬂ i(m —0) e~ k0 gp

o 2w 2w

i(—m —0) e~ k070 0§ e—iko i(m—0) e ko™ T ek
= |- — do — do
[ 2m —ik | _ . Jr/,7r 2r —ik + 2m —ik |, +/O 2 —ik

1 v 1 i etk 1 i etk 1
=t~ — +— - — :
2k 2m (ik)> 2 —k* 2k 2w —k*  2m —k%

—_

A ce moment-1a, les deux termes soulignés s’annulent visiblement ensemble. II reste deux
exponentielles intempestives. Mais comme :

—em L etT =0
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elles s’annihilent aussi ensemble ! Au final :

~ 1 1
k)= —+ —
ce qui termine ce calcul qui de toute facon ne peut pas ne pas étre quelque peu laborieux.

g

Ainsi donc, les sommes partielles de la série de Fourier de cette fonction en dents de
scie sont justement les sommes :

ik0

Sic(fos)@) = > =

1<|k|<K

que nous voulons majorer uniformément par une constante telle que m + 4.

Sachant que cette fonction en dents de scie est manifestement 4 par morceaux —
et méme % par morceaux —, on pourrait se dire qu’une application du Théoréme de
Dirichlet qui assure que sa série de Fourier converge vers la somme des demi-valeurs limites
a gauche et a droite en tout point va produire une majoration uniforme, mais cela ne suffit
pas'!

En effet, la convergence ponctuelle (non uniforme!) :
h(z) = lim hy(x)
n— oo

d’une suite de fonctions h,,: [0,1] — R vers une fonction A: [0, 1] — R en tout point
x € [0, 1] n’implique pas en général que la suite des fonctions h,, est uniformément bornée
sur [0, 1] (exercice : trouver un exemple).

Il nous faut donc d’autres arguments pour démontrer I’énoncé tant repoussé griace auquel
nous avons pu construire une fonction continue ggr dont la série de Fourier diverge en un
point :

Proposition 17.2. Les sommes partielles de la série de Fourier de la fonction fps en dents
de scie satisfont la majoration uniforme :

eik@

< T+ 4.

1<|k|<K
Démonstration. Comme promis, commengons pas soumettre cette série de Fourier :
> Jos(k) €'
kEZ
au procédé de sommation-accélération d’Abel avec bien sir 0 < < 1:

fos *xP.(0) = Z ¥l ]?D\S(k) oik0

keZ*

k0
_ Z k| €
= T —_—.
k

keZ*
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Grace au fait que le noyau de Poisson possede de bonnes propriétés, on en déduit la majo-

ration :

fos+Po)] = | [ ost0 - Pul0) 5.

T dt
< max | fps| / P, ——
[—m,m] - 27
———
vaut 1!
=m-1
Ceci montre donc que pour tout 0 < r < 1 et pour tout § € T, on a la majoration uniforme :
ko

S 67

keZx*

< T

Grace donc a une utilisation du noyau de Poisson — qui nous a permi de faire une ex-
cursion touristique intéressante —, nous sommes dans la situation de pouvoir appliquer
I’assertion suivante.

Lemme 17.3. Soit une série numérique ), ., ¢ de nombres complexes c, € C. S’il existe
une premiere constante positive A telle que :
o0

sup et < A< oo

o<r<1

k=1

et 5’1l existe aussi une deuxieme constante positive M telle que :

sup k}ck} < M < o0,
k=1

alorsona:

sup < A+2M.

K>1

Ck

g

la sommation d’ Abel de la série initiale :

(%

Démonstration. Donnons alors un nom

A(r) = Z cprt
k=1

qui converge (exercice mental), et estimons sa proximité a la A-eme somme partielle que
I’on veut majorer avec K > 1:

K [e'S) K K [e%S)
Ck—ZCka:ZCk—ZCka— Z Cka
k=1 k=1 k=1 k=1 k=K+1
K 0
:Z(ck—ckrk)— Z CkT’k
k=1 k=K+1

En abrégeant aussi cette K-eme somme partielle au moyen de la notation :

K

Cg = Z Chs

k=1
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on obtient donc grace a I’'inégalité triangulaire :

K 00
’CK—AT‘ < Z ‘ck‘ (1—1”'“) + Z ‘ck‘rk.
k=1 k=K-+1

Or une factorisation élémentaire suivie des majorations triviales r' < 1 donne :

L—rF =1 —r)Q+r+-+r")
<(1—r) -k,

inégalité que 1’on reporte pour obtenir une inégalité comportant deux sommes :

K 00
|Ck — Al < (1—7) Z ko] + Z |c| 7.
k=1 k=K+1

Utilisons a présent deux fois la deuxieme hypothese, d’abord sous la forme inchangée
k |ck| < M pour la premiére somme, et ensuite sous une forme légérement adaptée pour la
deuxiéme somme :

M M
i i

(k>K+1),

ce qui nous donne :

K M 00
Cx — A| < (1—T)I;M+? Sk

k=K+1
M rE+1
<S{Al=-r)KM+—
(1=r) * K1-—r
[Majorer simplement " " < 1] <(1-r)KM+ M .
h D K1-r

Maintenant, choisissons alors le rayon d’une maniere trés astucieuse pour que le membre
de droite soit borné, ce qui est possible (youpi!) :

ri=1- 1
: &
On obtient en effet :
|Ck — A1 < %KMjL%i
= 2M.
Pour conclure la démonstration, il suffit d’utiliser 1’inégalité triangulaire :
K
ckl = ‘C’K’
k=1

<|AL|+2M
<A+2M,

ce dernier majorant étant uniforme (et explicite !). U



18. Equidistribution 67

Ainsi donc une application de ce lemme a notre série :
k0
Z k
keZ*
que nous devons ré-écrire sous la forme d’une seule sommation :
o—ik0 ko
2 +
( —k k
k>1 N’

=!CL

avec les deux constantes A := 7 et M := 2 (exercice visuel) nous donne la majoration
uniforme :
k0
Z <T+2-2
1<[k|<K
annoncée. O

18. Equidistribution
Définition 18.1. Si x est un nombre réel, on notera :
[z] = Entz

la partie entiere de x, a savoir le plus grand entier inférieur ou égal a x. En soustrayant a x
sa partie entiere, on obtient la partie fractionnaire de x :

(2) =z — [a],

qui est un réel appartenant a [0, 1].

Définition 18.2. Deux nombres réels x, y € R sont dits congrus modulo 7Z :
r =y modZ,

lorsque leur différence x — y € Z est un entier.

Ainsi, tout nombre réel x € R est équivalent a un unique nombre réel appartenant a
[0, 1], qui est précisément sa partie fractionnaire (). En fait, réduire un nombre modulo Z,
c’est oublier son chiffre avant la virgule.

Maintenant, étant donné un nombre réel v € R, regardons la suite de ses multiples :

Y. 27 37, 4y, Sy, .

Une question est alors de déterminer ce que devient cette suite lorsqu’on la réduit modulo
/R

(v, @n, Gn, @n, 60,
Voici deux observations préliminaires.

Lemme 18.3. (i) Si v € Q est rationnel, seulement un nombre fini de (k ~y) sont distincts.

(ii) Si v € R\Q est irrationnel, tous les nombres (k ~) sont mutuellement distincts.
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Démonstration. En effet pour (i), lorsque :

_ b
fy__
q

Y

les ¢ premiers termes de la suite sont :

w/e), @2p/a), Gpla), .. ((e-Vp/a), (ap/a)=0,
et visiblement, la suite commence a se répéter elle-méme, puisque :

((g+1)p/g) = (1+p/q)
=(p/q),

et ainsi de suite. Mieux encore, lorsque v = p/q € Q est rationnel ’Exercice 29 montre
que la suite périodique de tous les points (k p/q) visite tous les points :
1 2 -1
07 ) ) ) q—a
q q q

de maniere essentiellement équilibrée, cf. ce qui va suivre.
Pour (ii), si au contraire il existait deux entiers distincts k; # ko tels que :

(k1) = (k27)
ceci voudrait dire que :
kiy — keyy € Z,
d’ou ~ est rationnel, contradiction. O
En fait, on peut méme montrer 2 moindres frais que pour v € R\Q irrationnel, la suite :
(k)
est dense dans [0, 1] : c’est le théoréme dit de Kronecker, mais ici, il s’agit de viser un

énoncé plus profond d’aprés lequel la suite (k) visite en moyenne tout sous-intervalle
[a,b] C [0, 1] en proportion exacte a la mesure de cet intervalle.

Définition 18.4. Une suite de nombres réels :

&1, 8, ooy &y oo €]0,1]

est dite équidistribuée lorsque, pour tous :

0<a<bkl
ona:
ba— Card {1 <k <n: & € [a,b]}'
n— oo n
Autrement dit, pour n > 1 grand, la proportion des n nombres &1, &, . . ., &, qui appar-

tiennent a ’intervalle quelconque [a, b] devient asymptotiquement égale au quotient :
mesure([a, b])
mesure ([0, 1[)’

c’est-a-dire que les & se distribuent de maniere équitable et homogene partout dans les
sous-intervalles de I’intervalle complet [0, 1].

En vérité, I’ ordre dans lequel apparaissent les &, est important, comme le montrent deux
illustrations.
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La suite :

Log L2, 1 23 123 4

27 733 7 4 4 4 7 5 5 5 5 7

est équidistribuée (exercice), car elle se déplace dans I’intervalle de maniere tres régulicre.
Toutefois, étant donné une énumération quelconque :

0,

(rk)k>1

de tous les nombres rationnels Q > ry, si on perturbe artificiellement I’ordre d’apparition
de ses termes par exemple comme :

- Tr/2  lorsque k est pair,
o lorsque k est impair,

alors il est clair qu’aucune équidistribution ne peut avoir lieu, puisque la ‘moitié’ de la suite
se voit contrainte de visiter le seul point 0.

Théoreme 18.5. Pour tout nombre irrationnel :
7 € R\Q,
la suite des parties fractionnaires :
Iy, 2, By o k) oy
est équidistribuée dans |0, 1], et, en particulier, elle est dense.

Démonstration. Soient donc :
0<a<b<,

et soit la fonction indicatrice :
1 ()

de I’intervalle [a, b].
Si on étend cette fonction comme fonction 1-périodique sur R, alors (exercice mental) :

Card {1 <k <n: (kv) € [a,0]} = ) Ly (k7),
k=1

et I’énoncé du théoreme peut étre reformulé comme la propriété de convergence :

1 n
— Z 1[(17(,] (/{ ”y) — 1[a,b} (:L’) dx .
ot 0

n— o0

Une telle reformulation élimine la difficulté technique de travailler avec des parties frac-
tionnaires, et — plus en profondeur dans le cceur unitaire des mathématiques —, elle remet
un probléme d’ Arithmétique entre les mains puissantes de I’ Analyse.

L’énoncé crucial ci-dessous est en fait une généralisation de la propriété de convergence
désirée, et sa démonstration — élégante dans sa maniere d’emprunter un raccourci sédui-
sant — repose sur une mobilisation de I’ Analyse de Fourier !
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Lemme 18.6. Si f € €°(R, C) est une fonction continue 2-périodique, alors pour tout
nombre irrationnel :

7 € R\Q,

onala convergence !
n

1 1
— f(ky) — / f(zx)dx.
n n— 0o 0

k=1
Démonstration. Divisons les arguments en deux parties.

Dans la premiere étape, vérifions la validité du résultat lorsque f est une fonction expo-
nentielle quelconque :

62i7r€z

avece .
(€7,

et dans ce cas nous allons étre aidé par la simplification majeure qu’offre la contraction
d’une sommation géométrique :

n

l—gq
1—¢q
Pour ¢ = 0, a savoir pour f = 1, on a bien (sans limite) :

1

1
—[1+--+1] :1:/ 1dx.
n 0

q+q2_’_...—|—qn:q (q;ﬁl),

Pour ¢ # 0 entier, puisque - est par hypothése irrationnel, on est certain que :

6217r€'y ?é 1’
et apres sommation géométrique :
1 ) ) ] ) 1— 621'71’ nl~y
- |:e217ré'y i 6217r2€'y N eernZ'y] — 6217r'y : 7
n 1 — eZim Ly
on peut majorer :
n _ 2imnly
1 Z 20T key 1 2ty l—e
n n 1 — e2inly
k=1
< 1 2
S n |1 —e2i”f“f|
—_——
constante
— 0,
n— 00

donc on a bien :

cette derniere intégrale étant connue pour s’annuler !
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Ensuite, la propriété de convergence énoncée par le lemme étant manifestement linéaire
par rapport a la fonction f, on en déduit instantanément que pour tout polyndme trigono-

métrique :
Q(SE) _ Z QZ eQiﬂ'Zx)
finie
on a aussi :
1 — !
— Q(k’y) — / Q(z)dx.

Pour conclure, la deuxieme étape consiste simplement a mobiliser un raisonnement par
densité.

En effet, grace a la densité des polyndmes trigonométriques comme ci-dessus dans
%°(R/Z) — conséquence du théoreme de Fejér renormalisé de R/277Z a R/Z —, étant
donné une fonction continue 1-périodique quelconque f sur R comme dans le lemme, pour
tout £ > 0, il existe un polyndme trigonométrique = Q). tel que :

max |f(x) - Q(z)] < <.

z€[0,1]

Mais alors on peut aisément estimer en insérant () deux fois :

1 n 1 n 1 n 1 1 1
B2 ) =5 A +5 3 Q(m)o—/o awds + [ @war ~ [ s

1
0

1 < 1 & 1
<= \f(/m)-@(lm)Hn ;Q(m)—/o Qz) do +/ Q) - f(2)| da

<e

<e

tend vers 0
par ce qui précéde

< e+ (Quantité¢ — 0) + ¢,
et donc quand n est assez grand, le tout est < 3¢, ce qui conclut. U
Pour achever la démonstration du théoréeme d’équidistribution, sachant que la fonction

indicatrice 1j,4(x) n’est pas continue de telle sorte que le lemme ne s’y applique pas
directement, c’est encore un raisonnement par densité qui va permettre de conclure.

b—e b b+e 1

En effet, choisissons deux fonctions 1-périodiques positives continues affines par mor-
ceaux :
+ —
fe et fe
qui encadrent 1}, — en supposant 0 < a < b < 1, le cas ot ¢ = 1 étant laissé au
lecteur — :

o< 1,y < f5
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qui sont bornées par 1, et qui coincident avec 1, except€ sur les deux intervalles :
la—e, a+el U Jb—e, b+e|
de longueur totale petite 2 ¢, de telle sorte que :
1 1
b—a—2e < / fo(x)dr < / fF(x)de < b—a+2e.
0 0

Une sommation sur les inégalités d’encadrement donne alors :

n

%Z fo(ky) < %Z Lap (k) < %Z £ (k7).
k=1 k=1

— [ fe — J

n — 0o n — oo

mais puisque les deux fonctions f et f sont continues, le lemme principal ci-dessus a
déja démontré que les extrémités gauche et droite tendent vers les intégrales correspon-
dantes, et donc :

b—a—2e < migof% ; Ly (k) < Iiinﬁsgop% ; Loy (k) < b—a+2e,

et comme ¢ > () était arbitrairement petit, c’est que la limite existe bel et bien et qu’elle
vaut :

b
b—a= / 1ig () de,
comme programmé par la reformulation effectuée plus haut. U

Observons que le dernier résultat établi, est tout aussi vrai — avec une démonstration
quasiment identique — pour la fonction indicatrice 13, d’un intervalle ouvert.

Corollaire 18.7. Pour toute fonction 1-périodique f: R — C qui est Riemann intégrable,
on a encore la convergence :

L) = [ s
k=1 0

Démonstration. La Riemann-intégrabilité de f s’exprime, pour tout £ > 0 arbitrairement
petit, par I’existence d’une subdivision A = A(e) de [a, ] :
A = {0:a0<a1<-~-<ay,1<a,,:1},
telle que, si on définit une fonction en escalier inférieure :
f(x) si © = ay pour un unique 1 < A\ < v,

esc [ — . . .
A(x) = : inf }f si ay_1 < x < ay pourununique 1 < A\ < v,
AX—1,a)

ainsi qu’une fonction en escalier supérieure :
f(z) si x = ay) pour ununique 1 <\ < v,

A - . .
esc(@) = sup f si ay_1 < x <ay pourununique 1 <A < v,
[ax—1,a:]
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alors la différence entre leurs intégrales est petite :

1 1
0 < / fe%c(x) d:E—/ f(x)de < e,
0 0

et I'intégrale de f s’en trouve enfermée :

(18.8) /fzsc < /f < /fA

Mais pour une fonction indicatrice d’intervalle (ouvert ou fermé), on a vu a la fin de la
démonstration du théoreme précédent que :

1 n
ﬁ ; 1}@_1,@[(/@ 7) rjo (GA - CL,\—1)7

ceci étant vrai pour tout 1 < A\ < v, et si ensuite, on se rappelle que les fonctions en escalier
sont combinaisons linéaires finies de fonctions indicatrices d’intervalles :

=) } inf [f'1]a>\,1,a>\[(l')+\f(0)'1{U}+"'+f(1)'1{1}7

ax—1,a)
1<A<k ’

~
d’intégrale =0

fae = > sup [l a(2) +J(0) - Lgoy + -+ f(1) - 1y,

1<k Jar-naa]

TV
d’intégrale =0

on déduit (exercice) de toutes ces visions explicites agréables que :

n 1

=D IRk — | [RE()de,
k=1 > Jo

lf:fA(k;) — 1 S (x)dx

n k:1 esc ,y n—00 0 esc

Pour terminer, en revenant a I'inégalité f$ < f < f2., des sommations-
moyennisations finies donnent :

w e [&@)de < 2L f(kY) < L X fal(@)de

fol xe(x) dx fol & (z) da,

puis en tenant compte de [ ( L — ZSC) < ¢ etde (18.8), sachant que € > 0 était arbitraire,
cet impitoyable pressoir vertical extrait en son centre la liqueur substantifique terminale :

1 — L
ﬁ;f(k'y) Q/Of(x)dx. O

Notons que ce résultat n’est pas satisfait par les fonctions plus générales qui sont inté-
grables au sens de Lebesgue, comme le montre la fonction indicatrice :

1Z+’YZ7
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toujours avec y € R\Q irrationnel, fonction 1-périodique nulle presque partout qui montre
la non-coincidence :

1 < !
— Z 124_72(]{7*7) =1 7£ 0 = / 124_72.
Ly 0

Voici maintenant I’interprétation du lemme et de son corollaire, en termes de ce qu’on
appelle des systemes dynamiques. Ici, le contexte est celui du cercle unité centré en 0 dans
C paramétré par un angle . Or une rotation d’angle 27 v :

p: 0 — 0+ 21y
envoie le cercle unité sur lui-méme.

Comment cette action-rotation évolue-t-elle avec le temps ?

En d’autres termes, comment les rotations itérées qui sont les compositions :

02 03 ok
Py P s P s ceey Py

et sont elles-mémes des rotations :
pF=po--iop: O — 0+21mkn,
k foi
018

se comportent-elles en moyenne lorsque &k — oo ?
A toute fonction Riemann-intégrable, on peut associer 1’effet par composition de ces
rotations itérées :

Fp®),  f(r20), f(eP©), .. ,fe), :

ou bien entendu pour tout k € N :

F(p°"(0)) = F(0 + 27ky).

Dans ce contexte paradigmatiquement simple, le théoreme ergogique de Birkhoff pour
ce systeme dynamique stipule que la ‘moyenne temporelle’ :

: ok
lim Y f(0(9)
k=1
existe pour tout # € R et est égale a la ‘moyenne spatiale’ :

1 T
= / f(o)as

toutes les fois que v € R\Q est irrationnel. Bien entendu, cette assertion n’est autre qu’une
reformulation du corollaire qui précede, une fois qu’on a effectué le changement de va-
riable :

0 =2mx.
Si I’on revient au probleme des suites équidistribuées, on observe que la démonstration
du théoreme précédent fournit aussi le résultat suivant.
Théoreme 18.9. [Critere d’équidistribution de Weyl] Une suite de nombres réels de
Uintervalle [0, 1] :

517 §2a £37 SRR gku BRI
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est équidistribuée si et seulement si, pour tout entier non nul { € 7*, on a :
1 n
0= lim — ) e¥mte
n—oon
k=1
Démonstration. Une direction de cette condition nécessaire et suffisante a en fait déja été

rigoureusement établie, tandis que 1’autre direction réciproque (aisée) est proposée dans
I’Exercise 31. ]

19. Une fonction continue nulle part dérivable
(avec les moyennes retardées)

Dans cette section, nous exhibons une fonction continue qui n’admet de dérivée en au-
cun point.

Théoréme 19.1. Etant donné un nombre réel 0 < o < 1, la fonction :
= 1
fal0) = £(O) = 5oz e™’
n=0
définie par une série normalement — donc uniformément — convergente, est continue
mais elle n’admet de dérivée en aucun point 6 € R.

Intuitivement, la série dérivée terme a terme :
. — s On
i § 2n(1 a) et 2" 6
——
n — 00

a de tres fortes de chances de ne pas converger, puisque le module de son terme général
tend vers I’infini ! Toutefois, cette observation n’est pas une démonstration, et c¢’est afin de
réaliser réellement une telle divergence qu’apparait une somme d’exponentielles e™*? qui
est tres lacunaire, au sens ou seules les fréquences £ = 2™ qui sont des puissances de 2 sont
présentes.

Démonstration. La preuve raconte d’une maniere fort éloquente trois méthodes différentes
de sommation d’une série de Fourier.
Premierement, la méthode ordinaire de convergence des sommes partielles d’une fonc-

tion g € LY(T):

k=+n

Su(9)(0) = Y Glk) ™

k=—n
se représente graphiquement en placant des points a hauteur 1 au dessus des entiers &
compris entre —n et + n.

9000000000000 00000000OCOO
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Deuxiemement, la ‘césarorisation’ de S,,(f) due a Fejér :

_ 50(9)(0) +51(9)(0) + - - - + Sn-1(9)(6)

an(g)(0)

Troisiemement et dernicrement, la sommation par moyennes retardées :

An(g) = 202,(9) — 0n(9)

possede une allure graphique symétrique de forme trapézoidale :

\
1

900000000000 00000000000

[

car I’on vérifie (exercice) que :

An(g)(0)

|k|<n

Ces sommations par moyennes retardées A, (¢g) cumulent les avantages des sommes de
Fourier S, (g) et de Cesaro-Fejér 0,,(g) : elles conservent la propriété d’étre représentées
0 et de masse constamment égale a 1, tandis
que pour les séries qui ont des propriétés lacunaires, elles redonnent essentiellement les

par des ‘bons noyaux’, positifs, centrés en

sommes partielles simples de Fourier.

PBNGEE DY

L
n

(

)g(m ¢t

n+1<[k|<2n
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En particulier pour notre série trigonométrique lacunaire :

o0

f=full) =Y g,

n=0

en observant par convergence uniforme que, pour £ < —1:

~ N e N/
f(k):/ (Z 27&629)6 ke%

- n=0
-y 3 / " ien-we 49
n=0 2ne - 277-07

car 2" — k > 1, et que, pour des entiers n = 2" qui sont puissances de 2, on a (exercice) :

n

(19.2 Aar(F)(6) = Sn(F)(6) = D s ™™

k=0

Lemme 19.3. La famille des noyaux de Fejér :

Falt) =) ( —~ %) et

posséde des dérivées qui satisfont :
F.(0)] < n(2n+1),
et simultanément aussi :
1
/ 2
ol < & (745 )
pour tout t € R.

Démonstration. En effet, dans 1’expression explicite :

k )
Fn(t) = Z ( - %) eZkta
|k|<n « ,
<1

les coefficients-poids sont tous < 1 en valeur absolue, donc quand on dérive terme a terme

cette somme finie : \k|
Fr.(t) = k{1——=)e™
(0= ik (1= ) e

<n
et quand on majore sans finesse par < n le mod‘llle de ces nouveaux coefficients-poids, on
obtient bien, vu qu’il y a 2n 4 1 termes :
IE,()] < n(2n+1).
Deuxiemement, une dérivation de I’autre expression (close) :
_ 1sin®(%¢)

Fn(t) = - W’
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donne (exercice visuel) :

F (1) sin (% t) cos (% t) 1 cos (%) sin2(g t)

n\t) = C 2t - -3¢t :
Sl (5) n S (5)
Maintenant, dans le deuxieme numérateur a droite, on décompose le carré :
sin2(g t) =sin (g t) - sin (% t),

et on majore dans un premier temps en négligeant au numérateur les deux cosinus < 1 et
aussi deux sinus numératoriaux sur trois tous < 1 en valeur absolue :

1 +lsin (2¢)

Fl.(t)| < :
Fu )] sin®(L) ~ n sin®(%)
A
1 -------------
—T 0---- ™
Ensuite, la fonction impaire :
-7, 7] — R

H t
t — sin 5)
étant en-dessous de sa tangente d’équation ¢ —— % sur [0, 7], et au-dessus de sa corde

d’équation t — % t, a savoir satisfaisant I’encadrement classique :

L1t] < fsin (3)] < 414 (tl <),
on poursuit et on termine la majoration par :
™ 1n 3
F'(t — 4+ —=t| =
| n( )‘ ~ t2 +_o 9 ||‘t’3
1/, =
ee3)
comme annoncé. O

Supposons maintenant en raisonnant par contradiction que la série trigonométrique la-

cunaire :
1 .
9: 2" 6
[0 =" 5e

n=0

admette une dérivée en un certain point y € T du cercle unité.

Proposition 19.4. Etant donné une fonction g € €°(T) continue sur le cercle, si sa déri-
vée :

lim 960 + ti —9(%) =:¢'(6b),

t—0
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existe en un certain point 0y € T, alors en ce méme point les dérivées des sommes de Fejér
sont controlées comme :

On(g)/(e()) =0 (IOg n) 5
et de méme pour les sommes retardées :

An(9)'(6o) = O(logn).

Démonstration. Comme o,,(g) est le résultat de la convolution de f avec les noyaux de
Fejér :

" dt
7@ = [ Falto =~ g(6) 57
. T
une dérivation sous le signe somme donne :
/ " / dt
- ™
= F, % g(6o)
= g+ F, (o)
N dt
= F/(t)g(6g — t) —
| Fa-n g

car I’opérateur * de convolution est commutatif. Mais puisque F,, est 2r-périodique :

- [2] - [ o

—T
on a par soustraction astucieuse :

5a(9)60) = [ Fult) o600 = 1) — g(60)] 5

o 2

Maintenant, g étant supposée dérivable en 6 = 6, il existe une constante C;, > 0 finie
telle que (exercice) :

|9(60 — ) — g(6o)| < Colt],
pour tout |¢| < 7. Il en découle instantanément que :

/ " ! dt
7a(a) 60)] < Co [ [FL(0] -1t 5

Alors une application intelligente des deux inégalités du lemme qui précede permet de
majorer en découpant 1’intégrale :

, , dt , dt
oy ) < Co [ R0 W+ Co [ (R0l g
lt<y 7r Ljtl<r

2

dt 3 1 dt
<%M%+D/ M—+%ﬂﬂ%)/ — =

<t 27 1

C 2 1 3\ 2 1
:_OM_’_CO 7T2+7T_ - |ogﬂ-_|og_
2 n? 2 n

< constante + constante - logn
= O(Iogn).
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Enfin :
An(9)'(60) = 2024(9)"(00) — n(9)'(60)
= O(Iog n) + O(Iog n)
= O(Iog n),
ce qui conclut. U

Qui plus est, on a aussi pour la méme raison :
A2n(9)(00) — An(g)'(6h) = O(logn).

Maintenant, en revenant a notre série trigonométrique lacunaire :

N
f(0) :; %612 ’
et en prenant dans ce qui vient d’étre obtenu :
n=2""1
on obtient en supposant (par 1’absurde) que f = g est dérivable en point 6 :
| Ao (f) (6) — Aga-1(f)'(60)| < constante - log (2").

Mais par ailleurs, le fait que la série soit lacunaire assure, en revenant a (19.2), que cette
soustraction ne consiste qu’en un seul terme pour tout 6 :

Ban(F)(6) — Arr()(0) = 5 €™
dont la dérivée en 6 = 0, vaut manifestement :
Aon () (80) = Agn-i(f)'(Bp) = i 2% =) 2%,
et donc son module :

|A2n (f)(90> - AQn—l (f) (00) | — 271(1704)
ne peut absolument pas €tre majoré par :
constante - log (2")

lorsque n — o0, puisque 0 < o < 1, ce qui est la contradiction conclusive. U

20. Une fonction continue nulle part dérivable
(d’apres Lebesgue)

La premiéere fonction continue sans dérivée découverte par Weierstrass :
oo
W(z) := Z a" cos (b"x),
n=1

avec 0 < a < 1 etb > 2 entier satisfaisant :

3
ab > 1+77T,

ne convient pas pour un enseignement élémentaire, ce qui a conduit Lebesgue a rechercher,
en 1939, a améliorer cet exemple en simplifiant au maximum les arguments et en réduisant
les connaissances requises au strict minimum. L’exemple de Lebesgue est inspiré des dé-
veloppements en série de Fourier lacunaires, et il possede I’avantage de montrer que des
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fonctions non dérivables peuvent se présenter au cours d’un calcul d’allure tout a fait nor-
male. Nous allons détailler tres scrupuleusement chaque étape du raisonnement afin d’en
assurer 1’élémentarité.

Théoreme 20.1. La fonction :

L(z) := Z 2% sin (2”2 z)

n=1
est continue 2m-périodique sur R par convergence normale, mais elle n’admet de dérivée
en aucun point x € R, a savoir plus précisément, en tout point x € R, il existe une suite :

() o — 0
qui tend vers zéro telle que :
L(z + hm) — L(2)
™ .
Démonstration. Pour x € R quelconque il s’agit donc d’examiner la limite :
i L(z +h) —L(z) _ i 1 sin (27 (x + h)) — sin (2" :zc)
h—0 h 2n h

n=1

La premiere astuce simplificatrice de Lebesgue consiste a choisir des h € R petits et
suffisamment spéciaux pour annihiler tous les termes de cette somme de quotients différen-
tiels, a partir d’un certain ordre m + 1 > 2 arbitraire, et nous prétendons (avec Lebesgue)
que cela est possible avec par exemple :

h :=h,,
™
= S

oo = lim
m—00

sachant qu’un autre choix similaire suivra ultérieurement pour compléter 1’argumentation :
R N
h:=h,,
37
- om2+1’

Ainsi donc avec h = h,,, dans la somme infinie que I’on découpe :

n=1 n=1 n=m+1
tous les quotients différentiels de la deuxieme somme-reste infinie pourn > m + 1 :

>2
/—/H
. i .
sin <2" (z+ QH)) —sin (2" 2) _sin <2” Tt G 7r)> —sin (2" 2)
hon a han

=0

disparaissent simplement grace au fait que y — siny est 27-périodique, et donc le quo-
tient a examiner se réduit a :

L(z 4+ him) — L(z) = 1 sin (2”2(95 + hyn)) — sin (2”2 x)
hon =2 5 B ‘

n=1
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De méme, on vérifie aisément que 1’on a aussi pour les mémes raisons la troncature
similaire :

L(x+h!,)— "1 sin (27 (v 4+ RY,)) — sin (277 2)
h, =2 on h,

n=1

. 1. e, e, . .. , 2 .
Maintenant, la seconde idée qui était implicitement cachée dans les 2™, c’est de faire
en sorte que dans ces sommes finies :

m m—1
g = E + m-&me terme,
n=1 n=1

le dernier terme non nul surpasse considérablement la somme de tous ceux qui le précedent
afin de faire diverger a souhait les quotients différentiels.
Plus précisément :

L(z + Ay m-1 4 sin (2”2(31: + hm)> — sin (2”2 x) . 1 sin (2’”2 T+ g) — sin (2m2 z)
hm L 2n R, om 5
somme g?:ontréler dernier termegfaire diverger

avec des expressions similaires lorsque 7, est remplacé par h! .
Puisqu’il s’agit de contrdler une somme » """ de quotients du type :

sin (a(x + h)) —sin (a )
h )
un énonceé auxiliaire élémentaire sera le bienvenu.

Lemme 20.2. Etant donné a > 0 fixé, pour tout x et tout 0 < h < %
sin (a(z + h)) —sin (a )

h

,ona:

< 2a

Démonstration. La formule :
sin (o + 8) = sina cos 3 + cos a sin 3
permet de développer :
sin (a(z 4+ h)) —sin (az) = sin (az) cos (ah) + cos (az) sin (ah) — sin (az)
= cos (ax) sin (ah) + sin (az)[cos (ah) — 1].
Ensuite, les majorations standard :
|sm y‘ Y,
|cosy — 1| < %,

valables pour tout y € R (exercice de révision) permettent de déduire :
.(ahf

1-|ah| + —2-
A

sin (az + ah) — sin (ax)
h

/A

2
a
— |h
a+2\|

< 2a,
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ce qui conclut. U

Pour les termes de la somme a controleravec 1 <n<m —1,ona:
2
a=2",

et alors :
™

h= g

satisfait bien 0 < h < % (exercice mental), donc le lemme s’applique pour majorer la
somme en question :

m—1 . 2 . 2 m—1
1 sin (2" (z + hyn)) —sin (27 z) 1 2
2 3 h, <2 522
m—1
=2y o2
n=1

9 [20 L9222 4 923y 2(m—1)2—(m—1)]

(m—1)*—(m—1)

< ¥
k=0
—9 2(m—1)2—(m—1)+1

_ 2m2 —3m-+4

En revenant donc au quotient différentiel laissée en chemin plus haut :

L(z + hp) — L(2)
hm

. 2 . 2
1 sin (2’” T+ g) —sin (2m :U)
— O 2m2—3m+4 4+
( ) \2m 2m++1 )

dernier terme

= O(2m2_3m+4) 4 gmPmil 1 [sin <2m2 x + g) — sin (2”‘2 x)],
—— 7

dominant
lorsque m — oo

~
assurer que cela soit non nul

il suffirait d’assurer que le terme entre crochets soit uniformément non nul pour que la

. . 2 . . « 4 5. . 2. 2
domination de 2™ ~™*! contraigne ce quotient a diverger vers 1’infini, comme cela a été
annoncé€.

Cependant, ce terme entre crochets :

sin (2'”2 T+ g) —sin (Qm2 x) = cos (27"2 a:) —sin (2m2 x),

n’est pas forcément uniformément minoré, en valeur absolue :
|am - 5m‘

Mais c’est la qu’intervient I’idée anticipée d’effectuer aussi les constructions avec
I’autre suite :
3m
hl

m: 2m2+17
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puisqu’alors 1’autre terme entre crochets afférent :

L(z + 1) — L(z) i sin <2m2 T+ 3{) — sin (2m2 :E)

=0 (2m2—3m+4) 4

n 2m e
= O(2m*3mit) 4 gmiomid 3i [sin (2’”2 T+ %’r) —sin (2™ 2)],
7
devient égal a :
— cos (2’”2 x) — sin (2’”2 T) = = — B

Lemme 20.3. Deux nombres réels « et 3 contraints par la relation :
A+ pr=1

satisfont toujours :
max (Ja — 8], la+8]) = 1.

Démonstration. En effet :
o= B+ |a+ 8] =a® —2a8_+ 2+ a*+2a8_+ 5
=2,
donc "une au moins des valeurs absolues est > 1. O

Ainsi, au moins une des deux suites de quotients différentiels :

2_
’ L( + hﬁi ~L@)|_ 2" :“ [ — fi] + O (2 8mH4Y,
ou : / .
’L(I + h;;) — L(z) _ 2™ Wer [_ by — ﬁm] 4 O(2m2—3m+4),
diverge vers oo lorsqug1 m — oo, fin de la démonstration ! U

21. Exercices

Exercice 1. Soit f € L'(T, C) une fonction 27-périodique sur R Lebesgue-intégrable.

(a) Montrer qu’avec ses coefficients de Fourier f (k) = [T £(0) e~ 42 a série de Fourier de f :
> fkye*
kez

peut se ré-écrire sous la forme :

f(O) + Z [f(k) + f(—k)} coskf + Z i [f(k) — f(—k)] sin k6.
k=1 k=1

(b) Lorsque f est paire, montrer que f(k) = f(—k) pour tout k£ > 0, de telle sorte qu’on obtient une série
de cosinus.

~ ~

(c) Lorsque f est impaire, montrer que f(k) = — f(—k) pour tout k& > 0, de telle sorte qu’on obtient une
série de sinus.

~

(d) Lorsque f(6 + ) = f(0) pour tout § € R, montrer que f(k) = 0 pour k € Z impair.
(e) Montrer que f € L!(T,R) est a valeurs dans R lorsque, et seulement lorsque :

>\

~

(k) = f(=k) (Vkez).

~
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Exercice 2. Soient f,g,h € L'(T) trois fonctions Lebesgue-intégrables sur le cercle unité T = R/277Z.
Montrer ’associativité du produit de convolution :

f* (g*h) = (f*g)*h.
Exercice 3. Soit la fonction 27-périodique impaire définie sur [0, 7] par 6 (7 — 6).
(a) Dessiner le graphe de f.

(b) Calculer les coefficients de Fourier de f.

(c) Montrer que pour tout # € R,on a:

8 = sin(kf)
0) = — —.
K impair
Exercice 4. Soit f la fonction définie sur [—7, 7] par f(0) := |6].
(a) Dessiner le graphe de f.

(b) Montrer, en les calculant, que les coefficients de Fourier de f valent :

R 5 pour k=0,
f(k) = —14(=D)"

k2

lorsque k € Z*.

(c) Ecrire la série de Fourier de f en termes de sinus et de cosinus.
(d) Au point 8 = 0, en déduire les deux formules d’Euler :
K2 8’ K2 6
e=1 k=1
k impair
Exercice 5. Sur U'intervalle [—, 7], avec 6 > 0, on considere la fonction :

0 lorsque 6 < 0] < 7
FO) =9 10|
5

lorsque 0 < |6] < 0.

(a) Dessiner le graphe de f.
(b) Montrer que :

— cos(nd)
1(0) ot 2 Z — cos(nf) (VO € [—mx]).

Exercice 6. Soient deux réels positifs 0 < p < 7 et h > 0, et soit, sur le segment [0, 7], la fonction corde
pincée définie par :

Oh
— lorsque 0 < 6 < p,
p
0) =
f(0) h(r—0)
lorsque p < 6 <,
T™—=p

que I’on prolonge ensuite par imparité sur [—7r, 0], puis par 27-périodicité sur R tout entier.
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Montrer que ’on a, pour tout € [—7, 7] :

() = i Ay, sin(mb),
m=1
avec :
2h sin(mp)
m? p(m —p)

Exercice 7. (a) Effectuer la démonstration compléte du Théoréme 5.5.

A, = (Ym=1).

(b) En appliquant le Lemme de Riemann-Lebesgue, montrer qu’on a en fait, lorsque |k| — oo :

-~ 1
k) = o — ).
0 = o(57)
Exercice 8. Soit la suite (ay),cz définie par :

1

- lorsque k > 1,
Qp = k

0 autrement.

Vérifier que (ax) € ¢2(Z), mais qu’il n’existe aucune fonction intégrable dont les coefficients de Fourier sont
égaux aux ay.

Exercice 9. Montrer qu’il existe une constante ¢ > 0 telle que pour tout n > 1, il existe une fonction continue
fn € €°(T) avec | f,,| < 1 telle que :

Sn(fn)(0) = clogn.

Indication: La fonction g,, égale a 1 1a ou le noyau de Dirichlet D,, est > 0 et égale a —1 la ou D,, est < 0
conviendrait, si elle n’était pas discontinue. Approximer alors g,, par une fonction continue appropriée f,.

Exercice 10. (a) Montrer que pour o € R\Z réel non entier, la série de Fourier de la fonction définie sur
[0, 27] par :

L ei(Tr—G)oc

sin(ma)
est égale a :

00 ]
emQ

n+a

n=—oo

(a) Appliquer I’identité de Plancherel pour en déduire que :

S (nta)? ~ (sinTa)?’
Exercice 11. (a) Montrer que :
s 4 o0 4
1 m 1 TI'
Z(?n—i—l)‘l:% et ZH:%'
n=0 n=1
Indication: Introduire la fonction f définie sur [—m, 7] par f(0) := |6], calculer ses coefficients de Fourier, et
appliquer I’identité de Plancherel.
(b) Montrer que :
Nt 1 70 =1 70
— = t — = —.
; 2n+1)5 960 ¢ ; n6 945

=)

Indication: Utiliser la fonction 27-périodique impaire g définie sur [0, 7] par g(6) := (7 — 6).

Exercice 12. Soit « € C\Z un nombre complexe non égal a un entier.

(a) Calculer les coefficients de Fourier et la série de Fourier de la fonction 27-périodique définie sur [—m, 7]
par f(0) := cos(a#b).
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(b) Obtenir la formule suivante due a Euler :
i 1t _ 1 7
—n?—a? 202 2atan(arm)’
(c) Pour u € C\7Z, montrer que :
U

1 o
cotanu = — +2 E _.
U / u? — n272

n=

(d) Pour @ € C\Z, montrer que :

(e) Pour 0 < a < 1, montrer que :

oo ta—l T
/0 t+1 sin(am)’

Indication: Découper I’intégrale fooo en fol + floo, puis effectuer le changement de variable ¢ = % dans la
seconde intégrale. Ensuite, les deux intégrales étant de la forme :

1 t’Y71 J
t
/0 T (0<vy<1),

montrer que cette derniere vaut :

—~

= kE+~
Enfin, pour conclure, appliquer la question (d).

Exercice 13. Au-dela de ce qui précede, 1’objectif est de trouver une formule générale pour les sommes
d’Euler :

— 1
ol m > 1 est un entier quelconque. Le cas des puissances impaires, pour lequel aucune formule close n’est
connue, ouvre sur de nombreux problemes qui excitent toujours la sagacité des mathématiciens contempo-
rains.

On définit les nombres de Bernouilli comme apparaissant dans le développement en série entiere de :

z B, ,
D DR
n=0
(a) Vérifier par un calcul manuel que :
By =1 B = L B L B 0 By = L Bs =0
0o — bl 1 — 27 2 67 3 = bl 4 30; 5 —
(b) Obtenir la formule de récurrence suivante pour n > 1 :
n—1
1 1
By = ——— <"Z )Bk
nF k=0
(¢) En écrivant :
z z > B,
= 1 —_ = ——n
e —1 2 + nz:; nl 2o

montrer que B, = 0 pour tout entier impair n > 3.
(d) Montrer que :
2
n 2" B 2n ZQn

zcotanz = 1+ Z (-1) )l

n=1
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(e) Soit la fonction zéta définie pour s > 1 réel par :

W)=Y -
n=1

En utilisant I’Exercice 12 qui précede, montrer que :

(2

rcotanz = 1—2 E C(;ﬁ) ™,
T

m=1

(f) Conclure en obtenant la formule explicite générale suivante, valable pour un entier m > 1 quelconque :

m—+1 (27T)2m
(2m)! 2m:

2¢(2m) = (1)

Exercice 14. [Cesaro, Abel, Tauber] (a) Si la série 220:1 ¢ =: £ converge vers une limite finie, montrer
qu’elle est aussi Abel-sommable, i.e. qu’on a aussi ¢ = lim,._,; 220:1 cxT*. Indication: Vérifier qu’on peut
<

supposer £ = 0. Avec :
Sg = c1+ -+ (k>1),

montrer, pour tout K > 1, I’identité d’Abel :

K K
E et = (1—7) E spr® 4 sertL
k=1

k=1

Laisser s’envoler K — oo pour obtenir :
oo o0
Z art = (1 —7) Z sprF.
k=1 k=1

Enfin, montrer que le membre de droite tend vers O lorsque 7 = 1.

(b) Trouver une série Y -, ¢7" qui ne converge pas, tandis que lim, 1 Y ;o ¢xr¥ existe.
<

(c) Montrer I’implication « Cesaro-sommable = Abel-sommable » :

s1+ + s >
lim 22— 7% — pexiste | = lim E e m* = ¢ aussi.
r—1 =

K — oo K
<

Indication: Vérifier qu’on peut supposer £ = 0, et établir I’identité :

o0 o0
Z cprt = (1 —r)? Z koyrk,
k=1 k=1

les moyennes de Cesaro des sommes partielles de la série étant abrégées par :

51 + e + Sk
op 1= —— - (k>1).
k
L. oo . S1+--+s N . . . o0 k
(d) Trouver une série » ,_, ¢ telle que limg_,o SR plexiste pas, tandis que I|mr?1 Zk,:l cLr

S1+--

existe. Indication: Observer que si Zzil ¢y, est Cesaro-sommable, i.e. silimy_, K'+S'< =: { existe, alors

< tend vers 0 quand k — oo.
(e) Montrer que si une série 21?;1 ¢k est Cesaro-sommable, et si ¢, = 0(%), c’est-a-dire si de plus 0 =

limy_ o0 k g, alors Zzozl cy, converge aussi vers £. Indication: Etablir et utiliser I’identité :

(k—=1)cp+---+c2
k

S — O = (k>2).

(f) Montrer que si lim, 1 Y 50| cpr® =: £ existe e si ¢, = o), alors Y2~ cj, converge aussi vers /.
<

1

. . ) . P K K k .. _
Indication: Estimer la différence entre ), c et >, _; cp 7" en choisissant 7 = 1 —
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Exercice 15. Pour 0 < r < 1 et pour § € R, soit comme précédemment le noyau de Poisson :
1—1r2

PO) = ———
() 1—2rcosf +r2

’oné i o 2’ o&ar < e -
(a) Montrer que I’opérateur laplacien A := 57— + 9,2 S €criten coordonnées polaires :

A = 872+12+i872
T or2  r dr 2 9027

(b) Montrer que la fonction :

OoP..

00
satisfait dans le disque unité ouvert D := {x +iy € C: 22 + 3% < 1} = {re??: 0 < r < 1,0 € R}
I’équation :

Uu =

0 = Au.

(c) Montrer, pour tout § € R, que :
0 = lim u(r,0).

r—1
<

Autrement dit, u est une fonction non identiquement nulle dans le disque unité D solution de 1’équation de
Laplace Au = 0, et qui posséde pourtant une valeur au bord identiquement nulle sur le cercle unité T = JD.

Exercice 16. (a) Démontrer rigoureusement le Théoréme 16.4, d’abord sous la forme suivante : si f € L*(T)
est intégrable, et si fp € T est un point en lequel f est continue, alors les sommes d’Abel de f y convergent
vers f(0p) :

m (P, f)(6o) = f(6o).

li
r—1
<

lim 4,(/)(00) =

(b) Ensuite, démontrer complétement le Théoreme 16.4, avec convergence uniforme, sous 1’hypotheése que
f € €°(T) est continue en tout point du cercle unité T.

(¢) Soit une fonction f € L'(T) qui posséde, en un certain point fy € T, une discontinuité de premiére
espece, au sens ou les deux limites a gauche et a droite :

}!Il:)‘lOf(QO + h) = fl(eo) et Agnof(eo + h) =: f+(90>

existent. Montrer que :

tim 4, (£)(6) = ST 0),

Indication: Apres les avoir justifiées, utiliser les valeurs :

0 T
= [ g = [ oy

s

2
Exercice 17. Soit f(z) = 1(4,)(z) la fonction indicatrice d’un intervalle fermé [a, b] C [, 7] avec a < b,
définie par :

X 1 lorsque x € [a,b],
a1 (%) = 0 autrement.

(a) Montrer par le calcul que la série de Fourier de f vaut :

—ina —inb
27 2imn
nez
n#£0

(b) Montrer que si a # — 7 ou si b # T, cette série de Fourier ne converge pas absolument en certains points
6. Indication: 11 suffit de faire voir que pour de nombreuses valeurs de n, on a |sin(n 90)’ > ¢ > 0, au point
central 0y := (b — a)/2.
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(c) Toutefois, montrer en utilisant les sommations par parties d’ Abel que cette série de Fourier converge en
tout point § € R/27Z. Que se passe-t-il lorsque @ = — 7w et b = 7 ? Indication: Si (ax)72; et (b)), sont
deux suites de nombres réels quelconques, alors pour tout n > 2 on a la sommation par parties :

n—1 n
Z(ak —api1)[be + -+ b1 = Z arbr, — an(by + -+ by),
k=1 k=1

. , . [N . . oo I - .
ce qui permet de déduire le Critere de convergence d’Abel : Si la suite (ak) w1 €51 positive, décroissante,
P . . oo , s .
convergente vers zéro, et si la suite (22:1 bk)n:l est bornée, alors la série y ;- | arby converge.

Exercice 18. [Poincaré, Wirtinger] Deux inégalités établissent une relation entre la norme intégrale L?
d’une fonction et celle de sa dérivée.

(a) Si f: R — C est une fonction T-périodique avec T' > 0 de classe ¢! de moyenne 0 = fOT f(x)dx
nulle, montrer que :

T2 T
m o ’fl(x)‘Qd.’,U

T 2
/ |f(2)]" de <
0
Indication: Utiliser Bessel, Plancherel, Parseval.

(b) Montrer qu’on a égalité lorsque, et seulement lorsque f(z) = Asin(2% z)+ B cos(2% z) avec A, B € C.

(c) Toujours avec f comme ci-dessus, et avec g de classe €’! et T-périodique (sans étre nécessairement de
moyenne nulle), montrer que :

[ Tt

2 2

72 T T
< m/o ’f(x)‘zda:/o lg (a:)‘Qda:.

X

(d) Sur un intervalle [a,b] C R avec —00 < a < b < oo, pour toute fonction de classe ¢! satisfaisant
0 = f(a) = f(b), montrer que :

b a2 b ,
/ |f(x)’2dx < (bwiz)/ ’f’(:c)| dz.

Indication: Prolonger f a I’intervalle [2a — b, a] comme fonction impaire de x — a sur [2a — b, b], puis comme
fonction T-périodique de période T' := 2(b — a), afin de pouvoir appliquer la question (a).
(e) Montrer qu’on a égalité lorsque, et seulement lorsque f(z) = Asin(m £=%) avec A € C.

b—a
(b=a)®
P

(f) Montrer que la constante

ne peut pas étre améliorée.

> sinx T
de = —.
/0 z 2

Indication: Partir du fait que I’intégrale de D,, () sur [—7, ] vaut 2, utiliser le fait que la différence :
1 2

—0 1
5|n§ 0

Exercice 19. Montrer que :

est continue sur [—, 7], et appliquer le lemme de Riemann-Lebesgue.

Exercice 20. Soit f: R — C une fonction 27-périodique intégrable.
(a) Pour k£ € Z, montrer que :
~ T g dO
s —ik6
fy == [ re+peg
puis que :
~ T f0)— f(O+ % oo dO
oy — [ LO=SO5D)  db
—r 2 2w
(b) Lorsque f € €*(T) est a-hdldérienne, avec 0 < a < 1, & savoir lorsqu’il existe une constante 0 < C' <
oo telle que, pour tous 8, h € R :

|f(0+h)—f(0)] < C|n|*,
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(c) Montrer que cette estimation de croissance des coefficients de Fourier d’une fonction f € € *(T) avec
0 < a < 1 ne peut pas étre améliorée, en utilisant la fonction :

f0) = Z 2%61'2‘0.

£=0

montrer que :

Indication: Vérifier d’abord que f € €“(T), puis que f(k) = 7= quand k = 2¢ est une puissance de 2.

Ensuite, découper :
FO+R) —f0) = > + > .

b 1 grs 1
2°Smy 25

Pour estimer la premiére somme, utiliser la majoration |1 — | < ||, valable pour 6 petit. Pour estimer la
seconde somme, utiliser 1’inégalité triviale |e?® — 7| < 2.

Exercice 21. Si f est une fonction réelle bornée monotone sur [—, 7], montrer que :

o)

Indication: On peut supposer que f est croissante, avec |f| < M < oo. Commencer par vérifier que les
coefficients de Fourier de la fonction indicatrice 1(, ) d’un segment quelconque [a, b] C [—, 7] croissent au

plus en O (ﬁ) Ensuite, montrer que toute combinaison linéaire finie de telles fonctions indicatrices :
J
Z Aj Ya; 10,05
j=1
avec :
“M<AM <o SASM,
et avec :

—rT=ap<ap << a1 <a=m,
a des coefficients de Fourier qui croissent au plus en O(ﬁ), uniformément en le nombre J > 1 de termes.

En sommant par parties (Abel), utiliser le fait que la somme téléscopique ) (A; — A;j_1) est bornée par 2 M.
Enfin, approximer la fonction monotone f par de telles sommes.

Exercice 22. Montrer que les coefficients de Fourier f(k) d’une fonction continue f € ¢°(T) sur le cercle
unité peuvent tendre vers 0 lorsque |k| — oo d’une manilre arbitrairement lente, en montrant que pour
toute suite (ex)xez convergeant vers 0 lorsque |k| — oo, il existe une fonction f € €°(T) telle que
|f(k)| > g, pour un nombre infini de valeurs de k. Indication: Sélectionner une sous-suite (e, )52 ; satisfai-
sant > | ey, < 00.

Exercice 23. L’objectif est de donner une preuve alternative de la Proposition 17.2, d’aprés laquelle les
expressions :
ikb
>
1<IkIKK
sont bornées uniformément, indépendamment de K > 1 etde 6 € R.

(a) SiDy(#) désigne le noyau de Dirichlet, vérifier que :

1 etk? 5 sin(ko) 1 [°
= 3 p :kz 3 :5/0 (D (t) — 1) dt.

1<|kI<K =1

oo

(b) Conclure en utilisant le fait, déja éclairci dans 1’Exercice 19, que sint gt < oo,
] que Jo 7
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Exercice 24. Soit D,, le noyau de Dirichlet. Déterminer la constante c telle que :
[Dal = 5 logn +c+O(2).
Quelle serait la constante suivante dans le reste O (%) = % + O(#) ?
Exercice 25. [Phénomene de Gibbs] Soit f la fonction en dents de scie définie sur [0, 27| par :
0 en 6 =0,
f(0) =4 70

2
et prolongée a R tout entier par 27-périodicité.

lorsque 0 < 0 < 27,

(a) Vérifier que :
T = f+(0) = f-(0).
(b) Montrer que la série de Fourier de f est :
1 S =, sin(k#)
2i - k ko

(c) Montrer, pour tout entier i > 1, que la K-eéme somme partielle Si (f)(0) = Zszl w de cette série
de Fourier satisfait :

T T sint T
oM, k(D) =5 = /0 3
\\ o
Vo
\\ﬂf\\
< \x;
e
\\
TN
\K
\
0.5 1 1.5 2 2.5 3

Ce résultat est la manifestation d’un phénomene universel concernant la convergence des séries de Fourier
de fonctions 4! par morceaux, au voisinage de toute discontinuité de premiére espéce. Lorsque K devient
grand, I’amplitude des oscillations tend vers une limite strictement plus grande que I’amplitude — le saut
f+(0) — f—(0) — de la discontinuité, atteignant jusqu’a 8,9% de ce saut, alors que la largeur de la zone
d’oscillation tend vers zéro, c’est-a-dire que les soubressauts s’évanouissent en se déplagant vers le trou de la
discontinuité, ce qui est nécessaire a cause du théoréme de convergence de Dirichlet.

Exercice 26. L objectif est de produire de maniere tres élémentaire une fonction continue qui n’est dérivable
en aucun point, grice a des «empilements fractal » de singularités non dérivables simples. Sur [—1, 1], soit
la fonction () := |z| non dérivable en 0 que I’on prolonge & R tout entier comme fonction périodique de
période 2.

(a) Montrer que la fonction :

o0 3 n

. e n
1@ =3 (3) o)

n=0
est continue sur R.
(b) On fixe g € R. Pour tout entier m > 1, soit §,, := j:% A%m, ou le signe £ est choisi de telle sorte
qu’aucun entier ne se trouve entre 4™z et 4™ (2o + d,, ). On considere le quotient :

P(4™ (0 + 0m)) — p(4"x0)
Tn = S .

Montrer que sin > m+ 1, ona~, = 0, tandis que pour 0 < n < m, ona |y,| < 4™ avec égalité |v,,| = 4™.
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(c) En utilisant ce qui précede, obtenir I’estimée :

xo+0m) — f(z m
f(@o +6m) — f(zo) >%(3 +1).

Om -

(d) Conclure que f n’est pas dérivable en x.

Exercice 27. [Théoréme de Dirichlet original] Montrer que la série de Fourier d’une fonction continue sur
T = R/27Z qui ne posséde qu’un nombre fini de minima et de maxima converge vers la fonction en tout
point, et ce, qui plus est, uniformément.

Exercice 28. L objectif est de démontrer qu’avec 0 < v < 1 quelconque, la série trigonométrique :

i sin(nd)

n=1

qui converge pour tout f € R, n’est la série de Fourier d’aucune fonction f € L*(T).
(a) On introduit le noyau de Dirichlet conjugué :

n

D,.(6) :=i Z sign(k) et = Z sin(k0),

|kI<n k=1

ot la fonction signe est définie par :

-1 lorsque k < —1,

sign(k) :== ¢ 0 pour k=0,

1 lorsque k > 1.

Montrer que :
B..(0) = cos(6/2) - cos((n+ 1)0)
sin(6/2)

(b) Montrer qu’il existe une constante 0 < ¢ < oo telle que pour toutn > 2 :

/ |6n(0)|d0 < clogn.

—T

(c) Montrer, pour toute fonction intégrable f € L'(T), que :
(f *D»)(0) = O(logn).

(d) Aboutir a la contradiction :
"1
Z T = O(Iog n)
k=1

Exercice 29. Soit p/q un nombre rationnel avec p et ¢ deux entiers premiers entre eux, et, sans perte de
généralité, avec ¢ > 1. On définit une suite de nombres réels appartenant a [0, 1] par :

&k = (kp/a),
ol (y) := y — [y] = y — Enty est la partie fractionnaire d’un nombre réel quelconque y € R. Montrer que la
suite (§x)72 ; est équidistribuée sur les ¢ points de la forme :

0, 1/¢, 2/¢, ..., (¢—1)/g,

a savoir précisément, montrer que pour tout entier 0 < a < g,ona:
Card{k: 1 <k <n, (kp/q) =a/q} 1 N O<1>
n q n
Indication: En utilisant une identité de Bézout 1 = rp + sq avec r, s € Z, montrer que pour tout entier [ > 0
il existe un unique entier k satisfaisant les deux conditions :
e lg<k<(+1)q,

o (kp/q) =a/q.
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Ensuite, diviser n > 1 par ¢ :
n=sq+r,
avec s > 0et 0 < r < g, et établir que :

< Card{k: 1<k <n, (kp/q) =a/q} < s+ 1.

Exercice 30. Montrer que la suite (7).

k—1° OU 7k est la partie fractionnaire de :

(1+2\/5>k

n’est pas équidistribuée dans [0, 1[. Indication: Montrer que :

() (55

est solution de la récurrence de Fibonacci :

Uk42 = Uk+1 + Uk,

avec conditions initiales ug = 2 et u; = 1.

Exercice 31. Montrer la réciproque du théoréme de Weyl : si une suite de nombres réels &1, &o, . .. dans [0, 1]
est équidistribuée, alors pour tout entier £ € Z* :

= |lim E e2wrf§k
n—oon

Indication: 11 suffit de montrer que pour toute fonction continue sur [0, 1] :
1

S @) o [ s,
k=1 0

n—oo

et on pourra commencer par vérifier cela dans le cas ol f est la fonction indicatrice d’un intervalle [a, b] C
[0, 1].
Exercice 32. Montrer que pour tout réel a = 0, et tout réel 0 < ¢ < 1, la suite des parties fractionnaires :
@1y, {(a27), ..., {ak%, ...,
est équidistribuée dans [0, 1[. Indication: Etablir que pour tout réel b # 0 :
n
Z e2wrbk _ ( 0') + O(’I’Ll_a),
k=1

en montrant tout d’abord que :

n

n n 1
2imbk? 2im bx? _
I d:c_0<zk1_g).
k=1 1 k=1
Exercice 33. Montrer que pour tout a € R, la suite des parties fractionnaires :

(alogl) , (alog2), (alog3), ..., (alogk), ...,

2imblog k

n’est pas équidistribuée dans [0, 1[. Indication: Comparer la somme _;_, e avec une intégrale.

Exercice 34. Soit f une fonction périodique sur R de période 1, et soit ()72 ; une suite qui est équidistribuée
dans [0, 1].

. 1 , . <
(a) Lorsque f est continue de moyenne fo f(z) dz = 0 nulle, montrer que I’on a uniformément en x :

= lim foJ:—ka

n—00 N

Indication: Etablir d’abord cela lorsque f est un polynéme trigonométrique.
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(b) Lorsque f est seulement Riemann-intégrable sur [0, 1] et 2 nouveau de moyenne fol f(x)dz = 0 nulle,

montrer que :
1 2
0= lim / dz.
n— 00 0

> @ +&)

k=1

S|




