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1. Introduction
2. Ensemble N des entiers positifs

En mathématiques, tout le monde connait I’ensemble N des entiers naturels 0, 1, 2, 3,
4, 5,6, 7, ... On dit que ces entiers sont « naturels», car leur existence semble tout a
fait claire sur la Terre (souffrante) qui nous environne — notamment lorsque le professeur
compte le nombre (entier) de copies d’examen de ses étudiants. Dans notre atmosphere de
plus en plus enrichie en molécules de CO,, les nombres entiers existent partout, c’est bel et
bien certain !

Mais a partir de la fin du XIX*®™ siecle, les mathématiciens ont désiré renforcer 1’au-
tonomie des mathématiques en créant des théories abstraites qui ne reposeraient ni sur la
physique, ni sur la chimie, ni sur la biologie, ou que sais-je encore, sur I’espionnage nano-
métré de milliards de smartphones.

Et dans les mathématiques contemporaines, ce sont les axiomes dits de Peano' qui sont
actuellement considérés comme un fondement rigoureux pour 1’ensemble des nombres en-
tiers, au sein de la branche reine des mathématiques, I’ Arithmétique.

1. Giuseppe Peano (1858-1932) était un mathématicien et linguiste italien. Pionnier de 1’approche for-
maliste des mathématiques, il développa, parallelement a 1’ Allemand Richard Dedekind, une axiomatisation
de I’arithmétique.

Au début de 1889, Giuseppe Peano publie un livret d’a peine 36 pages ou il introduit pour la premiere fois
les « axiomes de Peano » sur la construction des nombres entiers naturels. I I’intitule « Arithmetices principa
nova metodo expositan», et ses résultats seront, en grande partie, rapidement adoptés par la communauté
mathématique.

Dans le prolongement de sa contribution a 1’axiomatique et a la logique symbolique, Peano formule un
projet de langage logique universel grace auquel il va pouvoir tout, ou presque, écrire et comprendre, avec
son Formulaire de mathématiques. Les notations des mathématiques d’aujourd’hui doivent beaucoup a cet
ambitieux projet de formalisation des mathématiques, écrit en francais, que Peano conduit aidé de plusieurs
de ses éleves, de 1895 a 1908.

A la fin de sa carridre, Peano finit par passer plus de temps 2 I’enseignement de ses notations originales,
et a établir les définitions et concepts de base, qu’au programme d’enseignement qu’il devait traiter en face
de ses étudiants. Convaincu des bénéfices de son formulaire et de ses symboles, Peano en vint méme a exiger
que les examens soient rédigés dans ce nouveau langage par ses étudiants !
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Axiomes 2.1. [de Peano] Il existe un ensemble noté N contenant un élément distingué
0 € N appelé€ zéro, tel que N est muni d’une application successeur :

s: N — N,

laquelle vérifie les trois propriétés fondamentales suivantes.

l

0 n s(n)

(A1) 0 n’est le successeur d’aucun élément n € N, c’est-a-dire que s(n) # 0 pour tout
n € N.
(A2) Deux nombres entiers m et n qui ont méme successeur s(m) = s(n) sont nécessaire-
ment égaux m = n, c’est-a-dire que I’application s est injective.
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(A3) [Principe de récurrence] Si un sous-ensemble £ C N contient 0 € F, et est stable
par s, c’est-a-dire vérifie 2.
s(E) C E,
alors en fait il remplit tout :
E = N.

Les éléments de N sont appelés entiers naturels”.

Parmi ces trois propriétés, la plus subtile et la plus importante, c’est (A3), et nous y
reviendrons dans quelques instants afin de justifier I’appellation « Principe de récurrence ».
Evidemment, il faut avoir a I’esprit que :

s(n) :=n+1,

et on pose :
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Question 2.2. Pourquoi formuler des axiomes ?

2. Sur la figure illustrative au-dessus, onn’ani 0 € E, ni s(F) C E.

3. On notera que ces axiomes ne disent pas véritablement comment construire N. Heureusement, en
théorie des ensembles, il est possible de construire N uniquement a partir de I’ensemble vide (), de la maniére
suivante : 0 := (), puis 1 := {0} (I’ensemble dont I’'unique élément est I’ensemble vide), puis :

2 := {0, {0}} = {0,1},
3 {(Z), {0}, {0, {@}}} = {0,1, 2}, et ainsi de suite.
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De maniere imagée, les axiomes doivent étre envisagés comme des «regles du jeu »,
avant que ne débute le jeu véritable. Ce sont aussi des points de départ, des principes.
Or les mathématiciens évoluent dans un monde essentiellement incorporel®, et donc ils
doivent impérativement créer et re-créer toutes les conséquences de leurs axiomes et de
leurs principes, pour garantir que leur monde idéal existe véritablement.

Autrement dit, les axiomes vont servir de briques élémentaires pour de nombreuses dé-
monstrations mathématiques. Notamment, il s’agira de raisonner avec logique, de déduire
des conséquences, et de démontrer des résultats, tout cela, en prenant appui seulement sur
les axiomes.

Nous pouvons donc commencer a décrire brievement comment la théorie de Peano
déduit mathématiquement toutes les propriétés évidentes ou connues des entiers naturels
n € N.

Proposition 2.3. Tout entier a # 0 est le successeur a = s(c) d’un unique entier c.

Démonstration. L'unicité de c est garantie par I’ Axiome (A2).
Pour ce qui est de I’existence de ¢, nous allons nous servir de I’ Axiome crucial (A3).
Introduisons le sous-ensemble de N :

E = {0} Us(N).

Premiérement, on a 0 € E. Deuxiemement, £ C N implique s(£) C s(N), et comme E
contient visiblement s(N), il vient :

s(E) C s(N) C E.
Par conséquent, I’ Axiome (A3) s’applique, il donne £’ = N, et nous en déduisons que :

() = E\{0} = N\{0}.

Si donc a € N\{0} est quelconque, cette égalité montre qu’il appartient aussi a s(N), donc
il existe bien ¢ € N tel que s(c) = a. d

Maintenant, définissons 1’addition.
Proposition-Définition 2.4. [Addition] Soit n € N. I existe une application m — n+m
de N dans N définie en posant :
en—+0:=n;
e n+ s(p) = s(n + p), pour tout p € N.

Cette application définit une opération sur N, c¢’est-a-dire une application de N x N dans
N qui, au couple (n, p) associe I’entier n + p.

Cette opération est appelée addition, et ’entier n + p est appelé somme de n et de p.

Preuve résumée. 1l s’agit de vérifier que I’ensemble £ des entiers m pour lesquels cette
application est définie est N tout entier. Comme £ contient 0 et est stable par successeur,
cela résulte de I’ Axiome (A3), i.e. du principe de récurrence. U

4. Les philosophes stoiciens estimaient qu’il y avait une différence entre les principes et les éléments.
Les principes sont incréés et incorruptibles, tandis que les éléments se corrompent dans la conflagration. De
plus, les principes sont incorporels et informes, tandis que les éléments sont pourvus d’une forme.
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Grace a cet énoncé, on a, par définition :
n+1=n+s0)=sn+0) = s(n),

ce qui justifie pleinement notre intuition initiale que 1I’application de successeur s(n) d’un
entier n consiste a lui ajouter 1.

Cette observation permet de reformuler le principe de récurrence sous la forme la plus
naturelle et la plus connue.

Théoreme 2.5. [Principe de récurrence] Soit P(n) une propriété définie pour tout entier
n € N. On suppose que :

(1) Initialisation : P(0) est vraie;

(2) Héredité : P(n) implique P(n + 1), quel que soit n € N.

Alors P(n) est vraie pour tout n. € N.

Preuve résumée. 11 suffit d’appliquer I’Axiome (A3) a I’ensemble £ des entiers n qui véri-
fient la propriété P(n). Les détails sont laissés en exercice (facile). U

A présent, les propriétés bien connues de I’addition peuvent étre « dévoilées » comme
conséquences des Axiomes (A1), (A2), (A3) de Peano.
Proposition 2.6. Les quatre propriétés suivantes sont satisfaites.
(1) Associativité de I'addition : Pour tous a,b,c € N, onaa+ (b+c¢) = (a +b) + c
(2) Commutativité de I'addition : Pour tous a,b € N,onaa+b=">0+ a.
(3) Regle de simplification : Pour tous a, b, c € N, I’égalité a + b = a + c implique b = c.
@) Sia+b=0estnul alors a =0 et b = 0 sont nuls.

Attention ! En premiere approche, les étudiants sont invités a « sauter » la lecture de cette
démonstration, et a reprendre la lecture a partir de « Sur notre route. .. ».

Démonstration concise. (1) On fixe a,b € N, et on applique le principe de récurrence a c.
Soit £ I’ensemble des ¢ qui vérifient la propriété. Ona 0 € F, car par définition a+(b+0) =
a+bet(a+b)+0=a+b.

Ensuite, supposons que ¢ = s(p) soit le successeur d’un entier p, et que p vérifie 1’asso-
ciativité, i.e que a + (b + p) = (a 4 b) + p. Alors on calcule en appliquant la définition de
1’addition :

a+(b+c)=a+(b+sp) =a+sb+p) = s(a+ (b+p))
[Hypothése de récurrence] = s((a +b) + p)
= (a+b)+ s(p)
= (a+0b)+e¢,
pour constater que ¢ = s(p) vérifie encore 1’associativité. On voit donc qu’on a bien ¢ € F,
de sorte que F est stable par successeur, donc égal a N, d’apres I’ Axiome (A3).
(2) Commencons par établir deux lemmes.

Lemme 2.7. Pourtouta €c Nyonaa+0=a=0+a.

Indication de preuve. En partant de 0 + 0 = 0 = 0 + 0, il suffit de raisonner par récurrence
sura € N. U

Lemme 2.8. Pour tous a,p € N, on a s(p) +a = s(p + a).
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On notera une différence d’ordre des termes a gauche, par rapport a 1’identité connue
p+ s(a) = s(p + a) de la Proposition-Définition 2.4.

Démonstration. On raisonne par récurrence sur a € N. Précisément, introduisons 1’en-
semble F des a qui vérifient s(p) + a = s(p + a), pour tout p € N. Par définition de
I’addition, 0 est dans F, ¢’est-a-dire s(p) + 0 = s(p) = s(p + 0).

Soit ¢ € E. On a donc s(p) + ¢ = s(p + q), pour tout p. Montrons que a := s(q) est
aussi dans F, en calculant :

s(p) +a = s(p) + s(q)

[Définition de 'addition] = S(S(p) + q)
[Hypothése de récurrence] =S (S(p + q))
[Définition de 'addition] = s(p+s(q) = slp+a)
Donc E' = N grace a I’ Axiome (A3). O

Nous pouvons maintenant prouver le point (2). Raisonnons par récurrence sur b en in-
troduisant I’ensemble E des b € N qui vérifient la commutativité a + b = b + a pour tout
a € N. Grace au Lemme 2.7,ona 0 € £

Supposons que p € E c’est-a-dire que a+p = p+a, et montrons s(p) € E en calculant :

a+s(p) = slat+p) = sp+a) = sp)+a,
successivement : par définition; par hypotheése de récurrence; par le Lemme 2.8. Donc
s(p) € E, puis E = N grice a (A3), et cela termine (2).

(3) Apres commutation, ce point se montre par récurrence sur a (exercice).

(4) Ce dernier point est facile en raisonnant par I’absurde. Si, par exemple, b n’était pas
égal a 0, par la Proposition 2.3, b serait successeur’ s(q) = b d’un ¢, d’ott I’on déduirait
par définition de 1’addition :

0=a+b=a+s(q) = s(a+q),
en contradiction avec I’ Axiome (A1), d’apres lequel 0 n’est successeur de personne. U
Sur notre route, nous avons démontré, pour tout a € N, que :
l4a=a+1.

Mais le premier théoreme vraiment important de 1’arithmétique, que tous les écureuils
connaissent, c’est : deux et deux font quatre, c’est-a-dire 2 + 2 = 4. Et grace a tout ce
qui précede, nous pouvons le démontrer comme suit :
4=53)=3+1=02+1)+1=24+(1+1) =2+2.
Parlons maintenant de la multiplication.

Proposition-Définition 2.9. On définit une loi de multiplication sur N, notée ® -, en posant :
o n-0=0pourtoutn € N;
e n-s(p) = (n-p)+n, pourtoutn € N et tout p € N.
Alors les sept propriétés suivantes sont satisfaites.
5. A ne pas confondre avec culcesseur !

6. Parfois notée sans symbole opératoire lorsqu’il n’y a pas de risque de confusion, par exemple n p au
lieu de n - p. La notation n x p apprise a I’école élémentaire sera trés peu souvent utilisée.
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(1) Associativit¢ :a - (b-c) = (a-b) - ¢, pour tous a,b, c € N.

(2) Commutativité : a - b = b - a, pour tous a,b € N.

(3) Distributivité a gauche : (a +b) - ¢ =a - c+ b - ¢, pour tous a,b,c € N.
(4) Distributivité a droite : a - (b+¢) = a - b+ a - ¢, pour tous a,b,c € N.
(5) Elémentneutre : n- 1 =n = 1-n, pour tout n € N.

(6) Intégrité : a - b = 0 si et seulement si a = 0 ou b = 0.

(7) Simplification: a - b = a - ¢ avec a # 0 implique b = c.

Indication de démonstration. Les preuves s’effectuent essentiellement par récurrence.
Pour alléger ce cours polycopié, elles ne seront pas présentées en détail. U

3. Relation d’ordre sur les entiers naturels

Un aspect intuitif extrémement important des nombres entiers, c’est qu’ils croissent in-
définiment, au fur et a mesure qu’on emploie 1’application de successeur s(+). Il en découle
que les entiers naturels n € N peuvent étre ordonnés d’une maniere naturelle. Et la théorie
de Peano est capable d’élaborer le concept d’ ordre a partir des axiomes.

Définition 3.1. Soient deux entiers p, ¢ € N. On dit que ¢ est supérieur ou égal a p, et on
écrit ¢ > p, s’il existe n € N tel que ¢ = n + p.
On dit que q est strictement supérieur a p, et on écrit ¢ > p, si on a ¢ > p avec de plus

q # p-

Evidemment, on peut aussi définir les relations d’infériorité < et d’infériorité stricte <,
en écrivant p < ¢ si et seulement si ¢ > p, ainsi que p < ¢ si et seulement si ¢ > p.

Proposition 3.2. La relation > entre les entiers est une relation d’ordre, c’est-a-dire que
pour tous p, q,r € N, elle satisfait les propriétés suivantes.

(1) Réflexivité : on a p > p pour tout p € N.

(2) Antisymétrie : si ¢ > p et p > q, alors ¢ = p.

(3) Transitivité : si v > q et q = p, alorsr = p.

Indication de preuve. Cela résulte aussitot des propriétés de 1’addition (exercice). U

Voici maintenant des propriétés élémentaires connues qui seront extrémement utiles
dans de nombreuses démonstrations ultérieures de ce cours.

Proposition 3.3. (1) Ordre total : Si p, q sont deux entiers quelconques, alors on a p > q ou
q = p.

(2) Simpilification : Pour tous a,b,c € N, on a I’équivalence : a +b > a+c<=b > c.

(3) Il n’existe pas d’entier n, € N tel que 0 < n, < 1.

(4) Il n’existe pas d’entier v* € N qui soit supérieur ou égal r* > m a tous les entiers
m € N.

(8) Siqg>=p,alorsn-q=>n-p, pourtoutn € N.
A nouveau, les étudiants sont invités a « sauter » la lecture de cette démonstration. Mais

ils doivent quand méme se concentrer avec intensité pour construire leur compréhension
intuitive de cette proposition.
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Démonstration. (1) Pour p fixé, introduisons 1’ensemble :

E, = {geN: g<pouq>p},
et montrons que cet ensemble £, est égal a N tout entier, en utilisant I’Axiome (A3).
D’abord, 0 est dans [, car ona 0 < p, ¢’est-a-dire p > 0, puisque par la Définition 3.1, on
peut écrire p = p + 0

Ensuite, si g est dans £, deux cas sont a considérer.

Premier cas ¢ < p. Autrement dit, p = n+q avec n # 0, c’est-a-dire n = s(m) = m+1
avecm € N.On aalors p = m + 1+ ¢ = m + s(q), donc encore (par définition) s(q) < p.
Ainsi, s(q) € E,.

Deuxieme cas : ¢ > p. Autrement dit ¢ = n + p avec n € N par définition, donc
s(q) =q+1=n+1+p=(n+1)+p,etonadoncs(q) > p. Ainsi, s(q) € E,.

(2) Utiliser la définition de > et la regle de simplification (laissé au lecteur).

(3) Par I’absurde, supposons qu’il existe un tel entier 0 < n, < 1. L’inégalité stricte
n, < 1 signifie par définition qu’il existe p # 0 avec 1 = n, + p. Comme p est non nul,
il existe ¢ tel que p = s(q) = ¢+ 1, etonadonc 1 = n, + g + 1. Par simplification, on
en déduit 0 = n, + ¢, donc n, = 0 (et aussi ¢ = 0) d’apres la Proposition 2.6 (4). Ceci
contredit 0 < n,, et finit I’argumentation.

(4) Ce dernier point est aisé, en considérant 7* et son successeur (exercice).

(5) C’est une conséquence calculatoire (aussi laissée au lecteur) des définitions de - et
de >. ]

Au-dela de I’ensemble N, on peut introduire le concept abstrait d’ ordre.

Définition 3.4. Soit F' un ensemble quelconque. Un ordre partiel sur F' est une relation
binaire, notée <, qui est réflexive, antisymétrique, et transitive :
(1) Réflexivité : x < x, pour tout x € F';
(2) Antisymétrie : x < y et y < z impliquent x = y, pour tous x,y € F';
(3) Transitivité : x < y ety < z impliquent x < z, pour tous z,y, 2 € F.
L ordre partiel < est dit €tre un ordre total lorsque, de plus :
(4) Totalité : Deux éléments quelconques x € F' et y € F sont toujours comparables,
c’est-a-direquonaz < youy < .
Il est clair que I’ordre < sur N est total, d’apres la Proposition 3.3 (1).

Définition 3.5. Sur un ensemble F, un ordre < est dit étre un bon ordre si tout sous-
ensemble non vide £ de F' possede un plus petit élément, c’est-a-dire un élément m, € E
tel que :

m, < n (VneE).

Si (F, <) est bien ordonné, alors < est nécessairement un ordre total. En effet, ’en-
semble {z, y} posséde un plus petit élément, donconax < youy < z.

4. Elément minimal et élément maximal

Terminons cette présentation de 1’ensemble N des entiers naturels par deux énoncés
intuitivement évidents, mais qui possederont une importance capitale dans les démonstra-
tions ultérieures de la théorie arithmétique. La premiere assertion exprime que < est un bon
ordre sur N.
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Théoreme 4.1. Tout sous-ensemble non vide E contenu dans N possede un plus petit élé-
ment, c’est-a-dire un élément m, € I tel que :

My <N (YneE).
Il importe de faire remarquer ici que £ peut tout a fait incorporer une infinité d’éléments.

Démonstration. 1l revient au méme de montrer que si £ est un sous-ensemble de N qui n’a
pas de plus petit élément, alors £ = () est vide.
Pour cela, introduisons la propriété :

P(n): i ¢ E, pourtout i < n.

Nous affirmons que P(0) est vraie. Sinon, si P(0) était fausse, i.e. si ¢ € F pour au moins
un i < 0, c’est-a-dire pour ¢ = 0, d’ou 0 € F, et alors 0 serait le plus petit élément de F,
puisque 0 est le plus petit élément de N.

Ensuite, supposons P(n) et montrons P(n+ 1). On sait qu’aucun des entiers 0,1, ..., n
n’est dans F, et il s’agit de voir que n + 1 n’est pas non plus dans £. Mais sinon, si
n + 1 appartenait a F, il serait forcément le plus petit élément de £/, contrairement a notre
hypothese.

Donc par récurrence, P(n) est vraie pour tout n € N, donc ¢ ¢ E pour tout i € N, donc
E = (), ce qui termine 1’argumentation. U

La deuxieme assertion, au contraire, n’accepte pas une infinité d’éléments.

Théoreme 4.2. Tout sous-ensemble fini non vide E contenu dans N posseéde un plus grand
élément, c’est-a-dire un élément r* € E tel que :

n<r’ (Vn€E).
Quand F possede un nombre infini d’éléments, la conclusion est en générale fausse —
penser par exemple a £/ := N, qui n’a pas de plus grand élément, d’apres la Proposition 3.3

.

Démonstration. Raisonnons par récurrence sur le cardinal n := Card £ de E. Sin = 1,
autrement dit s’il n’y a qu’un seul élément dans E, alors cet élément est bel et bien le plus
grand!

Supposons que tout sous-ensemble £’ de N de cardinal n posseéde un plus grand élément,
et soit £/ contenu dans N de cardinal n + 1. Grace au Théoreme 4.1, il existe un élément

m, qui est le plus petit parmi les éléments de F. Introduisons E' := E\{m,}. Comme
Card E' = n, I’hypothése de récurrence s’ applique, donc £’ possede un plus grand élément,
disons 7*, qui est évidemment aussi le plus grand élément de F. U

L’énoncé suivant, intéressant sur le plan logique, peut étre laissé de coté en premiere
lecture, car il ne sera pas utilisé dans la suite du cours.

Théoreme 4.3. Le principe de récurrence est équivalent a la propriété de bon ordre, c’est-
a-dire qu’on a équivalence entre :

(i) P(0) est vraie et P(n) => P(n+ 1) quel que soit n entrainent que P(n) est vraie pour
toutn € N;

(ii) Tout sous-ensemble E de N posséde un plus petit élément.
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Démonstration. La démonstration du Théoreme 4.1 a déja fait voir I'implication (i) =
(ii), comme on peut s’en convaincre en la relisant.

Pour démontrer (ii) = (i), on raisonne par 1’absurde en supposant que P(n) n’est pas
vraie pour tous les entiers n, et on introduit I’ensemble des contre-exemples :

E := {n € N: P(n) n’est pas vraie}.

Ainsi, F est non vide.

Par conséquent, I’hypothese (ii) garantit que £ possede un plus petit élément m., qui
est donc le contre-exemple minimal. On m, # 0, car P(0) est vraie par hypothése. On
considere alors m, — 1, qui est encore dans N, car m, > 0, et qui est < m,, donc n’est
plus dans F, puisque m, est le plus petit élément de E. Il s’ensuit que P(m, — 1) est vraie.
Mais alors, comme on suppose que P(n) = P(n + 1) quel que soit n, on doit forcément
avoir que P(m,) est vraie, ce qui est une contradiction dans notre raisonnement.

En définitive, £ = () doit étre vide, ce qui équivaut a (i) — terminé ! U

5. Anneau Z des entiers relatifs

L’ensemble N des entiers naturels, muni de 1’addition, a un défaut : étant donné un entier
quelconque n € N, il n’existe la plupart du temps aucun entier m € N tel que :

n+m = 0.

Autrement dit, il n’existe pas d’opération inverse de 1’addition.

A la fin du XIXieme siecle, les mathématiques abstraites et structurales, ont introduit la
notion de groupe commutatif, que nous étudierons ultérieurement dans ce cours. Donnons-
en toutefois la définition.

Définition 5.1. Un groupe commutatif est un ensemble G muni d’une relation binaire in-
terne notée () * (+) qui satisfait :

Associativité : x * (y * z) = (x * y) * z, pour tous z,y, z € GG;

Commutativité : x * y = y % x, pour tous =,y € G;

Elément neutre : il existe un élément e € G tel que e x x = & = x * e, pour tout x € G;

Existence d'un inverse : pour tout = € G, il existe un unique élément 2’ € G tel que x x 2’ =
/
e=1a"xux.

Dans N, I’opération * = + est I’addition (commutative), I’élément neutre est e = 0.
Mais aucun n € N avec n # 0 n’admet un inverse n’ pour 1’addition, a savoir un n’
satisfaisant n +n’ = 0 = n’ + n, a cause de la Proposition 2.6 (4). Il s’agit 1a d’un défaut
majeur de N.

On a cependant une soustraction partielle.

Lemme 5.2. Etant donné deux entiers m,n € N avec n < m, il existe un unique entier p
tel que n + p = m. On note alors p = m — n.

Démonstration. Ceci est une reformulation de la Définition 3.1 méme de la relation
d’ordre ! O

L’ objectif est maintenant de « plonger » N dans un ensemble plus « gros » Z pour lequel
la soustraction m — n entre deux entiers quelconques aura toujours un sens. La construction
la plus naturelle de Z consiste simplement a adjoindre a tous les éléments n € N leurs
opposés — n. Autrement dit, a un entier, on va associer un signe.
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On pose :
N*:= N\{0} = {0, 1, 2, 3,4, 5, ... },
et on définit Z comme la réunion de N et d’une copie de N*, notée — N* :
Z = —N"UN.

Les éléments de — N* seront notés —n, avec n € N*. Pour le moment, ce signe — est
juste une notation formelle, car on n’a pas encore démontré qu’il correspond a I’opération
inverse de 1’addition.

On parlera des entiers de N comme des entiers positifs, et des entiers de — N* comme
des entiers négatifs.

d’un élémentde Z = — N* U N est :
e | — n|:=npour tout —n € —N*;

Définition 5.3. La valeur absolue

e |n| := n pour tout n € N.

La définition de 1’addition est alors bien naturelle et correspond bien a ce qu’on souhaite
au final.

Définition 5.4. Sur Z = — N* U N, on définit une addition comme suit.
e Pour m,n € N, la somme m + n est prise au sens de N.
e Pour —m et —n appartenant 2 — N*, on pose (—m) + (—n) := —(m + n).
e Pour m dans N et —n dans — N*, il y a deux sous-cas :

O lorsque m < n, d’olt n = m + p pour un entier unique p de N*, on pose m+ (—n) :=
—p=—(n—m).

O lorsque m > n, d’ol m+q = n pour un entier unique ¢ de N, on pose m+(—n) := q.
e Pour —m dans — N* et n dans N, afin de définir (—m) + n, on procéde de maniere
symétrique au cas précédent.

En réfléchissant sur ce dernier cas symétrique, on se convainc aisément (exercice de
réflexion) que cette définition rend commutative 1’addition + dans Z.

Théoreme 5.5. Muni de la loi +, I'ensemble 7, = — N* U N est un groupe commutatif,
d’élément neutre 0 € N, et dans lequel I’opposé, pour I’addition, d’un entier n € N avec
n # 0 est —n € — N*, tandis que I’opposé de — n est n.

Cet énoncé justifie donc la notation — n, comme opposé de n, avec un signe —. Obser-
vons que — (—n) = n. Aux étudiants, il est conseillé de sauter la lecture de la démonstra-
tion, un peu aride et ardue.

Indication de démonstration. Seule 1’associativité est non évidente, et nécessite de distin-
guer de nombreux cas. Il s’agit de montrer, pour tous a, b, ¢ € Z,que 'on a (a + b) + ¢ =
a+ (b+c). Lorsque a, b, c € N, c’est I’associativité connue dans N. Mais il y a des cas plus
délicats.

Détaillons par exemple un cas « difficile », celui ol @ et b sont dans N, tandis que ¢ = — d
est dans — N*. Hélas, il faut encore distinguer trois sous-cas de figure.

(1):d < b.Onadoncb = d+eavece € N,etdonce = b—d, d’ ot aussi a+b = d+(a+e),
ce qui montre d < a + b. Par définition, on a :

at+(b+c)=a+(b—d) =a+e,
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et il s’agit de faire voir que ceci est égal a (a + b) + ¢ = (a + b) — d, autrment dit qu’on a
d+ (a+e) = a+ b. Mais, vu I’égalité b = d + e, cela résulte des propriétés de I’addition
dans N.

2):b<d<a+b Cette fois,onad =b+ceta+b=d+ f,avece, f € N. On en
dédvitd + f =b+e+ f =a+b dolta = e+ f, ce qui montre ¢ < a. Alors on a
(a+b)+c=(a+b)+(—d) = fainsique a+ (b+c) =a+ (b+(—d)) =a+(—¢) = f,
d’ou le résultat.
3:a+b<dOnad=a+b+e doud—>b=a+ e. Oncalcule alors (a + b) + ¢ =
(a+b)+(—d)=—epuisa+ (b+c)=a+ (b+(—d)) =a+ (—(a+e)) =—e.
Les autres cas se traitent de maniere analogue, et nous nous dispenserons de les détailler.
O

Ensuite, il s’agit de donner un sens a la multiplication dans Z, i.e. de la prolonger de N
az.
Définition 5.6. La multiplication a - b entre deux éléments a, b € Z est définie comme suit.
e Pour a,b € N, la multiplication a - b est prise au sens de N.
e Poura € Nethb = —cdans —N*, onpose a - (—c) := — (a - ¢).
e Symétriquement, pour a = — c dans —N* et b € N, on pose (—c¢) - b := — (¢ b).
e Enfin, pour a = — c dans — N* et b = — d dans — N*, on pose (—c¢) - (—d) :=c- d.
De maniere équivalente, la multiplication entre deux entiers est définie par la multipli-
cation entre leurs valeurs absolues, et par la « regle des signes » :
(] + fois + égale +;
L + fois — égale —;
(] — fois + égale —;
(] — fois — égale +.

Théoréme 5.7. Sur Z, I’opération de multiplication (+)-(s) est associative, est commutative,
a pour élément neutre 1, et est distributive a gauche et a droite par rapport a I’addition

() + ().
Autrement dit, la multiplication de Z hérite de toutes les propriétés dont elle jouissait

sur N, telles qu’énoncées dans la Proposition-Définition 2.9. A nouveau, il est conseillé de
sauter la lecture de la démonstration.

Indication de démonstration. Pour toutes ces propriétés, il s’agit simplement d’effectuer
une vérification directe, mais qui est parfois technique.

Contentons-nous de détailler un des cas nécessaires concernant la distributivité, en mon-
trant la formule :

a-(b+(=d) = (a-b)+ (a- (—d)),
oua,b e Net —d € — N* sont quelconques. Hélas, il faut distinguer deux sous-cas.
(M) :b<d.Onadoncd=b+eavece € N,dotva- (b+(—d)) =a-(—e) = —a-e. Mais
on a par ailleurs a - d = a - b+ a - e, d’ou le calcul conclusif :

a-b+a-(—d) =a-b+(—a-d) = —a-e= a-(b+(—d)).
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(2):b>d.Onadonchb=d+eavece € N,d’ou b+ (—d) = e. 1l s’agit de montrer :
a-(b+(—d) =a-e < a-b+ (= (a-d)),
cequirevientaa-e+a-b Za- b, et qui n’est autre que la distributivité (connue) dans
N. O

Quelle que soit la méthode employée pour construire Z et pour détailler tous les argu-
ments des démonstrations, on obtient au final le résultat capital suivant.

Théoreme 5.8. Muni de ses deux lois («) + (s) d’addition et (+) - (s) de multiplication,
I’ensemble 7, = — N* U N est un anneau commutatif. U

Mais au fait — qu’entend-on ici par anneau commutatif ? Heureusement, les mathéma-
ticiens ont inventé la

Définition 5.9. [Anneau] Un anneau commutatif est un ensemble A muni de deux opéra-

tions internes, appelées addition et multiplication, notées en général + et - (ou parfois x),

qui se comportent exactement comme celles + et - de I’ensemble Z des entiers relatifs.
Plus précisément, toutes les conditions suivantes doivent étre satisfaites.

Addition :
Associativité de I'addition : a + (b + ¢) = (a + b) + ¢, quels que soient a, b, ¢ € A.
Commutativité de I'addition : a + b = b + a, quels que soient a, b € A.

Elément neutre pour I'addition : 1l existe un élément spécial noté 0 € A satisfaisant 0 + a =
a = a + 0, quel que soit a € A.

Existence d'un inverse pour I'addition : Pour tout a € A, il existe un élément unique, noté
—acA telquea+ (—a) =0=(—a)+a.
Multiplication :
Associativité de la multiplication : a - (b-¢) = (a - b) - ¢, quels que soient a, b, c € A.
Commutativité de la multiplication : a - b = b - a, quels que soient a, b € A.
Elément neutre pour la multiplication : II existe un élément spécial noté 1 € A satisfaisant
l-a=a=a-1,quel quesoita € A.
Distributivité de la multiplication par rapport a I’addition :
Distributivité & gauche : (a +b) - ¢ =a-c+ b- ¢, quels que soient a, b, c € A.
Distributivité a droite : @ - (b+¢) = a - b+ a - ¢, quels que soient a, b, c € A.
On parle alors de I’anneau commutatif (A, +,-,0,1).
I1 est important de faire observer qu’on ne demande pas ici I’existence d’un inverse pour

la multiplication. D’ailleurs, dans Z lui-méme, la plupart des nombres n’ont pas d’inverse
multiplicatif, par exemple :

! = 0,04
25_77

n’est pas un nombre entier !
La notion d’anneau est donc moins riche de structure que celle de corps.

Définition 5.10. [Corps] Un corps commutatif K est un anneau commutatif satisfaisant la
condition supplémentaire suivante.

Existence d'un inverse pour la multiplication : Pour tout z € K, il existe un élément unique,
noté ' e K, telquer -z ' =1=a"" 1.
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Par exemple, ’ensemble Q = {g: pEZL, qc€ N>1} des nombres rationnels est un
corps. Mais dans ce chapitre, nous ne travaillerons qu’avec des anneaux, tels que Z, ou
Z/nZ — a découvrir plus tard.

Il est temps maintenant d’introduire la relation d’ordre naturel sur Z.
Définition 5.11. Etant donné deux entiers m, n € Z, on dit que m < n est inférieur ou égal

ansi (—m)+ n appartient a N, et on dit que m < n est strictement inférieur a n si on a de
plus, (—m) +mn > 1 — dans N.

Comme sur N, on peut aussi définir sur Z les relations duales de supériorité > et de
supériorité stricte >, lesquelles sont bien connues.

Nous ne détaillerons pas la démonstration de la proposition suivante, qui liste plusieurs
propriétés de compatibilité entre les opérations algébriques et la relation d’ordre sur Z. Les
étudiants doivent vraiment apprendre et maitriser cette proposition, car elle sera souvent
utilisée dans les démonstrations du cours et dans les examens.

Proposition 5.12. [Importante] Soient des entiers m, n, a, b, ¢, d dans Z.

(1) m = 0etn > 0impliqguentm+n > 0etm-n > 0.

(2) a
3 a
) a
50

6) 0 <a<betc<0impliqguentbec < ac <0 — Attention! a et b changent de place!

\

< bimpliqgue —b < —x < —a.
Sbetc <y < dimpliqguenta+c<x+y<b+d

implique a + ¢ < b+ ¢, quel que soit le signe de c.

/A ANI/AN/AN
S 88

a < bet0 < cimpliqguent )0 < ac<be

N

(7) a € Z avec a # 0 implique |a| > 1. O

Terminons cette présentation de 1I’anneau Z des entiers relatifs par trois énoncés qui sont
des conséquences assez directes des Théoremes 4.1 et 4.2.

Théoreme 5.13. (1) Tout sous-ensemble non vide fini E' contenu dans 7, possede un plus
petit élément et un plus grand élément, c’est-a-dire deux éléments m, € E et r* € E avec
my < 1 tels que :

m, < n <r’ (VneE).

(2) Tout sous-ensemble non vide minoré I de 7, c’est-a-dire tel qu’il existe I € 7 avec
J < n pour tout n € E, admet un plus petit élément m, € E, satisfaisant :

My <N (YneE).

(3) Tout sous-ensemble majoré E de 7, c’est-a-dire tel qu’il existe K € Z avec n < K pour
tout n € E, admet un plus grand élément r* € E, satisfaisant :

*

n<r (VneE).

Démonstration. Laissée au lecteur, sachant que le plus important est de se construire des
intuitions mentales et / visuelles au sujet de (1), (2), (3). |
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6. Division a I’Ecole élémentaire

Soit Z I’anneau des nombres entiers naturels positifs ou négatifs, et soit N = Z, C Zle
sous-ensemble des entiers qui sont positifs.

Diviser avec reste un entier ¢ > 1 par un entier 1 < b < a qui lui est inférieur, cela
consiste a trouver un quotient entier ¢ = 0 et un reste entier > 0 tels que :

a=qb+r,

le quotient ¢ étant maximal possible, de telle sorte que dans le reste , on ne puisse plus
extraire «du b» :

0<r<bv-1.

Il est bien connu que diviser avec reste est toujours possible, le couple (¢,7) € N x N
étant alors déterminé de maniere unique en partant de @ > letde bavec 1 < b < a
quelconques.

Exemple 6.1. Comme a I’école élémentaire, soit a diviser a = 126 par b = 35 :

126 | 35

—105|3
21

Mentalement, on essaie de multiplier 35 successivement par 1, 2, 3, 4, et on trouve que
3 % 35 = 105 est le résultat maximum qui demeure inférieur a 126. On reporte alors — 105
a gauche, on soustrait 126 — 105 = 21, et on trouve :

126 = 3 - 35 + 21 .
~— v\b,/v
a q T

Cet exemple s’inscrit dans un contexte général, connu depuis la Préhistoire sur Terre,
sur Mars, sur Jupiter, sur Vénus, et sans doute aussi sur quelques exoplanetes dotées de
mathématiques encore embryonnaires.

Voici un exemple plus élaboré.
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DIVISION ENTIERE

8

En nombres entiers
Exemple: 14 789 a diviser par 67

Commentaires

Il s"agit de traiter le nombre & diviser 14 789 (le dividende) par tranches
SuUCCessives.
oyons la premiére tranche possible.
Pour cela, j'abaisse 1.
Mais cette valeur 1 est manifestement inférieure & 67.
Pas possible de prendre ne serait-ce gque une seule fois un "bloc de
67" dans 1.

Prenons une tranche plus grande du dividende.
Au suivant ...
Jabaisse le 4; Mais 14 encore inférieur & 67.
Toujours pas possible de retirer des "blocs entiers de 67" 4 14.

Poursuivons en prenant encore un chiffre supplémentaire au dividende.
Cette fois, c'est bon! Nous obtenons 147 qui est supérieur & 67
Je cherche alors combien de "blocs de 67" sont contenus dans 147,
Je trouve que 2 "blocs entiers de 67" sont contenus dans 147.
Car 2 fois 67 = 134, inférieur & 147, donc convient.
Mais 3 x 67 = 201, dépasse 147 et ne convient pas.
Le nombre 2 est bien la quantité maximale de "blocs entiers de 67"
contenus dans 147,

Je retiens donc 2 "bloes de 67" du cété droit, en posant le 2 & droite
(quotient). (sous-entendu 2 "blocs de 67")

Ce qui revient & dire que je retiens 2 x 67 & droite
Ayant posé 2 x 67 du cdté droit,

il me faut équilibrer les deux cotés de I"opération
et retirer 2 x 67 = 134 du c&té gauche

Dis autrement, vous le comprenez maintenant,
La division consiste & aller piocher des "blocs de 67" & gauche
pour les basculer & droite sous la forme de "guantité de fois
67"

Je retranche donc & gauche les 134 que [ai retenus & droite sous la forme
de 2 "blocs de 67"
Ce qui donne la soustraction: 147 - 134=13

Nous venons de traiter une p iere tranche du divid,
Passons & la suivante
Elle est constituée du reste obtenu,
auquel, naturellement, il est désormais impossible de lui retirer encore
un seul "bloc de 67"
Pour poursuivre, nous devons prendre une tranche supplémentaire du
dividende 14 789
Pour cela, j'abaisse le chiffre suivant, le 8

Dans 138, combien de "blocs entiers de 67" puis-je retirer
Encore 2 blocs, mais pas plus

Equilibrons I'opération, en basculant 2 "blocs de 67" de la gauche vers la
droite
J'ai posé 2 & droite
je retire 2 x 67 = 134 a4 gauche & 138; il reste 4

0 Poursuivens le "grignotage” tranche par tranche du dividende

J'abaisse le demier chiffre 9
Et j'obtiens le nouveau nombre 49 & gauche
Duquel, je cherche & voir combien de "blocs entiers de 67" il contient
Evidemment, il n'y en a pas
Je le notifie néanmoins en plagant 0 au quotient
Mous venons d'épuiser les tranches du dividende
Il n'y & plus de chiffre 4 abaisser
C'est la fin de la division entiére

14 789 divisé par 67 = 220 et reste 49

7. Divisibilité dans Z

On commence par introduire une relation fondamentale entre les nombres entiers, quel

que soit leur signe.

Définition 7.1. Soient deux entiers a,b € Z. On dit que a divise b s’il existe u € Z tel que :

au = b.

Dans ce cas, on dit que a est un diviseur de b, ou que b est un multiple de a. Cette propriété

sera notée :

alb.

Mais au fait, que se passe-t-il lorsque a = 0 ou b = 0? On sait qu’avec le nombre 0, il
est souvent « aventureux », voire « interdit » de toucher au « bouton rouge » de la division !
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En effet, avec a = 0 et pour b # 0, écrire que « 0 divise b », c’est-a-dire précisément que
0w = b, semblerait impliquer que u = g — Aie! On diviserait par 0!

Observation 7.2. Avec b € 7Z, la propriété 0 | b est impossible sauf lorsque b = 0.

Démonstration. Avec a = 0, si au = b, certainement 0w = 0 = b. On confirme donc
bien qu’un entier non nul b # 0 ne peut jamais étre divisible par 0 — Ouf! Toutes les
mathématiques connues jusqu’a présent restent préservées et cohérentes ! U

Dans I’autre sens, tout se passe bien.
Observation 7.3. On a toujours a | 0, quel que soit I’entier a € Z.

Démonstration. Avec b = 0, il suffit de prendre u := 0 pour trouver effectivement a 0 =
0. g

Heureusement, dans toutes les considérations qui suivront, nous n’aurons presque ja-
mais a nous préoccuper de ces subtilités concernant les cas a = 0 et b = 0 dans le symbole
binaire a | b. Presque toujours, lorsqu’on écrira a | b, il sera clair en fonction du contexte
que a # Oetb # 0.

Quelques exemples numériques simples de a | b :

214, 5| — 625, 171323, —2120,

semblent montrer que a est toujours plus petit que b. Mais il faut aussi tenir compte du fait
que a € Z et b € Z peuvent étre négatifs. La valeur absolue doit intervenir, et pour un
nombre réel x € R quelconque, rappelons-en la définition :

2| == max{ — z, z}.
Par exemple | — 19| = 19. Intuitivement, la valeur absolue efface le signe — des nombres
négatifs.
Lemme 7.4. Si a|bavec b # 0, alors |a| < |b].

Démonstration. En effet, si a | b, il existe par définition u € Z tel que au = b. Comme b
est non nul, v est non nul aussi — sinon, si v = (0 était nul, on aurait ¢ 0 = 0 = b. Comme
w est un entier, on a 1 < |ul, et donc :
la| = la[-1 < |af - |u]
= ‘a ) u‘
= |b]. O
Lemme 7.5. Sia|betb|a, alors b = +a.

Démonstration. Distinguons deux cas : b = 0, puis b # 0.
Premier cas : b = 0. On suppose donc a | 0 (toujours vrai) et 0 | a. Mais nous venons de
voir dans 1’Observation 7.2 que cela force a = 0. Donc a = 0 = b, et on a bien 0 = +0.
Deuxi¢me cas : b # 0, en supposant toujours a | b et b | a. Autrement dit, il existe u € Z
etv € Z tels que :
au =0 et bv = a.

Mais alors, en multipliant la deuxieme identité par u (en vert), on peut calculer :
(bv = a) u

bvu = au = b,
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puis soustraire et factoriser :
b (v u— 1) = 0,
pour déduire ensuite, puisque b est supposé non nul, que :
vu = 1.

En particulier, on en déduit que w et v sont tous deux non nuls. De plus, u et v doivent Etre
de méme signe, car v u > 0.

Assertion 7.6. On a u = +1.

Démonstration. Premier cas : u et v sont strictement positifs. Alors, comme ce sont des
entiers,onawu > letv > 1,dou :

l1<u<<vu =1,

puis u© = 1 par encadrement entre deux gendarmes n°l.

Deuxieme cas : u et v sont strictement négatifs. Alors —u et —v sont strictement positifs,
satisfont aussi (—v)(—u) = 1, donc le premier cas s’applique, et il donne —u = 1, c’est-a-
dire u = —1. U

En conclusion, puisque u = +1, on a bien a (£1) = b, ce qui était annoncé. U

Lemme 7.7. Si a

b, alors pour tous entiers k € Z et { € 7, on a aussi :
al(ka+ (b)

Démonstration. En effet, au = b implique que le nouveau nombre entier B := ka + (b
est aussi multiple de a :

B =ka+lb=Fka+/lau
=a ( k+Llu ) ,
——
=U€Z
et cette égalité a U = B exprime précisément que a | B. U
Méme si cela parait un peu stupide, observons que I’on a toujours :
ala,

simplement parce que a 1 = a. Ensuite, énoncons la propriété de transitivité de la divisibi-
lité.

Lemme 7.8. Sia|betb

¢, alors a|c.

Démonstration. En effet :
(a U = b) )

bv = ¢

=bv =c¢

Q
<
<

implique ~~

I
g

et cette égalité a w = ¢ exprime précisément que a | c. U
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8. Idée de congruence et de périodicité dans le monde réel

Je connais ce domaine sans le savoir

Quand a l'école primaire vous
avez fait connaissance avec les PAIR IMPAIR
nombres pairs et impairs vous
faisiez du calcul modulo 2 sans
en connaitre le nom.

. un nombre pair est un
nombre égal O modulo 2:
divisé par 2 son reste est
nul.

s« un nombre impair est un
nombre égal 1 modulo 2:
divisé par 2 son reste est
égalal.

Modulo est un mot qui signifie _4x2+0 4x2+1

que l'on met en rang par 3, 4, ... 0 mod 2 1 mod 2
n . EE—

En fait, une généralisation des
nombres pairs et impairs.

8 est pair et 8 = 0 mod 2
9 est impair et 9 = 1 mod 2

Voici un autre exemple : I’ « arithmétique de I’horloge », qui se réfere a I’ « addition » des
heures indiquées par la petite aiguille d’une horloge.

+4h

N

L'aiguille des heures =
matérialise I'arithmétique modulo
12.

Concretement, si nous commencons a 9 heures et travaillons pendant 4 heures, alors
plutdt que de terminer a 13 heures (comme dans 1’addition normale), nous sommes a 1
heure. De la méme maniere, si nous commencons a minuit et nous attendons 7 heures trois
fois de suite, nous nous retrouvons a 9 heures (au lieu de 21 heures).

Fondamentalement, quand nous atteignons 12, nous recommengons a z€ro; nous tra-
vaillons « modulo 12». Pour reprendre I’exemple précédent, on dit que «9 et 21 sont
congrus modulo 12 ».

Les nombres 9, 21, 33, 45, etc. sont considérés comme égaux lorsqu’on travaille modulo
12.

Plus généralement, I’ « arithmétique modulaire » est un systeme arithmétique d’entiers
modifiés, ou les nombres sont « abaissés » lorsqu’ils atteignent une certaine valeur.
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Imaginez un vélodrome avec un anneau de 250 m
de long. Ce cycliste sait qu'en dix minutes il fait
toujours un peu plus de vingt tours, mais il veut
comparer ses records. Tous les jours, lorsque le
chrono marque 10 minutes, il note de combien il
dépasse: 55 m puis 78 m et aujourd'hui, c'est 105
m. Il vient de battre son record!

Vélodrome de Roubaix
Complexe Jean Stablinski s

Ce cycliste fait un calcul en modulo sans le savoir.

En trigonométrie, seul I'angle sur le cercle compte. B
Le nombre tours que pourrait faire cet angle ne
nous intéresse pas. Il peut tourner cent fois, mille a A
fois ... on s'en fiche! o

AOB = a + 2km

On dit que l'angle est connu a 2k pres; on aurait
pu dire: modulo 2.

En arithmétique, la congruence sur les entiers est une relation d’équivalence entre les
entiers. Elle fut pour la premiere fois étudiée en tant que structure mathématique par le
mathématicien allemand Carl Friedrich Gauss 2 la fin du X VIII'®™® siecle, dans un traité cé-
lebre publié en 1801 et intitulé Disquisitiones Arithmeticz. La congruence est aujourd’hui
couramment utilisée en théorie des nombres, en algebre générale, et en cryptographie.

C’est une arithmétique ou 1’on ne raisonne pas directement sur les nombres, mais sur
leurs restes respectifs par la division euclidienne par un certain entier : le module.

9. Congruence modulo un entier

£ Dans le monde du modulo 4,

- 10 ok Eaivalent d 2.

Définition 9.1. Soit un entier naturel n > 1. Deux entiers a, b € Z sont dits congrus modulo
n si leur différence a — b est un multiple de n :

def

dk € Z a—b=kn,

a =b modn

ou, de maniere équivalente, si a — b est divisible par n :
n|a-—b>.

On notera que le symbole nouveau introduit ici avec trois traits horizontaux :

est distinct du signe d’égalité =. Mais du point de vue définitionnel, ce symbole = de
congruence repose sur le signe = d’égalité :

lire a =0b modn
traduire a=b+kn (Jk € Z).



20 Francois DE MARCAY, Département de Mathématiques d’Orsay, Université Paris-Saclay, France

Mentalement et intuitivement, il faudra toujours avoir a I’esprit qu’il existe toujours un
«entier k caché » derriere le symbole =. Et nous verrons bientdt pourquoi ce « k », il est
tres souvent préférable de le « cacher ».

Question 9.2. Pourquoi ne pas définir la congruence a = b modn aussi pour des entiers
n<—17?
On pourrait tout a fait définir la congruence avec un n < —1, mais comme :
a—b=kFkn = a—b = (=k)(—n),
on aurait I’équivalence :
a = b modn = a = b mod(—n),
et donc, la congruence modulo un n < —1 se ramenerait a la congruence modulo —n > 1.
Question 9.3. Pourquoi ne pas définir aussi la congruence modulon = (0 ?
Si, cela aurait du sens! Mais cela serait inutile, car on retrouverait la notion connue
d’égalité :
a—b=kK0=20 = a = b.
En définitive, dans la Définition 9.1, il est justifié de prendre des entiers n > 1.

Question 9.4. A quoi ressemble Ia congruence modulo un entier n lorsque n = 1 ?

Avec n = 1, par définition, deux entier a, b € Z sont congrus modulo 1 s’il existe k € Z
tel que :
a—b=Fk-1.
Mais il suffit alors de prendre k£ := a — b pour satisfaire cette égalité ! Donc deux entiers
a et b quelconques sont toujours congrus entre eux modulo 1! Incroyable ! En particulier,
tout entier a est congru a ) modulo 1 :

a—0=a-1 (prendre k:=a).

Fait 9.5. [Peu intéressant] Modulo n = 1, tous les entiers a, b, c,d, e, - - - € 7 sont congrus
entre eux, et congrus a 0. U

Par conséquent, la notion de congruence modulo un entier 7 ne commence a étre inté-
ressante que pour n > 2.

0.2, 4,608 _gp 4,3,5,7011.9

D’ailleurs pour n = 2, par définition, deux entiers a,b € Z sont congrus modulo 2 s’il
existe k € Z tel que :
a—b=Fk-2.
Et comme 2k € 27 est un nombre pair, a et b sont congrus modulo 2 si et seulement si
ils sont tous les deux pairs, ou tous les deux impairs. En base 10, comment fait-on pour
différencier les nombres impairs des nombres pairs (de chaussettes) ?
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Ensuite, au-dela de n = 2, voici deux exemples simples. Modulo 3, on a :
35 =2 mod3 car 35 =2+11-3.
Modulo 7,0n a:
26 = 12 mod7 car 26—-12 =2-7.
Proposition 9.6. Pour tout entier n > 1, et tout entier relatifa € 7, on a :
a =0 modn = a est multiple de n.

Démonstration. En effet, a — 0 = kn si et seulement si a = kn. ]

La proposition suivante est importante, elle montre que le symbole binaire « = « mod n
se comporte comme 1’égalité « = .

Proposition 9.7. Pour tout entier n > 1, la relation binaire « = « mod n est une relation
d’équivalence.

(1) Réflexivité : a = a mod n, quel que soit a € Z.

(2) Symétrie : @ = b mod n équivaut a b = a mod n, quels que soient a,b € 7.

(3) Transitivit¢ : @ = b modn et b = ¢ modn entraine a = ¢ modn, quels que soient

a,b,c e .

Démonstration. (1) Il est clairque a —a = 0 = 0n, avec k = 0.

2)Ona:
a—b=kn = b—a = (—k)n.
(3) Effectivement :
a—b=kn,
b—c = In,
impliquent par addition verticale :
a—b,+b,—c=(k+{)n, c’est-a-dire a—c=gjn. O

On voit bien que I’entier k£ dans la Définition 9.1 change, puisqu’il devientici j := k+/.
Une autre proposition importante garantit une compatibilité de la congruence « =
« modn avec les opérations d’addition et de multiplication, c’est-a-dire de compatibilité
avec la structure d’anneau de (Z, +, ><). Juste avant d’exposer de nombreux exemples
concrets, intuitifs, et instructifs, cette compatibilité nous permettra de définir les anneaux
quotients 7. / nZ, qui constituent les domaines fondamentaux de 1’ arithmétique modulaire.

Proposition 9.8. Pour tout entier n > 1 et tous entiers relatifs a,b,a’, b/ € Z avec :
a = b modn,
a = b modn,

ona:
a+ad = b+0b modn,

a-a =b-b modn.
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Démonstration. En effet :
a = b+ kn,
a =b+kn,
impliquent par addition et par multiplication verticales :
atd =b+b0+ (k+K)n,
ad = (b+kn)(t' +kn) =bb + (b + kb +kk n)n.

A nouveau, I’entier & de la Définition 9.1 change de visage, il devient k+ k' pour I’addition,
et bk' + kb’ 4+ kk'n pour la multiplication. O

Et justement nous allons comprendre au fur et a mesure de notre progression que tout
I’intérét du calcul arithmétique modulo n est d’« oublier » volontairement ces entiers k£ qui
peuvent devenir de plus en plus compliqués.

Théoriquement, on devrait employer des notations spécifiques pour I’addition et la mul-
tiplication modulo n, par exemple :

mod mod
+ et X,
mais pour des raisons de simplicité, tous les mathématiciens ré-utilisent la méme notation
+ et — que dans Z, en conservant a I’esprit que leur sens devient différent dans Z\n Z,i.e.
quand on travaille modulo n.
Ainsi en travaillant par exemple modulo 6, on écrira 3 + 2 =5 mod 6, et aussi 4 4 2 =
0 mod 6, car la somme de 4 et 2 est égalea 1 - 6.
Modulo n = 6, on peut alors construire les deux tables d’opérations suivantes.

Table d'addition dans Z/6Z Table de multiplication dans Z/6Z
0 1 2 3 4 X 0 1 2 3 4 5

u | kW N B O +

2 3 4
3 4 5
4 5 0
5 0 i
0 1 2
1 2 8

AW IN|P|OlUL WO

0 0 0 0 0
1 2 3 4 S
2 4 0 2 4
8 0 3 0 3
4 2 0 4 2
5 4 3 2 1

u ke WN B O
o|lo|o|lo|o| o

Il
2
3
4
5
0

vk~ W|IN|FP| O

10. Anneaux (Z/nZ,+, x)

Nous pouvons maintenant introduire les domaines fondamentaux de 1I’arithmétique mo-
dulaire : les anneaux (Z /nZ,+, ><). Quelques préliminaires s’averent nécessaires.

Proposition 10.1. On fixe un entier n > 2. Alors modulo n, pour tout entier a € 7Z, il existe
un entier a' tel que :
MHo<d<n—-1;
2) a=d mod.

Autrement dit, tout entier relatif est toujours congru modulo n a au moins un entier
a€{0,1,2,...,n—2,n—1}.

a—4n a—3n a—2n a—n a a+n
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Intuitivement, 1’ensemble de tous les entiers a’ = a + kn congrus a a modulo n se
représente comme une suite doublement infinie d’entiers situés a distance n 1’un de 1’ autre.

L’intervalle entier :
[0,n—1] = {0,1,2,...,n—2,n — 1},

étant de longueur (entiere) égale a n, il existe forcément un nombre ' = a + kn qui
«tombe » dans cette « marmite » [1,n — 1].

Démonstration. Donnons des arguments directs, simples, intuitifs. Pour tout entier M € Z,
I’entier a + M n, est congru a ¢ modulo n. En prenant M > 1 positif assez grand, on peut
garantir que a + M n > 0. Donc on peut supposer depuis le début que a > 0.

Si0 <a<n-—1,alors d := a convient.

Sinon, n < a. Alors a; := a — n est congru a a modulo n, et satisfait 0 < a;. Si
0 <a; <n-—1,alors a := a; convient.
Sinon, n < a;. Alors as := a; — n = a — 2n est congru a a modulo n, et satisfait

0<ay.Si0<ay <n—1,alors a := ay convient.

Et ainsi de suite.

Puisque la suite ay = a — 2n, puis ag = a — 3 n, etc., tend vers —oo, on ne peut pas
toujours avoir n < a,, = a — 2 k, et dong, il y a forcément un moment ot @’ = a — 2 k, avec
un certain k > 0, satisfera 0 < @’ < n — 1. Cela acheéve la démonstration. Ol

Cette Proposition 10.1 importante sera aussi une conséquence de la division euclidienne
classique, dont nous verrons plus tard une version élaborée dans la Section 17.

CLASSES DE CONGRUENCES

Nombres divisibles par 1

n= 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Classes medi 0 0O O O O O O O O O

ls le sont tous = > 1 seule classe
Avec la congruence

modulo m donnée, Nombres divisibles par 2
on partage les
nombres n= 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

en plusieurs classes. e R R

Notez Il y a ceux qui le sont et ceux qui ne le sont pas
Soit pairs et impairs = > 2 classes
Le nombre de classes Nombres divisibles par 3
est égal a m,
l'argument du n= 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
modulo med3 1 2 0 1.2 0 1 2 0 1

lls sont de trois sortes:
nombres ayant pour reste 0, 1 ou 2

0=3=6=09(mod 3)

1=4=7=10 (mod 3)

2=5=8=11(mod 3)
=> 3 classes
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Ensuite, il est intuitivement clair qu’a tout entier a € 7Z est associé un unique entier
a' = a modn avec a’ € {O,l,?,...,n—Q,n— 1}.

Proposition 10.2. On fixe un entier n > 2. Alors modulo n, les entiers :
0, 1, 2, ..., n—2, n—1,
sont mutuellement distincts, 1.e. aucun n’est congru a un autre.

Démonstration. Soient donc deux tels entiers a et a’ distincts, i.e. a # d', avec :

En multipliant la deuxieme ligne par —1, le sens des inégalités s’inverse (ou la gauche
s’échange avec la droite) :

<
—(n—1) < —=d
Ensuite, par addition verticale, on obtient :
—(n—1) <a—d <n-1,
et enfin en prenant la valeur absolue :
(10.3) la—d| <n-1

Raisonnons par I’absurde. Si a et a’ étaient congrus I’'un a 1’autre modulo 7, ¢’est-a-dire
si on avait :

a—a =k-n,

pour un certain entier k € Z, alors k serait non nul car on suppose a # a’, donc on aurait
|k| > 1, donc en prenant la valeur absolue, on aurait :

la—d| = |k -n
> 1-n,
ce qui contredirait (10.3). En conclusion, deux entiers distincts :
a,a € {0,1,2,...,n—2,n—1}
ne peuvent jamais étre congrus 1’un a I’autre modulo n. U
Définition 10.4. L ensemble « quotient’ » de Z par la relation d’équivalence :
a ~b — a = b modn,

sera noté :
Z / nZ.
La classe d’équivalence d’un entier a € Z dans Z/nZ, sera notée :
a:={d €Z: d =amodn}.

7. Cette notion mathématique quelque peu abstraite sera définie en détail ultérieurement dans un cadre
tres général.
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On peut alors définir 1’addition et la multiplication entre classes par :

a+0b:= a-+b,

_‘b7

puis on peut vérifier, en utilisant la Proposition 9.8, que tout cela a du sens, mais ce point

de vue n’est pas tres pratique, car avec chaque classe @, on manipule en fait simultanément

une infinité de nombres @’ = a + kn congrus a a modulo n. Avec un unique symbole tel

que @, on préfererait en fait manipuler un seul objet a la fois, simple et concret.
Heureusement, il existe un meilleur point de vue. Grace a la Proposition 10.1 et a la

Proposition 10.2, nous savons qu’il existe une application de « projection » :

T 7 — Z/nZ

a — unique @’ € {0,1,2,...,n—2,n—1}

(ol I~

a -

S|

tel que @' = a modn.

On peut donc :

identifier Z/nZ a {O, 1,2,...,n—2,n— 1} mod n.

De plus, grace a la Proposition 9.8, nous pouvons écrire pour tous a,b € Z :
m(a+b) = w(r(a) + (b)),
m(a-b) = n(w(a) - 7(b)),

ce que nous pouvons expliquer concretement au moyen des deux recettes suivantes concer-
nant I’addition et la multiplication entre deux nombre quelconques :

a,b € [0,n—1] = Z/nZ.

Recette 10.5. [Addition dans Z/nZ] Faire I’addition classique a + b dans Z, puis sous-
traire a + b — k - n avec le bon entier k pour « tomber » dans Uintervalle [0,n — 1].

L’ opération de projection 7(s), c’est justement la soustraction du bon multiple & - n de
n a chaque étape de calcul. Pour additionner comme nous 1’avons écrit plus haut, il faut
d’ailleurs soustraire le bon k - n trois fois, d’abord pour avoir 7(a) et m(b) dans [0, n — 1],
puis surtout, il faut ré-appliquer la projection 7 ((a) + m(b)), car I’addition 7 (a) + m(b)
peut « faire sortir de la marmite » [0, n — 1].

Par exemple, avec n := 17, de telle sorte que :

Z/17Z = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16} mod 17,

si on veut additionner 7 + 13 = 20, en soustrayant 1 - 17 on trouve 20 — 1 - 17 = 3 qui
appartient bien a [0, 16], et donc :

7T4+13 =3 (dans Z,/17Z).

Parfois, on «reste dans la marmite » :
243 =5 (dans Z/17Z).
Pour I’addition, chaque élément a € Z / nZ posséde I'inverse a’ := n — a, puisque

a+ (n —a) = 0 modn. On peut représenter les paires d’inverses additifs modulo n,
d’abord dans Z/5Z ={0,1,2,3,4}, puis dans Z/6Z :
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D’ailleurs, cette belle symétrie est valable généralement. Quand n = 2n; + 1 est impair,
on peut représenter les paires d’inverses additifs comme suit :

1 2 ni—1 ng ni+1 ny+2 2n1—1 2nq
\__/

et quand n = 2 n; est pair, comme suit :

1 2W1_2 e

En revanche, pour la multiplication X, il existe en général des éléments a € 7Z / nZ qui
n’ont pas d’inverse multiplicatif.

*|[01{[11][2]1][3]
[0]|[0]{[O]][0]][O]
[1])[0]{[1]][2]][3]
[2]|[0]|[2]][0]|[2]
[31{[0]|[31{[2]|[1]

En effet, la table de multiplication de Z / 47, montre par exemple qu’aucun nombre
a’ mod 4 ne parvient a faire que 2 x '’ = 1 mod 4.

Recette 10.6. [Multiplication dans Z/nZ] Faire la multiplication classique a - b dans 7,
puis soustraire a - b — { - n avec le bon entier { pour « tomber » dans Uintervalle [0,n — 1].

La méme nécessité d’appliquer plusieurs fois 7(+) concerne aussi la multiplication. Par
exemple, toujours n := 17, puique I’on a dans Z :

7-13 =91 =6+5-17,
il vient :
7-13 =06 (dans Z/17Z).

Afin de différencier les nombres dans Z des nombres dans Z/nZ, certains auteurs
mettent une barre au-dessus des nombres, par exemple en écrivant :

de telle sorte :

&l

7 =3,
7-13 =6,

mais nous préférons ne mettre aucun signe supplémentaire, tout en précisant bien le do-
maine, Z, ou Z/nZ, dans lequel on effectue les calculs.

Corollaire 10.7. Ona :
Card Z / nZ = n.
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Démonstration. En effet, il y a précisément n nombres dans 1I’ensemble {0, 1,2,...,n—
2, n — 1} de tous les 7(+) possibles modulo n. O

En résumé, pour tout entier n > 1, le quotient :
(Z/nZ, +, ><) = Z modulo nZ
={0,1,2,3 ...,n—1, n—1} modn

représente I’ensemble des nombres entiers a € Z identifiés lorsqu’ils different d’un mul-
tiple de n :

a = da modn <= a— d estdivisible par n.
Grace a la Proposition 9.8, nous concluons que (Z/ nZ,+, X) est un anneau, au sens
abstrait de la Définition 5.9 déja vue supra.

Théoreme 10.8. Pour tout entier (module) fixé n > 1, I’ensemble 7. / nZ., muni de ses deux
lois d’addition et de multiplication modulo n :

(¢) + (+) modn, et (+) - (+) modn,

est un anneau commutatif. U

|
Je suis le nombre a = 11, et je
suis b p plus grand que toi!
I
|

Je suis le nombre b = 2, mais j'ai
beaucoup plus que toi..

N\

32 200 J8 3033 B1337
o ton PEsiiln 6
wg mon PEsiAn mad 9,

|
|
|
|

2 J

AN

Terminologie 10.9. On fixe un entier n > 2. Pour tout entier a € Z, le résidu de a modulo
n est I’entier unique ¢’ = 7(a) tel que :

MoKd <n—1;

2) @ =a mod.

Pour terminer cette section, donnons un exemple élémentaire d’application du calcul
modulaire. Nous savons que modulo n, tout entier a € Z est congru a exactement 1 entier
parmi {0, 1,2,...,.n—2,n— 1}. Donc dans le cas n = 3, tout entier est congru ou bien a
0, ou bien a 1, ou bien a 2.

Proposition 10.10. Pour tout entier m € Z, le produit m(m + 1)(m + 2) est divisible par
3.

Démonstration. Autrement dit, il s’agit de faire voir que :

m(m+1)(m+2) = 0 modS3.



28 Francois DE MARCAY, Département de Mathématiques d’Orsay, Université Paris-Saclay, France

e Premier cas : m = 0 mod 3. Alors m = 3m/ est divisible par 3, avec m’ € Z, donc
m(m+ 1)(m +2) =3m/(m + 1)(m + 2) aussi.

e Deuxiéme cas : m = 1 mod 3. Alors m + 2 = 0 mod 3, donc m + 2 = 3m/ est divisible
par 3, avec m’ € Z, donc m(m + 1)(m + 2) = m(m + 1) 3m’ aussi.

e Troisieme cas : m = 2 mod 3. Alors m + 1 = 0 mod 3, donc m + 1 = 3m/ est divisible
par 3, avec m’ € Z, donc m(m + 1)(m + 2) = m3m/ (m + 2) aussi. d

D’une maniere similaire, m(m-+1)(m+2)(m+3) est toujours divisible par 4 (exercice).
Au fait, que peut-on dire de m(m + 1) ? Plus généralement, on peut démontrer (exercice)
la

Proposition 10.11. Pour tout entier n > 1, le produit m(m+1) - - - (m-+n—1) est divisible
parn. U
11. Multiplication modulaire et exponentiation modulaire

Avant de présenter de nombreux exemples tres instructifs concernant le calcul mo-
dulaire, énoncons et démontrons deux propositions concernant le comportement de la
congruence = modulo n vis-a-vis de la multiplication.

Proposition 11.1. Pour tout entier n > 1, pour tous entiers relatifs a,b € 7, et pour tout
multiplicateur c € 7, on a :

a =b modn — ac = bc modn.
Démonstration. En effet :
(a=b+kn)c devient ac =be+ (ke)n. O
L’exponentiation est une forme généralisé de multiplication.

Proposition 11.2. Pour tout entier n > 1, pour tous entiers relatifs a,b € 7, et pour tout
exposant entierr > Qona :

a =0b modn — a =b" modn

Démonstration. Pour r = 0, puisque a® = 1 = b°, on a bien, d’une maniére tautologique,
1 =1 modn.

Pour » > 1, la formule du binbme de Newton nous permet de développer la puissance
r-ieéme :

(a = b+kn)r devient o

+ (:) v (kn),

et comme dans la colonne verticale a droite tous les termes (kn)* sont a une puissance
* > 1 au moins égale a 1, on peut factoriser le tout par n pour obtenir :

a” = b + { (7{) br—l ]{31 + (;) br—2 k2 nl 4o (ril) bl kr—l nr—2 + (:) bO kT nr—l }n7
=: nou\;ﬂr entier K
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ce qui donne une relation :
a” = b +Kn,

exprimant bien que a” = b” modn. U

On constate d’ailleurs manifestement dans ce dernier calcul que le fameux «entier &
kaché » dans la relation de congruence peut absorber une complexité considérable de cal-
culs annexes. Au travers de nombreux exemples « magiques » — et promis depuis bien
longtemps —, nous allons enfin pouvoir vraiment dévoiler I’intérét de « cacher » ces k in-
tempestifs qui « explosent », et méme mieux encore, nous allons montrer comment toujours
s’épargner de nombreux calculs délicats.

«Neuf personnes sur dix aiment les mathématiques sans calculs », dit-on parfois en
cours ou sur les bancs des écoles, et « La dizieme ment », ajoute-t-on. Mais ... rien n’est si
slir. .., car dans les calculs se lovent toutes sortes de plaisirs gourmands et de découvertes
impromptues.

12. Exemples de calculs modulo un entier

367. Calcul modulo

Calcul modulo 3

Défi
Montrer que 5% - 74 est divisible par 3, sans faire le
calcul.

Préparation du calcul modulo
Le reste de la division de 5 par 3 est 2.
On écrit en abrégé:

5 =2mod3

Le reste de la division de 7 par 3 est 1
On écrit en abrégé:
7 =1mod3

Le signe égal a trois barres montre qu'il ne s'agit
pas d'une vraie égalité, mais d'une égalité entre

On reprend le nombre a analyser et on remplace par
les modulos:

56 —-7% =(2)° - (1)*mod 3

=64—1=63
Et ce nombre 63 est bien divisible par 3, ce qui veut
dire que le nombre initial est aussi divisible par 3.

On montre, avec la méme méthode que:
5% — 7™ = (0 mod 3
et donc que ce nombre est toujours divisible par 3.

Application

En arithmétique, il existe bien des cas ou travailler
sur le reste des divisions par un nombre donné
suffit, sans s'encombrer des quotients.

opérations sur les restes.

Question 12.1. Etant donné un entier m € 7, peut-on I’écrire sous la forme m = a® + b?,
avec deux entiers relatifsa etb ?

Par exemple, est-ce possible pour m = 40003 ? Une idée simple serait de tester toutes
les sommes possibles a? + b* avec a, b < /40003, ce qui exigerait pas mal de calculs.

Mais une idée ® plus astucieuse et plus économique consiste & examiner toutes les valeurs
de carrés a® modulo 4, ol a € Z est quelconque, puis celles de a? + b? modulo 4.

En effet, tout entier a est congru modulo 4 a I'un des quatre nombres 0, 1, 2, 3. Donc
a® est congru a 02, 12, 22, 3% modulo 4, c’est-a-dire 2 0, 1, 0, 1 : il n’y a que deux valeurs
possibles !

Par conséquent, une somme a*+b* de deux carrés ne peut étre congrue, modulo 4, qu’a :

0+0 =0, 0+1 =1, 141 =2,
c’est-a-dire a 0, 1, 2 : il n’y a que trois valeurs possibles !
8. On pourrait se demander : Pourquoi le nombre 4, ici ? Et la question est 1égitime.
En fait, I'Idée générale qui gouverne le calcul modulaire, c’est la possibilité de choisir divers modules

n > 1, et de calculer modulo n afin de contracter les calculs. Si n = 4 ne marche pas, on essaie alors d’autres
entiers n = 5, efc., juste pour « tester », et souvent, cela finit par marcher.



30 Francois DE MARCAY, Département de Mathématiques d’Orsay, Université Paris-Saclay, France

Ainsi, la valeur 3 ne peut jamais étre atteinte par une somme a? + b? de deux carrés
entiers !

Et comme 40003 = 3 mod4, nous concluons qu’il n’est pas représentable comme
somme de deux carrés.

Nous n’avons pas completement répondu a la Question 12.1, mais nous avons au moins
trouvé une méthode pour obtenir un critére négatif.

Proposition 12.2. (1) Aucun entier de la forme 3 + 4 k ne peut étre représenté comme
somme de deux carrés.
(2) Aucun entier de la forme 7+ 8 k ne peut étre représenté comme somme de trois carrés.

Démonstration. 1l reste a traiter (2). En raisonnant modulo 8, les valeurs des carrés 02, 12,
22,32, 42,52, 62, 72sont 0, 1,4, 1,0, 1, 4, 1, c’est-a-dire 0, 1, 4.

Si un entier m = a? +b? + ¢ est somme de trois carrés, ses valeurs modulo 8§ ne peuvent
étre que :

0+0+0 =0,

0+0+4+1=1, 0+0+4+4 =4,

04+14+1 = 2, 04+4+4 =0, 1+1+4 =6,

1+14+1 = 3, A+4+4 =4, 1+4+4 =1, 0+1+4 =5,

donc jamais 7 modulo 8. En conclusion, aucun entier de la forme 7 4+ 8 k ne peut étre
atteint. U

13. Contraction de calculs avec des grands nombres

Grand nombre ...

Démontrez que N = 101 million 4 19 est divisible par 13

Ayec 10, il manque 3 pour arriver 10 = —3 mod 13
als.
Elévation au carré.

Effectivement 100 = 7x13 + 9 ARKESS Eimio =

Poursuivons en prenant le cube. 1000 = —27 mod 13
=(-13-13 - 1) mod 13
= —1mod 13
Super! Car le 1, élevé a une
puissance quelcongue, donne (10*)* = (—-1)* mod 13
toujours 1.

Pour approcher le million

) (103)333333 = (_1)333333 ;64 13
proposé en exposant.

L'exposant est impair, le signe

3 5 10999999 = _1 mod 13
moins est conserve.

En multipliant par 10. 101000000 = (1) x (—3) mod 13
=3 mod 13
Reste a ajouter 10 pour avoir N. N = 101000000 4 19

=(3+10) mod 13
=0 mod 13 =
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Un peu d'astuce avec les grands nombres

Calculer le reste de la division par 5 de 22009 — v3 mod 7
20092009
’=4mod7
On note que

23=8 =1mod 7
22009 = 23&6694‘2 - (23)669 X 22

Or,2009=3x669 +2
! =159 x4 =4mod 7

Calculer le reste de la division par 5 de 20092°%° =x? mod 5
20092009
On note que 2009 =2010 -1 2009 = —-1mod 5

avec 2010 divisible par 5

2009 _ 2009 _ _
Rapidement, on obtient: 2009 =(-1) =-1 =4mod 5

2009°°% mod 5:
4

Vérification par logiciel de calcul

14. Carrés modulo un entier

Fixons un module n > 1. Rappelons comment nous avons établi que tout entier a € Z
est congru, modulo n, a exactement un entier parmi {0, 1,2,...,n—2,n—1 } L’ argument-
clé, c’était que les entiers :

L, a—2n,a—n, a, a+n, a+2n, ...,

se situaient a distance exactement n 1’un a la suite de 1’autre, et que I’intervalle entier
[0,n — 1] était une « marmite » de méme longueur n. En raisonnant de maniére similaire,
on établit la

Proposition 14.1. Modulo n, tout entier a € 7 est congru a un et a un seul entier a’ tel
que :

n / n
2<a<2.

Démonstration. Observons que I'inégalité a gauche est stricte, et que 7 n’est pas toujours
entier. Pour étre plus précis, il vaut mieux distinguer deux cas :

e n = 2ny est pair, d’ou 3 = ny, puis —ny < a’ < ny désigne 'intervalle entier [—n; +
1,n1], de longueur égale 2 2n; = n;

< a < np + 5 désigne

N
N

e n = 2n; + 1 est impair, d’ou § = n; + %, puis —n; —
I’intervalle entier [—ny, n,], de longueur égale a2n; + 1 = n;

Dans les deux cas, I'intervalle entier § < a’ < § est de longueur précisément égale a n,
donc I’argument-clé déja vu de la « marmite de longueur n » s’ applique. U

Notation 14.2. La partie entiére, notée |z |, d’un nombre réel = € R est I'unique entier
| x| € Z satisfaisant :
lz] <z < 14|z,

2n12+1J

par exemple, | = ny.

Par souci de symétrie, nous considérerons I'intervalle entier | — [ 2], [2]], sans inéga-
lité stricte a gauche, sachant que pour n = 2 n, pair, cet intervalle contient n + 1 nombres
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entiers au lieu de n attendus (une tomate de plus), et que pour n = 2n4 + 1, il en contient
n comme voulu.

QJQ_

Proposition 14.3. Les carrés modulo n sont les résidus modulo n de 0%, 1%, 22, ..., | 2

Autrment dit, pour connaitre les valeurs des carrés modulo 7, on peut diviser par 2 le
travail.

Démonstration. En effet, soit donc a’ avec :
/
— 3] <d <[5

Poura’ = 0,1,2,... |5, on obtient bien les carrés indiqués. Pour @' = —1, -2,...,—| %],
quand on prend un carré, son signe s’évanouit, car (—1)? = 1 mod n, et donc, on obtient
forcément les mémes carrés. U

Par exemple, modulo 10, il suffit de calculer :
02 = 0, 12 =1, 22 = 4, 32 =09, 42 = 6, 52

Il
o

15. Nombres de Fermat

En 1758, Euler a découvert que le cinquieme nombre de Fermat :
2% 11 = 4294967297,

inférieur, en euros, aux plus grandes fortunes de France protégées de I'impdt avec le
consentement des législateurs, n’est pas un nombre premier, et qu’il est divisible par :

641 ]2% + 1.
Pour voir cela de la maniere la plus économique qui soit, Euler se propose un petit
entrailnement (échauffement) qui consiste a calculer — a la main! — le nombre :
7160
Y

et Euler commence par calculer, toujours modulo 641, les nombres successifs :
2 4 8 16 32 64 128
LT, T T TR, T, T,
en prenant les carrés des nombres qui précedent. Euler récupere le résultat intermédiaire

732 qu’il n’a qu’a relire sur son manuscrit, pour calculer enfin :
7160 — 7128 . 7327

le tout modulo 641 a chaque étape”®.

Mais ce ne sont pas les puissances de 7 qui I’intéressent, c’est le cinquieme nombre de
Fermat.

9. Pour rendre transparente la difficulté, mentionnons que :

732 = 1104427674243920646305299201,
et pour faire transpirer un peu plus les électrons-esclaves de notre ordinateur, ajoutons que :
7128 = 1487815647197611695910312681741273570332356717154
798949898498305086387315423300999654757561928633305897036801,
ce qui, au final, devrait donner quelque chose d’aussi astronomique que :
7160 = 164318477493817185791700041055654480634183741959952349706976
4671233207565562287891877564323818254449486910838997871467298047369612896001.
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Théoreme 15.1. [Euler 1732] Contrairement a ce que Fermat affirmait, le nombre 22" 41
n’est pas un nombre premier, et il est divisible par le nombre premier 641, a savoir on a :

22 = _1 mod641.

Démonstration. 11 suffit de partir d’'un nombre encore trop petit pour que sa réduction mo-
dulo 641 commence a prendre effet, par exemple :

2%’ = 28 = 256 mod 641,

pour monter ensuite deux crans plus haut tout en réduisant modulo 641 chaque fois que
cela est possible :

5

2
2 = ((22) ) mod 641

((
( (256)° mod 641)2 mod 641
(

65536 mod 641) mod 641

= (154)” mod 641
23716 mod 641
— 1 mod 641. 4

DIVISIBILITE par 641

Nombre de Fermat n°5: divisible par 641.

Enjeu historique: on savait que les nombres de Fermat inférieurs a Fg

étaient tous premiers. Fermat, lui-méme, conjecturait qu'ils étaient
tous premiers. On sait qu'ils sont tous composés a partir de F5 et

jusqu'a F31.

Aujourd'hui: Sachant que ce nombre est divisible par 641, plusieurs
méthodes de calcul sont possibles: a la main, calculette ou via les
congruences classiquement ou via une astuce. Ne connaissant pas
641, la méthode directe consisterait a écrire un programme pour
détecter cette valeur.

Propriétés

Le nombre de Fermat Fs est
composé.
Il est divisible par 641.

Fs =22 +1=2%1+1=641k

32 =
Autres puissances de 2 224 =-1mod 641

mod 641

264 1 mod 641

N =r mod m veut dire que N divisé par

m donne un reste r. 296 = -1 mod 641
etc.
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Calcul a la main

2= 256 4294967296 |641
x256 4209 0
115136 4294 6
1?20 3846
216 = 65536 414 848 1
4487
26 0
65536 268 ;
X65536 26 7B .
393216 Tetals
PEEEDE 1089 | 1
641
327680 ms 6
393216 s

22=4294967296

Démonstration classique

En mod 641:
28 = 256

216 _ 28,8

=256x256 =64x4x256
=64 x 1024 = 64 (1020 + 4) = 64 x 1020 + 256

Quel est le reste de la =640 x 102 + 256

division de 232 par 641? =256 + (-1) x 102 = 154
€

Notez la tactique algébrique 232 = 21616

pour s'approcher de 641 et

ainsi faire tous les calculs de

téte. =1542 = 142x 112 = 196 x 121
(64x3+4)(64x2-7)
6x64>+8x64-21x64-28
=64 (384 + 8 -21) - 28
=64x371-28=64(370+ 1) -28
=640x 37 + 64 - 28 = 640x 37 + 36

On se souviendra que:

640 = -1 mod 641.

=36+ (-1)x37 =-1

232 =-1 mod 641

232 4+ 1= 0mod 641

Démonstration astucieuse (Coxeter)

641=54+24=5x27+1
La barre verticale veut dire:
divise.

4, 54y x 228 — 928 ¢ 54 4 532
On utilise l'identité 6411 (5% + 27 x 2% = 2%x 5 7"'42 2
remarquable: =0Bx2)*+2

nt-1=(n+1)(..) =(Gx27)%-1+1 + 232
avec n=5x 27

6411 (232 +1) =F;5

En effet, la découverte d’Euler était fantastique : arrétons-nous quelques instants pour
en dire plus.

Définition 15.2. Pour n > 0 entier, le n-ieme nombre de Fermat est :

F, = 2% +1.
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Ces nombres doivent leur nom au mathématicien frangais Pierre de Fermat (1601-1665)
qui émit la conjecture erronée que tous ces nombres €taient premiers.
Ironie cinglante : tous les nombres de Fermat connus, depuis F5, Fg, Fr, ..., jusqu’a:
F32 — 2

232

+1,
ne sont pas premiers.

Assertion 15.3. Les seuls nombres de Fermat premiers connus sont donc :
Fy = 3, Fy =5, F, =17, F5; = 257, Fy = 65537. O

En 1640, dans une lettre adressée a Bernard Frénicle de Bessy, Pierre de Fermat énonce
son petit théoréme, puis il commente :

Et cette proposition est généralement vraie en toutes progressions et
en tous nombres premiers; de quoi je vous envoierois la démonstration, si
je n‘appréhendois d’étre trop long.

Dans cette méme lettre, il émet la conjecture que ces nombres sont tous premiers, quoi-
qu’il reconnaisse :

Je n’ai pu encore démontrer nécessairement la vérité de cette proposi-
tion.

Mais cette hypothese le fascine littéralement. Deux mois plus tard en effet, dans une
lettre aMarin Mersenne, Pierre de Fermat écrit :

Si je puis une fois tenir la raison fondamentale que 3, 5, 17, efc. sont
nombres premiers, il me semble que je trouverai de trés belles choses en
cette matiére, car jai déja trouvé des choses merveilleuses dont je vous
ferai part.

I1 écrit encore a Blaise Pascal :

Je ne vous demanderais pas de travailler a cette question si javais pu
la résoudre moi-méme.

Dans une lettre a Kenelm Digby, non datée mais envoyée en copie par Digby a John
Wallis le 16 juin 1658, Fermat donne encore sa conjecture comme non démontrée. Tou-
tefois, dans une lettre de 1659 a Pierre de Carcavi, il s’exprime en des termes qui, selon
certains commentateurs, impliquent qu’il estime avoir trouvé une démonstration.

Mais en 1732, le jeune Leonhard Euler, a qui Christian Goldbach avait signalé cette
conjecture trois ans auparavant, la réfute spectaculairement :
Fs = 22 + 1 est divisible par 641.

Or la motivation initiale de Fermat était de trouver une formule qui produise une infinité
de nombres premiers '. Il connaissait la proposition élémentaire suivante.

Lemme 15.4. Si k > 1 est un entier tel que le nombre 2% + 1 est premier, alors k est une
puissance de 2.

Démonstration. En divisant k pas a pas par 2 tant qu’on garde un nombre pair, on peut
extraire k une puissance maximale de 2, et donc I’écrire comme k = 20k’ avec un entier
b > 0, et avec un entier impair k'.

10. Il n’existe aucune formule ayant cette propriété qui soit intéressante ou utile.
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Pour mémoire, on rappelle les factorisations classiques avec des puissances impaires :
1+ = (1+¢)(1—c+),
1+ = (14+¢)(1—c+ =+ ).
En posant ¢ := 22" on dispose alors des égalités suivantes :
1428 = 14287
= 1+c"
= (14+c)(1—ctc?—- =24 M),

lesquelles montrent que 1+ ¢ serait un diviseur du nombre premier 1+ 2* si on avait &' > 3,
ce qui est impossible, donc &’ = 1 et enfin k = 2°. U

Fermat a conjecturé (erronément, comme on I’a vu) que la réciproque de ce lemme était
vraie, apres avoir confirmé (aisément) que les cing (premiers) nombres :

F = 3,

F, = 5,
= 17,
Fy = 257,
F, = 65537,

sont tous premiers.

De nos jours encore, on ignore cruellement s’il existe d’autres nombres de Fermat qui
sont premiers. On sait que Fj, Fg, ..., F35 sont tous composés, mais on ne sait pas si Fj3
est premier ou composé.

Le plus grand nombre de Fermat dont on sait qu’il est composé est :
F5 747 499,
et on sait que 1’'un de ses diviseurs est :
57 . 02747499 | 1

En fait, Euler avait démontré€ le :

Théoreme 15.5. Tout facteur premier p d’'un nombre de Fermat F,, est de la forme :
k2t 41,

out k est un entier. OJ

Ceci permet d’ailleurs a Euler de trouver rapidement par une autre voie que F5 est
divisible par 641.

En effet, on cherche un entier £ tel que le nombre :
p=Fk2041 =064k +1

soit a la fois premier et diviseur strict de Fj. Les premieres valeurs de k£ ne conviennent
pas, mais des £ = 10, on constate que p = 641 est premier et que modulo 641, on a :

5499 = (5.2%)" = (5.128-2)" = (640-2)" = (—=2)* mod 641 = 16 mod 641,
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et par ailleurs :
50.2% = (5" mod 641) x 2% = (625 mod 641) x 2°> = —16 x 2** mod 641,
d’ou en comparant ces deux résultats :
16 mod 641 = — 16 x 2** mod 641,
et enfin, apres division par 16 qui est premier avec 641 :
1 = —2% mod641,
ce qui montre bien que Fj est divisible par 641. Plusieurs autres démonstration on déja été

données plus haut.

Le cas général est un probleme difficile du fait de la taille des entiers F},, méme pour
des valeurs relativement faibles de n.

Aujourd’hui, le plus grand nombre de Fermat dont on connaisse la factorisation com-
plete est [, et le plus grand de ses cinq diviseurs premiers possede 560 chiffres. Les fac-
torisations completes des F},, pour n entre 5 et 10, sont, elles aussi, entierement connues.

En ce qui concerne Fis, on sait qu’il est composé mais c’est le plus petit nombre de
Fermat dont on ne connaisse pas la factorisation complete.

Quant a Fy, c’est le plus petit nombre de Fermat composé dont on ne connaisse aucun
diviseur premier.

16. Exponentiation rapide

Méthode de calcul de restes sur grands nombres

B2
, . af) our k pair
Calcul d'une puissance mod m. ok = ( P L
Le calcul est accéléré k-1y2 . .
en profitant de cette relation a (a 2 ) pour k impair

Exemple: 31304 (mod 121)

Etape 1 - Ligne 1: remplir les cellules de gauche a droite en commengant par I'exposant (1304). Si le nombre
est pair, le suivant est sa moitié; sinon soustraire 1.
k 1304 652 326 163 162 81 80 40 20 10 5 4 21
(36522 (3326)r (3163)z 3.3162 (3812 3.380 (340)2 (3202 (310p (35 243 8L 9 3
3k [121] 92 32 272 39 32 31 12 12 12 12
81 9 3 27 9 3 1 1 1 1 1 819 3

Etape 2 - Lignes 2, 3 et 4: on inscrit dans chaque cellule la valeur de 3nombre du haut ;a4 121,
Le calcul est simplifié en remplissant les cellules de droite & gauche (donc dans l'autre sens). On profite des
résultats précédents. Exemple: 310 = 35%2 = (3%)z s0it (1) en mod 121.

Vérification avec logiciel de calcul

1304

3 mod 121;

81
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Exemple avec I'année 2021
Calculer le reste de la division par 13 de 2021221 = x? mod 13
20212021

2021 =155x13 + 6
2021 = 6 mod 13

Premier pas Reduire la base 2021
2021%%%1 = 6?21 ;mod 13
N k? k B
2021 En colonnes centrales toutes les puissances
997 1024 10 1 de 2 inférieures a 2021.
485 542 9 En colonne de gauche, le nombre N puis sa
Conversion en binaire 229 256 8 1 valeur diminuée des valeurs successives
de 2021. 01 128 7 1 de 2% si le résultat reste positif, un 1 est
. 37 64 (| placé en colonne de droite (binaire). Sinon,
On se souvient que 5 2 5 1 on conserve la valeur et on place un 0 &
210 = 1024 5 % 4 0 droite.
5 8 3 0 La colonne de droite (B) indique la
1 4 2 1 conversion en binaire de 2021.
1 2 1 0 202110 = 111 1110 0101,
0 1 0 1

2021 — (210 29 240
Avec les puissances de 2 2021 =6 X677 X..X6 mod 13

210

62"10 = 62 = 6102¢ _ 6 7124 ..107°¢ = 9nod 13
Attention
Voir Puissances a étages et non pas (6*)'° = 36'° = 3,6561 ...10'5 = 3 mod 13

6210 — 6210 _ gro2¢ _ 6,7124 ..107% = 9 mod 13
Attention
Voir Puissances & étages et non pas (6°)'° = 36'° = 3,6561...10*° = 3 mod 13

62" = 6! = 6 mod 13

22 _ o2 2 _ =
6 =6°x6°=100 =9mod 13 Multiple de 13

Calcul des puissances de 6 13, 26, 39, 52, 65, 78, 91, 104,
mod 13 6 —9x9=81 =3mod 13 17,130, ..

6 =3%x3=9 =3mod13

616,10,9,3,9,3,9, 3,9, 3,91
2021721 =9 x3x9x3x9x3Xx9x6 mod13

Retuna calcul demends =27 x27x27x54 =1x1x1x2=2mod 13

2021=1[0,1,2,1,1,5,5,5,5,1,8,5, 6,5, 11, 5, 15, 5,
7,11 mod (1, 2, 3,.., 13, ..., 20)

20212021 -10,1,2,1,1,5,3,5,2,1,8,5,2, 3,11, 5, 2,
11, 11, 11 med (1, 2, 3,.., 13, ..., 20)

Année 2021 en modulo

17. Division euclidienne générale dans 7Z

Lorsque a > 0 et b > 1, la division euclidienne de a par b est intuitivement facile a
effectuer. Le quotient ¢ est le plus grand entier ¢ > 0 tel que 0 < ¢b < a, et le reste est
alors r :=a — qb.

Par exemple, la division euclidienne de 5 par 2 est :

5=2-2+1.

Autrement dit, g = 2etr =1
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Il faut en revanche faire un peu attention lorsqu’on travaille avec des entiers négatifs.
Par exemple, la division euclidienne de —5 par 2 est :

~5=2-(-3)+1.

Ainsi, dans ce cas,onaqg = —3etr = 1.

Nous sommes maintenant préts a démontrer un résultat fondamental pour toute 1’arith-
métique.
Théoreme 17.1. [Division euclidienne dans Z] Soient a,b € Z avec b # 0 non nul. Alors,
il existe q,r € Z tels que :
M) a=qb+r;
2)0<r<|b.

De plus, les entiers q et v sont uniques.

Démonstration. Commengons par établir I’existence de ¢ et de . Comme b # 0 est supposé
non nul, on peut diviser le travail en deux cas : b > 1, puis b < —1.
Premier cas : b > 1. Introduisons I’ensemble :

E = {mEZ: mbga}.
Assertion 17.2. E est non vide et majoré.

Preuve. Introduisons deux sous-cas : a > 0, puis a < —1.

Premier sous-cas : a > 0. Clairement, 0 € E'car0-b = 0 < a, donc ' # ().

Ensuite, nous affirmons que a est un majorant de £, c’est-a-dire que m < a pour tout
m € E. Pour cela, raisonnons par 1’absurde. S’il existait m, € E tel que m, > a + 1, alors
on aurait m, > 1 puisque a > 0, d’oll nous déduirions les inégalités :

a+1 < My
[b>1] < myb
[m. € E] < a,

dont la conséquence a + 1 < a, équivalente a 1 < 0, serait une contradiction fatale a toutes

les mathématiques ! Donc on a bien maxm < a.
mekl

Deuxieme sous-cas : a < —1. Clairement, a € E car b > 1 implique alors que a b < a,
donc E # 0.

Ensuite, nous affirmons que 0 est un majorant de £. Pour cela, raisonnons a nouveau
par I’absurde. S’il existait m, € FE tel que m, > 1, nous déduirions les inégalités :

b>1] 1 <myb
[m. € E] <a
< -1
dont le résultat 1 < —1 serait tres faux ! Donc on a bien meag(m <0. ]

Grace au Théoreme 5.13 (3) concernant les sous-ensembles de Z majorés, E possede un
plus grand élément, soit g. Onadonc g € Fetq+ 1 ¢ E, ce qui se traduit par :

gb < a < (¢g+1)b.

Posons alors r := a — ¢b. L’encadrement précédent se ré-écrit 0 < r < b = |b|, d’ou

I’existence de ¢ et de r dans ce premier cas b > 1.
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Deuxieme cas : b < —1. Alors —b > 1, et grace a I’étude du premier cas, il existe
q,r € Ztels que :
a=q(=b)+r
= (—q)b+r,
avec 0 <7 < —b = |b|, d’ott le résultat.

Etablissons maintenant I’ unicité de (q,r). Supposons que q,r, ¢, r" € Z vérifient :

a = qb+r,
a=qb+r,
avec :
< r < b,
< ' < bl

Multiplions la deuxieme ligne par —1, ce qui demande d’inverser les inégalités et d’échan-
ger la droite avec la gauche :
0 < r < b,

—1b < =7 <0.

Ensuite, par addition verticale, il vient — noter qu’apreés sommation, les inégalités sont
strictes des deux cotés! — :

—1b] < r—1" < |b|,
puis en prenant la valeur absolue :
(17.3) |r —r'| < |b].

Par ailleurs, en soustrayant verticalement les deux représentations de a = qb + r et
a = ¢' b+ r’ écrites plus haut, on obtient :

0=qgb—qb+r—1,
c’est-a-dire :
(17.4) —(q—q¢)b=r—1".

Nous affirmons que ¢ — ¢’ = 0. Sinon, si ¢ — ¢’ # 0, en prenant la valeur absolue de ce qui
précede, on obtiendrait :

lg—d'[[bl = [r—17],
d’ottacausede | —¢| > 1:
bl < |r =17,
en contradiction manifeste avec (17.3).

Donc ¢ = ¢/, et enfin en revenant a (17.4), nous concluons que r = r’. Cela acheve la
démonstration. |

Définition 17.5. Les entiers ¢ et r définis par dans le Théoréme 17.1 par a = ¢qb + r
s’appellent respectivement le quotient et le reste de la division euclidienne de a par b.

Nous pouvons maintenant dévoiler un lien fondamental entre le calcul modulaire et la
division euclidienne, dans Z.



17. Division euclidienne générale dans Z 41

Proposition 17.6. Pour tout entier n > 1, et tous entiers relatifs a,b € 7, on a équivalence
entre :

(i) a=bmodn;
(i) a et b ont le méme reste dans leur division euclidienne par n.
Démonstration. (i) = (ii) Si a = b+k n est ’expression de la congruence, etsib = gn+r
est la division euclidienne de b par n, avec un reste 0 < r < n — 1, il en découle que :
a=(qg+k)n+r,
et par unicité dans la division euclidienne, cette relation est la division de a par n, donc le
reste r de b divisé€ par n est aussi le reste de a divisé par n.
(ii) = (i) En partant de :
a=qgn++r,
b=qgn+r,

avec le méme reste r pour ces deux petits pigeons a et b, il est clair que :

a =1 modn = b.

(i) <= (ii) Donnons aussi une autre preuve directe de cette équivalence.
Ecrivons les deux divisions de a et de b par n avec les deux restes incriminés :

<n-—1,

=pn+r avec 0 < r <
s <n—1,

b=gqgn+s avec 0 <

mutiplions la deuxieme ligne par —1, puis additionnons verticalement :

0 < r<n—1
—(n—1) < -s<0
—n—-1)< r—s < (n—1).

Ceci montre que I’entier  — s appartient a I’intervalle entier [[ —(n—1), (n— 1)]]
Fait 17.7. Aucun entier de ’intervalle |I —(n—1), (n— 1)]], c’est-a-dire aucun entier
parmi :
—n=-1), -Mn=-2), ..., =2, —=1,0, 1,2, ..., n—2, n—1,
ne peut étre congru a 0 modulo n, excepté 0O au centre.

Preuve. Soit e € [—(n — 1), (n — 1)] avec e = 0 mod n. Par la Proposition 9.6, ¢ = kn
est un multiple de n, avec k € Z. Clairement, £ = 0 marche et donne e = 0.

Pour k # 0, puisque |k| > 1, on minore |e| = |kn| = |k|n > n, donc e = kn ne peut
pas appartenir a I'intervalle [—(n — 1), (n — 1)]. O

Ensuite, soustrayons les deux représentations de a et de b laissées sur le bord du chemin

plus haut :
a—b={p—qgn+r—s

r — s modn.

(17.8)
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En définitive :

a =0b modn — a—b =0 modn
[Equation (17.8)] — r—s =0 modn
[Fait 17.7] <= r—s =20
<= r = S. Ul

Observons que la deuxieme partie de la démonstration a effectivement établi 1’équiva-
lence (ii) <= (i) dans les deux sens.

18. Algorithme d’Euclide : Histoire et Géométrie

L’algorithme de divisions successives d’Euclide est décrit dans le livre VII, Propositions
1 2 3, des Eléments d’Euclide (vers 300 av. J.-C.), sous la forme dite de I’ Anthyphérése '
Il est aussi décrit dans le livre X, Proposition 2, mais pour un probléme de nature géo-
métrique : comment trouver une «unit¢ de mesure» commune pour deux longueurs de
segments. L’algorithme procede par soustractions répétées de la longueur du plus court
segment sur la longueur du plus long.

| 15

Explication géométrique de I'algarithme d'Euclide sur les entiers 21 et 15. &

11. Anthyphérese provient du grec avfvparpeir, qui signifie « soustraire alternativement ». On appelle
donc anthyphéreése une méthode qu’Euclide utilisait pour calculer le plus grand commun diviseur de deux
nombres ou pour démontrer que deux longueurs sont incommensurables.

Dans le livre VII, Proposition 2, Euclide préconise en effet d’6ter au plus grand nombre le plus petit,
autant que faire se pourra, puis d’6ter le reste au plus petit des nombres, et ainsi de suite.

L’ Antyphérese est de nouveau employée dans le livre X, Théoréme 24 pour caractériser deux longueurs
incommensurables (on parlerait de nos jours de longueurs dont le rapport est irrationnel). Si le processus
se poursuit indéfiniment, les longueurs sont incommensurables. Cette méthode aurait pu étre employée, par
exemple, pour démontrer I’irrationalité de la racine carrée V2 de 2.
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Considérons par exemple le rectangle de longueur L = 21 et de largeur [ = 15, dans
n’importe quelle unité de mesure. On peut y glisser un carré de coté 15, mais il reste alors
un rectangle de cotés 15 et 6.

Carrrambal
E’ncfcre rrra-
o

Qu’a cela ne tienne, glissons-y alors deux carrés de co6té 6. Carrramba! Encore rrraté !
Il reste encore un carré de cotés 6 et 3. Sans nous décourager, glissons enfin deux carrés de
coté 3 : ouf! tout est rempli !

Enfin, observons que nos carrés de coté 6 et celui de coté 15 peuvent aussi se carreler
en carrés de coté 3. Par conséquent, le rectangle initial tout entier, de cotés 21 et 15, peut se
carreler en carrés de coté 3. Et il n’existe pas de carré plus grand permettant un tel carrelage.

Cet algorithme géométrique n’a probablement pas été découvert par Euclide lui-méme,
qui aurait compilé des résultats d’autres mathématiciens dans ses Eléments. Pour le mathé-
maticien et historien van der Waerden, le livre VII vient d’un livre de théorie des nombres
écrit par un mathématicien de I’école de Pythagore. L’algorithme était probablement connu
d’Eudoxe de Cnide (vers 375 av. J.-C.). Il se peut méme que 1’algorithme ait existé avant
Eudoxe, sachant que le terme technique utilisé avfvpaipeir, soustraction réciproque —
apparait déja dans les ceuvres d’ Aristote.

Quelques siecles plus tard, 1’algorithme «d’Euclide » est (ré)inventé de maniere in-
dépendante a la fois en Inde et en Chine. L’objectif était de résoudre des équations
diophantiennes issus de ’astronomie et de faire des calendriers plus précis. Au Vime
siecle, le mathématicien et astronome indien Aryabhata a décrit cet algorithme comme
le « pulvérisateur », a cause de son efficacité pour résoudre les équations diophantiennes.

Exemple 18.1. Avant d’aborder 1’algorithme général, présentons un autre calcul concret. Il
est avisé de représenter synoptiquement la recherche du plus grand commun diviseur entre
126 et 35 :

126 > 35

126 = 3-35 + 21
35 > 21
35 =1-21+14

21 > 14
21 =1-14+ 7

14 7

14 = 2.[7]+o0,

et ici, puisque le dernier reste O est nul, I’avant-dernier reste | 7 | est le pged recherché.

Vv

Exemple 18.2. De maniere alternative, on peut représenter sous forme d’un tableau un
autre calcul qui montre que 315 et 307 n’ont aucun facteur en commun, i.e. ont un plus
grand commun diviseur égal a 1. En effet, le Théoreme 20.2 de Bézout infra va nous ex-
pliquer dans un instant que cela est démontré par le fait que 1’avant-dernier reste dans
I’avant-derniere ligne 3 = 2 x 1 4 1 estégal a 1.
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Dividende Diviseur | Reste
315=1x 307 + 8 315 307 8
307=8x38+3 307 *| 8 *| 3
8=2x3+2 B3 . m
3=2x1+1 * » = 1
2=2x1+0 5 % L % &

a=qxb +r

ST

b=qxr +r

v

r=gxr' +r"

Notre « plan 1" », i.e. Théorique, est le suivant.
U] Décrire précisément I’algorithme d’Euclide

L] Montrer qu’il permet naturellement de trouver facilement le plus grand commun diviseur
entre deux entiers donnés.

0J Montrer qu’il permet aisément de trouver une relation de Bézout au + bv = 1 entre
deux entiers a et b qui sont premiers entre eux.

Tous ces termes et concepts nouveaux vont étre définis rigoureusement dans un instant,
mais a travers les exemples qui précédent, nous avons en fait déja deviné plus de 50 % de
ce qu’ils sont.

19. Algorithme d’Euclide : Plus Grand Commun Diviseur (PGCD)

Soient deux entiers relatifs quelconques a, b € Z. Quitte a les multiplier par —1 si besoin
est, on peut les supposer positifs pour introduire la

Définition 19.1. Le plus grand commun diviseur de deux entiers a > 0 et b > 0 avec
(a,b) # (0,0), noté pged (a, b), est le plus grand entier d > 1 qui les divise tous les deux,
a savoir :

pged (a,b) = max {d} 1: d|aetd| b}.
Quand a = 0 et b = 0, on convient que pged (0,0) = 0. Pour a,b € Z éventuellement
négatifs, on convient que :

pged (a,b) = pged (|al, [b]).

L’ensemble sur lequel on prend un maximum est non vide, car d = 1 lui appartient, et il
est majoré, car pour des nombres positifs, d | a implique d < a, d’ou :

pged (a,b) < min(a,b).

Evidemment, ona:
pged (b, a) = pged (a, b).
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Sia=0etb > 1,il est clair que le plus grand entier d > 0 divisant 0 et b est d = b. Par
symétrie, on a donc :

pged (0,0) = b et pged (a,0) = a.

La notion de pgcd n’est donc intéressante que lorsque a > 1etb > 1.

Par exemple, pged (10,30) = 10 = 2 - 5, parce que 20 = 22 - 5et 30 = 2 - 3 - 5, ce que
nous comprendrons bient6t dans un contexte tres général.

La Définition 19.1 se généralise aisément au pged (a, b, ¢) entre trois entiers quelconques
a,b,c € N. Par exemple, pged (36,48,60) = 12 = 22 . 3, parce que 36 = 22 - 3%, puis
48 = 2.3, etenfin 60 = 22 - 3 - 5. Nous y reviendrons plus tard.

Question 19.2. Comment déterminer le pged (a,b) entre deux entiers quelconques a > 1
etb>17?

Réponse : grace a 1’algorithme d’Euclide !
Ainsi, on peut supposer a > 1 et b > 1. Quitte a les permuter, on peut aussi supposer
que a > b > 1. Alors, divisons avec reste a par b :

a=qb+r,

avec des entiers naturels g et 0 < r < b. Mais comme r est (strictement) inférieur a b, on
peut spontanément avoir I’idée de re-diviser b par ! Ce qui donne :

b =ur+s,

avec un certain reste 0 < s < r. Mais alors pour la méme raison, on peut donc encore
re-diviser r par s :
r=uvs+1t,
avec encore un certain reste 0 < ¢ < s, et ainsi de suite.
Comme I’alphabet ne contient qu’un nombre limité de lettres, si on veut décrire com-
pletement ce procédé, il est nécessaire d’introduire un formalisme mathématique avec des
indices. Commencons alors par renommer :

ro = a, ry =0, q1 = q, ro =T,
de telle sorte que nos deux premieres divisions peuvent s’écrire :
To={qi171 T T2,
T1 = Q272 + T3,

en nommant r3 le dernier reste qui apparait.
Alors en poursuivant indéfiniment ces divisions successives, nous aboutissons a un ré-
sultat qui peut étre représenté au moyen d’un diagramme en forme diagonale descendante :

ro=q17T1 + T2,

rL=(Q27T2 + T3,

Tic1 = ;T + Tit1,

Te—2 = qe—1Te—1 +[7¢],
re-1 = qe[re]+0,
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avec, a chaque étape, un nouveau reste 7, strictement inférieur au précédent :
0 < riy1 <y
Assertion 19.3. A partir d’un certain rang, le dernier reste obtenu devient égal a 0.
Preuve. En partant du premier reste :
r = ry < b,
les restes suivants décroissent strictement a chaque étape :
0 vvenes <rg < ry < b,

et comme ils sont tous positifs, ils sont minorés par 0.

Le nombre de restes r; strictement positifs est donc nécessairement fini. Appelons alors ¢
ce nombre, avec ¢ > 1 etr, # 0, exactement comme cela était visible dans I’avant-derni¢re
ligne du diagramme en diagonale descendante.

Par définition de /, le prochain reste 7,1 = 0 est nécessairement nul. C’est bien ce que
montre la derniere ligne écrite dans le diagramme. U

Ce dernier reste non nul 7, # 0 joue un role capital dans la théorie arithmétique.
Proposition 19.4. On a r; = pged (a, b).

Démonstration. Notons de maniére abrégée d := pged (a, b). Ainsi, d|rg et d|r, avec d
maximal, d’ailleurs.

Comme 79 = ¢ — ¢ 7'1, on voit que d | 5 aussi, puisque rg, 7, multiples de d impliquent
ro — q1 v multiple de d.

Ensuite, 73 = r; — qo 15 est aussi divisible par d, et ainsi de suite.

A la fin, d | 7o_o et d|ry_y impliquent d |7y, car r, = ry_9 — qp_1 r¢—1. Autrement dit
pgcd (a, b) | ry, et donc :

(19.5) pged (a,b) < 7y

Maintenant, comme des saumons, remontons la cascade diagonale, en partant du bas
(droite) vers le haut (gauche). L’égalité r,_; = ¢, ry dit que r,_; est divisible par r.

Puis ry_o = qy_1 7¢_1 + 1 entraine que r,_ est divisible par r,.

Puis ry_3 = qv_2 7¢—2 + 1¢_1 entraine que r,_3 est divisible par ry, et ainsi de suite.

A la fin, c’est-a-dire en haut (regarder encore le diagramme),  1’avant-dernier étage
supérieur, | = ¢o 79 + r3 entraine que r; = b est divisible par r,, puis, a la source du
torrent tout en haut, vy = ¢ 1 + 9 entraine que ry = a est divisible par 7.

Ainsi, ry | a ety | b. Comme le pged est le plus grand des diviseurs simultanés possibles,
il est clair que :

Ty < ngd (av b)7
ce qui est I’inégalité opposée de celle, (19.5), déja obtenue. En conclusion, on a bien :
pged (a,b) = 4. O

Ensuite, on peut se convaincre en y réfléchissant que toutes ces opérations ne dépendent
que des deux entiers a et b fournis au départ. En particulier, tous les restes r; construits pas
a pas ne dépendent que de a et de b. Et dans un instant, nous allons dévoiler des formules
qui expriment les restes r; comme combinaison linéaires de a et de b.
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A cette fin, outre la suite connue :
ro = a, ry = b, Titl = Ti-1 — ¢ Ty (I<i<e-1),

introduisons les deux suites auxiliaires assez similaires :

up == 1, uy = 0, Uil = Ui—1 — G Uy (1<i<e-1),
Vg = O, v = 1, Vig1 — Vi1 — q; Y (1<i<e-1).
Lemme 19.6. Pour tout i = 0,1,2, ...,/ le reste r; se représente comme la combinaison

linéaire suivante de a et de b :
wa+v;b=r;.

Démonstration. Pour 7 = 0, vérifions :
upa+vgb =1-a+0-b 2 ro,
ce qui est vrai car a = 7 par définition.
Pour ; = 1, vérifions :
upa+vib=0-a+1-b 2 r1,

ce qui est a nouveau vrai car b = r; par définition.
En raisonnant par récurrence double, supposons que pour un certain indice ¢ avec 1 <
1 < ¢ — 1, on ait démontré les deux formules :

Ui—1a+vi1b = rig,
wa+vb =
et demandons-nous si, a I’étage en-dessous, on a encore :
2
Uiyl @ + Vi+1 b = Ti+1,
ou, de maniere équivalente, sion a :
92
(Ui—l — 4 Uz) a+ (Uz‘—l — 4 Ui) b=ri1—qr;.

Mais apres réorganisation, et factorisation de deux termes a gauche par ¢;, ceci équivaut a
I’identité vraie tautologiquement :

oui
Uz‘—la‘l'vi—lb_(h'(uia"'vib) = Ti—1 — T O
—— ~——
=Ti-1 =T

A la fin tout en bas, pour ¢ = ¢, on obtient donc une représentation :
upa+ vy b = pged (a,b),
du pgcd (a,b) = r, comme combinaison linéaire de a et de b.

Théoreme 19.7. Le pgcd entre deux entiers quelconques donnés a > b > 1 se calcule
en effectuant I’algorithme d’Euclide, et en mémorisant les résultats intermédiaires jusqu’a
obtenir :

pged (a,b) = wpa +vpb Queez, v ez). [

Toutefois, cet énoncé n’est pas assez précis, techniquement. 1l sous-entend que I’on doit
implémenter les trois suites {r; }¢_o, {u;}_y, {vi}i_,, ce qui fonctionne tres bien sur ordi-
nateur, mais comme les ordinateurs ne sont pas autorisés lors des examens universitaires, il
est tout a fait 1égitime de se poser la
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Question 19.8. Comment calculer, concrétement et manuellement, une représentation li-
néaire du pgcd entre deux entiers sous la forme :

pged (a,b) = va+vb ?

Répondons a cette question en traitant un exemple, qui va nous faire comprendre com-
ment les deux suites auxiliaires {u; }¢_,, {v; }{_, interviennent naturellement.

Soit, comme précédemment, a déterminer pged (126, 35). Comme nous 1’avons déja vu,
I’algorithme d’Euclide donne :

126 = 3-35 + 21
3b=1-21+ 14
21=1-14+ 7
14 =2-7+0,
un pged égal a 7, au bout de ¢ = 4 lignes. Alors, comment trouver u, et v, satisfaisant
ug 126 + v4 35 = 7 7 En se ré-incarnant sous la peau d’un saumon !

Partons en effet de I’avant-derniere ligne, en ne conservant que 7 a droite — attention !
il faut lire ces calculs du bas-droite vers le haut-gauche ! —, et remplagons via la commande

rplz
2:126—-7-35 = —1-35+2- (126 —3-35) =
—1-35+2-21,,) =21 —1-(35—-1-21) =

21-1-14, = 7.

Effectivement, on a bien en haut a gauche 252 — 245 = 7.
«Pour le fun », et avant de clore cette section, toujours avec ry = a et r; = b, expliquons
ce qui se passe généralement lorsqu’on a 4 étages :
o = q1 71+ T,
T1 = Q272 + T3,
Ty = (373 + Ig,

r3 = quTyq + 0,

ce qui donne en remontant depuis 1’avant-derniere ligne :

(1+q3Q2)7“0+<—Q3—Q1—Q3QQQ1)T1Z—Q37“1+(1+Q3Q2)<7“0—Q17“1) =
=: Uy =14
—q3r1 + (1+Q3q2)72rpl =71y —q3(ri — qor2) =

T2 — q3L3rpl = Ig.

20. Théoreme de Bézout

Cette valeur terminale 7, = pgcd (a, b) de 1’algorithme d’Euclide vaut parfois r, = 1,
et parfois, elle satisfait r, > 2. Ces deux cas sont extrémement différents, et ils motivent
une conceptualisation adéquate. Rappelons que pour deux entiers a et b éventuellement
négatifs, on a défini :

pged (a,b) = pged (|al, [b]).
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Définition 20.1. On dit que deux entiers relatifs a € Z et b € Z sont premiers entre eux

lorsque % :

1 = pged (a,b),
et on note cette propriété 1 :
aNb = 1.
On dit parfois aussi que a est premier a b, ou que b est premier a a.
L’aboutissement ultime de I’algorithme d’Euclide, c’est le résultat hyper-important sui-

vant, ultra présent dans tous les exercices et dans tous les examens de L1, L2, L3, MI, et
dont le slogan mnémotechnique '* pourrait étre : « Bézout partout ».
1

Théoréme 20.2. [Bézout] Pour toute paire d’entiers a,b € 7. quelconques avec (a,b) #
(0,0), il existe u,v € Z tels que :

ua+vb = pged (a,b).
De plus, on a équivalence entre :

(i) a et b sont premiers entre eux, i.e. 1 =a N b;
(ii) il existe u,v € Z tels que 1 = ua +vb.

Les entiers u et v ne sont jamais uniques, car en prenant v’ := u + Abetv := v — Aa,
avec A\ € Z quelconque, on a encore :

(u+Ab)a+ (v—Aa)b = ua+vb = pged (a,b).
Démonstration. On a vu il y a un instant que :
ua+v,b = 1y = pged(a,b),
donc la premiere affirmation était en fait déja « okay ».

(i) = (i) revient alors a la Définition 20.1.

(ii) = (i) Sidonc 1 = ua+vb, soit d € N un diviseur commun a a et a b. Puisque d | a
etd|b, il vient :

d| (va+uvb),
c’est-a-dire d | 1, ce qui force d = 1. Le maximum des d divisant a et b ne peut donc qu’étre
égal a 1, donc en conclusion pged (a, b) = 1. O

12.  Ceci exclut (a, b) = (0, 0), dont le pgcd vaut O par convention
13. Certains auteurs utilisent la notation raccourcie a A b pour désigner pged (a, b), ce qui est cohérent.
14. Certains auteurs appellent ce résultat Théoreme de Bachet-Bézout.

Ornithorynque!... Boit-sans-soif!...

Bachi-bouzouk!... Anthropophage ...

Cercopitheque!... Schizophréné!. ..
Heu... Jocvrisse !...

[nutile, capitaine.
Il est trop loin,
maintenant.

Mais la préciosité de notre langue nous retient avec pudeur d’oser utiliser une terminologie qui pourrait
évoquer ou rappeler I’un des jurons compulsifs et dégueulatoires du Capitaine Haddock.



50 Francois DE MARCAY, Département de Mathématiques d’Orsay, Université Paris-Saclay, France

Etant donné deux entiers relatifs non nuls a,b € Z* premiers entre eux, a savoir avec
1 = pgcd (a, b), on peut supposer, quitte a changer leurs signes, que 1 < a, b, et alors, ce
Théoreme 20.2 de Bézout fournit u, v € Z satisfaisant, quitte a remplacer v — —v :

ua—vb = 1.

On peut aussi supposer 1 < a < b. On sait qu’il n’y a pas unicité, puisque, pour tout entier
k € Z, on a encore :
(u+kb)a— (v+ka)b = 1.

Question 20.3. Peut-on restreindre le domaine des valeurs de u et de v, de fagon a avoir
quand méme une certaine forme d’unicité ?

Le cas 1 = a est inintéressant, car alors 1 A b = 1 est automatique, et en prenant u := 1
puis v := 0, il est trivial que :
1-1-0-b = 1.
Donc on peut supposer que 2 < a < b, avecen faita < bsil =a A D.

Théoreme 20.4. Soient deux entiers 2 < a < b premiers entre eux. Alors il existe u et v
uniques avec :

0<u<g<b-1 et 0<v<a—1,
satisfaisant une identité de Bézout :
uva—vb = 1.
Démonstration. Unicité. Supposons qu’il y ait deux identités de Bézout :
ua—vb =1,
wa—1b =1,
avec 0 <wu,u' <b—1,etavec 0 < v,
(20.5) (u—u)a = (vV=v)b,

avec, comme nous le savons de Marseille :

< a — 1. Alors par soustraction, il vient :

‘u—u'|<b—1 et ‘v’—v‘ga—l.
Mais alors, a cause de la primalité relative 1 = a A b, le Théoreme 21.1 de la Section 21
suivante force dans I’équation (20.5) :
al (v —wv), d’ou v = v,
b (u—u'), d’ol u=u.
Existence. Répétons que si (ug, vg) est une solution quelconque, fournie par le Théo-
reme 20.2 de Bézout :
upa —vgb = 1,
alors pour tout k£ € Z, on a encore une solution :
(uo—l—kb)a— (U0+ka)b = 1.
—— ——
= U =0
Grace a ce que nous connaissons de la congruence modulo I’entier a > 2, nous pouvons

choisir k afin que :
0<v+ka <a-1.
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Nous avons donc trouvé v et v satisfaisant :
ua—vb =1 avec 0<v<a—1.
Assertion 20.6. Alors automatiquement, ona 0 < u < b — 1.

Preuve. Ecrivons :

ua =1+vb [Implique u > 0]
<1l+4+(@—1)b
=ab—(b—1)
[2 <] <ab—1,
donc :
0 <u< b—%,
et comme u est entier, on a bien v < b — 1. Ol

En conclusion, nous avons bienua—vb=1,avecO0 <u<b—1letavecO<v <a—1
uniques. U

21. Théoreme de Gauss et applications
Voici un énoncé extrémement célebre et universellement utile en arithmétique.

Théoreme 21.1. [Gauss] Si deux entiers a,b € Z sont premiers entre eux a N\ b = 1, alors
pour tout c € 7. :
al|be — al e

Informellement : si a est «étranger» a b, il ne peut posséder de « points communs »
b
qu’avec c.

Démonstration. Par le Théoreme 20.2 du Bizou, il existe deux entiers u,v € Z tels que
ua+vb=1.0Onaalorsuac+ vbc=c. Comme a|ac trivialement et comme a | b ¢ par
hypothese, on obtient :

a| (vac+wvbe),

c’est-a-dire a | c. O

Le Théoreme 21.1 de Gauss est tres utile, car il permet souvent de simplifier certaines
situations. Par exemple si on sait que 3|2n, alors on peut en conclure que 3 |n. Voici
d’autres énoncés parfois bien utiles.

Proposition 21.2. Soient a, b, c trois entiers quelconques. Si a et b sont tous les deux
premiers a ¢, alors leur produit a b est aussi premier a c.

Démonstration. 11 s’agit de faire voir que :
d = pgcd (ab, c)

est égal a 1.
Comme d | ¢, il y a un entier e avec d e = c. Ensuite, grice au Théoreme 20.2 de Bézout,
I’hypothese 1 = a A ¢ s’exprime par une identité :

l =ua+ve =ua+ (ve)d,

qui montre que a et d sont aussi premiers entre eux.
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Par ailleurs, comme d | a b par définition et comme nous venons de dire 1 = d A a, le
Théoreme 21.1 de Gauss force d | b. Or par hypothese, d | ¢ aussi. Enfin, comme b et ¢ sont
premiers entre eux, on a bien d = 1.

Une autre preuve plus directe-mécanique consiste a multiplier deux relations de Bézout
exprimant les primalités relatives 1 =aAcetl =bAc:
1 =au-+co,
1 =0br+ecs,

pour en déduire, grace a la formule transcendantale de 1’unité qui se reproduit elle-méme :
1-1 =1,
une relation de Bézout entre a b et ¢ :

1 = (au+cv) (br+cs)

= aqubr+aucs+cvbr+cvcs

= ab(ur)+c(aus+vbr+uvcs). O

Proposition 21.3. Si a et b sont deux entiers premiers entre eux, et s’ils divisent tous deux
un certain entier c, alors leur produit a b divise aussi c.

Démonstration. En effet, on peut écrire a u = ¢ avec un entier u.

Ensuite, comme b divise c et que b est premier a a, le Théoréme 21.1 de Gauss nous dit
que b doit diviser u, ¢’est-a-dire b v = u avec un entier v.

Enfin, on conclut bien que ab divise ¢ grace a :

¢c=au = abw. O

Encore une fois, ce dernier résultat est tres intuitif : si a et b divisent ¢, une raison pour
laquelle a b ne doit pas forcément diviser ¢ est que a et b auront peut-étre des diviseurs en
commun, et le produit a b peut étre « trop gros » pour diviser c. Par exemple 6 et 3 divisent
12, mais pas leur produit 3 - 6 = 18 °.

Mais si on suppose a et b premiers entre eux, ils n’ont par définition aucun diviseur en
commun, et on s’attend alors bien a ce que a b divise c.

On peut aisément généraliser 1’énoncé précédent pour obtenir le résultat suivant, tres
pratique.

Proposition 21.4. Soient ay, ..., a, avec r > 2 des entiers premiers entre eux deux a deux,
c’est-a-dire satisfaisant :

1 = pged (a;,, ai,) (V1<ii#ia<r).
S’ils divisent tous ay | n, ..., a, | n un entier n donné, alors leur produit a; as - - - a, divise

aussi [’entier n.

Indication de preuve. Raisonner par récurrence sur le nombre r > 2 d’entiers a;, en appli-
quant a chaque fois la Proposition 21.3. U

15. Tout le monde aura maintenant bien compris I'intérét incomparable du cours d’arithmétique : deux
étudiants ayant obtenu 3 sur 20 et 6 sur 20 a I’examen partiel de chimie des matériaux n’auront qu’a entrer
en réaction multiplicative afin d’augmenter superbement leur note !
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Pour terminer cette Section 21, revenons maintenant au Théoreme 20.2 de « Bézout-
partout '® », afin de mieux présenter ce qu’il exprime véritablement.

Considérons le cas général ol a et b sont deux entiers quelconques, non nécessairement
premiers entre eux, et introduisons :

d := pgcd (a,b).
Comme d | a et d | b par définition, on peut factoriser :
a=dad et b =dV,

au moyen de deux entiers uniques a’ et &'. Que dire alors de o’ et de b ? Attention ! On doit
tenir compte du fait que d est maximal parmi les diviseurs communs de a et de !

Souvenons-nous en effet que le pgcd entre deux entiers représente fout ce que ces entiers
ont en commun d’un point de vue arithmétique. On doit donc s’attendre a ce que a’ et b’
soient premiers entre eux — et c’est bien le cas !

Proposition 21.5. Toute paire d’entiers a,b € Z avec (a,b) # (0,0) se factorise sous la
forme :

a = da - pged (a,b), a =10 pged(a,b), avec 1 =dAV.

Preuve. En effet, d’aprés le Théoreme 20.2 de Bézout, d := pged (a, b) est combinaison
linéaire entiere de a et de b :

d =ua+vb
= udad +vdl,
et apres division par d de cette égalité, on voit bien que a’ et b’ sont premiers entre eux :
1 =uwud+vb. 0O

22. Equations linéaires a coefficients entiers

Grice a toutes ces études préparatoires basées sur I’ Algorithme d’Euclide, nous pouvons
maintenant étudier un type de problémes tres anciens, auquel le pged est tres fortement 1ié :
les équations linéaires a coefficients entiers. Il s’agit d’équations de la forme :

ar+by = c,

ol a, b, ¢ sont des entiers constants fixés dans Z, et ot on cherche des solutions (z, y) telles
que x € Z ety € Z soient tous deux entiers.

Exemple 22.1. On dispose de billets de 20 et 50 euros. Combien y a-t-il de fagons, et
quelles sont-elles, de réunir la somme de 240 euros ?

Apres quelques instants de réflexion, on comprend que la question revient précisément
a trouver tous les entiers naturels z > O ety > 0 tels que :

20 + 50y = 240.

Sans s’aider d’un distributeur de billets, le lecteur est invité a résoudre ce petit exercice par
lui-méme. Mais pour la question mathématique générale, on admet que x et y puissent étre
négatifs, i.e. avoir un compte en banque a découvert.

16. — c’est-a-dire partout dans les exercices de Travaux Dirigés, les Devoirs a la Maison, les Examens
Partiels, et les Examens Terminaux —
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PIECES DE MONNAIE

Utilisation des congruences (modulo)
pour résoudre un probleme de pieces de monnaie

J'achéte 351 euros avec un lot de piéces de 17 et 18 euros.
Combien de piéces de chaque?

On pose I'équation 18x+17y =351

On cherche une solution simple, 18-17 = 1
en utilisant le fait que 17 et 18 18x 351 -17 x 351 =351
sont deux nombres consécutifs

Retranchons membre a membre 18x+17y =351

les deux équations 18x 351-17 x 351 =351
Résultat 18(x - 351) =-17(y + 351)
Et pour x x =-17(y + 351)/18 + 351
Si on divise x par 17, on obtient x mod 17 =0 +351 mod 17

les restes suivants (x mod 17)
Or, le reste de 351 par 17 est 11 xmod17 =11
Autrement dit x est un multiple de X =17k+11

17 plus 11
Méme chose pour y y =-18(x-351) /17 -351
En reste par 18 y mod 18 =9 (ou -9)
Valeur de y y =-18Kk'+9
Essayons k=k'=0 18x11+17x9 =198 +153=351
Avec d'autres valeurs, on trouve 18x 28 +17 x9 =657

des valeurs trop grandes pour x 18x11-17x9 =45
ou négatives poury

Seule solution x=11 ety=9

En fait, on sait bien que I’équation ax + by = c représente une droite dans le plan
R? muni des coordonnées (z,y). Ce plan est un continu 2-dimensionnel, ¢’est-a-dire que
partout et a tous les endroits, il y a une infinité de points arbitrairement proches les uns des
autres. Et nous savons bien qu’au voisinage de chacun de ses points, une droite dans le plan
contient aussi une infinité de points arbitrairement proches les uns des autres.
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|\

Mais si on ne recherche que les solutions entieres de ax + by = z, on voit qu’on ne
s’intéresse qu’a I’intersection de cette droite avec le réseau des nombres entiers :

ZxZ = {(z,y) eR*: z€Z, yel}.

Sur la figure, I’équation de la droite esty = 1 4 % x, c’est-a-dire —2x 4+ 5y = 5, etde cinq
en cing en montant du bas-gauche vers le haut-droite, les petits carrés bleus capturent les
points dont les deux coordonnées sont entieres.

Fixons donc a, b, c € Z, et examinons tout d’abord, le cas dégénéré ou a = b = 0 pour
lequel 1’équation a résoudre :

?

ar+by =0x+0y =0 = c,

n’a de solutions que si ¢ = 0, et dans ce cas :

0x+0y°:mO (Vz, V),
est trivialement satisfaite. L’ ensemble des solutions est donc (doublement) infini.

On peut donc supposer dorénavant que a et b ne sont pas tous les deux nuls. Alors
grace au Grand Bézout, nous allons pouvoir résoudre totalement cette équation a inconnues
entieres.

Comme a I’accoutumée, notons d := pgcd (a,b), avec d # 0 puisque (a,b) # (0,0).
Alors a = da’ et b = dU/, avec a’ et b’ premiers entre eux, comme cela a été vu dans la
Proposition 21.5. L’ équation a résoudre :

ar+by = c¢ — da'z+dVy = c,

force visiblement c, a droite, a étre multiple de d, a gauche. Donc elle n’a aucune solution
lorsque c n’est pas divisible par d — Argl!

Qu’a cela ne tienne, supposons dorénavant que ¢ = d ¢ est multiple de d = pged (a, b).
L’équation a résoudre équivaut alors a :

da'z+dbVy = dd, — dr+Vy=c.
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Alors le fait que o' N\b' = 1 améliore énormément la situation. Car si jamais on avait ¢’ = 1,
on reconnaitrait une relation de Bézout :

adr+by =1,
dont on sait qu’il existe au moins une solution (., y.), d’apres le Théoréeme 20.2.

Proposition 22.2. Soient trois constantes entieres quelconques a,b,c € Z avec (a,b) #
(0,0). Alors si d := pged (a,b) divise ¢, ’équation ax + by = ¢ posséde au moins une
solution entiere (o, vy) € 7 X Z

Démonstration. En multipliant par ¢’ une telle solution « bézoutique » (., y.) :

d(d a4y =1) devient a (da)+V (dy.) = ¢,
=: x9 =:yo

on trouve au moins une solution (xg, yo) de a’ xy + V' yo = ¢/, et enfin aprés multiplication
par d :

d(dzg+by =) devient da o+ db yy = dc,
on trouve une solution (zo, yo) de ’équation proposée au début a zy + byy = c. O

Et c’est encore de Bézout (partout) que nous allons nous servir pour établir le

Théoréme 22.3. Soient trois constantes entiéres quelconques a,b,c € 7 avec (a,b) #
(0,0). Alors I’équation a x +by = c posséde au moins une solution entiére (x,y) € Z X Z
si et seulement si d := pged (a, b) divise c.

Dans ce cas, en posant a = da’, b = dbV avec ' NV =1, et ¢ = d, et en partant
d’une solution particuliére quelconque (x4, 1yo) € 7 X 7 de I’équation "’ :

y

axyg+ by = c,

I’ensemble de toutes les solutions de a x + by = c est infini, et est égal précisément a :
Sol = { (w0 + Uk, yo—a'k): ke Z},

Effectivement, cet ensemble est infini, car il contient autant d’éléments qu’il y a d’entiers
quelconques k € Z. Autrement dit, Sol est paramétré par Z.

Démonstration. Quitte a échanger a <— b, on peut supposer que a # 0. On suppose donc
aussi que ¢ = d ¢, sinon, comme nous venons de le constater, il n’y aurait aucune solution.
Prenons alors une solution entiére quelconque (x,y) de ax + by = c¢. L’astuce intersi-
dérale, utilisé dans toutes les galaxies mathématiques autant en Algebre Linéaire que dans
la théorie des Equations Différentielles, consiste a lui soustraire une solution particuliére :
ar+by = c,
o+ byy = ¢ — a(m—xo)—i-b(y—yg)zo,
afin de se ramener a une équation plus simple de second membre €gal a 0, et avec seulement
deux termes.
Dans cette équation, remplacons a = da’ (avec @’ # 0 puisque a # 0), remplagons
b = dV, puis divisons par d (non nul), pour obtenir une égalité :

(22.4) a(x—x0) =V (yo—y),

17. — nous venons d’argumenter qu’il en existe au moins une —
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qui montre que a’ divise b/ (yy — y). Mais comme a’ A b’ = 1, le Théoréme 21.1 de Gauss
force yy — y a étre divisible par a’.
Autrement dit, il existe k € Z tel que :
Yo —Y = (I/ ka
ce qui montre que y = yo — a’k est de la forme annoncée dans Sol.
Ensuite, en remplacant dans (22.4), nous obtenons a'(z — x¢) = b'a’k, et apres division
par @’ qui est non nul, nous obtenons aussi I’expression de = annoncée dans Sol :
x = a9+ Uk

En définitive, nous venons d’achever de faire voir que si (z,y) est une solution entiere
quelconque de a x + by = c, alors elle est nécessairement de la forme annoncée dans Sol.
Yep!

Mais pour terminer rigoureusement la démonstration, il reste encore a vérifier que r =
xo+ bk, y =yo— a'k avec k € Z arbitraire est effectivement une solution, ce qui est vrai
grace a une annihilation couplée :

c = axr—+by
= dd (wg+ b k) +dbV (yo—d k)
=arg+dd bk, +byy—dbadk,

=c OUI. O

23. Plus Petit Commun Multiple ppcm

La notion de plus petit commun multiple est tres proche de celle de plus grand commun
diviseur — elle est en quelque sorte « duale ».

Définition 23.1. Le ppcm entre deux entiers positifs a > 0 et b > 0 avec (a, b) # (0,0) est

I’entier :

ppcm (a,b) := min {n € N*: n multiple de a, n multiple de b}
= min {ne N*: a|n, b|n}
On convient que ppcm (0,0) := 0, et pour a, b € Z de signe quelconque, on pose :
ppem (|al, [b]) := ppem (a, b).
Evidemment, on a poura,b > 0:
ppcm (a,b) = ppcm (b, a), ppcm (a,0) = a, ppcm (0,0) = b.

Donc puisque le signe ne compte pas, nous pouvons supposer a partir de maintenant que
a>=>letb>1.

Il existe effectivement un lien fort entre pged et ppcm. Déja, il est clair que a b est
toujours un multiple commun a a et a b, mais ce n’est cependant pas toujours leur ppcm,
car on peut voir qu’il existe souvent des multiples communs a a et a b qui sont plus petits.

Soit en effet d := pged (a, b). On peut écrire a = da’ etb = d b/, ot a’ et b sont premiers
entre eux. Alors da’ b’ est toujours un multiple de a, car il s’agit de a b’. Mais c’est aussi

toujours un multiple de b, puisqu’on peut aussi I’écrire b a’. C’est donc un multiple commun
aaetab!
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Or on voit bien que d a’ b’ est en général '®

plus petit que :
ab = d*d'.
En fait, nous pouvons démontrer que cet entier d a’ b’ est le ppcm de a et de b.

Théoréme 23.2. Soient deux entiers a > 1 et b > 1. Soient aussi o/, b avec 1 = o’ ANV
définis par a = da', b = dU'. Alors :

d := pged (a,b) et m := ppcm (a, b),

satisfont :

ab

m = — =ddl.

Démonstration. Comme a | m, il existe un entier k£ > 1 tel que :
(23.3) m=ak = dd k.

Or b = d U/ divise aussi m, c’est-a-dire d b’ { da'k,d’ou b’ |’ k apres division (simplifica-
tion) par d > 1. Mais comme ¥’ est premier a a’, le Théoreme 21.1 de Gauss force k = b’ £’
a étre multiple de ¥', avec k' > 1 entier.

En revenant a (23.3), il vient alors :

m = da VK.

Autrement dit, nous venons de démontrer que tout entier m qui est multiple de a et de b est
un multiple, au moyen de &' > 1,de dd’ V.

Mais comme nous avons compris plus haut que d a’ b’ est déja multiple de a et de b, et
comme m est par définition le plus petit multiple commun, il faut choisir £’ := 1, ce qui
conclut I’argumentation. U

Corollaire 23.4. Avec a > 1 et b > 1 entiers, le produit ab coincide avec ppcm (a,b)
lorsque, et seulement lorsque pged (a,b) = 1. O

24. Décomposition des entiers en facteurs premiers

Introduisons maintenant une notation primordiale, et toujours tres riche en mysteres
mathématiques inexpugnables.

Définition 24.1. Un nombre entier p € N est dit premier si p > 2 et si ses seuls diviseurs
positifs sontd = 1 et d = p.

Par exemple, 37 est un nombre premier. Il est important de faire remarquer que 1 n’est
pas considéré comme étant un nombre premier. La plupart du temps, les nombres premiers
seront désignés au moyen de la lettre p.

L’ensemble des nombres premiers sera noté :

2 = {2,357, 11, 13, 17, ... }

18. — deés que d > 2, car alors d? > d, strictement —
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Voici d’ailleurs la liste compléte de tous ceux qui sont inférieurs a 1 000 :

2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59, 61,
67, 71, 73, 79, 83, 89, 97, 101, 103, 107, 109, 113, 127, 131, 137,
139, 149, 151, 157, 163, 167, 173, 179, 181, 191, 193, 197, 199, 211
223, 227, 229, 233, 239, 241, 251, 257, 263, 269, 271, 277, 281, 283,
293, 307, 311, 313, 317, 331, 337, 347, 349, 353, 359, 367, 373, 379,
383, 389, 397, 401, 409, 419, 421, 431, 433, 439, 443, 449, 457, 461,
463, 467, 479, 487, 491, 499, 503, 509, 521, 523, 541, 547, 557, 563,
569, 571, 577, 587, 593, 599, 601, 607, 613, 617, 619, 631, 641, 643,
647, 653, 659, 661, 673, 677, 683, 691, 701, 709, 719, 727, 733, 739,
743, 751, 757, 761, 769, 773, 787, 797, 809, 811, 821, 823, 827, 829,
839, 853, 857, 859, 863, 877, 881, 883, 887, 907, 911, 919, 929, 937,
941, 947, 953, 967, 971, 977, 983, 991, 997.

Certaines représentations imagées sont plus parlantes.

1 Y 5 3 7 BEIED

12 14(15|16 18EK:) 20
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43 47 53 59 61 67 F172£74/75(76 177178} 80
71 83 89 97 S 9 S

En mathématiques, la spirale d’Ulam, ou spirale des nombres premiers est une méthode simple
pour représenter les nombres premiers qui révele un motif qui n’a jamais été pleinement expliqué.
Elle fut découverte par le mathématicien Stanislaw Ulam, lors d’une conférence scientifique en
1963.

L Wi o0 o[l o6 o5 01 03 22 01
2 65 64 63 c2 i ol 52 57 w0
36 35 3

as a9 soff]

L a0 81 82

Ulam se trouvait coincé, contraint d’écouter « un exposé tres long et trés ennuyeux ». Il passa son
temps a crayonner et se mit a gribouiller des entiers consécutifs, commencant par 1 au centre, dans
une espece de spirale tournant dans le sens inverse des aiguilles d’une montre. Il obtint une grille
réguliere de nombres, démarrant par 1 au centre, et spiralant vers 1’extérieur, comme ci-dessous.
Puis, Ulam entoura tous les nombres premiers, et il obtint alors I’image suivante.
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317736*35*34*33*3273]1 37}-36—35—34—33—32—{31
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A sa surprise, les nombres entourés tendaient 2 s’aligner le long de lignes diagonales. L’ image
suivante illustre ceci. C’est une spirale d’Ulam de 200 x 200, ou les nombres premiers sont des
points noirs. Des diagonales noires sont clairement visibles.

g ranEg v
o m

me A T

1Y

L

.'I'
Wi
e
‘?

%
E
*

kS

e
i

Il apparait donc des lignes diagonales comportant une grande quantité de nombres premiers.
Ceci semble rester vrai, méme si le nombre central au départ est plus grand que 1. On remarque
donc qu’il semble exister une infinité d’entiers naturels a, b et c tels que la fonction :

f(n) == an*+bn+c

génere un nombre extraordinairement grand de nombres premiers. Néanmoins, aucune démonstra-
tion n’est connue sur Terre qu’il existe une infinité de nombres premiers de la forme an? 4 bn + ¢
pour a # 0, b, ¢ bien choisis.

Pour les traqueurs de nombres premiers, ces nombres étaient familiers. Au XVII siecle,
Euler avait avancé la formule n?+n-17 qui, pour des valeurs successives de n, donnait des nombres
premiers de n = 0 a n = 15. En fait, ces seize nombres premiers sont ceux qui apparaissent sur la
diagonale principale de la spirale d’Ulam avec 17 comme nombre central de départ : 17, 19, 23, 29,
37, 47,59, 73, 89, 107, 127, 149, 173, 199, 227 et 257.

Euler proposa une autre formule, n? — n + 41 qui, pour des valeurs successives de n entre 1 et
40, ne produit que des nombres premiers.

Par calcul sur ordinateur, on montra que la formule d’Euler n? — n + 41 était étonnamment
bonne, puisqu’elle engendre des nombres premiers inférieurs a dix millions dans 47,5% des cas.

Ii‘eme

Apres cette parenthese culturelle, revenons au cours formel.
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Proposition 24.2. Deux nombres premiers p # p' € & distincts sont toujours premiers
entre eux p A\p' = 1.

Autrement dit, leur pged est égal a 1.

Démonstration. Notons donc d := pged (p,p’). On a d|p et d|p/, et comme les seuls
diviseurs d’un nombre premier sont 1 et lui-méme, il vient :

(dzl ou dzp) et (dzl ou d:p’).
La seule possibilité commune — c’est-a-dire satisfaisant ce «et» — estd = 1. U

Ensuite, nous pouvons obtenir I’énoncé suivant, dans lequel le symbole { signifie « ne
divise pas ».

Proposition 24.3. Soit un nombre premier p € . Alors, pour tout a € 7, on a équivalence
entre :

(i) p et a sont premiers entre eux;
(ii) pta. O

Démonstration. L’implication (i) = (ii) est évidente, car en partant de 1 = p A a, si on
avait non (ii), c’est-a-dire si p divisait a, alors pged (p, @) = p serait > 1!

Montrons maintenant (if) = (i). Soit d := pged (p,a), d’ou d|p,doncd =1oud =p
car p est premier. Mais d = p est impossible, car d|a et p 1 a par I’hypothése (ii). Donc
d =1 = p A a, c’est-a-dire que p et a sont premiers entre eux. U

On en déduit un troisieme énoncé, classique et célebre.

Théoreme 24.4. [Euclide] Soit un nombre premier p € &2. Alors pour tous a,b € Z, on
a:

p‘ab — <p|a ou p\b).
Si de plus a et b sont premiers, alors p = a oup = D.

Autrement dit, un « atome » donné ne peut se trouver que dans une seule des deux molé-
cules, et si les molécules elles-mémes sont des atomes, alors I’atome donné est égal a I’une
des deux.

Démonstration. Soient a,b € Z avec p|ab. Sip|a,iln’y arien a faire.

Si p 1 a, alors la Proposition 24.3 précédente montre que @ et p sont premiers entre eux.
Mais alors le Théoréme 21.1 de Gauss garantit que p | b, ce qui était annoncé.

Quand a et b sont premiers, par définition, leurs seuls diviseurs sont 1, a et 1, b. On vient
d’obtenir p|a ou p|b. Sic’est p|a, alors p = a. Sic’est p|b, alors p = b. O

La généralisation suivante du Théoreme 24.4 d’Euclide va s’avérer d’une utilité extré-
mement importante sur le plan technique dans ce qui va suivre.

Proposition 24.5. Soit un nombre premier p € &2. Alors pour tous a,b,c,... . { € Z, on
a:
plabe--- L — <p|a ou plb ou plc ou --- ou p|€>.

Si de plus tous les facteurs a, b, . .., ¢ sont premiers, alors p =a, oup =0>, ..., oup = (.
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Démonstration. 1l suffit de raisonner par récurrence sur le nombre de facteurs en appliquant
successivement le Théoreme 24.4 précédent. U

Terminologie 24.6. Etant donné un nombre entier n > 2, on appelle diviseur de n tout
entier d | n qui divise n. On dit que d est un diviseur strict lorsqu’on a de plus 1 < d < n.

Alors on peut écrire n = d m avec m € N. Dans le cas strict 1 < d < m, observons que
I’on a aussi 1 < m < n. En effet, si on avait m = 1, on aurait n = d, ce qui n’est pas. Si
on avait m = n, on aurait 1 = d, ce qui n’est pas non plus.

Nous pouvons dorénavant énoncer et démontrer le résultat principal de ce chapitre,
«découpé » en deux théoremes, d’existence, puis d unicité.

Théoreme 24.7. Tout entier n > 2 se décompose comme produit d’un nombre fini r > 1
de puissances de nombres premiers :

no=prtepy
avec 2 < p1 < --- < p, premiers, et avec des exposants oy > 1, ..., a, > 1.
Voici trois exemples de telles décompositions :
888 = 23.3.37,
1235 = 5-13-19,
5040 = 5-2'-3%. 7.

Il s’agit donc de décompositions «atomiques» de chaque «nombre entier-molécule ».
Ce théoreme s’appelle Théoreme fondamental de I’arithmétique, car la structure arithmé-
tique d’un nombre entier dépend uniquement de sa décomposition en produit de nombres
premiers. Les nombres premiers sont ainsi les « particules élémentaires » qui constituent
I’arithmétique (labyrinthique) des nombres entiers.

Rappelons que I’entier 1 n’est pas un nombre premier. Pourquoi ? Parce que multiplier
un entier n par 1 ne le change en rien : n - 1 = n, et donc, 1 ne peut en aucun cas étre
considéré comme une « brique » de construction.

Démonstration. Expliquons donc I’ existence d’une telle décomposition.

A cet effet, introduisons 1’ensemble E des entiers naturels 77 > 2 qui ne s’écrivent pas
comme un produit (fini) [| pj" de nombres premiers, avec certaines puissances lorsqu’il y
a des répétitions. Notre but est de montrer que E = .

Supposons alors par I’absurde que £ # (). Grice au Théoréme 4.1, E admet alors un
plus petit élément, disons 7t € E.

Clairement, 7 ne peut pas €tre égal a un nombre premier p € . Mais alors, comme
n n’est pas un nombre premier, il existe forcément (et logiquement), d’apres la Défini-
tion 24.1, un diviseur strict d de 7, qui satisfait I’inégalité 1 < d < n.On a ainsin = dm,
avec m € N satisfaisant aussi 1 < m < n.

D’aprés la minimalité de 7, ces deux entiers d < 7 et m < 7 n’appartiennent pas a I,
et donc eux, il peuvent tous deux s’écrire comme un produit fini de puissances de nombres
premiers :

i 4 8
d=pi"-p et d=q q.
Mais alors, il clair et évident que leur produit dm = 7 devient aussi un produit fini

I »i* I q;’ de puissances de nombres premiers — ce qui est une contradiction manifeste.
Donc E = (), comme voulu. O
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Ensuite, traitons de 1'unicité de la décomposition en nombres premiers.

Théoreme 24.8. La décomposition de tout entier n > 2 en produit de nombres premiers :

o «
n=p P,
avec 2 < p; < --- < p, premiers et oy, . ..,q, = 1, est unique, au sens ou si [’on a aussi :

n=q" g,

avec 2 < qp < -+ < qs premiers et 31, ..., B, = 1, alors en fait, tous ces citoyens entiers
sont égaux :

s =T, q1 =P1, --- 4r = Pr, /Blzala"'/BT:ar-

Ce théoreme constitue le fondement absolu de toute I’ arithmétique, mais il cache encore
de tres grands mysteres mathématiques toujours non résolus actuellement.

Démonstration. Ainsi, supposons que :

P == g
Pour tout indice i = 1,...,7, si on écrit p®* = p; p** ", alors cette identité :
PPy = gt
—: u nombre entier
montre que p; divise qlﬁ ... ¢%, qui est un produit de nombres premiers. Et grice a la Pro-
position 24.5 — encore elle! —, nous déduisons que p; doit étre égal a I’'un des nombres

premiers qq, . . ., qs.

En raisonnant de manicre symétrique, on déduit aussi que chaque ¢; avec 1 < j < s doit
étre égal a I'un des p;. Par conséquent, ces deux ensembles de nombres premiers doivent
coincider :

{ph s apr} = {Ch, <o 7Qs}‘
Or comme ces deux collections de nombres premiers distincts p; < -+ < p,etq < -+ <
qs sont ordonnées de maniere strictement croissante, cela force » = s ainsi que p; = ¢y,

o Dr = Gr.
Nous avons donc obtenu I’identit€ :

i — — Bi I8
P pt g == gy
et il nous reste encore a montrer 1’égalité o; = [3; des exposants, pour toutz = 1,..., 7.
Si on avait o; > [3;, en divisant cette identité par pf ‘, on obtiendrait une égalité :
i—Bi r Bi— Bi r
p?l.p? Bp? = n :pfl...pi_ll.l.pi_:il...pf’

J/

-
= p; fois un nombre entier

qui montrerait que p; a gauche divise le nombre entier a droite, et alors la Proposi-
tion 24.5 — encore et toujours elle ! — forcerait p; a étre égal a I’'un des nombres pre-
miers :
P, -y Pi-1, Dit1s ---5 Pr,
ce qui n’est pas.
En raisonnant de maniere symétrique, on trouve aussi que «; < [; est absurde. En
conclusion, a; = (;, pour tout z = 1, ..., r. Cela achéve la démonstration. U

Question 24.9. Y a-t-il un nombre fini, ou un nombre infini, de nombres premiers ?
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En explorant les nombres premiers «a la main » — c’est-a-dire sur papier ou sur ordi-
nateur —, on devine qu’il est toujours possible de trouver des nombres premiers de plus
en plus grands, toujours nouveaux. Cependant de simples observations expérimentales ne
constituent pas une véritable démonstration mathématique. Une argumentation rigoureuse
tres élégante du fait qu’il existe une infinité de nombres premiers est connue depuis Eu-
clide — la voici.

Théoreme 24.10. ] existe une infinité de nombres premiers.

Démonstration. Supposons par I’absurde qu’il n’y ait qu’un nombre fini K < oo de
nombres premiers, et notons-les alors :

@ < - < Qg < - <

avec évidemment ¢; = 2, ¢; = 3, g3 = 5, etc., puisque tout le monde connait les tous
premiers nombres premiers !
Par une immense astuce, introduisons alors 1’entier :

N = 1+2.35.qk.qK’
qui a la propriété forte d’étre congru a 1 modulo tous ces nombres premiers :
(24.11) N = 1 mod g, V1< k<K

Mais alors le Théoreme 24.7 fondamental de 1’arithmétique s’appliquerait a cet entier N
pour le représenter comme un produit fini :

i (€3] Qo
N = gq;, 4q;,

de certaines puissances oy, . .., . > 1 de nombres premiers ¢;, < --- < g;, qui appartien-
draient forcément tous a cette liste finie {ql, ceey qK}, ce qui impliquerait par exemple :

N = 0 modg;,,

en contradiction manifeste avec (24.11) pour k = ;.
Notre hypothese était donc fausse, ce qui démontre bien qu’il existe une infinité de
nombres premiers. U

Proposition 24.12. Soit un nombre premier p € 2. Alors pour tout exposant o > 1, les
seuls diviseurs de p“ sont :

Lop, p° .., p*h

Démonstration. Soit donc un diviseur d | p*. Grice au Théoréme 24.7, on sait maintenant
que d est un produit de nombres premiers. Prenons alors un facteur premier quelconque ¢ de
d, d’ou ¢ | d. Par transitivité de la relation de divisibilité ¢ | d | p®, il vient ¢ | p*. Autrement
dit, g divise p - p- - - p, avec « facteurs identiques.

Mais alors grace a la Proposition 24.5, ¢ doit étre égal a I’un de ces facteurs premiers
identiques, donc forcément ¢ = p!

Ainsi, tous les diviseurs premiers ¢ de p® sont égaux a p, donc d est de la forme d = p°,
avec 8 < « puisque d|p* — c’est-a-dire du = p® — implique d < p® et p® < p°
implique 5 < a.

Enfin, comme chaque p® avec 0 < 3 < a divise manifestement p® = p® p®~7, le travail
est terminé. U
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Revenons a la factorisation générale :

_ (5] (0%
n = p 1 pr .
Dans cette factorisation, on peut en fait « faire apparaitre » fous les nombres premiers p €

P,y compris ceux qui sont distincts de py, . . . , p,, simplement en les mettant a la puissance
0, car p° = 1 — par exemple :

10=2-5=2"3".5"-7"11°...
Notation 24.13. On note la décomposition d’un entier n € Z quelconque :
n = € H pvp(n)’
pEP
ou :
[ e = 41 est le signe de n;

[0 v,(n) est un exposant entier, appelé la valuation p-adique de n, et qui vaut presque
toujours 0, sauf pour un nombre fini de nombres premiers p € Z.

Par convention, on pose aussi v,(0) := oo.

En effet, dans n = pJ* - - - p&r, il y a toujours un nombre fini de facteurs premiers. Tous

les p # p1, ..., p, sont mis 2 la puissance 0, ce qui donne la neutralité Suisse 1 = p°.

Proposition 24.14. Soit un nombre premier p € 2. Alors pour tous entiers relatifs m,n &
7, les trois propriétés suivantes sont satisfaites.

(1) On al’égalité :
vp(m+n) = min (v,(m), v,(n)).
2) Ona:
vp(mn) = v,(m)vy(n).
(3) On a m|n si et seulement si v,(m) < v,(n) pour tout premier p € 2.

Démonstration. Expliquons seulement (3), laissant (1) et (2) en exercice.

— Supposons donc m | n, ¢’est-a-dire m u = n, pour un entier u € Z. Décomposons
chacun de ces trois entiers en facteurs premiers :

m = ¢ Hp""(m), e = =41,
peEL

n=2=a H per() 0 = +1,
pES

uw=r [] p™, v = %1,
peEL

et écrivons vraiment 1’égalit¢é mu =n :
e H ™ H pr® = § H por(™).
pEP peP peP
Les signes doivent s’accorder (diplomatie oblige), ¢’est-a-dire €y = J. Ensuite, par la
regle d’additivité des puissances, p© - p® = pote’ il vient :

vp(m) + vy (u) = vp(n),
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donc puisque v, (u) > 0 est toujours vrai car v,(u) € N par définition, on a bien v,(m) <
vp(n), pour tout premier p € .

<= Réciproquement, en supposant que v,(m) < v,(n) pour tout p € &, on trouve
facilement le multiplicateur u satisfaisant mu = n :

U = % H pvp(n)—vp(m)’
peEX

avec £ = % = +1 (of course!), et avec u entier, puisque tous les exposants sont entiers.

U

Enfin, énoncons une représentation tres naturelle et tres intuitive du pged et du ppcm,
dont la vérification formelle est laissée en exercice d’assimilation du cours.

Théoreme 24.15. Pour a,b € Z quelconques non tous les deux nuls, on a :

pged (a,b) = [ pmnte(@ 20D,

peES

ppcm (a,b) = H pmx (vp (@) vp(0)) 0

pEL

Les notions de pgcd et de ppcm se généralisent a 3, 4, 5, efc. entiers, comme dans les
Définitions 19.1 et 23.1.
Grace a une application directe du Théoreme 24.15 qui précede, on vérifie alors que :

pged (a,b, ¢) = pged (pged (a,b), ¢),
ppcm (a,b,c) = ppem (ppem (a, b), c),

ce qui signifie qu’on peut ramener le calcul du pgcd et / ou du ppcm de plusieurs entiers a
des calculs successifs de pgcd et / ou de ppcm classiques entre paires d’entiers.

25. Théoréme de Fermat

En mathématiques, le (petit) théoréme de Fermat est un résultat de 1’arithmétique mo-
dulaire, qui peut aussi se démontrer avec les outils de 1’arithmétique élémentaire. Il doit
son nom 2 Pierre de Fermat, qui I’énonce pour la premiere fois ' en 1640.

19. La premiere apparition connue de 1’énoncé de ce théoréme provient d’une lettre de Fermat a Frénicle
de Bessy datée de 1640. On peut y lire ceci :

Tout nombre premier mesure infailliblement une des puissances — 1 de quelque pro-
gression que ce soit, et I'exposant de la dite puissance est sous-multiple du nombre premier
donné — 1; et, apres qu’on a trouvé la premiére puissance qui satisfait a la question, toutes
celles dont les exposants sont multiples de I'exposant de la premiéere satisfont tout de méme
a la question.

En termes modernes, Fermat exprime que pour tout nombre premier p et tout nombre a premier avec p,
il existe un entier ¢ tel que p divise at — 1, et, t étant le plus petit entier vérifiant ceci, ¢ divise p — 1, et tous
les multiples n de ¢ vérifient que p divise a™ — 1.

Comme habituellement dans sa correspondance Fermat ne donne aucune démonstration de ce résultat, ni
méme, comme il le fait parfois, d’indications a propos de celle-ci, mais il précise :

Et cette proposition est généralement vraie en toutes progressions et en tous nombres
premiers ; de quoi je vous envoierois la démonstration, si je n’appréhendois d’étre trop long.

A cette époque, il est d’usage de ne pas publier les preuves des théorémes. Ainsi Leibniz rédige une
démonstration vers 1683 mais ne la publie pas. En 1741, 1750 et 1761, Euler en publie deux qui procedent
par récurrence et utilisent le développement du bindme, et une qui étudie la répartition des restes modulo le
nombre premier considéré. On trouve cette derniere en 1801 dans les Disquisitiones arithmeticae de Gauss.
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Ce théoreme dispose de nombreuses applications, a la fois en arithmétique modulaire et
en cryptographie.

Théoreme 25.1. [de Fermat] Si p est un nombre premier, alors pour tout entier a € 7. qui
est non divisible par p, I’entier a?~* est congru a 1 modulo p :

alAp =1 — a® ! =1 modp.

Evidemment, il faut exclure a = 0 mod p, car 0°~' = 0 mod p n’est pas congru 2 1!
Mais si on multiplie par a, on obtient un énoncé essentiellement équivalent qui est est
vrai sans exception.

Théoreme 25.2. [de Fermat-bis] Si p est un nombre premier, alors pour tout entier a € 7, :
a’? = a modp.

Voici quelques exemples non triviaux de ce second énoncé.

e Pour p = 2, les entiers a € Z sont congrus, ou bien a 0, ou bien a 1, modulo 2, et on a
0% = 0 ainsi que 1> = 1 modulo 2 — trivialement.

e 5% — 5 = 120 est bien divisible par 3.
e 25 — 2 = 30 est bien divisible par 5.
e (—3)"+ 3= —2184 — 7- 312 est bien divisible par 7.
e Avec le nombre premier p = 97 etavec a = 2 :
2°7 — 2 = 158456 325028 528 675 187 087 900 670
= 97-1633570361 118852321516 370110,

est bien divisible par 97.

Autre illustration : Que vaut le reste de la division de 5*°° par le nombre premier 397 ?
Le Théoreme 25.2 de Fermat-bis donne :

537 = 5 mod 397,
d’ou:
5100 = 53973 = 53H1 = 51 = 625 = 328 mod 397.
Assertion 25.3. Les Théoremes 25.1 de Fermat et 25.2 de Fermat-bis sont équivalents.

Preuve. Si le premier énoncé est vrai, alors le deuxiéme aussi, grace a la factorisation :

a’ —a = a(ap’l—l) - 0 mod p,

car si a = 0 mod p, on a clairement a? —a = 0 mod p, et si a # 0 mod p, c’est le deuxieme
facteur a?~! — 1 = 0 mod p qui fait le travail.
Inversement, si le deuxieme énoncé est vrai, alors le premier aussi, car avec a #
0 mod p, donc avec 1 = p A a, en partant de la factorisation :
modp 0 = a” —a = a, (a"" — 1) estdivisible par p,

le Théoréme 24.4 d’Euclide force p a devoir diviser a’?~! — 1. Autrement dit, a?~! — 1
0 mod p.

Rl

Concentrons-nous donc sur le deuxieéme énoncé.
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Démonstration du Théoréeme 25.1 de Fermat. 11 s’agit d’arguments dus a Leibniz et a Eu-
ler, qui reposent sur une utilisation astucieuse de la formule du bindme de Newton (club

des grands).
Tout d’abord, pour a = 0, on a bien 0”7 = 0 mod p. En partant de 0, et en ajoutant +1
pas 2 pas pour couvrir tous les éléments de Z /pZ = {0,1,...,p — 1} mod p, nous allons

raisonner par récurrence en appliquant le
Lemme 25.4. Si p € & est premier, alors tout entier a € 7, satisfait :
(a+1)p = a’+ 1 modp.
Démonstration. Développons :
(0 +1)" = @+ (@ 14 Q@4 (1)@ (7)) a1 41,

avec, pour tout 1 < £ < p — 1, les coefficients binomiaux :

P P!
= — N
(1) = o =

dont on sait qu’ils sont entiers. Extrayons p viap! = p- (p — 1)! :

plp—-1! (p—1)
N > m—pma
——

doit étre entier

et observons au dénominateur que :
e aucun facteur premier de k! = 1-2- .-k ne peut étre égal a p, parce que k < p — 1;

e aucun facteur premierde (p — k)! = 1-2--- (p — k) ne peut étre égal a p non plus, parce
quep—k<p—1,vuquel < k.

Donc le p au numérateur ne peut se simplifier avec aucun nombre premier au dénomi-
nateur : il reste intact, et alors, les facteurs de k! et de (p — k)! ne peuvent se simplifier
qu’avec (p — 1)!. Nous avons en fait démontré le

Lemme 25.5. Sip € & est premier, alors pourtout 1 <k <p—1:

py _ (-1 _
(k) = pm = 0 modp.

En réduisant modulo p I’équation plus haut, nous obtenons bien :
(a+1)" =a+0+0+---+04+0+1" = a’+1 modp. O
Par récurrence ascendante, en partant de a = 0, on peut appliquer ce lemme :
17 = (1+0)" =1 +0° = 1 modp,
2% =(141)"=14+1=1+1= 2 modp,
3 = (2+1)p =24+1=2+1= 3 modp,

et ainsi de suite pour obtenir a”? = a mod p, quel que soit I’entier a > 0.
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Pour attraper tous les entiers a < 0 négatifs, on raisonne de maniére similaire > avec :

(a— 1)p =+ ) (- + -+ (pfl) a' (—1)PH 4 (—1)P

= a’ + (—1)? modp. O
26. Théoreme de Wilson

En arithmétique élémentaire, le théoreme de Wilson énonce qu’un entier n > 2 est un
nombre premier si et seulement si la factorielle de n — 1 est congrue a — 1 modulo n.
Cette caractérisation des nombres premiers est assez anecdotique et ne constitue pas un
test de primalité efficace. Son principal intérét réside dans son histoire *!, et dans la relative
simplicité de son énoncé et de ses preuves.

Rappelons que la factorielle d’un entier m > 1 est :

m!=1-2-3---(m—1)-m.
Théoreme 26.1. [de Wilson] Pour tout entier n > 2, on a équivalence entre :
(i) n =p € & est premier;
@ii) (n —1)! = —1 modn.

Voici quelques exemples illustrant cet énoncé.

Sipestégal a2, alors (p — 1)! + 1 est égal a 2, un multiple de 2.

Si pest égal a 3, alors (p — 1) ! + 1 est égal a 3, un multiple de 3.

1)

1)! + 1 est égal a 25, qui est un multiple de 5.
)
1

Si p est égal a 4, alors (p '+ 1estégal a7, qui n’est pas un multiple de 4.

(

(
Si p est égal a 5, alors (p

(

Si p est égal a 6, alors (p '+ 1 est égal a 121, qui n’est pas un multiple de 6.

e Sipestégalal7,alors (p—1)!+ 1 estégal a 20922 789888001, qui est un multiple de
17, car:
17-1230752346 353 = 20922789888 001.

Démonstration. Le cas n = 2, qui est premier, est clair, car (2 — 1)! = —1 mod 2. On peut
donc supposer que n > 3.

Montrons (i) = (ii). D apres le Théoreme 27.5, on sait que Z / p Z est un corps. Ainsi,
tout élément non nul a dans I’ensemble :

(Z/pZ)X = {1, 2, ...,p—2,p—1} mod p,

20. 11y a néanmoins une petite subtilité technique : il faut s’arranger a ’avance que p > 3 afin d’avoir

(=1)» = —1, donc il faut avoir traité le cas p = 2 a part, auparavant, ce que nous avons en fait déja fait !

Autre moyen de raisonner : comme 1’application a — a modp de N dans Z / pZ est surjective, et
comme 1’équation de Fermat a? = a mod p s’exprime véritablement non pas dans Z, mais dans Z / pZ, le fait
d’avoir traité tous les a > 0 suffit largement.

21. Le premier texte actuellement connu qui fait référence a ce résultat est di au mathématicien arabe
Alhazen (965-1039). Ce théoréme est connu a partir du XVII®™ siecle en Europe. Leibniz (1646—-1716)
fait référence a ce résultat sans le démontrer. John Wilson (1741-1793) redécouvre ce qu’il croit étre une
conjecture, et en partage la découverte avec son professeur Edward Waring, qui publie cette conjecture en
1770.

En définitive, John Wilson est connu pour avoir énoncé (ou conjecturé) un théoreme sur les nombres
premiers qui porte son nom, alors qu’il ne 1’a pas du tout démontré . . .

Lagrange en présente deux premieres démonstrations en 1771, puis Euler une troisieme en 1773. Utilisant
les notations de I’arithmétique modulaire, Gauss reformule la démonstration d’Euler et donne une quatrieme
preuve, la plus élégante, celle que nous détaillons.
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possede un inverse multiplicatif o', qui appartient nécessairement au méme ensemble.
Or le cardinal de cet ensemble est égal a p— 1, car tout nombre premier p > 3 est impair.
Mais 1 = 17! est son propre inverse, et (p — 1) = (p — 1)~ ! aussi, car :

1-1 =1 modp, et (p—1)-(p—1) =p*—2p+1 =1 modp.
Assertion 26.2. Les éléments 1 et p — 1 de 7 / pZ. sont les seuls x satisfaisant :
2?2 = 1 modp.
Preuve. Soit un tel z. Certainement, x # 0 mod p, car 0> = 1 mod p est faux. On factorise :
(x—=1)(z+1) = 0 modp,

c’est-a-dire :
(z—1)(z—(p—1)) = 0 modp.
Alors oui, x = 1 et z = p — 1 satisfont bien cette congruence.

Mais alors, aucun x = a parmi les éléments restants a € {2, ..., p—2} ne peut satisfaire
cette congruence, car les inégalités :
2<a<s<p-—2 — 1<a-1<p-—-3
et —(p-3) <a-(p—-1) < -1,

montrent que les deux entiers a — 1 # 0 mod p, ainsi que a — (p — 1) #Z 0 modp ne
peuvent pas €tre congrus a 0 modulo p.

Assertion 26.3. [Intégrité de Z / pZ] Avec p € & premier, on a toujours, pour a,b € 7 :
(a;‘éOmodp et b;éOmodp) = ab # 0 modp.
Preuve. Traitons plutdt I’implication contraposée, qui lui est équivalente :
(az()modp ou bEOmodp) — ab = 0 modp.
Supposons donc qu’il existe k € Z tel que :

ab = kp,

de telle sorte que a b soit divisible par p. Mais le Théoréme 24.4 d’Euclide garantit alors
que :

(p|a ou p|b) c’est-a-dire (a =0 modp ou b=0 modp). OJ

Enfin, grace a I'intégrité de Z / pZ, nous concluons que le produit de nos deux entiers
est aussi non congru a zéro modulo p :

=1 = (a—1)(a—(p—1)) # 0 modp.

En conclusion, pour tout @ # 1 et # p — 1, on a bien vérifié que a> Z 1 modp. En
particulier, a ne peut pas €tre son propre inverse modulo p. U

Par conséquent, dans I’ensemble restant {2, ce,p— 2} de cardinal égal a p — 3 pair,
chaque élément a € {2, . ,p—2} trouve son inverse ! € {2, ... ,p—2} qui est différent
de a. Autrement dit, les éléments de {2, ..., p—2} s’accouplent par paires annihilatrices —
pour la multiplication. ..

Par exemple, modulo 7 et modulo 11, relions en rouge les paires d’inverses multiplica-
tifs :
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2 3 4 5 2 3 4 5 6 7 8 9
~_ \¥/_/v

et constatons que la combinatoire semble moins simple que pour les paires d’inverses addi-
tifs, qui exhibaient une symétrie tres agréable dans la Section 10. Dans ces deux exemples,
les produits complets :

2-3-4.5=2-3.271.371
=1 mod7,
2:3-4.-5-6-7-8-9=2-3-37".5.27.7.77. 57!
= 1 mod1l,
sont congrus a 1, c’est-a-dire généralement :
2-3---(p—3)-(p—2) =1 modp.
Enfin, on atteint la propriété (ii) :
p-1!'=1-[2:3-(p=3)-(p—2)] - -1
=1-[1]-(p—1) modp
=p—1 modp
= —1 modp.
Ensuite, montrons la réciproque (ii) = (i). Par contraposition, cela revient a montrer :
non (i) = non (ii).

Supposons donc non (i). Soit donc un entier n > 4 non premier, c’est-a-dire décomposé
comme produit n = dm, avec 1 < d <netl < m < n. Clairement 2 Pécriture :

n—1)=1-2---d---(n—1),
fait voir que (n — 1)! est congru & 0 modulo d, donc pas congru a —1 :
(n—1)! # —1 modd.

Enfin, grace a la contraposée de la Proposition 33.2, qui a été énoncée comme le Corol-
laire 33.3, nous attteignons aussitot non (ii) :

(n—1)!'# —1 mod dm . O

27. Intégrité et non-intégrité de Z /nZ
Dans Z/4Z = {0, 1,2, 3} mod 4, les éléments inversibles sont :

1 d’inverse 1, car 1-1 = 1 mod4,
3 d’inverse 3, car 3-3 = 1 mod4,
tandis que 2 n’a pas d’inverse, puisque modulo 4 :
0-2 =0, 1-2 =2, 2-2 =0, 3-2 =2
Dans Z/8Z = {0, 1,2,3,4,5,6, 7} mod 8, les éléments inversibles sont :

22. Lécriture symétrique (n — 1) =1-2---m---(n — 1), qui montre que (n — 1)! est aussi divisible
par m, n’est pas utilisée dans I’argumentation.
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1 d’inverse 1, car 1-1 = 1 mod8,
3 d’inverse 3, car 3-3 = 1 modS§,
5 d’inverse 5, car 5-5 = 1 modS8,

7 d’inverse 7, car 7-7 = 1 modS8,

tandis que 2, 4, 6 n’ont pas d’inverse modulo 8, comme le montre la table de multiplication
complete.

*_|[ON[11]12]1][31|[41)[51][61][71]
[0]{[0]{[0]{[0]{[01][01|[0]|[0]|[O]
[11{[01{[11{[2]1{[31][41|[51|[61|[7]
[21{[0]|[2]{[4]|[6]{[0]|[2]{[4]|[6]
[31)[01)[31|(61][11|[41|[71][2]{[5]
[41|[0]|[4]1|[0]{[41]|[01|[4]1][0]|[4]
[51{[01|[5]1{[21|[71{[41|[1]1{[61|[3]
[6]1{[0]|[6]{[4]|[2]{[0]|[6]|[4]|[2]
[71)[01)[71|(61][51|[41|[31][2]{[1]

Dans Z/llZ, tous les éléments non nuls 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10 sont inversibles,
comme on peut le voir en constatant dans la table de multiplication que chaque ligne (ou
chaque colonne) concernée contient le nombre 1.

*|[01j[1] |[2] |[31 |[4]1 |[5] |[6] |[7] |[8] |[9] |[10]
[01 |[o]j[O]|[o]][O]|([o]{(O]|[O]][O]|[O]]|[O]][O]
[1] |[O1][1]|[2]](3]|[4]]|[5]|[61{[71|[8]{[91|[10]
[2] |[01][2]|[4]|[6]]|[8]|(10]) [11][3]1|[51|[7]1][9]
[31 |[O]|[3]][6]|[9]|[1]]|[4][7]|(10])[2]]([5]] (8]
[4] |(O]][4]|(8]][1]|[5]]|[9]|[2][6]|[10]|[3]] [7]
[5]1 |[O1][5]|(101] [4]|[91][31|[81[2]|[7][1]] [6]
[6] |[01][6]|[1])[71|[2]1|[8]1|[31][9]|[4]1][10] [5]
[71 |[0]|[7]][3]][10]|[6]|[2]|[9]|[5]|[1]](8]] [4]
[8] |[01][8]|[5]][2]|(101|[7]|[4]|[1]{[9]([6]] [3]

[

[

[91 |[01][9]|[7])[5]|[3]1|[1]|(10]|[8]|[6]][4]][2]
[10])[01][101| [9] | [8] [ [71{[6]|[5]|[4]|[3]1|[2]][1]

Il y a quelques secondes, nous avons «laissé passer **» le fait — absolument non-
anodin! — que dans Z / Y/
2-2 =0 mod4.
Autrement dit, dans un anneau commutatif (A, +, ><) au sens de la Définition 5.9, il peut
exister des a # 0 et des b # 0 dont le produit a x b = 0, est nul! Aie!

Définition 27.1. Un anneau commutatif (A, +, x) est dit intégre si, pour tous a et b dans

A

ab =0 = <a=0 ou sz).
De maniere équivalente :

(asz avec a#O) — b = 0.

De maniere encore équivalente, la contraposée de la premiere implication est :
ab # 0 — (a;«éO et b;é0>.
Certainement, les anneaux A = 7 / nZ. sont commutatifs, mais pas forcément integres.

23. Attention! A I’aéorort de Sidney en Australie,
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Proposition 27.2. [Reégle de simplification] Si a # 0, alors a b = a c implique b = c.

Démonstration. Cecli équivaut a a (b — c) = 0, et par intégrité, comme a # 0, il vient
b—c=0,c’est-a-dire b = c. d

Pire ! Dans Z / 47, on a méme un élément a, le nombre 2, qui satisfait a®? =0 mod 4.

En tout cas, I’anneau classique (Z, +, ><) est integre (et honnéte!), c’est bien connu,
tandis que I’anneau .#5(RR), tout comme Z / 47, n’est pas integre, ce que montre la ma-
trice :

M= ),
qui satisfait :
M?* = M-M = (§5)- o) = @9)-

Maintenant, souvenons-nous de la Définition 5.10 de corps commutatif K, qui deman-

dait que tout élément non nul x € K\{0} ait un inverse z’ pour la multiplication, c’est-

a-dire satisfaisant ’x = 1. Nous avions dit que Z n’est pas un corps, car aucun élément
a € 7, excepté a = £ 1, n’a d’inverse pour la multiplication, e.g. # & 7.

Question 27.3. Un anneau Z / nZ d’entiers modulo n peut-il étre un corps ?

Avec tous ces Z / 47, et autres Z / 87 trublionnaires, il semblerait que non. En tout cas,
rappelons-nous qu’un corps est toujours un anneau commutatif, et qu’il a de meilleures
propriétés. Par exemple, Q = {1‘—; :pEZ q€E N*}, qui est un corps, est aussi un anneau,
comme Z, mais il est « mieux » que Z, car I’inverse de § est %, lorsque p # 0. Or, tous les
corps sont integres !

Proposition 27.4. Tout corps commutatif (K, +, ><) est un anneau integre.

Démonstration. Etant donné a,b € K quelconques avec a # 0, satisfaisant ab = 0, il
s’agit de montrer que b = 0.

Comme K est un corps, un inverse multiplicatif (unique) a~* de a existe, avec a ' a = 1,

et donc, il suffit de I'utiliser :
a ' (ab=0) donne atab=1-b=1>b=0. O

Théoreme 27.5. Pour n > 2 entier, les assertions suivantes sont équivalentes.
(i) n = p € & est un nombre premier.
(ii) L’anneau 7. / nZ est integre.
(iii) L’anneau 7 / nZ. est un corps.

Observons que Z/nZ = {O, 1,....,n— 1} mod n posséde au moins les deux éléments

0 # 1, puisque n > 2.
Démonstration. Nous allons démontrer ces équivalences «en yo-yo» :

®» @®

oo

(i) (i)
)

(i) (iii)
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Montrons (i) == (ii). Supposons donc que n = p est premier. Soient deux éléments
T,y € Z/pZ satisfaisant x - y = 0 dans Z/pZ. Pour avoir I'intégrité de Z/pZ, il s’agit de
faire voir que z = 0 ou y = 0, dans Z/pZ.

Autrement dit, x et y appartiennent a {0, 1,2,...,p— 1} mod p et satisfont :

x-y =0 modp — xy = kp (keZ).
Mais alors, ceci montre que p divise le produit z y, et par conséquent, le Théoreme 24.4
d’Euclide force p a diviser x ou a diviser y.

Enfin, comme p ne peut aucunement diviser les nombres 1,2,...,p — 1 qui lui sont
inférieurs **, et qu’il ne peut donc diviser que 0, on conclut bien que z = 0 ou y = 0.

Montrons (ii) = (iii). Supposons donc Z /nZ intégre. Prenons z € {1,2,...,n — 1}
quelconque, différent de 0. Pour avoir que Z / nZ est un corps, il s’agit de trouver un inverse
multiplicatif ¥’ € Z/nZ satisfaisant :

xz' = 1 modn.

Certainement, 2’ doit se trouver parmi {1, 2,...,n—1 }, car 2’ = 0 est exclu. Regardons
alors fous les produits x £ modulo n, pour k£ = 0,1,2,...,n — 1, en espérant y trouver 2/,
y compris pour k = 0.

Assertion 27.6. Modulo n, les n produits ©0, x 1, 2, ..., x (n — 1) prennent des valeurs
deux a deux distinctes :
ki Z vk (VO< ks #ky <n—1).

Preuve. Supposons qu’il existe k; et ko avec x k1 = x ks mod n, ¢’est-a-dire :

(27.7) z (k1 — k2) = 0 modn.
On peut supposer ko < k;. Puisqu’on a déja vu que :
0 <k <k <n-1 — 0 < ki —ky <n—1,
il est clair que k; — k» est un élément de {0, 1, ..., n— 1}. Mais comme Z /nZ est supposé

integre, et comme on a pris z # 0, ’équation (27.7) force k; — ky = 0, c’est-a-dire ky = ko.
Ainsi, z ki = x ky modn implique k; = k. Par contraposition®, k; # k, implique

x k1 Z x ko modn. O
Comme les n éléments 0, z 1, x2, ..., x (n — 1) sont donc deux a deux distincts, on a
égalité entre les deux ensembles :
{0, 21, 22, ..., 2(n—1)} modn = {0, 1, 2, ..., n—1} modn,

et par conséquent, parmi tous ces x k£ a gauche, il doit forcément y en avoir un qui est égal
au 1 a droite modulo n, et ce k-la, c’est I’inverse 2’ de x que nous recherchions — nous
I’avons trouveé !

La premiere implication (iii) = (ii) du yo-yo qui remonte est évidente, car tout corps
est un anneau integre, comme nous la Proposition 27.4 nous 1’a déja fait voir.

24. Rappelons en effet qu’avec deux entiers ¢ > 1 et b > 1, la définition de a | b s’exprime par au = b
avec u > 1 entier, ce qui implique aussitot a < b.
25. Rappelons I’équivalence logique générale valable pour deux propositions P et Q, appelée contraposi-
tion :
(P = Q) <— (nonP — nonQ)
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Terminons en établissant (ii) = (i). Par contraposition (notion qui vient d’€tre rappelée
en note de bas de page), cela revient a établir non (ii) <= non (i).

Autrement dit, en partant d’un entier n non premier, c’est-a-dire décomposable en pro-
duitn =dmavecl <d <netl <m < n,il s’agit d’établir que Z/nZ n’est pas integre.
Et comme nous I’avons déja vu, cela est clair!

En effet, d mod n et m mod n sont alors tous deux différents de 0 dans 7Z / nZ, puisqu’ils

appartiennent d’emblée a I’ensemble {2, N 1}, tandis que leur produit dm = n =
0 mod n est stupidement nul dans 7Z / nZ. Ainsi, d et m détruisent 1’intégrité éventuelle de
7 / nZ.
Cela acheve completement la démonstration du Théoreme 27.5. U
Quand le module n n’est pas premier, Z / nZ n’est donc pas un corps. Toutefois, certains
éléments spéciaux peuvent quand méme avoir un inverse multiplicatif. Voici une caractéri-
sation générale tres claire de ces éléments sympathiques.
Théoreme 27.8. Soit n > 2. Pour tout a € 7, on a équivalence entre :
(i) a An =1 est premier avec n;

(ii) @ mod n posseéde un inverse a’ modn, avec aa’ = 1 modn.
Ce théoreme est en fait essentiellement équivalent au Grand Théoréme 20.2 de Bézout.

Démonstration. En effet :

Bézout

aAn =1 =S ua+vn =1 (uezZ, Ivel)
— ua = 1 modn,
ce qui montre que le « u» de Bézout n’est autre que I'inverse a ! de a. U

En principe, donc, c’est I’algorithme d’Euclide ?® qui permet de trouver I’inverse d’un
élément a de Z / nZ, lorsqu’il existe.

Définition 27.9. Pour un entier n > 2, on appelle groupe multiplicatif de Z, / nZ 1’ensemble
noté :

(Z/nZ)X = {a € Z/nZ: il existe a’ € Z/nZ satisfaisant aa’ = 1 mod n}
Autrement dit :
(Z/nz)" = {a€{0,1,...,.n—1}: aAn=1}.
Définition 27.10. On appelle fonction indicatrice d’Euler la fonction notée :
v: N* — N7,
qui est définie pour tout entier n > 2 par :
p(n) :=Card{l1<a<n: aAn=1}
= Card (Z/nZ)",
en posant ¢(1) := 1 par convention.

26. — débouchant sur une relation de Bézout ua + v b = pged (a, b), d’aprés le Théoreme 19.7 —
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On voit que p(2) = 1. Lorsque n = p € & est premier, tous les entiers 1 < a < p—1
sont premiers avec p, et donc :

ep) =p—1 (p premier).
Ensuite, voici les valeurs de ¢(n) pour n non premier jusqu’a 10 (doigts ?) :
o(4) = 2, car 1, 3 premiers avec 4,
0(6) = 2, car 1, 5 premiers avec 6,
©(8) = 4, car 1, 3, 5, 7 premiers avec 8,
©(9) = 6, car 1, 2, 4, 5, 7, 8 premiers avec 9,
©(10) = 4, car 1, 3, 7, 9 premiers avec 10.

Plus tard, dans la Section 33, nous établirons une propriété fondamentale de multiplica-
tivité de cette indicatrice pour des entiers premiers entre eux :

go(mn) = p(m) (n) (VmAn=1).

28. Théoreme des restes chinois

Sur un exemple trés simple, commencons par rappeler ’intérét du calcul modulaire, i.e.
du calcul modulo un entier n > 2. Imaginons-nous que nous sommes un jeudi, jour du
cours en amphithéatre. Quel jour serons-nous dans 2 583 jours ?

Un moyen de répondre joliment a cette question est de numéroter les jours : jeudi = 1;
vendredi = 2, et ainsi de suite. Maintenant, on additionne 2583 jours a 1, puisque jeudi = 1,
ce qui donne 2 584 jours. Comme il n’y a que 7 jours dans la semaine, on peut retrancher
autant de fois des multiples de 7 que 1’on veut; autrement dit, on peut retrancher autant de
semaines que 1’on veut. Par une division, on a donc que 2584 = 369 x 7 4 1, d’olu nous
concluons que dans 2 584 jours, nous serons encore un jeudi !

Comme le calcul modulo 7 nous semble dorénavant réservé aux « bébés » du Lycée qui
n’ont pas encore commencé a apprendre les vraies mathématiques universitaires, voici un
autre probleéme, plus complexe, d’origine chinoise et datant de 1’ Antiquité.

Probleme 28.1. Mon panier peut contenir au plus cent ceufs.
e Si je le vide par trois ceufs a la fois, il en reste un.
e Si je le vide par huit ceufs a la fois, il en reste deux.
e Si je le vide par sept ceufs a la fois, il en reste cing.
Combien ai-je d’ceufs ?
Grace aux entiers modulaires, et aux théorémes arithmétiques que nous avons démon-
trés, nous pouvons résoudre ce probleme. En effet, les informations se traduisent en 3 équa-

tions modulaires, avec 3 modules distincts (et premiers entre eux), d’inconnue le nombre x

d’ceufs :
1 mod 3,

xr < 100 et xr = {2 mod8,
5 mod?7.

Par la premicre congruence, on a ¢ = 1 4 3k, avec k£ € N. Pour tenir compte de la
deuxiéme contrainte, z = 2 + 8 k" avec k' € N, partons de x = 1 + 3 k avec I’astuce de
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multiplier cette équation par 3,car3-3 =9 =1 mod8:

(1+3/€ = 2+8k')-3 mod8 donne 3+9%k = 6 mod8
k = 3 modg&
k=3+8/¢ (avec £€N),

valeur de £ que nous pouvons remplacer dans :

r=1+3(3+8Y)
= 10+ 24/.

Ensuite, pour tenir compte de la troisiéme contrainte z = 5 mod 7 :
1042470 = 5+ 7K' (avec k" €N),

si on veut raisonner de maniere analogue, on doit raisonner modulo 7. Comme 24 =
3 mod 7, et comme 5 est I'inverse de 3 dans Z/?Z, car 5-3 = 15 = 1 mod 7, on doit
multiplier cette équation par 5, puis réduire modulo 7, en utilisant 7 - 19 = 119 :
(10+24¢ =5+7K")-5 mod7 donne 50+ 120¢ = 25 mod7
144 =4 mod7
¢ =3 mod7
{ =34+7Tm (avec m €N).

Enfin, on remplace cette valeur de ¢ dans :

x = 10+24(3+7m) 28.2
= 82+ 168m (m €Z quelconque.)

En conclusion, puisque 1’on cherche x < 100, il faut choisir m = 0, et il y avait exacte-
ment 82 ceufs dans le panier de la belle maraichere.

Voici un autre exemple, dii a Sun Zi. La forme originale du théoréme des restes chinois
apparait sous forme de probléme dans le livre de Sun Zi, le Sunzi suanjing, datant du IIT*™m®
siecle apres Jésus-Chirst. 11 est repris par le mathématicien chinois Qin Jiushao dans son
ouvrage le Shushu Jiuzhang, Traité mathématique en neuf chapitres, publié en 1247. Le
résultat concerne les systemes de congruences.
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Probleme 28.3. Soient des chevaux ailés en nombre inconnu.
e Sion les aligne par 3 au-dessus des nuages, il en reste 2.

e Sion les aligne par 5, il en reste 3.

e Sion les range par 7, il en reste 2.

Combien y a-t-il de chevaux dans cet attelage céleste ?.

Cette énigme est parfois associée au général Han Xin comptant son armée (moins poé-
tique). La résolution proposée par Sun Zi est la suivante.

Multiplie le reste de la division par 3, c’est-a-dire 2, par 70, ajoute-lui
le produit du reste de la division par 5, c’est-a-dire 3, avec 21 puis ajoute le
produit du reste de la division par 7, c’est-a-dire 2 par 15. Tant que le nombre
est plus grand que 105, retire 105.

Cette solution, difficile a comprendre, n’explique qu’imparfaitement la méthode utilisée.
Apres un moment de concentration, on constate bien que le nombre indiqué par Sun Zi :
2-70+3-214+2-15

a effectivement pour restes respectifs 2, 3, 2, dans les divisions par 3, 5, 7. Et comme 105
a pour reste 0 dans les trois types de division, on peut 1’6ter ou I’ajouter autant de fois que
I’on veut sans changer les valeurs des restes. La plus petite valeur pour le nombre d’objets
est alors 23.

Question 28.4. Mais pourquoi ces trois nombres 70, 21, 15 ?

On peut observer, et nous y reviendrons, que :

70 = 1 mod3, 70 = 0 mod5, 70 = 0 mod7,
21 = 0 mod3, 21 = 1 modb, 21 = 0 mod7,
15 = 0 mod 3, 15 = 0 mod 5, 15 =1 mod7.

On retrouve ce probleme presque a 1’identique en 1202 dans le Liber Abbaci de Fibo-
nacci, au sein du chapitre XII qui concerne les problémes et énigmes ou 1’on trouve éga-
lement le probleme des lapins de la suite de Fibonacci. Le probleme avait aussi été étudié
par Ibn al-Haytham (Alhazen), dont Fibonacci a pu lire les ceuvres. Euler s’est également
intéressé a cette question, ainsi que Gauss.

Enfin, nous ne pouvons pas résister au fait de présenter un probleme attrayant concernant
des pirates et un trésor.

Une bande de 17 pirates posséde un trésor constitué de piéces d’or
d’égale valeur. lls projettent de se les partager également, et de donner le
reste au cuisinier chinois. Celui-ci recevrait alors 3 pieéces. Mais les pirates
se querellent, et six d’entre eux sont tués. Un nouveau partage donnerait
au cuisinier 4 pieces. Dans un naufrage ultérieur, seuls le trésor, six pirates
et le cuisinier sont sauvés, et le partage donnerait alors 5 pieces d’or a
ce dernier. Quelle est la fortune minimale que peut espérer le cuisinier s'il
décide d’empoisonner le reste des pirates ?

La réponse est 785. Les nombres 17, 11 et 6 étant premiers entre eux deux a deux, les
solutions sont distantes d’un multiple de 1122 = 17 - 11 - 6; par ailleurs, 785 vérifie bien
I’énoncé : 785 = 17-464+3 =11-714+4 = 6-130 4 5. Il s’ensuit que 785 est bien le plus

petit des nombres possibles.

Avec son formalisme efficace, I’arithmétique modulaire a rendu ce type de probleme
plus facile a résoudre.
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Théoreme 28.5. [des restes chinois] Soient ny, ..., n, des entiers premier entre eux deux
a deux, c’est-a-dire tels que :

1= ni/\nj (V1<i#j<r).
Alors pour tous entiers a, . . ., a, quelconques, il existe un entier x satisfaisant les r équa-

tions de congruence :
r = a3 modny,

r = a, modn,.

De plus, toute autre solution x' est congrue ¥’ = x modny ...n, a x modulo le produit
des n;.

Démonstration. Une solution x, au moins, peut étre trouvée comme suit. En notant n le
produit complet de tous les n; :

n .= nl...ni_lnini+1...nr’

pour chaque entier fixé « compris entre 1 et 7, les deux entiers :
N n
n; et N = — = Ny N1 Njg1 - N,
1
sont clairement premiers entre eux. Rappelons alors comment, grace au Théoreme 20.2 de
Bézout, on peut déterminer 1’inverse v; de 7; modulo n;.
Pour cela, on applique 1’algorithme d’Euclide, jusqu’a obtenir deux entiers u; et v; sa-
tisfaisant :
Ui Ny +Ui/ﬁi = 1.
Si on pose alors :
i = Vil = UiNy M 1My Ny,
il vient :
e; = 1 modn; ainsi que e; = 0 modn; pourtout j # i.

Une solution particuliere de tout ce systeme de r équations de congruence s’offre alors
tendrement a nous :

T = a1e;+ -+ ae,..
Assertion 28.6. Toute autre solution ¥’ = a; modn; pour i = 1, ... r satisfait nécessai-
rement :
2 —2x =0 modn;---n,.
Preuve. Pouri =1, ..., r, soustrayons :
2’ = a; modn; terme a terme avec r = a; modn,,

pour obtenir :

—x =0 modn,; (i=1,..,1).
Ainsi, ' — x est divisible séparément par les r entiers nq, ..., n,, qui sont premiers entre
eux, et donc par conséquent, grace aux théorémes que nous avons démontrés ', 2/ — x est
divisible par leur produit n, - - - n,.. U

Une fois que notre douce solution particuliere © = ay e; + - - - +a, e, a été trouvée, cette
assertion conclut la démonstration d’unicité, modulo n = ny - - - n,., des solutions. O

27. Euclide, Gauss, Obélix, et Compagnie . ..



80 Francois DE MARCAY, Département de Mathématiques d’Orsay, Université Paris-Saclay, France

Devinette — Solution

Extrait tableur
?:gl?\lleerplee nombre qui: fx | =SI(ET(F142=0;G142=0);"Bingo";"n")
divisé par 11 a un reste 4, D E F G H
. divisé par 15 a un reste 10, et " 15 19 Test
divisé par 19 a un reste 16. 1 15 5 18 n
Solution 2 26 1 10 n
Avec un tableur, la solution est simple ! 3 37 12 2 n
» Colonne 1, les nombres k successifs 140 1544 4 8 n
Colonne 2, les nombre n =11k + 4 141 1555 0 0 | Bmﬁo _|
« Colonne 3, valeurs de (n - 10) mod 15 142 1566 1 1 n
Colonne 4, valeurs de (n - 16) mod 19
» Colonne 5, test si mod = 0 en colonne 3 et 4. Vérification
Si oui, c'est la bonne réponse. 11 x 141 +4=1555
Le nombre n = 1 555 est la solution. 1555 - 10 est divisible par 15 (= 103)
1555 - 16 est divisible par 19 (= 81)

29. Anneaux commutatifs

A partir de maintenant, nous allons vouloir présenter et développer des aspects plus abs-
traits et plus généraux de la théorie mathématique des structures algébriques. Souvenons-
nous que dans la Section S, lorsque nous avons construit Z, nous avons déja introduit le
concept d’anneau commutatif, a travers la Définition 5.9, que nous reformulons ici de ma-
niere plus concise comme suit >%.

Définition 29.1. Soit A un ensemble muni de deux lois de composition internes + et X,
c’est-a-dire a + b € Aeta x b € A pour tous a,b € A. On dit que A est un anneau
commutatif s’il vérifie les propriétés suivantes.

(1) Le couple (A, +) est un groupe commutatif, au sens de la Définition 5.1 vue au chapitre
précédent 2 d’élément neutre 0.

(2) La loi de multiplication X est associative et commutative d’élément neutre 1.

(3) Laloi x est distributive par rapport a + :

ax(b+c)=axbt+axc (Va,b,ceA).

Le cas d’un anneau dans lequel 0, = 14 est trés dégénéré : I’Exercice 2 propose de
vérifier qu’alors tous les éléments a € A sont égaux a 04, de telle sorte que A = {04}. On
dit alors que A est I’anneau nul. Mais comme tout ce qui est nul est « nul», on supposera
toujours a partir de maintenant que Oy # 1,.

Clairement :

(Z,+, x), (Z/nZ,+, x), (Q,+, x), (R, +, x), (C,+, x),

sont des anneaux commutatifs. Qui plus est, il y a des inclusions qui respectent les struc-
tures respectives.

Définition 29.2. Soit (A, +,, X4) un anneau commutatif. On dit qu'un sous-ensemble
B C A estun sous-anneau de A lorsque :

(1) (B, +) est un sous-groupe commutatif de (A, +,), c’est-a-dire que :

b,V € B — b+all € B,

28. Plus tard, nous formulerons une définition dans laquelle nous ne demanderons pas forcément que la
multiplication X soit commutative.

29. Rappelons en effet que dans groupe commutatif G,ona x  (y * 2) = (v *y) x 2z, puis x x y = y * x,
et enfin surtout z * x ! L% 2 pour tout x # 0, ot e € G est I’élément neutre. Ici dans un anneau
commutatif, la loi * := + dispose bien de toutes ces bonnes propriétés, mais pas la loi x.

=e=x
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ol I’addition est prise dans A, de telle sorte que (B, +,) est un groupe commutatif en
lui-méme.

(2) pourtous b,b’ € B,onab x, b’ € B aussi;
3) 1, € B.

En jouant avec la logique (trop) pure (et peu intéressante), on vérifie que (IB%, +, X A) est
alors un anneau en lui-méme.
Par exemple, les inclusions suivantes sont des inclusions de sous-anneaux :

Z Cc Q cRcCC,

pour I’addition + et la multiplication x classiques. Enfin, rappelons la Définition 5.10 a
déja introduit le concept de corps commutatif, que nous pouvons reformuler comme suit.

Définition 29.3. [Corps] Un corps commutatif K est un anneau commutatif pour lequel
(K, x) est un groupe commutatif.

Autrement dit, tout élément non nul z € K\{Ox} admet un élément inverse 2’ € K
satisfaisant 2’x = 1k, ce qui garantit que la loi * := x est une loi de groupe, tout aussi bien
que la loi 4 de I’anneau sous-jacent.

30. Groupe des inversibles d’un anneau commutatif

Soit un anneau commutatif quelconque (A, +, ><), par exemple n’importe quel Z / nz,
ou Z lui-méme. En général, A n’est pas un corps, et on sait d’ailleurs déja, grace au Théo-
reme 27.5, que Z / nZ n’est jamais un corps, des que I’entier n = dm est composé, avec
l<d<netl <m<n.

Autrement dit, il y a certains éléments a € A qui n’ont (malheureusement) pas d’inverse
a’ € A pour I’opération de multiplication x. Toutefois, on peut décider de sélectionner
seulement les éléments de A qui sont inversibles, pour la multiplication.

Définition 30.1. On appelle groupe des inversibles d’un anneau (A, +, ><) I’ensemble
noté :
A* = {a € A: ilexiste @’ € A satisfaisant aa’ = 1A}.

Par exemple :
Z* = { -1, +1}.
Evidemment, I’inverse d’un élément a € A* est unique, car si a” est un autre inverse, en
multipliant a gauche par a’ :
d(a(d—d)=0),

on trouve instantanément o’ = a”.

Alors A* est un groupe commutatif en lui-méme pour 1’opération x, au sens de la
Définition 5.1, essentiellement parce que :

a,b € A* implique axbe AX avec (axb) =t xd,
puisque :
(axb) (V) xa) =axbxb xd
axad,
= 1.
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Mais attention! On dit bien «groupe» (multiplicatif) des inversibles, et non pas
« anneau » (faux !) des inversibles, car A* n’est jamais invariant pas addition / soustraction,
comme le montre 1’exemple stupide :

92

1 ez et - 1eZ” = 1—|—(—1) =0¢eZ" (ah non!).
Proposition 30.2. L’ensemble (A*, X)) muni de la multiplication est un groupe commutatif.

Démonstration. Comme la loi x est associative sur A, elle 1’est également sur A*. L élé-
ment neutre 1, est tautologiquement inversible, donc on a 1, € A*, et 1, est élement
neutre pour X.

Enfin, tout élément a € A* admet un inverse dans A*, car ’existence de @’ € A avec
aa’ = a’a = 1, montre que ¢ lui-méme est inversible, avec a pour inverse, ¢’est-a-dire
appartient aussi a A*. U

31. Anneaux commutatifs produits

Dans la Section 33 suivante, nous allons comparer :
Z/mnZ <~ Z/mZ x Z/nZ,

ou m, n sont deux entiers premiers entre eux. A cette occasion, nous aurons besoin du
concept de produit entre anneaux commutatifs, dont voici une

Définition 31.1. Etant donné deux anneaux commutatifs (A, +a, X A) et (B, +B, XB),
I’anneau produit (A x B, +, x) est I'ensemble produit constitué de couples d’éléments :

A xB := {(a,b): a€ A quelconque, b € B quelconque},
pour lequel les deux lois de compositions interne + et x sont définies par :
(a,b) + (V) :=(a+ad, b+pl) d’élément neutre (04, Og),
(a,b) x (a',0) :=(axud, bxgl) d’élément neutre (1, 1p).
On vérifie par le raisonnement (tauto)logique que (A x B, +, ><) est effectivement un
anneau commutatif, au sens de la Définition 29.1.

Plus généralement, étant donné un nombre fini ¥ > 1 d’anneaux commutatifs
Ay, ..., A,, on peut construire 1’ anneau-produit :

Ay x - x A, = {(a1,...,a,): a1 € A; quelconque, ..., a, € A, quelconque},
muni des opérations :
(a1,...,a) + (af,....a,) = (a1 +a, a1,...,a +a, a,),
(a1,...,a,) x (af,....d)) == (a1 x4, a},...,a, x4, ).

Par exemple, avec :
2./27 = {0, 1} mod2,

2/37 = {0, 1, 3} mod3,
ona:
Z)22 x 7./3Z = {(0,0), (0,1), (0,2), (1,0) (1,1), (1,2)}.
Proposition 31.2. Le groupe des inversibles de ’anneau-produit A x B est :

(AXB)X = AX x B*.
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Preuve. Cela provient directement du fait que la loi de multiplication :
(a, b) x (b, V') = (ad’, bV),

s’effectue composante par composante. U

32. Isomorphismes entre anneaux commutatifs

Sur le plan didactique général, le terme «isomorphisme » désigne une relation entre
des corps ou des objets de formes analogues, ou encore, entre des réalisations de méme
structure sous-jacente.

La notion d’isomorphisme vient de la constatation qu’un individu tend
a reconstruire autour de lui une constellation relationnelle qui reste relative-
ment invariable méme quand on le change de milieu.

En cristallographie, les corps dits « isomorphes» ont généralement une grande parenté
dans leur constitution chimique, et notamment, ils ont la propriété de pouvoir se remplacer
mutuellement dans la formation d’un méme cristal, appelé parfois « solution solide ».

En linguistique aussi, « isomorphisme» est un concept avéré : il désigne une relation
existant entre deux langues ou deux structures linguistiques, quand elles présentent toutes
deux le méme type de relations combinatoires.

En mathématiques enfin, un « isomorphisme » entre deux ensembles structurés est une
application bijective qui préserve les structures respectives, et dont la réciproque préserve
aussi ces structures.

Le lecteur nous accordera que deux édifices mathématiques d’appa-
rences fort dissemblables puissent, quand on examine leurs «secréetes ar-
chitectures » conduire a des structures identiques, indiscernables. Chacun
d’eux est la réalisation concréte d'un méme groupe abstrait : on dit qu’ils
sont « en isomorphie ». Frangois LE LIONNAIS, Les grands courants de la
pensée mathématique.

Un isomorphisme est donc une bijection pour laquelle les relations « algébriques » entre
les éléments de I’ensemble d’arrivée sont les mémes que celles entre leurs antécédents
respectifs : la structure algébrique est préservée. Ce « méta-concept » mathématique admet
une définition formelle.

Avec des symboles, soient £ et F' deux ensembles dont les éléments généraux sont notés
e et f, respectivement. De plus, soient & et ® leurs lois internes respectives. S’il existe une
application bijective ®: F — F’ satisfaisant :

@(61 @62) = @(61)@@(62) (Ver,e2 € E),
de telle sorte que la bijection réciproque £ «+— F : ®~! satisfait de méme :

CID_I(f1) ©® @_1(f2) = ¢! (f1 0y f2) (Y f1, f2 € F),

alors on dit que les deux ensembles munis de structures (F, ®) et (F, ®) sont isomorphes.
On dit que @ et son inverse ®~! sont des isomorphismes. Quand F = F et & = ®, on dit
que ¢ est un automorphisme.

Parce qu’un isomorphisme préserve les aspects structuraux d’un ensemble, d’un groupe,
d’un anneau, d’un corps, ou autres, on cherche souvent a trouver des isomorphismes qui
envoient un objet « compliqué » vers un objet plus « simple » ou mieux connu, afin de com-
prendre, ou de mieux « pénétrer », ses propriétés mathématiques intimes.
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Définition 32.1. Soient (A, +a, X A) et (IB%, +B, XB) deux anneaux commutatifs. Un mor-
phisme d’anneaux de A vers B est une application f: A — B satisfaisant > :

(1) f(a+ad) = f(a)+p f(a’) pourtous a,a’ € A;
(2) f(0s) =083
(3) f(axad) = f(a) xp f(d), pour tous a,a’ € A;
@ f(1a) = 1p.

Quand f est bijectif, on dit que f est un isomorphisme>'.

Certains auteurs — francais — disent morphisme, plutét que homo-
morphisme. Les anglais/américains disent homomorphism, les italiens omo-
morfismo, les espagnols homomorfismo, les allemands Homomorphismus,
ou Gruppenhomomorphismus. Depuis quelques années, certains frangais
disent morphisme — bon, ... Thomas Delzant

Lorsque seules les conditions (1) et (2) sont satisfaites, on parle de morphismes de

groupes commutatifs sous-jacents

Par exemple, I’application f: Z — Z définie par x — — x est un isomorphisme entre
les deux groupes commutatifs (Z, +) et (Z, +), d’application inverse — y <— v.

Terminologie 32.2. Quand A = B, on dit que f est un endomorphisme de A. Quand
f: A — A est de plus bijectif, on dit que f est un automorphisme de A.

Par (contre-)exemple, avec une constante non nulle A € Z\{0}, I’application f: Z —
Z définie par f(x) := Az est un morphisme de groupes commutatifs (Z, +) — (Z,+),
mais des que A # 1, ce n’est pas un morphisme d’anneaux, car :

flad) = Xad # (Na)(\d).

Définition 32.3. Le noyau d’un morphisme d’anneaux commutatifs f: A — B est I’en-
semble :

Ker f := {a€A: f(a)=0g}.
Son image est I’ensemble :
Im f := {beB: ilexiste a € A tel que f(a) =b}.

L’Exercice 3 propose de vérifier que Im f est toujours un sous-anneau de B.

Mais comme Ker f ne contient pas toujours 14, et comme on demande dans la Défini-
tion 29.1 d’anneau commutatif (unitaire) que la multiplication x ait un élément neutre 1,
le noyau Ker f, qui ne contient en général pas 1,, n’est pas toujours un sous-anneau de A.

Proposition 32.4. Tout morphisme d’anneaux commutatifs f: A — B induit, en restric-
tion au groupe des inversibles A* C A, un morphisme de groupes commutatifs :

f: A — B*.

Observons que nous n’avons pas encore formellement défini le concept de morphisme
entre groupes commutatifs, mais le lecteur-étudiant aura certainement déja deviné de quoi
il s’agit.

30. On peut montrer que (2) est conséquence de (1).

31. On peut vérifier que la bijection inverse A +— B : f~! satisfait quatre axiomes similaires, par
exemple f~1(b) +4 fL(') = f~1(b+p V) ainsi que f~1(b) xp f7LHY) = fLH(b xp V).
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Démonstration. Comme f est un morphisme d’anneaux, on sait déja qu’il transfere (tra-
duit) la multiplication dans A en la multiplication dans B, et que f(14) = 1p. La seule
chose qui manque, c’est que f envoie bien les inversibles de A vers les inversibles de B :

?
f(AX) Cc B*?
Mais si a € A* admet I'inverse ' € AX avec aa™! = 1,, I’égalité suivante, vraie

griace au fait que f est un morphisme :

fla) f(a™) = flaa™) = f(14) = g,

montre aussitdt que f(a~!) := b’ est un inverse de f(a) = b, unique en fait, que I’on peut
d’ailleurs noter aussi ™.
Donc on a bien f(a) inversible, quel que soit a € A*. O

33. Isomorphisme Z/mnZ = 7Z/mZ x Z/nZ pour m An = 1

Question 33.1. Comment comparer les divers Z / nZ, lorsque n € 7 varie ?

X 0/1 234/ 5/67/8/9 10 11 12 13 14
Xxmod3|0|1|2(0|1|2(0|1|2(0f1 (2 |0 |1 |2
xmod5|0|1|2(3|4(0(1|2|3(4|0 (1 (2 |3 |4

Par exemple, la premiere ligne (en caracteres gras) du tableau ci-dessus liste les quinze
éléments de Z / 157, puis la seconde et la troisieme ligne représentent tous les couples
d’éléments du produit Z / 37 X 7 / 5Z. On y constate que chaque paire d’éléments apparait
exactement une seule fois, et donc, que Z / 37 X / 57 possede aussi quinze €éléments.
Bientot, nous allons expliquer de maniere générale ce phénomene.

Commencgons par une observation naturelle, élémentaire, et tres utile.

Proposition 33.2. Etant donné deux entiersm > 1 etn > 1, quels que soient a,b € 7, on
a.l

b modm,

a
a=0bmodmn —
a b modn.

Preuve. Cela est tout a fait clair :

a="b+m(nk),
a=>b+mnk — 0
a=b+n(mk).
Corollaire 33.3. Par contraposition de la premiere ligne :
a # b modmn — a #Z b modm. O
Nous pouvons illustrer cette proposition avec m := Setn = 2,oules 52 = 10

éléments de Z / 10Z, sont réduits modulo 5 :

{0, 1, 2,3, 4,5, 6,7, 8 9} mod10
deviennent {0, 1, 2, 3,4, 0, 1, 2, 3, 4} mod 5.
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Proposition 33.4. Soient deux entiers arbitraires m > 1 et n > 1. Alors il existe deux
applications de réduction :

Z/ng

7 / md. 7 / n.,
définies par :

xz modmn

x modm x modn,
qui sont de plus des morphismes d’anneaux.

Par symétrie, on peut étudier seulement f,,. Ici, f,, prend un entier modulo mn et le
«réduit » modulo m, comme dans I’exemple des deux mains a cinq doigts ci-dessus.

D’abord, il faut vérifier que f,, est bien définie, ce que nous allons faire. Ensuite aussi,
que I’on a bien, quels que soient a, b € Z / mn :

fm(axb) = fu(a) x fin(b).
Attention! Les opérations +, X a gauche s’effectuent modulo mn, c’est-a-dire dans
Z / mn., tandis que les opérations +, X a droite s’effectuent modulo m, dans Z / m, qui
comporte moins d’éléments — n fois moins, précisément.

Avec m = 5, n = 2, explicitons concretement le fait que f5 est un morphisme d’an-
neaux, sur deux exemples numériques :

7T+9 =6 1 = 1=24+4=f5(7)+ f5(9),

4x2 = f5(4) x f5(7).

Démonstration de la Proposition 33.4. Rappelons que :

Z/ng = {O, 1,2,..., mn— 1} mod mn.

5

sl

4x7=8 r— =3 = 3 =
10 5 5

Autrement dit, dans les calculs, tous les entiers de Z sont considérés modulo mn, et
«ramenés dans la marmite », I’ensemble {0, 1,...,mn — 1}.

Un élément a € Z/mnZ,c’estuna € {0,1,...,mn— 1} avec la collection de tous les
a4+ mnk, ou k € Z est quelconque. Et I’on identifie a + mn k avec a + mn k' parce que
leur différence :

a+mnk— (a+mnk') = mn(k—F),

est un multiple de m n.
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Commencgons par montrer que 1’application :

fm: Z/ng — Z/mZ

a mod mn —— a modm,

est bien définie. 11 faut vérifier que f,, prend la méme valeur sur deux éléments quel-
conques :

a+mnk et a+mnk',

et cela est clair, parce que un multiple de m n est toujours un multiple de m :

a+mnk = a+mnk’ modm
= Oglm(nk’—nk;) mod m.

Ensuite, montrons que f,, est un morphisme d’anneaux. Soient a,b € 7Z / mnZ. quel-
conques. Quel que soient les quatre éléments de 7Z :

a+mnk, a+mnk',

b+mnlt, b+mnt,
il vient par addition verticale :

a+mnk, +b+mnl, modm = a+mnk',+b+mn/

donc on a bien :

) = fmla) + fu(b).
N—————

addition
modulo m

Pour ce qui est des deux multiplications possibles :

a+b
~——

fn(
addition

modulo mn

(a+mnk> (b+mn€) =ab+amnl+mnkb+mnkmnt,
(a+mnk') (b+mnl') = ab+amnl +mnk'b+mnk'mnt,

leur résultat est identique modulo m, car les 3 derniers termes de chaque ligne sont visible-
ment tous multiples de m !
Donc on a bien aussi :

multiplication

multiplication
modulo mn

modulo m

Répétons que les opérations + et X ont un sens différent de part et d’autre du signe
=’. Et dans la Définition 32.1 générale, nous avions bien spécifié¢ que les additions et les
multiplications pouvaient étre différentes dans A et dans B, lorsque nous avons écrit :

fla+ad) = f(a)+s f(d),
f(a XA a/) = f(a) xg f(d).

Nous parvenons enfin a un point de maturité théorique o nous pouvons exprimer une
version mathématique abstraite et plus complete du Théoreme 28.5 des restes chinois, déja
exposé avec des outils rudimentaires.

3
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Le produit Z / m X 7. / nZ, étant encore un anneau, grace a la Section 31, nous pouvons
«mettre ensemble » nos deux applications f,, et f,, ce qui nous donne I’application :

f: Z/ng — Z/mZxZ/nZ
z o (fn(2), fal®)).
Théoreme 33.5. Si m A n = 1 sont premiers entre eux, alors le morphisme d’anneaux :
& Z/mnZ — Z/mZ xZL/nL
r modmn +— <x modm, x mod n>,
est un isomorphisme.
Démonstration. 11 s’agit de montrer que f est bijectif. Mais comme :
g =Card{0,1,2,...,¢—1},

tous ces anneaux sont de cardinal fini, i.e. ont un nombre fini d’éléments ** :
mn = Card Z/ng, m = Card Z/mZ, n = Card Z/nZ

= Card (Z/mZ X Z/nZ),

donc f est un morphisme entre anneaux de cardinaux égaux. Super !
Or puisque I’on sait qu’ une application entre ensembles de méme cardinal est bijective
si et seulement si elle est injective, il va nous suffire de démontrer que :
9

flx) = f@) = r =2

Mais comme f respecte 1’addition, i.e. est un morphisme de groupes pour les lois +

respectives, ceci équivaut a > :

flz—2") = (0,0).
Avec y := x — 7/, montrons donc que :

f(y) = (0 modm, 0 modn),

implique y = 0 dans Z /mnZ.
Or les deux équations y = 0 mod m et y = 0 mod n signifient qu’il existe ¢ € Z et
7 € Z avec :
Yy = mi et Yy =nj.
Mais alors, I’égalité m ¢ = n j montre que m ¢ est divisible par n, et comme par hypothese
n est premier avec m, le Théoreme 21.1 de Gauss force n a diviser ¢, c’est-a-dire ¢ = n k,
avec k € Z, d’ou en remplacant :

y = mnk =0 dans Z/mnZ.

Donc f est injective, donc f est bijective, donc f établit un isomorphisme d’anneaux.
Cela achéve — a coups de hash ? — la démonstration. U

32. Rappelons en effet que si £ = {e1,...,e,} et F = {f1,..., fn} sont deux ensembles finis, leur
produit E'x F' a pour éléments tous les couples (e;, fj) aveci =1,...,metj=1,...,n,donc Card ExXF =
Card F - Card F.

33. Oui, il y a bien deux zéros (0, 0) a droite, le 0 de Z/mZ etle O de Z/nZ — pas d’erreur !
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La Proposition 31.2 offre alors un corollaire direct de ce Théoreme 33.5 chinois occi-
dentalisé.

Théoreme 33.6. En restriction aux groupes d’inversibles respectifs, 'isomorphisme d’an-
neaux du théoreme précédent offre un isomorphisme de groupes commutatifs :

f (Z/mnZ)" — (Z/mZ)" x (Z/nZ)"
r modmn +—— (x modm, x modn).

Enfin, énoncons un résultat général, sans en détailler la démonstration puisqu’une
simple récurrence sur le nombre de facteurs fonctionne sans obstacle.

Théoréme 33.7. Etant donné un nombre r > 1 d’entiers n1, . . ., n, mutuellement premiers
entre eux n; \n; = 1 pour i # j, il existe un isomorphisme d’anneaux commutatifs :
& Z/ny - nZ — LZ[/mZx - x L/n,Z
z modng---n, — (3: modni, ..., T modnr),

qui, en restriction aux groupes des inversibles respectifs, fournit aussi un isomorphisme de
groupes commutatifs :

f (Z/ni-nZ)" — (Z/mZ)" x - x (Z/n,Z)"

z modng---n, —> (x modny, ..., :L’modnr>. O

34. Multiplicativité de la fonction indicatrice ¢ d’Euler
Rappelons la Définition 27.10 de la fonction indicatrice d’Euler :
o(n) = Card{l <a<n: aAn= 1}
= Card (Z/nZ)",

Le résultat suivant, qui va découler du (tres) beau Théoréeme 33.7, permet de calculer
rapidement o (n) pour un entier n arbitraire.

Théoreme 34.1. (1) Sim > 1 et n > 1 sont premiers entre eux, i.e. vérifient m An = 1,
alors :

p(mn) = p(m)p(n).
(2) Sip € & est premier; alors pour tout exposant o > 1, ona :
~1

a

e(p*) = p*—p
(3) Pour un entier n arbitraire décomposé en facteurs premiers :
n o= P,
avec p1 < --- < p, premiers et avec des exposants oy > 1, ..., . > 1, 0na:

p(n) = @) - e(pir)

a1—1 ar—1

= (M =) (e =),
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Par exemple :

©(1235) = ©(5) ¢(13) (19)
= (5-1)(13-1)(19-1)
— 4.12.18 = 864.

Autre exemple :

©(22500000) = ¢(2°) ¢(3%) ¢(5")
- (@ -2) (@ -3) (57 - 5)
= 16-6-625000
= 6000000 (deuromillions).
Démonstration. Montrons (1), appelée propriété de multiplicativité de la fonction indica-
trice ¢ d’Euler.

Grace a la Proposition 32.4, et a la Proposition 31.2, I’isomorphisme d’anneaux du
Théoreme 33.5 :

f: Z/ng - Z/mZXZ/nZ,

induit par restriction aux groupes des inversibles respectifs un isomorphisme de groupes
commutatifs :

Z/mZ)" x (Z/nZ)",
donc en particulier, une bijection. Par conséquent :

Card (Z/ng)X = Card (Z/mZ) x -Card (Z/nZ)X,

(Z/mnZ)" = (Z/mZ x Z/nZ)"
=(

c’est-a-dire précisément p(mn) = p(m) ¢(n), ce qui offre (1).
Ensuite, montrons (2). Soit donc un nombre premier p € &2, et soit un exposant o > 1.
Observons que dans la formule a démontrer :
? -
p(*) = p* =",
il y a un signe « — ».

Or rappelons que pour un ensemble fini I/, et un sous-ensemble quelconque F' C F, on
a:

Card (E\F) = Card E — Card F.

Ici, I’ensemble F concerné a pour cardinal :
Card {1 <k < po‘} = p~.
Alors plutdt que de déterminer directement :
¢(p*) = Card {1 <k <p: k est premier avec p”},
comptons les autres k, ¢’est-a-dire ceux qui ne sont pas premiers avec p~.

Assertion 34.2. Toujours avec o > 1, pour un entier 1 < k < p®, on a équivalence entre :
(i) k est divisible par p, c’est-a-dire k = p{, avec { € N;

(ii) k n’est pas premier avec p“.
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Preuve. I’implication (i) = (ii) est claire, puisque p est alors un facteur commun entre
k=pletp*cara > 1.

Montrons maintenant (ii) = (i). Par hypothese, d := pgcd (k, p®) est > 1. Or d divise
p®. Grace 2 la Proposition 24.12, on sait que d = p” pour un exposant 0 < 3 < . Comme
d > 1, nécessairement 3 > 1.

Enfin, comme d divise aussi k, ¢’est-a-dire k = d ¢ = p® ¢ avec ¢ € N, nous concluons
que k est bien divisible par p :

k:pﬂﬁzp(pﬁflé). O

Nous obtenons donc bien (2) :

¢(p*) = p* — Card{

1 <k < a: kn’estpas premier avec p* }
:pa—Card{1<k< * k= pE}
1<0<p

Pour terminer, montrons (3) en utilisant (1) et (2) :

e(prps? - por) = o(p7) e(ps2ps® - - pi)

= (o7 =) e (05?) 0 (P57 - - )
= (p =) (p32 —p5h) e (por —pon ). O

35. Théoreme d’Euler

Le Théoreme d’Euler généralise le Théoreme 25.1 de Fermat, qui ne traitait que le cas
oll n = p était un nombre premier. Ce théoréme d’arithmétique modulaire, publié *
1761 par le mathématicien suisse Leonhard Euler, s’énonce comme suit.

Théoreme 35.1. [Euler] Pour tout entier n > 1, et tout entier a A n = 1 premier avec n,
1.e. inversible modulo n, on a :
a¥™ = 1 modn.

Par exemple, en base 10, proposons-nous de trouver le chiffre des unités de :
7222
J

c’est-a-dire de trouver quel nombre (chiffre) entre 0 et 9 est congru a 7222 modulo 10. C’est
facile ! Il suffit de voir que 7 et 10 sont premiers entre eux, et de savoir que ¢(10) = 4, ce
que I’on peut constater a partir de la table de multiplication suivante :

* |[0]|[11]12]1][31|[41|[51|[61|[71|[8]|[9]
[01{(0]{(0]}[0]|[01][01|[01][01](01{(O]{[O]
[1]][01[1]1|[2]1|[31][4]1|[51|(61{[71|[8]|[9]
[21{[01{[2]{[4]1]|[61|[81|[0]|[2]|[4]|[6]{[8]
[31|[01|[31{[61|[91{[21|[5]1([81|[1]{[41|[7]
[41|(0]{(41|[8])[2]][6]|[0]][4]|[8]|[2]|[6]
[5]|[01}[51|[01|[51][01|[51|[O1|[5]|[01}[5]
[6]1{[01{[6]1{[2]1)|[81|[41|[0]|[6]|[2]|[8]1{[4]
[71{[01{[71{[4]1|[11|[81|[5]|[2]|[91|[6]{[3]
[81][0]][(8]{[6]|[4]1{[2]|[0]{[8]|[6]|[4]|[2]
[91][01)(91][81|[71][61|[51[4]1{[3]|[2]][1]

34. L. EULER, Theoremata arithmetica nova methodo demonstrata, Novi Comment. Acad. Sci. Imp.
Petrop., vol. 8, 1763, pp. 74—104.
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Le Théoreme 35.1 d’Euler nous indique donc que :
7t = 1 mod 10,
d’ou :
7222 _ pA55+2 (74)55 .72
= 1%.7?
=49 = 9 mod 10.
Le chiffre recherché est donc 9.

Démonstration. Les arguments, simples et élégants, sont essentiellement dus a Lagrange.
Soit donc n > 1. On fixe a € (Z/nZ)X avecaAn=1dobac {2,....,n—1}.

Assertion 35.2. [Point-clé] Pour a premier avec n, I’application suivante est une bijec-
tion :
(Z/nZ)" — (Z/nZ)"
xr — ax.

Preuve. Comme a € (Z/ nZ)X est inversible, il existe a™! € (Z/ nZ)X avec a ta = 1,
dans Z /nZ.

Comme I’espace de départ et I’espace d’arrivée sont tous deux égaux — a (Z / nZ) g
et de cardinal fini, il suffit de vérifier que cette application est injective.

Si donc az = ax’ modn, c’est-a-dire a (x — ') = 0, utilisons a~! pour déduire la
coincidence = = x’ témoignant de 1’injectivité :

o' (a(z—2)=0) donne r—1 = 0. O

Par conséquent, les deux ensembles suivant sont égaux, i.e. ont exactement les mémes
éléments :

{z: € (Z/n2)*} = {az: x € (Z/nL)*},
dont le nombre total est bien slir égal a ¢(n). Trés astucieusement, introduisons alors le

produit :
H r = H ax
z€(Z/nZ)* z€(Z/nZ)>
— ¥ H z,
T€(Z/nL)*
le signe ‘=’ étant entendu dans [’anneau 7. / nZ, puis multiplions 1’égalité obtenue par le

produit de tous les inverses z~! possibles :

H z! < H r = af™ H x >,
zE(Z/nl)* x€(Z/nZ)* x€(Z/nZ)*

ce qui offre la conclusion :

1 = a¥™, O

36. Appendice : Injections, Surjections, Bijections
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37. Exercices

Exercice 1. [Caractérisation linéaire du pged] Etant donné deux constantes entiéres a, b € Z, on considére
I’ensemble de leurs combinaisons linéaires a coefficients entiers :

Za+7Zb .= {uaJrvb: uE L, veE Z}.
(a) Quedire lorsquea =b=107?
(b) On suppose dorénavant (a, b) # (0,0) non tous les deux nuls. Soit d := pged (a, b). On introduit aussi :
Zd = {wd: w € Z}.
Montrer que Zd C Z a + Zb.

(¢) Inversement, montrer que Z a + Z b C Zd. Indication: Dieu Bézout, aidez-nous !
(d) Conclure en énongant un théoréme soigné, clair, précis.

Exercice 2. Soit un anneau commutatif (A, +, ><) dans lequel 1, = 04. Montrer que A = {OA}. Indication:
Utiliser les axiomes.

Exercice 3. Soit un morphisme f: A — B d’anneaux commutatifs. Montrer que Im f est un sous-anneau
de B.

Exercice 4. EE



