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1. Introduction
2. Pavages du plan R?

Afin de déterminer 1’aire — la mesure de surface — d’une partie A C R? du plan
euclidien, une idée simple et naturelle consiste a utiliser des quadrillages de plus en plus
fins.

Soit donc {O, i, j} le repere orthonormé canonique du plan euclidien R? muni des co-
ordonnées cartésiennes (x,y), o i = (1,0) et j = (0, 1) sont les deux vecteurs de base.
Pour deux paires quelconques de nombres réels a < b et ¢ < d, le produit d’intervalles
semi-ouverts :

[a,b] X [e,d]
est un rectangle élémentaire, ou pavé, semi-ouvert.
Lorsque a, b, et ¢, d sont des paires d’entiers consécutifs, la réunion de tels pavés entiers :

Py = U U [m,m—i—l[ X [p,p—I—l[ = R?

MEZ peEZ

recouvre tout le plan, sans intersections. L’ensemble de ces pavés [m, m + 1[ x[p,p + 1|
constitue alors un pavage de profondeur 0, ou de maniere plus imagée carrelage, qui sera
noté P,.
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Ensuite, découpons chaque carreau (pavé) de Py en son milieu, verticalement et hori-
zontalement, pour obtenir le pavage de profondeur 1 :

o m m-+1 p p+1|  _,
P1 = U U {?,T{X[§,T|: = R~
meZ peEL

Ainsi, chaque pavé se fragmente en 2 x 2 = 4 sous-pavés. En itérant les coups de sabre,
pour tout entier £ > 0, on produit le pavage de profondeur k :

' m m+1 p p+1 9
Pk:UU{?, ok |:X|:?, 2k:|::R’

meZ peEl

qui recouvre le plan par une réunion disjointe de carreaux d’aires de plus en plus petites :

O N SR
22k k00

ok ok

On s’imagine alors aisément qu’en augmentant la profondeur, on a de plus en plus de
chance de bien approximer |’ « aire » d’une partie donnée A C R2.

3. Aire inférieure et aire supérieure d’un ensemble borné A C R?

Rappelons qu’un ensemble A C R? est dit borné s’il est contenu dans un disque de
rayon assez grand — A ne s’évade pas a I’infini. Cela équivaut a dire que le diametre de
A, défini comme le supremum de la distance entre deux quelconques de ses points :

diam A := sup \/(961 —22)* + (Y1 — ¥2)°

(z1,91)€EA
(z2,y2)€A

est fini :
diam A < oo “— A borné.

Nous supposerons donc A borné, et notre objectif est de donner un sens mathématique
rigoureux a la notion de « mesure » de I’étendue — aire, surface — de A. Evidemment, on
convient que I’unité de mesure est :

aire ([0, 1[x[0,1[) = 1-1

I
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A

L’idée spontanée est de compter les pavés entierement contenus dans I’ensemble :
Ny := Card {pavés de P, contenus dans A},
puis ceux, plus nombreux, qui le rencontrent :

Ng := Card {pavés de P, intersectant A}.

Evidemment, comme chaque pavé de P est d’aire 1%, on a :

2

17Ny < aire(A) < 12-N¢,

mais on ne sait pas encore calculer I’aire de A, ce qu’on signifie en la chapeautant par un
point d’interrogation. En tout cas, puisque A est borné, on a :

Ny < oo.

Passons ensuite au pavage suivant Py, plus fin que Py, et comptons de maniére similaire :
Ny := Card {pavés de P; contenus dans A},
N{ := Card {pavés de P; intersectant A}.
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Pour la méme raison, et comme chaque pavé de P, est d’aire 2% :

/ /
/ /

Mais comme tous les sous-pavés d’un pavé contenu dans A sont toujours aussi contenus
dans A, et comme les sous-pavés d’un pavé intersectant A n’intersectent pas toujours A,
on déduit deux inégalités cruciales :

1 1

+ +
ce qui confirme I’intuition géométrique d’apres laquelle la génération 1 approxime mieux
I’«aire» de A que la génération 0 :
L - 2 Lo +

Sur cette pauvre aire (en question), I’étau se resserre si on itere. En effet, pour tout entier
k € N, avec les deux comptages :

Ny <

N, := Card {pavés de Py, contenus dans A},
Ny := Card {pavés de P, intersectant A},

le méme raisonnement montre que lors du passage de P,_; a Py, I’approximation s’amé-
liore nécessairement :

1 1 ? 1

_ - 2 {
N1 S o Nk S aire(A) < +

+

o2k Nk < 2(h—1) k-1
puisque tout pavé de Pj_; qui est inclus dans A donne 22 pavés de P, aussi inclus dans
A — ce qui démontre la premiére inégalité —, et puisque tout pavé de P_; qui rencontre
A donne au plus 2% pavés de Pj, qui rencontrent A — ce qui démontre la derniére inégalité.

On obtient par conséquent a gauche une premiere suite de valeurs approchées de
I’« aire» de A, premire suite qui est croissante et majorée (par Nj < 00) :

1 1 1

ENS < ?Nl_ < < —N]; < el — ?7
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et a droite, on obtient une deuxieme suite de valeurs approchées par exces qui est décrois-
sante et minorée (par 0, puisque tout est positif !) :

A ...LN+ 1 + 1

- N7
N S S NS N

Or le Cours d’ Analyse a démontré qu’une suite numérique (uy )32, croissante uy, < Ugiq
et majorée u; < M < oo possede toujours une limite 1, < M.

Qe OO OO0
Uo Ul U2 Uk Uk+1l  Uoo M

Inversement, on sait aussi qu’une suite numérique (vy)%>, décroissante vy < vy et
minorée v, > L > —oo possede toujours une limite v, > L.

OO=0=0=0—0——0"
L Voo Vi V2 (%] Vo

Grace a ces deux théoremes fondamentaux dont la démonstration rigoureuse remonte au
début du 19°™ siecle, nous déduisons que nos deux suites approximantes ont une limite :

. 1 . ke ) ) 1
len;oﬁNk =: aire (A) < aire(4) < aire"(A) := kll_(goﬁN;,

et 8’1l doit exister une « aire » ou « mesure de surface» de A, elle est nécessairement com-
prise — pour des raisons géométriques évidentes — entre ces deux limites.

Terminologie 3.1. La limite croissante a gauche aire™ (A) sera appelée aire inférieure de
A, et la limite décroissante a droite aire™ (A) sera appelée aire supérieure de A.

6T

<6 |
b

RN RN RO
Malheureusement, il existe certains sous-ensembles bizarroides A C R? — penser a

des fractals, ou a des taches d’encre transpercées d’acide a toutes les échelles microscro-
piques — pour lesquels ces deux aires inférieure et supérieure different :

. strictement |
aire (A) < airet(A).
L’étude de tels ensembles va bien au-dela du niveau de ce cours, dans lequel tous les en-
sembles A considérés auront des frontieres tres simples et tres régulieres, et pour lesquels
il est assez aisé de vérifier que ces deux aires inférieure et supérieure coincident.
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En tout état de cause, nous avons I’intuition que la plupart du temps, les approximations
convergent vers une unique valeur.

Oublions, donc, ces figures fantomatiques qui semblent mystérieuses.

Définition 3.2. On dit qu’une partie A C R? du plan est quarrable si son aire inférieure est
égale a son aire supérieure :
aire” (A) = aire™(A).

Terminologie 3.3. La valeur commune s’appelle alors 1’aire de A :
aire(A) := aire” (A) = aire™(A).
Evidemment, I’ensemble vide () C R? est quarrable, d’aire nulle :
aire()) = 0.

Par des arguments mathématiques rigoureux — et arides —, on démontre des propriétés
naturelles et intuitivement évidentes, que nous admettrons.

Lemme 3.4. Pour tout entier k > 0, tout pavé de profondeur k est quarrable, et a pour
mesure de surface :

. m m+1 p p+1 1 1 1
aire( |50 " | % g o |) = 3w = -

Plus généralement, considérons un rectangle semi-ouvert quelconque.
Lemme 3.5. Pour tous nombres réels :
—0 < a<b< o0 et —o0 < c<d< oo,
le rectangle [a, b[x[c, d[ est quarrable, et a pour mesure de surface :
aire ([a, b] x[c,d]) = (b—a)(d— c). O

Il en va de méme pour le rectangle fermé [a,b] X [c,d).
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Griace a ces énoncés élémentaires, I’ensemble :
2 := {A C R? partie quarrable} # ()
est non vide. Par construction, il existe alors une application bien définie :
2 — Ry
A — aire(A),

qui attribue la valeur 0 a (), et la valeur 1 a tout pavé [m, m + 1[ x[p, p + 1] de profondeur
1.

Proposition 3.6. Si A, B € 2 sont deux parties quarrables du plan, alors :

1) AuBe 2;

2 AnBe 2;

3) AN B = () = aire(AU B) = aire(A) + aire(B);

4) AC B= aire(A) < aire(B);

(5) aire(®(A)) = aire(A) pour toute isométrie euclidienne ® de R>. O

Rappelons que les isométries euclidiennes sont tout simplement des compositions de
translations et de rotations dans le plan.

(3’) Plus généralement, sans I’hypothése AN B = (), ona:

aire(AU B) = aire(A) + aire(B) — aire(AN B).

4. Domaines de R? a bords réguliers par morceaux

Dans les exercices mathématiques de calcul intégral, et dans les applications a la phy-
sique, les sous-ensembles A C R? seront des domaines :

D c R?,

c’est-a-dire des ouverts connexes, toujours représentés par un nombre fini d’inégalités ex-
plicites :

D = {(ZE,y) €R2: dl(x7y) <07 d2<l’,y) <07 ) dK(ny) <0}7

ot les fonctions dy.(x,y) pour 1 < k < K seront concretes et compréhensibles. Donnons
deux premiers exemples.

Dy = {(z,y) e R*: z+y <1},
Dy = {(I,y)ERQ: 0<y, 0<x<3, 2y—2<x}.

Ce premier domaine D, est un demi-plan, il n’est pas borné, donc nous I’écartons.
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2V
2V
(0,1)
5
2
5 (1,0) = 21
Dy 1 Dy

X

0 1 2 3 -

En pratique, pour dessiner un domaine de cette espece :
D = {(x,y) € R?: dy(z,y) <0, k= 1,...,K},

on trace toutes les courbes :

Vi = {(m,y) € R?: dy(z,y) = O} (1<k<K),

dans le plan. Pour Dj, on a une unique droite {z + y — 1 = 0}, et pour Ds, on a 4 droites :

{y =0}, {z =0}, {z -3 =0}, {—z+2y—-2=0}.

Rappelons que pour représenter une droite d’équation ax + by + ¢ = 0 avec a # 0, on
marque son point (0, —7) d’intersection avec I’axe des ordonnées {z = 0}, son point
(—£,0) d’intersection avec 1’axe des abscisses {y = 0}, puis on utilise une régle pour
tracer la droite entre ces deux points.

Ensuite, chaque courbe {d(z,y) = 0} délimite, comme frontiere commune, deux par-
ties du plan :

{dk(x,y) < O} et {dk(x,y) > 0}7

puis on repere la partie ou la fonction dy, est (strictement) négative, et enfin, on hachure ce
lieu. Le domaine D = (), {d), < 0} est alors Iintersection des régions hachurées.
Evidemment, il faut voir / ré-écrire :

Dy = {(m,y)eRQ: —y<0, —x<0, x—3<0, —x+2y—2<0}.

D’ailleurs, le sens des inégalités d;, < 0 n’a pas vraiment d’importance, on peut toujours
s’y ramener, par exemple :

f—=5g>nh — —f+5g9g+h <0O.
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Y.

Voici un troisieme exemple :
Dy = {(z,y) eR*: 2°+ 2z <y <z +2},
que I’on peut ré-écrire :
{+1)? 1<y} N{y<az+2},

comme intersection de la partie au-dessus d’une parabole d’axe la droite {x = —1} et
au-dessous d’une droite de pente égale a 1. Ici, le bord ou la frontiere 0 D3 de ce secteur
parabolique est constitué d’un segment et d’un arc de parabole.

Y

3

Dy

-3 —1 \1 3 @

Encore un autre exemple, un anneau scié :

D, = {(m,y)ERQ: 1 <a2?+9y? <3, :1:+y>0}.
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Le bord 0D, de ce demi-anneau est constitué de deux demi-cercles concentriques, et de
deux segments de droites alignés.

Généralement, étant donné un domaine D = {d; < 0,...,dx < 0} comme ci-dessus,
son bord 0D est contenu dans la réunion finie des courbes :
Vi = {(x,y) € R?: dy(z,y) :O} (1<k<K).
Théoreme 4.1. Tout domaine borné du plan de la forme :
D = {(z,y) € R*: di(z,y) <0, da(z,y) <O, ..., di(z,y) <0},
oudy,ds, ..., dx sont des fonctions continiiment différentiables, est quarrable, avec :
aire(D) = aire(D U OD). O

Autrement dit, le bord compte pour du beurre — miam ! Bien que la démonstration ne
soit pas accessible avec les outils présentés dans ce cours, expliquons 1’hypothese concer-
nant les fonctions dy, do, . . . , dy.

Une fonction :

d: R* — R
est dite continiiment différentiable si ses deux dérivées partielles :
od . dx e, y) —d(z,y) od . dx, y+e) —d(z,y)
%<Jf,y) T EIE% c et a_y(x7y) T lm c

existent en tout point (z,y) € R?, et sont continues sur R?. En pratique, cela sera toujours
le cas. Plus bas, la Définition 7.1 explicitera précisément ce qu’on entend par continuité
d’une fonction de deux variables.

5. p-partition d’un ensemble quarrable

Si, comme plus haut, 2 C Z(R?) désigne I’ensemble des parties quarrables du plan
euclidien R?, ¢’est-a-dire celles auxquelles on peut attribuer une aire, nous abrégerons do-
rénavant :

[ 1= aire,
la lettre grecque ‘p’ étant I'initiale du mot grec petpov, signifiant ‘mesure’.
Rappelons que tout pavé fermé [a,a + 1] X [¢,c+ 1] de coté 1 a pour mesure :
(a+1-1)(c+1-1) =1-1 =1,
et que les parties quarrables A, B € 2 satisfont la formule :
n(AUB) = u(A) + pu(B) — u(An B).

Terminologie 5.1. On dira que deux parties quarrables A, B € 2 sont u-disjointes quand
leur intersection est d’aire nulle :
0=u(ANB).
Cette propriété sera parfois notée :
0, = ANB.
Dans cette circonstance, on a p-additivité simple :
ANB =10, = n(AUB) = n(A) + u(B) — p(ANB)
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Y

ANB

Ys

Puisqu’on peut vérifier que tout segment de droite est d’aire nulle (heureusement!),

deux pavés fermés n’ayant qu’un c6té en commun satisfont cela, par exemple :
A= [-1,1] x [-1,1] et B = [1,2] x [-1,1],
ANB = {1} x [-1,1].

Définition 5.2. On appelle p-partition d’une partie quarrable A € 2 toute famille finie
(A;)1<i<n de sous-ensembles A; C A satisfaisant :
(1) A; € 2 pourtoutindice 1 <i < n;
2 AAU---UAU---UA,=A;
(3) A, NA;, =0, pour tous indices 1 < i; < i < n.

En termes plus ‘littéraires’, une p-partition de A est constituée d’une famille finie de

parties quarrables, deux a deux p-disjointes, dont la réunion donne A. On a alors évidem-
ment :

i(A) = p(Ar) + -+ p(4) + -+ p(An).

Définition 5.3. On dira qu’une p-partition (A% )1<;<,v de A € 2 est plus fine qu’une autre
ji-partition (AZ»)1 i<, Sitout A; est réunion d’une sous-famille extraite de (Ai)icircns» @

savoir si pour tout 4, il existe A, ,..., A}, avec1 <} <--- < z'; < n' tels que :
1 p
! /
A = Ai3U~~~UA%.

Autrement dit, une p-partition plus fine possede plus de morceaux de puzzle.
Deés qu’on connait deux p-partitions quelconques de A :

(Ai)Kign et (Bj)1<j<m’
la famille des intersections :
(AZ N B]) 1<i<n

1<j<m
est une nouvelle p-partition de A a n - m morceaux de puzzle, qui est plus fine que chacune
des deux p-partitions données.

Notation 5.4. On notera &7,,(A) I’ensemble des p-partitions de A, et une p-partition don-
née (A;)1<i<n sera notée en abrégé :
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6. Intégrale double d’une fonction définie sur un ensemble quarrable

Considérons une partie quarrable A C R?, ainsi qu’une fonction bornée :
f: A— R
D’apres un théoreme d’Analyse, I’infimum et le supremum de f sur A existent, et sont
finis :

—o0 < m:= inf f(z,y) < sup f(zr,y) ="M < oc.
(zy)eA (z,y)eA

Etant donné une p-partition p = (A;)1<i<n de A, introduisons aussi les infima et les su-
prema de f surles A; :

m; == inf  f(x,y) et M; == sup f(x,y).
(z,y)€A; (z,y)EA;

Ensuite, formons les deux sommes de Darboux 2-dimensionnelles :
s(p) = s(A.) = map(Ar) +mao p(Ag) + -+ 4 my p(Ay),
S(p) = S(A.) == My p(Ay) + My pu(Ag) + - + My pu(A4y).
Il est clair que :

(6.1) s(p) < S(p).

On peut alors développer la méme théorie que celle de 1’intégrale de Riemann en di-
mension 1, via les sommes de Darboux, dont voici, sans démonstrations, les passages im-
portants. Deux propositions principales interviennent.

Proposition 6.2. Si une p-partition (A, )1<ir<,y d’un ensemble quarrable A C R? est plus
fine qu’une autre p-partition (Ai)1 cicyy alors :

S(Ai) < s(A;,) et S(A;,) < S(Ai). O

Cette proposition est absolument cruciale, car elle exprime qu’en raffinant les pu-
partitions :

s(4) < s(4) < s(40) < o < [ [ ppdedy <o < S(a) < S(A0) < (4,

on a de plus en plus de chances d’approcher la valeur d’une intégrale double de f sur A :

//A f(l?, y) ~ i p(A;) - <Valeur de f sur AZ-)7

i=1
en s’imaginant que si tous les A; sont assez petits, les valeurs de f sur A; sont presque
constantes :
igff ~ valeur(s)de f sur A; =~ sup f.
i A;

Bien entendu, ce (misérable) raisonnement ‘a la physicienne’ sera autoritairement exclu de
notre ‘mathematics select club’ ! Soyons rigoureux !
La deuxieme proposition principale est encore plus cruciale.

Proposition 6.3. Etant donné deux ji-partitions quelconques p € Z,(A) et ¢ € 2, (A),
on a toujours :

s(p) < S(q).
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Preuve. La démonstration est tres simple : la p-partition intersection p N ¢ étant a la fois
plus fine que p et plus fine que ¢, la Proposition 6.2 et I’inégalité (6.1) donnent :

s(p) < s(pngq) < S(png) < S(q). O

Grace a cela, ’ensemble des nombres s(p) quand p parcourt &, (A) est majoré par

N

S(qo), ot gy € Z,,(A) est fixée quelconque. A présent, rappelons le

Qe O OO O=O-0>
E sup M

Lemme 6.4. [Borne supérieure] Soit £ C R un sous-ensemble de nombres réels qui
est borné supérieurement au sens ou il existe une constante M < 00 majorant tous ses
éléments :

T <M (Y€ E).
Alors E admet un supremum :
supFE = supzr < M. Il
z€eE
Qe Ol O Oee OO0
E supE—¢ supkE M

Par définition, ce supremum est I’unique nombre réel sup £ € R majorant au mieux
tous les éléments :

r < supF (Vz€E),
au sens ou des qu’on descend un tout petit peu la barre a droite, a savoir des qu’on soustrait
un £ > 0 arbitrairement petit, il n’est plus vrai que :

faux

r < supk —¢ (Vz € E).

De maniere équivalente, pour tout € > 0, il existe x € E avec © > sup £ — ¢. Attention !
En général, sup £ < M strictement : le ‘mur’ M peut a priori étre trés loin du supremum
sup I/, comme sur les figures.

Par conséquent, on peut introduire 1’intégrale inférieure de [ sur A :

gr(A) == sup s(p).
PED,(A)

Ensuite, de maniére symétrique, 1’ensemble des nombres S(¢) quand ¢ parcourt &7,,(A)

est minoré par s(pg), ou py € &,(A) est fixée quelconque.

OO O Qe Qe OO
m inf & FE

Lemme 6.5. [Borne inférieure] Si £ C R est borné inférieurement au sens o il existe
une borne finie m > —oo minorant tous ses éléments :

m < x (Vz€E),

alors E admet un infimum :

m < infx =: infE. O
zeE
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e O OO OO OO
m infy infE+¢ E

Par définition, cet infimum est I’'unique nombre réel inf £ € R minorant au mieux tous
les éléments :
inffE <z (VzeB),

au sens ou deés qu’on remonte un tout petit peu la barre a gauche, a savoir des qu’on addi-
tionne un € > ( arbitrairement petit, il n’est plus vrai que :

faux

inffEl+e < x (Vz€E).
Par conséquent, on peut introduire 1’ intégrale supérieure de f sur A :

£r(4) = inf | S()

Par construction, on a évidemment :
of(A) < Zp(A).

Définition 6.6. On dit qu’une fonction bornée f: A — R définie sur un ensemble quar-
rable A C R? est intégrable au sens de Darboux sur A lorsque son intégrale inférieure
coincide avec son intégrale supérieure :

ar(A) = X(A).

On note alors cette valeur commune :

/ /A f(z,y) dedy,

et on la nomme intégrale double de f sur la partie quarrable A.
Notation 6.7. L’ensemble des fonctions intégrables sur A sera noté :

Int (A, R) { f: A— R: bornées 1ntegrables}

Comme dans la théorie des intégrales de Riemann sur des segments de R, on démontre
plusieurs théoremes fondamentaux.

Théoreéme 6.8. Soient A et B deux parties quarrables du plan qui sont pi-disjointes :
= ,u(A NnB )
Pour toute fonction bornée f: AU B — R, on a I’équivalence :
f estintégrable sur A et sur B = f estintégrable sur AU B.

Dans ce cas :

/AuB flz,y)dedy = //A f(z,y) dxdy+/ ; f(z,y) dzdy. O

En élaguant les notations, on peut récrire cela :

ot =1,

Ensuite, le théoréme suivant montre que 1’espace Int (A, R) est un R-espace vectoriel.
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Théoreme 6.9. Si f et g sont deux fonctions bornées intégrables sur une partie quarrable
A C R?, alors pour tous réels \, ;i € R, la combinaison linéaire :

Af+pg € Int(AR)

est aussi intégrable sur A, avec :

// )\fxy+ug(xy) dedy = / fxydxdy+u// (x,y)dxdy. O

Avant d’aller plus loin, exprimons un critere d’intégrabilité. Par construction, sur une
partie quarrable A C R?, pour toute fonction bornée f: A — R, pour toute paire de
p-partitions p = (A;)1<i<n €t ¢ = (B;)1<j<m de A, on a des inégalités :

s(p) < o4(A4) < / / f < 35(4) < S(g),

et pour que [ [, f existe, ¢’est-a-dire pour que o7(A) = X7(A), il faut et il suffit que I’on
puisse rendre la différence :

S(q) — s(p) arbitrairement petite.

En remplacant p et ¢ par la partition plus fine p N ¢ qui satisfait :

s(p) < s(pNq) < //A f < S(png) < S(q),

et en considérant p N ¢, on déduit le

Lemme 6.10. [Critere d’intégrabilité] Pour que f soit intégrable (au sens de Darboux)
sur A, il faut et il suffit que pour tout € > 0, il existe une p-partition p de A telle que :

S(p) —s(p) < e O

7. Fonctions continues sur D U 9D

Comme dans la théorie de I’intégrale de Riemann sur un intervalle [a, b] C R, il existe
des fonctions bornées sur des ensembles quarrables A C R? qui ne sont pas intégrables,
i.e. pour lesquelles o(A) < ¥¢(A). Heureusement, dans pratiquement tous les cas existant
en mathématiques et en physique, les fonctions considérées sont continues — quitte a re-
découper A en un nombre fini de morceaux —, et nous allons démontrer que les fonctions
continues sont intégrables. Avec cela, on peut élaborer des milliers d’exercices excitants !

Rappelons tout d’abord la définition des fonctions continues d’une variable f: [a, b] —
R. La définition classique due & Weierstrass stipule que f est continue en un point z €|a, b|
lorsque :

Ve>0 3Fd6=46() >0 (‘v’x |z — 20| <0 = |f(2) f(xo)lge).
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Y

f(zo)

Géométriquement, quelle que soit la finesse 2 > 0 d’une bande horizontale centrée
autour de la droite horizontale {y = f(z0)}, il existe une bande verticale de largeur 2§
assez petite centrée autour de la droite verticale {x = x4} telle que toute la partie du graphe
correspondante reste entierement enfermée dans la bande horizontale choisie a I’avance.

Définition 7.1. Sur un sous-ensemble du plan £ C R?, une fonction f: E — R est dite
continue en un point fixé (o, yo) € F lorsque :

(z,y) — (20, %) entraine flx,y) — f(zo,%0).

Ici, z tend vers x( et simultanément, y tend vers yy. Plus précisément, avec la norme

euclidienne :
”(l’, y) - (ZL’(), ?JO)H = \/(I’ - xO)Q + (y - y0)27
cela s’exprime rigoureusement par :

Ve>0 36 =0d(z0,,2) telque |[(z,y)—(z0,%0)| <& = |f(z,9)—f(z0,90)| < e

Définition 7.2. Une fonction f: £ — R est dite continue sur E' quand elle est continue
en fout point (o, o) € E.

La plupart du temps, nous aurons affaire a des ensembles £ = D U 9D qui sont des
domaines D C R? bordés par un nombre fini de courbes {dj(x,y) = 0}, et a des fonctions :

f: DUoD — R,

continues dans D union son bord dD. La classe des fonctions continue est stable par les
opérations usuelles. Nous admettrons la

Proposition 7.3. (1) Les fonctions polynomiales :
k¢
Z Qrex" Y (ak,e €R),
finie
sont continues sur R? tout entier.

2) Sif: DUID — Retg: DUOD — R sont continues, et si \, i € R sont des
constantes, alors \ f + g et f - g sont aussi continues sur D U 0D.

3) Side plus g: D UOD — R* ne s’annule jamais, alors § est continue sur D U 0D.

@ Si f: DUOD — I C R est continue et prend ses valeurs dans un certain sous-
intervalle I de R, et si ¢: I — R est une fonction continue d’une variable, alors ¢ o f est
continue sur D U 0D. O

Par exemple :

(2,y) — €™ —5sin(x +y) + 3 /22 + 32

est continue sur R?\ {(0, 0)}, et n’est pas continue en (0, 0).
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Dans les exemples concrets, pendant les séances TD et aussi lors des examens, les fonc-
tions a étudier seront fabriquées comme sommes, produits, quotients non singuliers, com-
positions, de fonctions classiques élémentaires connues :

2%, ¢, €, logy, sinw, cosy, coshx, sinhy, a, Yy, etc,

et seront continues dans les domaines D U 9D jusqu’a leur bord 0D. La plupart du temps,
on se contentera de vérifier qu’elles sont bien définies, e.g. qu’on ne divise pas par 0, qu’on
ne prend pas la racine carrée ou le logarithme d’un nombre < 0, etc.

Notre objectif, maintenant, est de démontrer que les fonctions continues f: DUJD —
R définies sur des domaines-types sont intégrables. Une section préliminaire est nécessaire.

8. Sous-ensembles compacts du plan R?

En cours de Topologie Générale (niveau L2 ou L3), on démontre que les domaines
bornés D U 0D avec leur bord 0D comme ci-dessus sont des ensembles fermés. On peut
prendre comme définition le

Théoréme 8.1. [Admis] Pour un sous-ensemble E C R?, on a I’équivalence :
E est compact — L est fermé et borné. ]

Le concept d’ensemble compact est trés important dans toutes les mathématiques ac-
tuelles. Mais qu’entend-on par « fermé » ?

Définition 8.2. Un sous-ensemble E C R? est dit fermé si, pour toute suite de points :
(pr) ey n € E,
qui converge vers un certain point p,, € R?, on a encore :
P € F.

Autrement dit, les suites de points de £ ne peuvent s’échapper de £ : caserne !

Par (contre-)exemple, le demi-anneau semi-fermé et semi-ouvert :

E = {(x,y)E]RZ: 1 <a?+9% <3, x+y>0}
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n’est pas fermé (partout) — noter les deux inégalités faibles ‘<, distinctes de I’'inégalité
stricte *>’. En effet, si une suite (py)7>, tend vers un point p,, d’un des deux demi-cercles
(figure de gauche), on a encore p,, € I, car 'inégalité est faible. Mais si p, est sur 'un
des deux segments (figure de droite), on a :

P & E,
car I'inégalité 2 4+ y > 0 est stricte, donc la droite {z +y =0} N E = 0.

Définition 8.3. La fermeture (ou adhérence) E d’un sous-ensemble £ C R? est la réunion
de tous les points p,, € R? qui sont limites :

P = lim Pk
k—o0
de suites quelconques de points py € E convergeant dans R,

Intuitivement, on ajoute a F tous les points qui se trouvent au bord. Par exemple —
noter le changement pour la derniere inégalité — :

E={(zy R 1<a®+y*<3, z+y>0}.

En général, il suffit de remplacer les inégalités strictes par des inégalités faibles. Pour nous,
I’énoncé utile sera le suivant.

Théoreme 8.4. [Admis] La fermeture d’un domaine borné défini par des fonctions conti-
niiment différentiables :

D = {(m,y) € R?: di(z,y) <0, ..., de(z,y) < O},
est:
D = {(a:,y) € R?: di(z,y) <0, ..., de(z,y) < 0}.
De plus son bord est contenu — souvent strictement — dans la réunion des courbes :
oD = E\D - U {dk(x,y) :O}. O
1<k<K

Ainsi, nous étudierons des domaines bornés D C R? dont la fermeture D = D U 0D
est un sous-ensemble compact de R2. Ici, le mot « compact» suggere 1’idée d’objet bien
délimité, sans passoire, empoignable, visible, concret.

Théoréme 8.5. [Admis] Soit A C R? un sous-ensemble compact, i.e. fermé et borné. Alors
toute fonction continue f € €°(A,R) sur A est en fait uniformément continue sur A.

Ce concept de continuité uniforme est aussi treés important en Analyse. Il exprime que
le 0 = &(xo, Yo, €) dans la condition de continuité de f en un point (x,y) € A :

Ve>0 36=0d(x0,90,6) >0 telque |(z,9)—(zo,%0)| <8 = [f(z,9)—f(z0,30)| <e,
ne dépend en fait pas de (zo,yp) € A, au sens de la

Définition 8.6. Une fonction f: A — R définie sur une sous-ensemble A C R? est dite
uniformément continue si :
|(z,y) — (", 9)]| <6 = [fla,y) — f(&',y)] <e

V(z,y) e A V(2',y)eA
Ve>0 Jd=46(c) >0 telque ( (=.v) . v) >
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Toute fonction uniformément continue est continue, mais 1’implication générale in-
Verse :

f  continue = f  uniformément continue

n’est vraie que pour des fonctions définies sur des sous-ensembles compacts A C R2, ce
que dit le théoreme ci-dessus.
Un deuxieme théoréme préliminaire est nécessaire.

Théoréme 8.7. Soit A C R? un sous-ensemble compact, et soit f € €°(A, R) une fonction
continue. Alors :

(1) L’image f(A) C R est aussi un sous-ensemble compact — i.e. fermé et borné ;

(2) Il existep_ € Aetp, € Atels que :

flp-) = (jggf(q) et f(p+) = sup f(q) O

geA

Cette deuxieme propriété exprime que les bornes inférieure et supérieure d’une fonc-
tion continue sont atteintes — nul besoin de prendre une limite — en certains points du
compact.

9. Intégrale double d’une fonction continue sur un compact quarrable

Nous pouvons enfin énoncer et démontrer le théoreme fondamental de ce chapitre.
Théoreme 9.1. Toute fonction continue sur un compact quarrable y est intégrable.
Démonstration. A tout ¢ > 0, la continuité uniforme de f sur A fait correspondre un

= J(e) tel que :
|(z.9) = (" )| <0 = |fla,y) = fa'y)] <e
Puisque A est quarrable, il existe une p-partition p = (A;)1<;<, de A dont les constituants
A; sont tous de diametre inférieur a ¢. Il suffit en effet de prendre les intersections de A
avec un pavage Py de profondeur k assez grande pour que la diagonale de ces pavés carrés
satisfasse /2 = 7 < 0. Quitte a ajouter la frontiere de ces pavés, qui est d’aire nulle, nous
pouvons supposer que tous les A; sont fermés, donc compacts.

Alors sur chaque A; pour 1 < ¢ < n, le Théoréme 8.7 garantit que f atteint ses bornes
inférieure et supérieure :

(a;y) €A, my = fla;,y) = inf /.

() e A, M= f(zf,y}) = s:pf.

Or puisque le diametre de A; est inférieur a 9, on a :
H 17% 7,7yz H — (Og) Ml_m1<€

Il en résulte, pour cette p-partition p :

S() = s(p) = Y Mipu(A) =3 mip(A)

<e i 1A
=1

= €M(A1+“'+Ai+"'+An> = e u(A),
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et comme ¢ ;1(A) est arbitrairement petit si ¢ > 0 est arbitrairement petit, puisque 11(A) est
une constante, le Critere d’intégrabilité 6.10 est vérifié. Ceci conclut la démonstration de
ce théoreme fondamental. Ol

10. Valeur absolue d’une intégrale double et formule de la moyenne
En théorie de I'intégration, les inégalités sont un outil tres fréquemment utile.

Théoréme 10.1. Si f: A — R est intégrable sur une partie quarrable A C R?, et si

f =0, alors :
[ sedsay > o
A

Démonstration. En effet, pour une fonction bornée positive f: A — R, pour toute u-
partition p = (A;)1<i<n de A, les bornes inférieures m; > 0 de f sur les A; sont évidem-
ment toutes positives, donc s(p) > 0, et enfin en prenant le supremum, le résultat reste
positif :

//A f(z,y)dedy = o¢(A) = sup s(p) = 0. .

PEPu(A)

Corollaire 10.2. Si f et g sont intégrables sur A, alors :

<o = [ e <[] s

Démonstration. En effet, il suffit d’appliquer le théoréme précédent a la fonction positive
g—f=20. O

De la méme facon qu’en théorie de I’intégrale de Riemann 1-dimensionnelle, on établit
le résultat suivant, exceptionnellement important, en Analyse, en Théorie des nombres, et
en Géométrie.

Théoreme 10.3. Si une fonction bornée f: A — R est intégrable sur une partie quar-
rable A C R?, alors :

‘//A f(x’y)dxdy’ S //A | f(x,y)| dady. .

Toutefois, dans ce cours de L1 majoritairement concentré sur des calculs exacts, nous
I’utiliserons peu souvent.
Voici maintenant ce qu’on appelle la Premiere formule de la moyenne.

Théoréme 10.4. Soit f € Int (A, R) une fonction intégrable sur A C R? quarrable. Alors
en posant :

m = ﬂff et M = |gff,

ona:

m - pu(A) < //A f(z,y)dedy < M - pu(A).

Démonstration. En effet, m j1(A) et M p(A) sont respectivement les s(p) et S(p) corres-
pondant a la p-partition p = A réduite a un seul élément, la partie A elle-méme tout en-
tiere. U
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Définition 10.5. Le nombre :

\ = @ / /A f(z,y) dudy

se nomme valeur moyenne de f sur A.

Si A est une partie compacte du plan, et si f est continue sur A, alors il existe (z, yy) €
A tel que f(xo,y0) = A grace au théoreme des valeurs intermédiaires. On obtient ainsi le

Théoréme 10.6. Si A C R? est quarrable et si f: A — R est continue, il existe un
(x0,Y0) € Atel que :

%A) //A flz,y)dedy = f(xo,yo)- =

11. Echantillonnage de Riemann

Un autre point de vue, plus proche de I’esprit original de Bernhard Riemann dans sa
these d’habilitation soutenue en 1854 a 1’Université de Gottingen en Allemagne, mérite
d’étre présenté.

Comme précédemment, soit f: A —> R une fonction bornée définie sur un sous-
ensemble quarrable du plan A C R?. Pour toute p-partition (4;);<;<, de A, nous posons a
nouveau :

m; == inf  f(x,y) et M; == sup f(x,y).
(z,y)EA; (z,y) €A

Par définition, le diamétre de chaque A; est le nombre réel positif :
0i = sup ||(z,y) — ().
(z,y)€A;
(z! y')€EA;
Définition 11.1. Le pas de la p-partition p = (A4;)1<;<, de A est:
pas(p) := 0 := max J;.

1<i<n

Maintenant, pour tout indice fixé 1 < ¢ < n, choisissons arbitrairement un réel 0; €
[m;, M;], par exemple :

0; = f(x;,y;) avec (z;,v;) € A; quelconque,

et introduisons la somme de Riemann :
Z(p) = 01 (A1) + 02 pu(Az) + - + 0, pu(Ay)

i=1
Puisque m; < 6; < M, il est clair que :
> omin(A) < Z(p) < Y M;p(Ay),
i=1 i=1

c’est-a-dire :
s(p) < Z(p) < S(p).
Comme dans la théorie des intégrales de Riemann en dimension 1, on établit le
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Théoréme 11.2. Si f: A — R est intégrable sur A C R? quarrable, alors :

lim 9? / f(z,y) dxdy. O

pas(p)—

L’intérét, c’est qu’on approxime la valeur de I’intégrale par des sommes échantillonnées
‘au hasard’ : chaque morceau A; ‘pese’ :

f (i, yi) - aire(Ay),

ot f(z;,y;) est une valeur de la fonction en un point (z;, ;) choisi arbitrairement dans
A;. Quels que soient les choix de valeurs, il y a convergence vers 1’intégrale double : c’est
remarquable !

Il y a aussi une réciproque a ce résultat, que nous admettrons aussi sans démonstration
(austere, trop austere).

Théoreme 11.3. Toute fonction intégrable au sens de Riemann :

lim Z(p) existe,

pas—0

est aussi intégrable (au sens de Darboux), i.e. appartient a Int (A, R). U

12. Ensembles cubables

Placons-nous dans I’espace R? de la géométrie euclidienne 2 3 dimensions, rapporté a
un repere orthonormé {O, ij, k}. Appelons pavé (semi-ouvert) tout produit d’intervalles :

[a, b[ x[e, d[ e, f],

aveca < b, c < d, e < f desréels quelconques. Comme dans la Section 2, pour tout & € N,
on considere le pavage de profondeur k de ’espace R? tout entier :

m m-+1 n n+1 p p+1
-UUU S |
MEZ nEZL pEL
Nous voulons donner un sens mathématique précis a la notion intuitive de « volume »,
ou « étendue », d’une partie bornée B C R2. Pour & € N quelconque, introduisons a cet
effet :
N, := Card {pavés de P}, contenus dans B},

N} := Card {pavés de P, intersectant B}.

Un raisonnement analogue a celui vu en dimension 2 dans la Section 3 donne, pour tout
k>1:
1 _ 1 I 1

- o +
23(k—1) N1 S 23k Ny < 23k Ng < 93(k—1) Np_1-

De la sorte, nous obtenons deux suites :

N . .,
<%) croissante et majorée,
2 keN

N . . . 2
<%> décroissante et minorée.
2 keN
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Ces deux suites sont donc convergentes, et nous noterons :

_ o Ny
Volume™ (B) := kll_)ngo peTs
+ N
Volume™(B) := kILrT;oﬁ’

quantités que nous nommerons volume inférieur de B et volume supérieur de B.
Définition 12.1. On dira qu’une partie bornée B C IR est cubable si :
Volume™ (B) = Volume™ (B).

Cette valeur commune s’appellera volume de B, et sera abrégée :

Volume(B) = u(B).
Enfin, I’ensemble des parties cubables de R? sera noté :

¢ := {B CR’: Bestcubable}.
Maintenant, comme pour les parties quarrables du plan, on démontre :
Ae?¥ et BeE = ANB €% et AUB € %,
et aussi naturellement, que :
(AU B) = p(A) + pu(B) — p(An B).

De plus, on vérifie que :

(b=a) (=) (f — ) = p(la,b] x[e,d[ x[e, )
= pu(la,t] x [e,d] x [e. ).

13. Signification de I’intégrale double

Sur une partie quarrable A C R?, soit une fonction a valeurs réelles positives :
A3 (z,y) — flx,y) € Ry.
Introduisons I’ hypographe de f :
B = {(w,y,Z) R’ (z,y) €4, 0<2< f(x,y)},

et étudions les volumes inférieur et supérieur de cet ensemble B, au moyen des pavages P,
de ’espace R3.
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Tout pavé inclus dans B se projette orthogonalement sur R? en un pavé-plan inclus dans
A. Tout pavé qui rencontre B se projette en un pavé-plan qui rencontre A.

D’autre part, les intersections avec A des pavés-plans de profondeur % constituent une
p-partition de A, que I’on désignera par :

Pr € @ll(A)

A partir de ces remarques, il est aisé de se convaincre que :

N, N
2—3]2 < s(pe) < Slpe) < 2—3’2,

d’ou il résulte, en laissant & — oo, que :
Volume™ (B) < o4(A) < X;(A) < Volume™(B).

De plus, comme la frontiére de A a une aire nulle, la réunion des pavés-plans de profon-
deur k£ qui rencontrent cette frontiere posseéde une aire qui tend vers 0 quand k& — co. On
peut alors démontrer rigoureusement que :

Volume™ (B) = o(A) et Y ;(A) = Volume™(B).
Il en découle I’équivalence suivante.

Théoréme 13.1. Soit A C R? une partie quarrable, et soit f: A — R, une fonction
positive bornée. Pour que [ soit intégrable sur A, il faut et il suffit que son hypographe :

Bi={(wy2) e (ry) €A 0<=< [y},

soit cubable. Dans ce cas :

Volume(B) = u(B) — / /A F(@,y) dady. 0

14. Calculs d’intégrales doubles sur un pavé compact
Soit un pavé fermé (donc compact) :
A = [a,b] X [c,d],
avec des réels :

-0 <a<b< o et —o0 < c¢c<d< oo
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Nous nous proposons de ramener le calcul de I’intégrale double :

/ / f(z,y) dzdy
[a,b] X [c,d]

d’une fonction continue f: A —s R a deux calculs d’intégrales simples. A cette fin, effec-
tuons une p-partition p = (Ai,j) 1<i<n de ce pavé A en les n - m sous-pavés :

1<jsm
Ay o= [561;71,%'} X [yjflayj} (I<i<n, 1<j<m),

associés a deux subdivisions arbitraires des deux intervalles [a, b] et [c, d] :

a=2) < X1 <Xy < < Tp1 < Ty < xp = Db,
c=yo <y1 <Y < < Yn1 < Yn < Ym = d.
Yy
dl---
Y, +--- .
Yy T —~ A\
J=1 A,
A j
c.--———
] 1ol 1
) S b X
i-1 ¢

Introduisons aussi les infima et les suprema :

m;; = inf  f(z,y) et M;; = sup f(x,y).
(z,y)€A; j (z,y)€A; 5
Nous allons utiliser la définition de I’intégrale double qui passe par les sommes de Rie-
mann. Soient des nombres arbitraires :

m;; < 0;; < M,

que nous choisirons plus tard, et envisageons, pour la p-partition p = (Ai,j) 1<i<n de A =
1<j<m
[a,b] x [c,d], la somme de Riemann :

Z(p) = Z Z (% - %‘—1) (yj - yj—l) ~0i;.

Nous pouvons alors réorganiser cette sommation en deux moments successifs, dont le pre-

mier est :
n

X£(p) = Z (2 — xi21) Z (5 — yj-1) 0.
i=1 j=1
Quand on fixe I’indice 7, pour tout j avec 1 < j < m, nous décidons de choisir pour ¢; ;
la valeur moyenne de la fonction continue y — f(x;,y) dans Uintervalle [y;_1, y;] :
1 Yj

0pj == ——— f(@i,y) dy.

Yi —Yji-1 Jy; 4
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Alors d’apres la regle de Chasles pour les intégrales, on a :

n

> (yi—yjm) 01y = / f(zi,y)dy
]:1 Yj—1

Jj=1

-/ " flany)dy

Il en résulte que si on pose :

d
b(z) = / f(x.) dy,

on obtient :
n

Z(p) = Z (901 _xifl) Y ().

=1
Comme on peut aisément démontrer que cette fonction © —— (x) est continue, donc
intégrable, on reconnait ici a droite une somme de Riemann pour le calcul de I’intégrale

simple :
b
/ Y(z) de.

//A fz,y) dedy = /ab U(z)dr = /ab dx/cd fla,y) dvdy.

En résumé, nous avons établi le

Par suite :

Théoréme 14.1. Sur un pavé compact [a,b| X [c, d] C R?, Uintégrale d’une fonction réelle

continue vaut :
b d
// f(z,y) dedy :/ dx/ fz,y)dy
[a,b] X [c,d] a c

z/cddy/abﬂw,y)dl“- =

Evidemment, cette deuxieme expression s’obtient simplement en échangeant x <— y.
Un cas particulier mérite une mention, quand la fonction :

f(x,y) = g(x) hy)

est produit de deux fonctions d’une variable. Dans ce cas, on voit que I’intégrale double est
le produit de deux intégrales simples indépendantes :

/ /[ o S dedy = ( /  g(a) dx) ( / ") dy).

Comme illustration de ce théoreme fondamental qui permet de ramener le calcul d’une
intégrale double a deux calculs d’intégrales simples, proposons-nous de calculer :

Ty
I := // dxdy.
n2x0,1] T2+ y?
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/ /0 xz’iy W
/ Iog x +y)}1

2
1
:—/ xlogx i dx
1

D’apres ce qui précede :

2 x?
[P 2 =1] 1/4| t+1dt
oser = = - (0]
v 1), BT

et en connaissant une primitive de log ¢ qui s’obtient en observant que (t log t)/ = logt+1,
on trouve :

1
I = Z[t—I—l Iogt—tlogt]

- §<5|og5 4log4 —2log2+ llog1 )

= i<5|og5—5|og4>
5

~ O oe? 0
4 g4

15. Intégrale double sur un compact simple

Au lieu d’un pavé, nous allons intégrer plus généralement sur un ensemble dont le toit
et la cave sont éventuellement bosselés.

Y=

C’est-a-dire que nous allons intégrer sur un compact-type de la forme :

A= {(x,y) eR* a<z<b, i) <y<902(x)}’
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28
ol a < b et oll 1,y sont deux fonctions numériques continues sur I’intervalle [a, b]

satisfaisant ¢ < o.
Terminologie 15.1. On dit que A est un compact simple.

On peut démontrer — et nous 1’admettrons — que ces compacts simples A sont quar-

rables.
Comme sur la figure, désignons alors par ¢ un minorant de ¢4, et par d un majorant de

Y2 -
c < pi(r) < pofw) < d (V€ la,b]).

Ensuite, sur le pavé rectangulaire quarrable :
B := [a,b] x [e,d],

soit la nouvelle fonction :

o |

Cette fonction g est intégrable sur B, puisqu’elle I’est séparément sur A, et sur B\ A, et de

/ / fa.g)dody = | /B 9(z,) dudy.

Or maintenant, on peut calculer cette nouvelle intégrale en appliquant le Théoreme 14.1

//B g(z,y) dedy = /ab dx/Cd 9(x,y) dy

b p2(x)
=/ d:v/ f(x,y) dy,
a »1()

puisque g est identiquement nulle sur les deux intervalles [c, v1(z)[ et Jp2(x),d]. En ré-

fle.y)  lorsque (z,y) € A,
0 lorsque (z,y) & A.

plus, on a clairement :

jusqu’a obtenir :

sumé, nous avons €tabli le

AY AY
d oo d o Z X
L A}
L A
II ‘\
L \
S / \
~ [ \
\
{77 SO S
L i\
E|‘ Py ]
-\ J:
B v 7
FA Y ]:
A" {:
PN ]!
H \ J -
: : \ ]
H . \ ] -
: Py 7
el : | 5 P ) === U S
: L o P o
5 S 3 5 e
) T b ol a 4u(y) Ya(y) b

|8
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Théoreme 15.2. L’intégration d’une fonction f intégrable sur un compact simple :

A= {(x,y) eR* a<z<h, ¢i(x) <y<902(x)}’

fogydedy = [ ao [ fey)dy
A a o1 ()

En échangeant x <— 1y, avec un compact simple de la forme :

vaut :

A= (o) € B iy) Sz < valy), e<y<d,

I’intégrale vaut :

//A f(z,y)dxdy = /cd dy/i()y) f(z,y) dx. O

Parfois un compact simple peut s’écrire simultanément sous ces deux formes, a la fois
«en piles » :

{a<z<b, vi() <y <eon)},
et aussi « en tranches » :

{i(y) <2 <ialy), c<y<d}.
Voici un exemple déja présenté :

A= D3 = {(m,y)€R2: x2+2x<y<x+2}.

R

Y.

Pt _1
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En appliquant la formule du Théoreme 15.2 qui découpe ce secteur parabolique en piles
verticales, on calcule aisément :

1 T+2
aire(A) = // dxdy = / dx/2 1-dy
A -2 T44+2x
1

_/ (z42— (2" +22))de

x? xS]l
= |- =4+2r— —
1P
1 1 8
o 49249244---2
2+ + 2+ 3 3
_9
= 3.

Toutefois, si on désire appliquer le découpage en tranches horizontales, il faut commen-
cer — voir la figure — par décomposer A = A; U A, en les deux domaines :

-2 -4+ 4y <

2 ~X

z <

o —2+\/4+4y}
2 )

A= {y<0, 22 +20—y<0} = {—1<y<0,

Ay ={y>20, y—2 <z < -1+ /1+y},

en observant la simplification dans la formule classique qui donne les deux racines de
I’équation quadratique 22 + 2z —y =0 :

—2+4+4dy 14
5 =

1+4+y.

Grace a cette décomposition adaptée, il vient :
aire(A) = aire(A1) + aire(A4s)
0 3
- / (—1+W—(717\/H))dy+/ (—1+\/ﬁ—(y—2))dy
J—1 0

mais le calcul devient quelque peu plus exigeant :

aire(A) = [2; (1 +y)g}: + [y + g (1

2 .
—0 +3—0+§4%—

DO O ol
Wl
|

Moralité : Avec les intégrales doubles, il vaut mieux réfléchir avant d’emprunter un chemin
de calcul !

16. Simplifications en présence de symétries

Tres souvent (e.g. en physique), le domaine quarrable A sur lequel on integre possede
une symétrie visible a I’ceil nu, ¢’est-a-dire qu’il existe une application S qui est involutive
ausensou SoS =1Id:

S A— A

(z,y) — S(z,9),
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telle que :
fa,y) = f(S(z,y)) (¥ (z.9) € 4).

Il en découle que A = A; U A, se décompose en deux ensembles quarrables :
A2 = S(Al) avec Al N AQ = ®ﬂ7

et par additivité des intégrales doubles, on obtient :

//A flz,y)dedy = 2/ N f(x,y) dxdy.

—f(x,y) = f(S((L’,y)),

Si, a ’opposé :

alors tout disparait :

//A f(x,y) dwvdy = 0.

Exemple 16.1. Proposons-nous de calculer I’intégrale double :

1 = //A (332—3/2) dxdy,

sur le disque elliptique :

Observons que les pliages autour de Ox et autour de Oy :
(@, y) — (2, —y) et (@, y) — (=2,9)
laissent A invariant, et ne changent pas non plus les valeurs de la fonction a intégrer :

= () = (m2) -yt = 2t -yt
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Y

B

Par conséquent, en introduisant le quart supérieur droit :
2 2
T
At = {x>o, y >0, +*Z—2—1 0},

I = 4// (xQ—yz) dxdy.
A+

Ce quadrant elliptique est aussi représenté par les inégalités :

il est clair que :

0<z<a et 0<y<b

donc en application du Théoréme 15.2, il vient :

I = 4/; </Obp (xQ—yQ)dy)dx
4/“ vty P

2
_ / 3 -
= {xb 1————b 1—— 1—¥>}d1}.

Afin de calculer commodement cette intégrale simple, effectuons le changement de va-
riable :

T = asint avec t € [0, —},

. [ 2
dxr = acostdt et aussi 1 — — = cost,
a

ce qui transforme :

d’ ol :

z 2 2 R 2
I =4 <a sin“t bcost — = b’ cost cos t)acostdt
0 3 ~—~—
1—sin2t
z 2 2

= 4ab/02 cos’t [(az - %) sin’t — %} dt.
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A ce moment, nous constatons que nous devons intégrer la fonction cos?t sin’t, dont il
n’est pas immédiat de trouver une primitive. Alors nous devons rappeler le

Théoréme 16.2. [Formule de de Moivre] Pour tout nombre réelt € R, et aveci := /—1,
ona:

e = cost + isint. O

En passant au conjugué complexe :

e = cost —isint,

et en additionnant comme il faut — exercice — on obtient le

Théoréeme 16.3. [Fomules d’Euler] Pour toutt € R, on a :
eit 4 it oit _ p—it
cost = ——— et sint = —. O
2 21

Grace a ces formules, nous pouvons énoncer et démontrer un lemme utile a la poursuite
de nos calculs.
Assertion 16.4. On a la formule de trigonométrie :

1 — cos4t
5 .

Preuve. En passant aux exponentielles complexes graces aux formules de de Moivre et
d’Euler, le calcul devient assez aisé :

4 cos’t sin’t =

it —it\ (it —it) 72 p2it _ p—2it 2
Zl[coszﬁsint]2 :4{(6 +26 (e 2.6 )] 240%
’[/ R . J—
4it —4it _
_ ¢ 2+e _ 1 — cos 425' 0
—4 2

Grice a cette formule, nous pouvons déterminer la valeur de :

2 31— cos4t t sindt13
/ 4cos’tsin’tdt = / ﬁdt = [__ >N ] _ T
0 0 2 2 8 0 4

[N

Ensuite, grace a une formule trigonométrique connue (ou que 1’on re-démontre en rai-
sonnant d’une maniere analogue), il vient :

/2 4cos’tdt = /2 2(1—|—c052t) dt = [2t+sin2t}7 = 7.
0 0 0

Grace a ces deux calculs d’intégrales laborieux, nous pouvons enfin conclure, via }1 % — % =
1.

:
i)

T
= Zab(a2—b2). O
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17. Formule de Green-Riemann

Comme dans le Théoréme 15.2, considérons un compact simple A C R? défini par :

a<x<b et o1(z) <y < o),

ol ¢1: [a,b] — Ret s [a,b] — R sont deux fonctions dérivables et a dérivées conti-
nues sur [a, b], avec 1 < ps.

AY

|

La frontieére 0 A de A est réunion de 4 courbes dont 2 segments verticaux, éventuellement
réduits a un seul point — voir la figure gauche ci-dessus — :

A = {a<z<b, y=wpi(2)}
U{x:b, p1(b) <y < pa(D)}
U{pza>a y=p()}
U{z=0a, ¢a)>y>ei(a)}.

Comme sur la figure, orientons la frontiere 0A de A de telle sorte qu’un point mobile la
parcourant voie toujours A a sa gauche.

Soit alors (x,y) — P(z,y) une fonction continue sur ce compact simple A, admettant
une dérivée partielle %_1; continue sur A. Le Théoréme 15.2 permet de calculer :

// dxdy—/dx/ $)3_de
_ / [P, 02(2) = P(o, 01()) ] do

On reconnait ici 1’ intégrale curviligne de — P dx le long du bord orienté 0 A :

/ —dxdy = —/ P(z,y)dx.
2A

On observera que sur les deux segments verticaux, I’intégrale curviligne s’annule identi-
quement, car x = constante implique dz = 0.
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T

0 N )

Considérons maintenant un autre compact simple A défini par des inégalités dans les-
quelles les roles de = et de y sont échangés :

Yi(y) < @ < Ya(y) et c <y <d,

avec deux fonctions ¢, : [¢,d] — Ret¢s: [c,d] — R dérivables et a dérivées continues
sur [c, d], satisfaisant ¢, < )s.

La frontiere 0A de A est réunion de 4 courbes, dont 2 segments horizontaux éventuel-
lement réduits a un seul point — voir la figure droite ci-dessus — :

0A = {wl(c) <z <le), y= c}
U {z=14s(y), c<y<d}
U {vo(d) > 2 = 1 (d), y=d}
U {z=uvly), d>y>c}

Comme sur la figure, orientons la frontiere 0A de A de telle sorte qu’un point mobile la
parcourant voie toujours A a sa gauche.

Soit alors (x,y) — Q(z,y) une fonction continue sur ce compact simple admettant
une dérivée partielle = 99 continue sur A. Le Théoréme 15.2 permet de calculer :

// dacdy—/aly/lj2
:/c [Q(%( ) y) — Q(@bl(y),y)}dy,

ce qui s’exprime en termes d’intégrale curviligne comme :

/ —dmdy = /M Q(z,y) dy.

Afin de pouvoir appliquer simultanément les deux formules précédentes, énoncons une
Définition 17.1. On appelle compact élémentaire tout compact défini indifféremment par :

a < <b et p1(z) < y < pa(),
les fonctions ; et (s, étant de classe €™ sur [a, b], ou bien par :

c<z<d et Ui(y) < = < Paly),
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les fonctions 1, et ¢y étant 4! sur [c, d].

Par exemple, un disque circulaire fermé, un disque elliptique fermé, un pavé de cotés
paralleles aux axes de coordonnées, sont des compacts élémentaires.

En retranchant membre a membre les deux formules qui précedent, nous obtenons enfin
le

Théoréme 17.2. [de Riemann-Green] Sur un compact élémentaire A C R? de frontiére
orientée OA, si deux fonctions continues P,Q: A — R ont des dérivées partielles 9 oy ¢t

% continues sur A, alors :

// _3_P+g_§>dxdy:/% (de+@dy). O

Plus généralement, ce théoreme de Riemann-Green reste valable quand A est réunion
d’un nombre fini de compacts élémentaires deux a deux p-disjoints.

YA

0 ' x

11 suffit de prouver cela pour la réunion de deux compacts élémentaires p-disjoints A,
et A, dont les frontieres ~y; et v, ont une intersection non vide a3.

Alors le Théoréeme 17.2 de Riemann-Green appliqué a A; et a A, séparément exige le
calcul de deux intégrales curvilignes prises le long de v, et de 7, ; 'arc a8 est parcouru
deux fois, mais en des sens contraires. Par suite, la somme des intégrales curvilignes pré-
cédentes est égale a I’intégrale curviligne prise le long de la frontiere A de la réunion
Aq N A,. (Cette frontiere est alors réunion de deux arcs a dérivée continue.)

18. Calculs d’aires planes en coordonnées cartésiennes et en coordonnées polaires

Considérons d’abord un compact simple A défini par :

a<z<bh et pi(z) <y < (),
avec 1 < 9. Pour évaluer I’aire de A, considérons la fonction :
oP

P(z,y) == v, d’ou oy = 1L
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La formule de Riemann-Green donne alors :

// dxdy = —/ ydx.
A 0A

Or puisque la premiere intégrale est égale a I’aire de A, il vient :

n(A) = —/Myd:r.

De la méme fagon, si A est un compact simple défini par :

Ui(y) < = < ¢a(y) et c <y <d,

avec Y1 < 9, alors en considérant la fonction () := x, on obtient une formule alternative

pour I’aire de A :
n(A) = / x dy.
9A

Théoréme 18.1. L’aire d’un compact élémentaire A C R?, ou de la réunion A d’un nombre
fini de compacts élémentaires p-disjoints, vaut :

1/ (xdy—ydx). O
2 Joa

Par conséquent, nous obtenons le

Astroide

Exemple 18.2. [Aire de I’astroide] Soit I’astroide défini de maniere paramétrique avec
t € [0, 27] par :
x(t) = acos®t et y(t) = asin®t.

Cette courbe est frontiere d’un compact A, réunion de 4 sous-régions deux a deux symé-
triques par rapport aux axes de coordonnées. On a ainsi :

p(A) = %l/ (zdy —ydx),

~ étant la réunion de 1’arc d’astroide correspondant a ¢t € [0, g} et de deux portions des
axes Oz et Oy.
Sur I’astroide, on a :

rdy —ydr = acos’t 3acost sin®t +asin®t 3asint cos t
= 3a?sint cos’ t (cos2 t 4 sin? t) dt

= 3a’%sin’t cos’t dt.
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1—cos 4t

<, on obtient, par suite, pour 1’aire demandée

En se souvenant que sin’t cos’t =

jus

2 3 6 sindt]3 3
w(A) = / —az(l—cos4t)dt:—a2[t— ] = —d’m.
0 8 8 4 Jo
Passons maintenant a des calculs d’aire en coordonnées polaires.
\ z® +y? =17
/
= rooEp
y = rsinf
T (/L y) Y
L [4 i o Polar co-ordinates
- - > T
o) DO , P(r.0)
r E
0 :
— X
Pole O Polar axis ~ 0=0
\/

Commencons par un rappel sur les coordonnée polaires. On écrit :

x = pcosh, y = psind,

avec un rayon p > 0 et un angle 0 < 6 < 2. Parfois, le rayon p se note r, et d’autre lettres

que ¢ sont utilisées pour désigner 1’angle.

Yai y
Rectangular Coordinates
) S y P(X:Y)
v/ | r .
| Y=rsind =
o | ©
Polar Coordinates
| ; ¥ .
X =rcosfl % rcosy X

Les valeurs d’angles remarquables sont illustrées comme suit.
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n/2

in/2

Maintenant, soit un arc mn donné par une équation :

p = f(0),

avec une certaine fonction f définie sur un intervalle |« 3], qui y posséde une dérivée
continue.

Nous supposerons de plus que la réunion de I’arc mn et des rayons Om et On est la
frontiere d’un compact élémentaire. Une différentiation donne :

dr = dpcosf — psinfdb, dy = dpsinf + pcosf db,
et, par conséquent :

wvdy —ydx = pcosfsinf dp_ + p?cos® 6 df — psinfcosb dp, + p?sin® 6 db
= p* db.

A5 = (r.d).dr longueurs

\/6‘\ d8)

o
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Par suite, pour 1’aire du compact élémentaire A, la formule de Riemann-Green devient,
puisque 6 = constante entraine df = 0 sur les deux rayons Om et On :

1
u(A) = 5/ p* df.

b
A=éfr*)d9
X
a

Exemple 18.3. [Aire de la leminiscate de Bernoulli] La leminiscate de Bernoulli est la
courbe qui admet pour équation polaire :

p = avcos20,

ol a > ( est une constante, et ou la variable d’angle 6 parcourt les deux intervalles [— T %]

et [27,97], ce qui donne les deux lobes bien visibles sur la figure.

yi

2

Chacun de ces deux lobes est un secteur élémentaire. Pour 1’aire totale de A, on a, par
raison de symétrie :

il i x

1(A) :4/ —p2d9:a2/ 2cos20df = a* [sin29}4 = o> O
0o 2 0 0

19. Formule de changement de variables dans les intégrales doubles

En dimension 1, a savoir sur la droite numérique R, la formule de changement de va-
riable dans une intégrale riemannienne s’exprime le plus souvent dans une circonstance
différentiable bijective.

Théoreme 19.1. Soit un intervalle [a,b] C R avec —co < a < b < o0, soit ¢: [a,b] — R
une application €* avec ©'(x) > 0 pour tout x € |a,b], d’ou le difféomorphisme :

@([avb]) = [@(a% (,D(b)],
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avec —o0 < p(a) < @(b) < oo. Alors pour toute fonction Riemann-intégrable
I [e(a), (b)) — C, la composée f o ¢ est aussi Riemann-intégrable et :

w(b) b
dt = x)) O (x) dx.
[0 S / F (@) &'(2)

Lorsque ¢’ < 0, cette formule est tout aussi satisfaite. U

En prenant f = 1, on retrouve la formule fondatrice du calcul intégral :

L X

Notre objectif est de généraliser maintenant cette formule aux intégrales doubles. Soient
donc deux plans euclidiens distincts R? et R? munis de deux systeémes de coordonnées
(cartésiennes ou curvilignes) :

(u,v) € R? et (z,y) € R%.

On suppose donnés deux compacts a bords quarrables :

A C R? et B C R?
ainsi qu’une application entre eux :

Q: A~ B

(w,v) — (f(w,0), g(u,v)) = (2,9),

qui satisfait toutes les hypotheses suivantes.
(1) ¢ est bijective A — B.
(2) En restriction aux bords, g0| on: OA =+ OB est aussi bijective.

(3) ¢ est continue, et la bijection inverse A +— B : ¢! est aussi continue.
(4) p admet des dérivées partielles %5 et %‘5 qui sont continues sur A.

(5) ¢ conserve I’ orientation.

Terminologie 19.2. On dit que ¢ est un € -difféomorphisme entre A et B.
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Nous supposerons de plus que A et B sont des compacts élémentaires, ou des réunions
finies de compacts élémentaires p-disjoints. Cette hypothese générale déja considérée pré-
cédemment, apparaitra encore dans les énoncés des théoremes.

Goyp \L
G
R.

Probleme 19.3. Exprimer I’intégrale d’une fonction intégrable G(z,y) sur B :

// G(x,y)dxdy = // quelqué chose,
B A

en fonction d’une intégrale d’une certaine fonction sur A.

Nous allons commencer par le cas simple de la fonction G = 1, c’est-a-dire :

aire(B) — //B | dady — //A 2

Grace au Théoreme 18.1,0n a :
1
aire(B) = —/ (zdy — ydz).
2 Jon
Ensuite, OB est une courbe 1-dimensionnelle, et 1’application :
Q: 0A = OB
(u,0) > (f(u,0), g(u,v)) = (z,y)

effectue un changement de variable 1-dimensionnel préservant 1’orientation qui permet de
ramener a A I’intégrale considérée :

aire(B) = %/M (fdg—gdf)
1 9) 9, 0
_5/@4 (f[azd ut gy o] - [afd“+a_£d])

! dg  Of dg _ Of
‘é/aA{< 9 96u>d+(fav g%)‘“’}'
— —_——

= P(u,’u) =: Q(u»v)

Alors le Théoreme 17.2 de Riemann-Green s’applique :

%/M (Pdu+Qdv) = // (—a—P+g—§>dudv,

donc on doit calculer :
oP af Odg 0?g +8g 8f+g 0?
I ov Ou ovou, Ov Ou ovou,.’
Q) af dg 0?g dg Of 0 f

ou  Ou v fauavo ou v g@uavoo
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Quand on additionne, deux paires de termes (soulignées) s’annihilent, et par conséquent :

1 or 0
aire(B) = //B ldxdy = 5//,4 <— %—Fa—g) dudv
// 0f 99 0f 0g\ , .
=[] | === udv.
4 \Ou dv  Ov Ou
On voit ainsi apparaitre une quantité fondamentale.
Définition 19.4. La matrice jacobienne d’une application de classe € :
pr o (wv) — (f(u,0), g(u,v))

en un point (u, v) est la matrice 2 X 2 :

FISTIS

ssc() ) = gf) (1,0).

Le déterminant jacobien de ¢ est la fonction de (u, v) :

of  of
det Jac(p) := det ( gu g )
du

ov
_0f9g 9f 9y
C Ou v Ov ou

Théoréme 19.5. Sous les hypothéses précédentes concernant le €*-difféomorphisme
©: A~ B entre deux compacts élémentaires, ou entre deux réunions finies de compacts
élémentaires i-disjoints, on a :

aire(B) — / /B L dedy — / /A det Jac(ip)(u, v) dudv. 0

A présent, traitons le cas de I’intégration f f 5 G d’une fonction continue quelconque,
donc intégrable. Une astuce consiste a utiliser le Théoreme 10.4 de la moyenne, qui stipule,
pour une fonction F’ continue sur A, ’existence d’un point (ug, vy) € A avec :

ﬁ//f; Fu,v)dudv = Flug, vo).

Appliquée a F' := det Jac(yp), cette formule donne le
Corollaire 19.6. [ existe (au moins) un point (ug, vo) € A satisfaisant :
u(B) = detJac(p)(uo, vo) - u(A). O

Rappelons que nous avons abrégé aire = p. Nous pouvons enfin énoncer et démontrer
le théoréme principal de cette Section 19.

Théoreéme 19.7. [Formule de changement de variables dans les intégrales doubles] Soir
un € -difféomorphisme entre deux compacts élémentaires A C Rz’v et B C Riy :

Q: A~ B
(U,U) — (f(uvv)a g(uav)) = (:L'?y)a
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ou plus généralement, entre deux réunions finies de compacts élémentaires p-disjoints.
Alors pour toute fonction continue G sur B, on a :

[[ Gty = [[ o desnctoy.e) aun
= [ st o0 -t Sacti ) s,

Démonstration. Soit (AZ) \<icp, Une p-partition de A en (petits) compacts €lémentaires au

moyen de laquelle on approxime bien I’intégrale de G o ¢ - det Jac(y). A travers ¢, soit la

jL-partition image :
(B) ey = (w(4)

1<i<n
qui est une p-partition de B. Le Corollaire 19.6 donne, pour tous 7 = 1,2, ..., n, des points
(u;,v;) € A; tels que :

p(B;) = detJac(p) (u;, v;) - p(A;) (1<i<n).
Soient alors les points-images :
(xlvyl) = @(uivvi) (1<i<n).

Les deux sommes de Riemann sont égales :

n

Z G(xi,yi) -,u(Bi) = Z Go w(ui,vi) - det Jac(go)(ui,vi) '/L(Ai>.

i=1

En raffinant la p-partition, ces deux sommes de Riemann tendent vers les intégrales doubles
respectives :

//B G(z,y)dxdy <— gG(%’yi)ﬂ(B")

= Z G o o (ui, v;) det Jac(p) (us, v;) p(A;)

i=1

— //A G o p(u,v)det Jac(p)(u, v) dudv. g

20. Intégrales doubles en coordonnées polaires

Dans le le plan euclidien R? rapporté a un repere orthonormé {O, i, j}, considérons
I’application ¢ de passage aux coordonnées polaires définie par :

Q: (r,0) — (rcosb, rsinf) =: (z,y).

Nous savons que pour toute constante ¢ fixée, si on se limite a faire varier § € [90, Oo+2m [
dans un intervalle semi-ouvert de longueur 27 partant de 6, et si on se limite a des rayons
r > 0 strictement positifs, alors  établit une bijection :

e: R x [0, Oh+2r] = R*\{0}
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sur le plan euclidien épointé de son origine. De plus, cette bijection est continiiment diffé-

rentiable avec :
dx = cos@dr —rsinfdb,

dy = sinfdr + rcosfdf,

et par suite, le déterminant jacobien de o en un point (7, §) vaut :

cos —rsinf

det Jac(p) = sinf rcosf

= cosfrcosf — ( — rsin@) sind
=T
En application du Théoreme 19.7, pour une réunion finie A de compacts élémentaires

inclus dans R x [00, Oo+27m [ pour B := ¢(A), et pour toute application continue G sur B,
nous obtenons la formule trés importante de calculs d’intégrales en coordonnées polaires :

// G(z,y) drvdy = // G(rcosf, rsinf)rdrdf
B A

Un cas spécial intéressant se produit quand A n’est pas forcément contenu dans R x
[60, Oy + 27 [, a savoir quand A > 0 contient I’origine, comme nous I’avons déja vu.

Supposons en effet que B soit un secteur angulaire élémentaire, limité par deux rayons
Om et On, ainsi que par un arc mn, rencontré en un seul point par une droite passant par 6,
d’équation polaire r = f(0).

B B

>

Y=

Désignons par A’ la partie du pavé R x [90, 0o + 27r[ définie par :
0<r< f(O) et a <0 <p.
Alors A’ est en bijection, via ¢, avec B\{0} :
o(A) = B\{0}.
Désignons par A le compact déduit de A’ par adjonction du segment :

r =0, a <0< B
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Alors A et A’ ont méme aire et pour toute fonction continue G sur B, la composée G o ¢
est continue sur A et on a I’égalité :

// G(z,y)dxdy = / Goyprdrdd = // G o rdrdh.
B A A

En définitive, la formule de changement de variables peut encore s’appliquer au cas ou B
est réunion finie de secteurs angulaires élémentaires, deux a deux pi-disjoints.

Exemple 20.1. Proposons-nous de calculer I'intégrale double :

I = // (x2+y2) dxdy,
B

sur le disque circulaire B de rayon a > 0 centré en le point (a, 0) défini par :

1‘2+y2—2a:v < 0.

yA
r p
9 o [ —
o a 2a X
B
Désignons par ¢ I’application :
T = rcosf, y = rsinf,
sur la partie A définie par :
—g\Ggg, 0 < r < 2acosh.
Ona:
p(A) = B,
et de plus, si on désigne par A’ la partie définie par :
—z<9<z, 0 < r < 2acosb,

2 2

alors ¢ est une bijection de A’ sur B\{0}.
On peut donc appliquer la formule du changement de variables en coordonnées polaires :

z 2a cos 6 us s
1
I = // r’rdrdd = 2/2 d@/ ridr = 2/2 —(2ac059)4d0 = 8(14/2 cos* 6 dé.
A 0 0 o 4 0

Enfin, en remarquant que :

o2 (14cos20\* 1 1 1 >
(cos® )" = (—2 ) = 4+2c0529+4(c0520)

1 1 1(1—|—cos49)
— S cos20 4 -~ 77
4+2cos 9+4 5 )
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on trouve aisément :

3mat

2

I =

Exemple 20.2. Revenons a I’Exemple 16.1 :

1 = //B ($2—y2) dxdy,

2 2
T+l i<
a

ou B est le disque elliptique :

Nous avons vu que I = 7 ab (a2 — bz), et nous souhaitons montrer qu’un changement de
variables approprié permet d’arriver plus rapidement au résultat.
Considérons en effet I’application ¢ :

T = aQucosv, y = businuv,
sur le pavé A; défini par :
0<u<l, 0<v< g
Ici, o est une bijection de A; sur B;\{0}, o B; est le secteur elliptique :
2y
¥+b—2—1<07 r=20, y=0

Remarquons que ¢ est un ¢ *-difféomorphisme de A; sur By, dont le jacobien vaut :

acosv —ausinv

) = abu.
bsinv bucoswv

Le Théoreme 19.7 de changement de variables donne alors :

I = 4// (x2—y2) dxdy = 4// (aQCOSQU—bQSiHQU)QUQCLbU dudv,
A Ax

d’ou

1 2
I =4ab / ud du - / (a® cos® v — b sin*v) dv,
0 0
et nous sommes ramenés au calcul de deux intégrales simples indépendantes. En utilisant

(exercice) :
% 2 g s 2
1= cos“vdv = sin“ v dv,
0 0

_ lf 2 42y T 2 72
I—4ab44(a b)—4ab(a b). O

nous concluons que :

21. Exercices

Exercice 1. EE



