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Plan

o Partie 1 : Introduction - Historique
@ Partie 2 : Théorie de Galois a la Galois et calcul du groupe de
Galois

o Partie 3 : Idéaux galoisiens : groupe de Galois avec son
action sur les racines et calculs dans le corps de racines
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Principaux Défis en Théorie de Galois

e Détermination du groupe de Galois d'un polynéme p(x)
o Test a zéro d'expressions polynomiales en les racines «; de p

(X%(X:;—(Xz +703=0 7?
e Probléme inverse de Galois : G groupe fini, groupe de

Galois d'un polynéme ? Exposé Pierre Débes Bicentenaire EG

http://www.galois.ihp.fr/wp-content /uploads/2012/03 /P.-Debes.pdf

Pierre Cartier me montra que
le groupe a 168 éléments est
réalisé par le polynome p=x’ —7x+3.
Il utilisa la résolvante de p par x1 + x2 + x3.

Dans les années 70, il calculait numériquement
des résolvantes avec Philippe Flajolet
giﬁ?v"r‘%?#%




Les 3 grands problemes grecs

Construire a la régle et au compas
Probléme non algébrique

La quadrature du cercle : | 32 = @

Ferdinand von Lindemann (1882) : transcendance de =

Problemes algébriques

Duplication du cube Trisection de I'angle 6

¥.y- -
x = cos(0/3)

Mise en equatlons avec Descartes (1596)
x>=2v3=0 8x> —6x 1=0
P.-L. Wantzel (1837) : Construction R&C impossible
si équation irréductible non puissance de 2
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Le nombre d'or
Un nombre, ancien de 10 000 ans, appelé aussi la divine proportion

- Architecture : temple d'Andros, pyramide de Khéops, Le
“Modulor” de Le Corbusier,...

- Esthétique et art : Dali, Picasso, statue d'Athéna Parthénos, ...
- Phyllotaxie (disposition des feuilles autour de la tige des plantes)

_b_
b

oo

a—b 9= -

a @2-p-1=0

Le nombre d'or ¢ est la solution positive de |'équation
x>=x-1=0

Des deux valeurs suivantes, laquelle préférer ?

1+v5
~1.6180339887
2 S $onnoNNE




In [7]:
In [8]:
Out[8]:
In [9]:
In [10]:
Out[10]:
In [11]:
Out[11]:
In [12]:
Out[12]:
In [13]:

Out[23]:

Numeérique ou Algébrique ? avec Maxima

p:x~2-x-1% polyndme p=x%—-x-1
solve(p); Solutions algébriques ?
[x=(1 + sqrt(5))/2,x=(1- sqrt(5))/2]

sol_alg: (1+sqrt(5))/2$ == 1+2‘/§

sol_numer: float(sol_alg);

1.618033988749895 approximation numérique ¢ de ¢

subst (sol_alg,x,p); p(p)=7

0 p(e)=0

subst (sol_numer,x,p) ; p(@)="7?

0.0 Résultat assez proche de 0 :p(¢)=0

subst (1.61803398874989,x,p) ;
Dernier chiffre significatif oté a sol_numer

-1.065814103640150 3e-14
Résultat ’’considéré’’ comme non nul g-‘.‘ﬁ?v"r?:%‘#?



Nombres algébriques et Polynémes

Polynémes 3x3-2, x?-x-1, x%-1

n-1

p=anx"+a,_1x""+---+ay aj€Z neN,a,#0

Racines d'un polynéme : valeurs qui I'annulent : 3 annule x-3
Nombre de racines = puissance maximale n = degré de p

p s'exprime en fonction de ses n racines ay,qs,...,0,

p=ap(x—ai)(x—az)---(x—a,) (D'Alembert-Gauss)

Nombres Rationnels : 3 racine du polynéme bx —a

Dupliquer le cube de coté v : u racine (réelle) de x3-2v3
Trisection de I'angle : cos(20°) racine de 8x3 —6x-1
Nombre d'or ¢ : x2—x-1=(x—¢)(x-1= ‘/_)
Nombre 1 n'est pas algébrique, il est transcendant. giim?#?
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La théorie algébrique des équations

Etude et "calculs” algébriques des solutions des équations
Objectif : Reéaliser des calculs exacts avec les racines de polynémes
Premiére approche : La résolution par radicaux

Exprimer les racines en termes d’opérations élémentaires
et de radicaux dépendant des coefficients

Figure: Joseph-Louis Lagrange 1736-1813
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Résolution par radicaux

Degré 2
—b—vb2—4c)(x_ —b+\/b2—4c)
2 2

Deg. 3,4 Formules Del Ferro, Tartaglia, Ferrari, Cardan XVI-éme
Algorithmes : Vandermonde, Lagrange XVIII-éme

x2+bx+c=(x-

In [27]: solve(x~3-7*x+11);
Out [27] :
x= (v/1895/(2*3~(3/2))-11/2)~(1/3)
+7/(3%(/1895/ (2%3~(3/2))-11/2)~(1/3))

X=7+(v3%%1/2-1/2) /(3% (v/1895/(2+3~(3/2))-11/2)~(1/3))
+(V/1895/(2#3~(3/2))-11/2) ~(1/3) * (-V3#1/2-1/2)
X= (V1895/(2#3~(3/2))-11/2)~(1/3) = (V3*}1/2-1/2)

+7% (-V/38Y1/2-1/2) /(3% (V1895 (2#3~(3/2) )-11/2)~(1/3))

= S'affranchir de la résolution par radicaux ?
. comme de la régle et du compas S somenn:



Résolvante de Lagrange et Résolution
Idée Equation de degré 4 = degré 3 = degré 2

Outil Résolvante R de p par un invariant f(xi,...,Xn):
1- Permuter f : prenons f = x1x2 + x3x4 et degré(p) =4
24 permutations mais seulement 3 permutés distincts de f :
f, xix3+x0x3=(2,3)-f, xixg+xx3=(2,4)-f
2- Racines de R = évalués de ces permutés en les racines de p
Algorithme Théoréme fondamental des fonctions symétriques effectif
Résolvante diédrale : p=x*—-8x3+5x+1 par f = x;x2 + X33

In [28]: resolvante_diedrale(x~4-8*x~3+5%x+1,x);
Out [28]: x°—44x-89

Conjecture Lagrange (1770) Pas toujours possible au dela du degré 4
Théoreme Abel (1824) Polynéme de degré 5 non résoluble par radicaux

Théoreme Galois (~ 1831) Critére alg. pour la résolution par radicaux S s
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Calculs
Idée

Outil

Idée
Théorie
Théoréme
Idées
Théorie
Calculs
Calculs

Théorie

Calculs
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Résolution et Informatique deg(p) =n
(XVI-ieme au XVIll-ieme S.) résolution par radicaux pour n<4
Lagrange (1770) Rabaisser le degré n en transformant par

des Résolvantes (absolues) = calculs

Galois (1831) Gal(p), groupe de Galois de p = calculs

p résoluble par radicaux ssi Gal(p) résoluble = calculs
Cayley (1861) Sa résolvante teste la résolution en degré n=5
Artin (1944) Extensions galoisiennes, automorphismes ...

abstraite = Correspondance galoisienne
Stauduhar (1973) Gal(p) : algébro-numérique + graphe inclusion
Dummit (1991) Equations résolubles en degré n=5

Berwick (n=6, 1929), McKay-Soicher (n=< 11, 1983),
Arnaudiés-AV. (Vn, 1993), AV (Vn, 1995) Gal(p) avec des
résolvantes et matrices de partitions ou de groupes = calculs

Hagedorn (2000) Equations résolubles en degré n=6 gaa:;:m:



Partie 2

Théorie de Galois a la Galois et calcul du groupe de Galois

Résolvantes, invariants primitifs, matrice des partitions,

Q SORBONNE
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Théorie de Galois a la Galois
(présentation a prendre avec des pincettes : voir la suite)
@ p=apx"+a,_1x"1+.--+a3y ajeZ neN,a,#0
Racines inconnues (a priori) et 2 a 2 distinctes : ay,...,Q,

Définition de la Résolvante de Galois
Polynéme R dont les racines sont les n! = n(n—1)(n-2)---1
“permutés” “distincts” de v =y + 20 + 303 + -+ + nap

o V=xi+--+nx,: (1,2)-V(a)=a+20; +3a3+ +nay,

. nl . . . ]
@ /7 se factorise sur Q en = polynémes irr. de méme degré e.

Définition du Groupe de Galois Gal(p) de p sur @

Ensemble des e permutations qui envoient v sur v =v,..., Ve, les
racines d’'un méme facteur irréductible sur Q de R .

Théoréeme Fondamental de Galois
Toute expression polynomiale en les racines de p invariante par
Gal(p) est rationnelle et réciproquement. S

SORBONNE
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Intérét du groupe de Galois pour le Calcul

Polynémes de degré n : une infinité
Groupes de permutations de degré n : un nombre fini

Le groupe de Galois fournit des informations capitales pour
@ Reésoudre p par radicaux : ssi Gal(p) est résoluble (Galois)

@ Obtenir les idéaux galoisiens afin de réaliser des calculs exacts
avec les racines : test a zéro, résolvantes relatives, etc ...

@ Mesurer |'indétermination entre les racines
o p=(x-1)(x-2)=x2-3x+2
Gal(p)=Id ={(1)(2)} 1 élément ; racines discernables
o p=x3-6et V=x+2x+3x3
Factorisation de sa résolvante de Galois de degré 3!=6 :
In [7]: factor(resolvante(x3-6,x,x14+2%x2+3*x3,[x1,x2,x3]));
Out[7]: y®+972
Gal(p) 6 éléments selon Galois = racines indiscernables g”“"z"#‘

IVERSITE
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Pourquoi I'informatique pour les groupes ?
Cole en 1893 compléte la liste établie en 1891 pour n<8

4332

NOTE ON THE SUBSTITUPION GROUPS OF
SIX; SEVEN, AND EIGHT LETTERS.

IY F. N. COLE, PIL.D,

A 18T of the groups of six, seven, and eight letters is given
by Mr. Askwith in vol. 24 of the Quarterly Journal of Mathe-
matics, and Professor Cayley has revised and tabulated Mr.
Askwith’s results in vol. 25 of the same journal® Noticing

1 familiar groups werce missing in this table, I have
Sexdmmed the whole question by independent method,

with'the result that I am able to Turnish here o supplementary

Jist of over forly mmittel groups o these degrees. he pre-

cautions which I have taken to insnre acein Yy give me a

considerable degrce of confidence thiat my results ire correct .

and complete.

that severa
T

2
b4

L St and Seven Lellers.

1. For six letters the intransitive and multiply transitive
groups wre correctly given in Professor Cayley’s enmmera-
tion. I'he three following non-primitive aroups are, however,
omitted: .

Order 36, 30, =

~+ + + = o
1, abe, ahe et wh e, wd e o, adberf,
ach, wlw, die, wh  df, il B e, wdbfee,

def,  ach.def,  ab.ef.  ae.bd.cf. adeebf,

dfe, wch . de, ac . de, i

ac . df,
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GAP (donc SageMaths) - A. Hulpke (1990)

Calculs et tabulation des générateurs jusqu'au degré 30.
Classes de conjugaison en degré 4 :

gap> S4:=SymmetricGroup(4);;
gap> ConjugacyClassesSubgroups(S4);;

Nature Ordres
H1 54 24
Hy | Ay 12
Hz | D, 8
Hy | Id x S3 6
Hs | G4 4
He | Va 4
H7 52 X 52 4
Hg A3 X 51 g
Ho | <(1,2)(3,4)> 2
Hio | S1x 51 x5 2 g e
Hy | L 1 SRmnouNe
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Intérét des invariants (primitifs)

La résolvante R(p, ) résulte d'une certaine transformation de
p(x) de groupe de Galois G par f(xi,...,x,), polynébme sur Q.

@ Résolution par radicaux
e Détermination du groupe de Galois

@ Calcul des relations entre les racines (idéaux galoisiens)
Définition. f(xy,...,x,) est un H-invariant primitif s'il identifie le

groupe H dans S, : H=Stabg, (f)

Le groupe H est un testeur dans S, des groupes a étre le groupe
de Galois G et plus encore ... avec des calculs sur @ via la
résolvante R(p,f) € Q[x].

Indice de H dans S, = degré R(p,f).

(Plus loin : tout sous-groupe L de S, peut remplacer S, si G< L) S SCIENCES

UNIVERSITE
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Invariants des groupes en degré 4

Ex. f=Va=T]i<j(xi—x;), le Vandermonde, un invariant primitif
de H=A,; d'indice 2 dans S; et on a S4 x Va= {Va,—Va}.
Posons Va = Va(ay,...,as). Si p unitaire alors Disc(p) = Va® et

R(p,f) = (x = Va)(x+ Va) = x*> - Disc(p) € Q[x]

Noms | Indices | Invariants primitifs
H1=54 1 1 ou tout polyndme symétrique en xi,...,x4
Hy = Ay 2 Va
H3 =Dy 3 X1X2 + X3X4
H4 4 X1
Hs=Cy 6 (x1 = x2) (%2 = x3)(x3 = xa)(xa = x1)
Ho=Va | 6 | (a—x2)(x3—xa)
H7 6 X1+ X2
Hsg 8 (x1 —x2)(x1 —x3)(x2 — x3)
Hg 12 X1X3 +X2X,
Hio 12 X1 — X2
Hii=14 24 X1+ 2x2 +3x3 ou X1X§x33 g soRsoune
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Calculs d' invariants

Foulkes, 1930, The resolvents of an equation of the seventh degree

(6) The function*
Yo = yod+8Be+eyl+{dn+neatalf+Pny

is unaltered by U and W and takes up thirty different forms when
operated on by all the substitutions of thé symmetric group. The
function belongs therefore to I';gg, whose index is 30. Every function
belonging to I'y, possesses the property, observed by Noether;t
of being expressible in seven ‘triplets’. Kronecker,i in 1858,
gave

(r+at-8)(3-+B+e)(e+y+ D8+ ) (n-+eta)at L+B)B+n+7)

C'est la résolvante absolue R de degré 35 par I'invariant xj + x2 + x3 que
cherchaient a calculer Pierre Cartier et Philippe Flajolet avec de
|"algébro-numérique, comme le proposait en 1973 Richard Stauduhar, lui

pour calculer les résolvantes dites relatives ; i.e. sans le théoréme

fondamental des fonctions symétriques. Le groupe de Galois de

x7 —7x+3 est le sous-groupe transitif de S; d’ordre 168 ssi R se

factorise en deux polynémes, I'un de degré 7 et I'autre de degré 28. gaa:;:zzn:
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Sous le logiciel GAP

- Algorithme : Girstmair, 1987
- Algorithme et Implantation : |. Abdeljaouad, 1998, Package GAP
Un H-invariant Sg-primitif en degré 8 avec GAP

gap>Read("Primitivelnvariant.g");

gap> s8:=SymmetricGroup(8);

gap> H:=Subgroup(s8,[(1, 4)(2, 3)(5, 8)(6, 7), (1, 2)(3, 4)(5, 6)(7,
8). (1, 5)(2, 6)(3, 7)(4. 8), (1, 2)(5. 7, 6, 8)]):;

gap> MinimalPrimitivelnvariants(8,s8,H);
X4A*X6*X8"2+X4*XT*X6 "~ 2+X4*X8* X5~ 2+xX4*x5*X7 ~2+x3*x6*x8~2
+X3*X7*X672+x3*x8*k x5 2+x3*%X5*X7 " 2+x2*Xx8* X6 2+X2*X6*X7 "2
+x2%x5*X872+x2*XT*X5"2+x2*X8* X4~ 2+X2*XT*X4 "~ 2+x4*X6%X272
+x4*x5%X272+x3*x8*X272+x3*¥XT*X2"2+x2*X6*x3 " 2+x2*x5%x372
+x1*x8*xX672+x1*x6%X7 " 2+x1*x5*xX8~2+x1*xX7*x5"2+x4*x8*%x17°2
+x4*x7T*x172+x1*x6%x4"2+x1*x5*X4~2+x1*x8*x3"2+x1*xX7*x372
+x3*x6%x172+x3*x5%x1°2

.NE
J UNIVERSITE
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Comment calculer un groupe de Galois ?

Protagonistes :
- p(x) notre polynéme de degré n
- H et H' deux groupes (connus sous GAP => sous SageMath)

Outils programmables :

- Une certaine partition d’entiers [H, H'] pré-calculée (GAP)

- f(x1,...,x,) un H-invariant S,-primitif (GAP)

- Résolvante (absolue) R de p par f (Maxima => SageMath)
Théoréme (Arnaudiés-V., 1993)

Si R sans racine double (toujours possible)

1- H'=Gal(p) = [H,H'] = degrés des facteurs de R

2- Gal(p) est déterminable ainsi en tout degré n

Note : Remplacer [H, H'] par une certaine liste de groupes => gains
importants et polynémes de groupe de Galois donné (AV, 1995)

SORBONNE
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Matrice des partitions (absolue) en degré 4

Premiere Colonne : groupes Tests

Premiére Ligne : groupes Candidats a étre le groupe de Galois
Ligne H; - Colonne H; = [H;, H}]

cardinaux des H;-orbites des classes a gauche de S,mod H;

Test Hs : R(p,f)=(x?>+---)(x*+---) = Gal(p) € {H5 , H7}
Test Hy : R(p,x1)=p=x*+--- irréductible= Gal(p) = H; =D,

H _Hy H Hy Hg Hg Hz Hg Hg Hio
Ha 2 1< 2 2 2 12 2 < 1< 2
H3 3 3 12 3 12 13 12 3 13 1,2
Hg 4 4 4 1,3 4 4 22 13 22 12,2
Hs 6 6 24 6 124 23 2,4 32 12,22 23
He 6 32 23 6 23 16 23 32 16 23
Hy 6 6 24 32 2,4 23 12,4 32 1222 1232
Hg 8 42 8 2,6 42 42 42 12,32 2 2
Ho 12 62 43 62 2242 206 2242 34 14,24 20
Hig | 12 12 a8 3256 43 43 2242 34 2 12,25
Hyp | 24 122 g3 64 46 46 45 38 212 212

SORBONNE
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In

Out 3 X%+8X+12

2 pix*+8xx+12%
'n 3 factor(p4);

Un exemple

testeur = Hj et invariant f = x1

= [Ha,Gal(p)] = 4

Hi

Ho

H3

Ha

Hs

Hs H7 Hg Hy

Hio

Ha

4

4

4

1%

4

22 1,3 22

12,2

'n 4 factor(poly _discriminant(p,x));

Out 4 21234

= [H,,Gal(p)] =12
H1 H2 H3 H5 HG
H, | 2 12 2 2 17

'n 5 factor(resolvante diedrale(p,x));
Out5 X3-48X-64 = [Hs3,Gal(p)]=3

H>

He

Hs

3

13

= Hy = Ay est le groupe de Galois de p

R(p, Va) = x> — Disc(p)

f=x1x+ X3Xx4

SORBONN
UNIVERSIT!
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Partie 3 : Idéaux Galoisiens
k := @ ou tout corps parfait ; a=(ay,...,a,) racines # de p
Vi ={(ag(1),---»Ag(n)) |0 EL}=Lxaou Lc S,
Idéal galoisien défini par L et a : polynémes s'annulant sur V;

ld(Vy) = {reQ[xi,....,xn]lr(v)=0Vve V)
{reQ[xy,...,xp]lo-r(a)=0Vo € L}

- M =1ld(Vjg,) = ld({a}) est I'idéal maximal des a-relations
-6 =1d(Vs,) =N ld(Vy) est I'idéal des relations symétriques

G = Galy(a) =Stab(M) ={oc € S, | - N < N}

klai,...,an] = k(ag,...,an) = k[x1,...,xn] /9N

SORBONNE
UNIVERSITE
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Groupe de Galois G et actions sur k(a)

Soient y € k(a1,...,an) et I[,I" € k[x1,...,xa] t.q. y=T(a)=1"(ax)

r=T-I"eM. Si ge G =Stab(M) alors g-r(a) =0
On définit

y¢:=g-T(a)=g-I'"(a)
Pour o € S, quelconque 7

Sens: o-I':= I‘(Xo(l),...,xa(,,)) et o- F(a) = l‘((xo(l),...,(x(,(,,))

U‘

I

x3+1 (xlzei =-1, (x2—e3 a3:eT
(2)(L3) Y= =a
3

-y=a3: I'=x3onao-I(a)=

p(x)

_ 3
0(2) a;=-1

-y=og: "'=xgonao-I'(a)= (xol)—a3=ef5T";é0-F((x)

r=Ir-T' =x2—x1€9JIet0-r¢JJI=~0¢G gsomo

RSITE
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Artin (pere), 1959

K = k(a), (i) corps des racines de p € k[x], (ii) k parfait
= K est une extension galoisienne de k (i.e. normale et séparable)

Groupe de Galois : G':= Auty(K) K-automorphismes fixant k.
$e G 0=0(p(a;)) = p(p(a;)) d'ou d(a;) = ag,(i) ol 04 € Sp
reM: 0=¢(r(a))=r(op(a) d'ott oy € G =Stab(M)
inversement : 0 € G — ¢ € G' = pour «a fixé, abusons : G =G’
Correspondance galoisienne

@ Si L corps intermédiaire : k< Lc K Alors

L={yeK|H-y={y}}=K", ou H sous-groupe de G
e H sous-groupe de G = kc KHc K
e H normal dans G & L ext. normale® et Gal(L/k)=G/H
* L corps des racines d'un pol de k[x] = extension galoisienne

o CP : Théoréme de Galois : Si H:=G et L=k alors k=KS

SORBONNE
UNIVERSITE




Correspondance galoisienne sur les idéaux
Posons /L := ld(L* (a1,...,an)), L un sous-ens. de S,.

Soit Inj(/t, M) ={permutations envoyant /- dans Mt}. Alors
Zero(IF) = Inj(15,97) x (g, ..., )
Théo : L groupe. Alors G c L < Inj(/L,90) groupe : I* est “pur’
Théo (pauby-av) : I- pur = engendré par un ens triang séparable.
e Si /,J idéaux radicaux et S /< Jc N alors /,J galoisiens et
G < Inj(J,9) < Inj(1,M) < S,
o Si HcLcS, alors il existe 0 € S, t.q.

Scltcifco- M=

SORBONNE
UNIVERSITE

et Galy(o™! ) =Stab(M')=0Go!
CP:HcG o M=Ih=H=C S
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Correspondances galoisiennes
G = Gal(a) ot &= (ay,...,an) n-uplet des racines # de p.
L et H non nécessairement des groupes t.q. [, < L.
Ona GL=Inj(IL, M) ot GL=1gl|ge G,leL} et

It =1d(L*a) et Zero(I') = GLxa

S > GL > G ) H ) In
=15 < ISl=jL < 9m=IS = H = |,
H groupe = k=k(x)¢ < k() < k(a)h

SORBONNE
UNIVERSITE
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Modules fondamentaux
Tchebotarev, 1950 : 0t, idéal galoisien pur, engendré par un
ensemble triangulaire formé des “Modules Fondamentaux” :

k < k(p) < k(aq,an) c o < ko,

~

k < klxi]/fr < klxi,x]/<F,F2> < - < klx,..

Modules Fondamentaux :

Fn = Xn+gn(xlx---;Xn—1)
Fr-a = X,f,ri21+gn—1(xlv---vxn—2)

F2 = sz2 +g2(X1,X2)

F = X{n" +g1(x1)

= Calculer G = Galg(ay,...,an) = Stab(9MN) (Abdelsacuad-s0-GR-AV, 200588

o0y Op)

o Xn] /N

SORBONNE
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Théoréme de Galois et effectivité

M =< F1(X1),F2(X1,X2),...,Fn(Xl,...,Xn) >

Théoreme (Galois) : Soit y € k(a)
- {Y® | g € G} est I'ens. des racines de min
- Y€ k ssi Y& =y pour tout g€ G

? Tester si y est invariant par G. Si oui : ? Valeur de y dans k.

Théoréme (Tchebotarev): Soit T réduction de I' modulo
Fn(xn),....F1(x1) : Tekssi y:=I'(a)e ket [ =Y.

T : calculer n restes successifs par Fn(xn), ..., F2(x1,x2), F1(x1).
= Veérifier que y est invariant par G et calculer sa valeur dans k.

Galois effectif est résolu... quand les F; sont calculés ... guo

UNIVERSITE
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Tchebotarev : Modules fondamentaux
Algorithme :

- fi(x) un facteur irr. de p(x) sur k = kg, a; racine de f;
- fr(x) facteur irr. de p sur ky = k(ay), ap # ay racine de £
- f3(x) facteur irr. de p sur ko = k(a1,a2), a3 racine de f3

- fa(x) facteur irr. de p sur kn-1 = k(a1,...,an-1), &p racine de f,.
Posons F; € k[x1,...,x] t.q. Fi(ay,...,a;) = fi(a;) pour i€ [[1,n].
Alors Fi,...,F, sont “les” Modules Fondamentaux de p(x) :

‘:Dt: <F1,...,Fn>
Posons m; =[];deg,,(F;) =I1;deg,(f;) pour i€ [[1,n]]. Alors

[1mi =dimg k() = dimg k[xq,...,x,] /I = # Zero(M) = #G
i

SORBONNE
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Exemple

(i14) factor(x® +2); (014) x®+2
Alors F = x?+2, ay racine Fy ; kog=Q
Factoriser Fy sur ki := k(o) = k[x1]/(F1(x1))
(i16) factor(x® +2,x1% +2);
(016) (x—x1)* (x+x1) * (x% = x * x1+ x12) * (x? + x * x1 + x1?)
M For=x+x1 = 0y =—01 € ky := k((Xl,(XQ) =kq
Choix F3 = xZ — x3x1 + x?
= ag racine de f3 = F3(a1,00,x) = x? —a1x + a2; k3 = ko(a3)
Choix ag racine de 3 =(x—a3)(x—as) = as+az =1
= Fp=x3+x3—x1 et kg := k(ag,ap,03,04) = k(ag,a3).
Factoriser sur k4 (SageMath gratuit ou Magma cher):
x? +xa1+08 = (x—az+aq)(x +as3)
M Fs=x5+x1—x3 et Fe=x5+x3

Q(a) =Q(a1,a3) et #G =dimpQ(a) =6.1.2.1.1.1 =12
Probléeme : Factoriser dans des extensions de degré élevé. S scnmoune

UNIVERSITE
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Algorithme Galoisldeal

Sc--cld(V)c---c

Au départ, au pire : S, pur, engendré par les modules de Cauchy.
Hypothese de récurrence : Id( V) pur, d'injecteur le groupe L> G.

Théoréme élément primitif (1995) : Soient un groupe H< L,
un H-invariant L-primitif «-séparable I' et y =T'(a). Alors
/d( VH) = Id( VL)+ < mink,Y(I‘) >
(2009 : variante, sans hypothése de séparabilité)
(2007) En déduire efficacement J pur t.q. Id(Vy) < J

H = I, miny , fact. simple de degré #G de la résolvante de Galois
de degré n! = - M =S+ <miny (T) >
- k(o) = k(y) = k[x]/ miny , (x) = k[x1,...,xa] /N

ming, ? facteur de R(p,I') et de la résolvante relative Ry . S s
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Résolvantes relatives

Hyp. I pur, d’'injecteur L dans 9t t.q. G <L et Stab;(I')=H < L.
Résolvante relative a / par I' € k[xq,...,xp] :

Rry= [] (x=6(ay,...,an)) € k[x]
OelL-T

- Résolvante de Lagrange, dite absolue : L=S, et =6
- Résolvante de Galois : H=1,, T=x1+ - +nxp et [ =&

Coefficient : polynéme symétrique S de |'orbite L-T" (Viete)
= S invariant par L = S(a)8 =S(a) Vge G = S(a) € k (Galois)

| triangulaire = S(a) est le dernier reste de n divisions
euclidiennes successives par les générateurs de /.

La résolvante relative élimine des groupes a étre G via la matrice
des partitions (groupes) relative a L (idem Partie 1 avec L=S,,).

S SORBONNE
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Calculer des résolvantes
Il existe plusieurs méthodes pour calculer R
La naive : calculer les f.s.e de I'orbite L-T puis les réduire mod /.
Absolues : générale et particuliéres dans le module SYM intégré a
Maxima (sous SageMath donc)
Quelconques :

- Par élimination, résultants : AV, 1995, Rennert-AV, 1998
(absolues) Aubry-AV, 1998, 2009 (relatives)

- Calculs modulaires, paralléles et théoréme chinois des restes :
Rennert, 2005 (absolues), Aubry-Val 2010 (relatives)

- Réduction modulo idéal | (AV, Acta Arithm 2008)

- algébro-numériques : Stauduhar, 1973, Abdeljacouad-FB-AV.
2010 (avec certification algébrique)

= détermination du groupe de Galois G par |'Algorithme

Q SORBONNE
“Galoisldeal” S

UNIVERSITE
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Exemple
p=x*-2 et G son groupe de Galois € {Hy, Hy, H3, Hs, Hg}

Générateurs de &, idéal des relations symétriques ?
p=x*—e1x>+ex®—e3x+e; avec ;=Y a;---«; f.s.e. des racines
Equations symétriques :
xX1+x20+x3+x4=0 X1x2+ -+ x3x4 =0
X1XoX3 + 4+ Xox3x4 =0 x1xx3xa—(-2) =0
Modules de Cauchy (non symétriques en xi,...,xs)

G =x{ -2=p(x)

C =G
Gi= xg’ +x1x§ +x12x2 +xf’ = —I(Xl) 1(2)
X1 —X2

Go(x1,x2) — Co(xq, x
C3:=x§+XQX3+x1X3+x22+x1X2+x12= 200,%2) - Go(x1. %)

X2 —X3
C4:=xi+X3+x2+x1

SORBONNE

Calculs avec les relations symétriques entre les racines de p : gwmswr
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Théo Fond. des Fonctions Symétriques

Modules de Cauchy de p engendrent & =1d(Ss * (ay,...,a4)) :
C4=x41+X3+x2+x1.C3=x§+x2><3+xIX3+x22+x1x2+x%.C2:xg«fxlxg+xfx2+xf.C1=xf—2=p(x1) .

1-2-3-4=Card(S4) = dimgQ|[x1,...,xa)/&S  (Algebre universelle)

S(X1,...Xa) = X3 +-+-+ x3 polyndme symétrique : S;-s = {s}.

s(a) € @ selon Galois. Calcul proposé par Cauchy :
ry = Reste(s, C4,X4), r3= Reste(r4, C3,X3), n= Reste(r3, Cz,X2),

s(a) = Reste(rz, C1,x1) € Q

Le T.F.F.S est un cas particulier du Théoréme de Galois.

SORBONNE
UNIVERSITE



Exemple (suite)
Données : G € {Hy, H>, H3, Hs, Hg} et les Modules de Cauchy

X41 TX3 +Xo +X1.X§ +Xox3 +X1X3 +X§+X1X2 +X]2..X§+X1X§+X§X2 +x]3..x?—2 .

Invariant © = xzxf + X3X22 + x,;xl2 +x1x32 de Hs = G4, groupe test
Résolvante R =x?(x*+512)

Partition [H5, G] =74 = Ge{H3= Dy, Hs=C4}

Relation x —0 facteur de R : ap02 +a303 + 003 + 0103 =0
Génerateur Théo élément primitif (version 2009) :

Id(Ds * &) = 1d(S4 * &) + (© — 0) pur, engendré par
f4:=xj+X3, f3 :=x32+x12, H ::x21+x1, fi :=xf—2

Dy-T={I} = y:=T'(a) € Q (Théo Galois car G < D).
= Reste(F, f4,X4), r3= Reste(r4, f3,X3), rn= Reste(r3, fz,XQ),
Y = Reste(r, fi,x1) €Q

SORBONNE
UNIVERSITE
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Exemple (suite et fin)

=1d(Ss * &) | :=1d(Ds * &) < M = |d()

Soit I un Cs-invariant Ds-relatif. Dy-T ={I,I"}.
Résolvante relative a / par I :

Rr.[ = (x—I‘(oq,...,<x4))(x—1"((x1,...,(x4)) EQ[X]

On peut choisir I t.q. les racines de R, soient simples.
Matrice des partitions de D, (a la place de S;) :

Si Rr,s irréductible = G = Dy et M = Id(Ds x «)

Sinon G = (4 et Théo Elt Primitif pour calculer 91

Théo bien connu : facteur linéaire simple = G < C4 = Stab(T')

Mixer Galoisldeal avec Tchebotarev :

f3:=x3 + x7 irreductible sur k[x;]/ < f(x1) >. Donc G = D,.

Sinon G serait C, et un facteur F3 = x3+g3(x1) eut été un moduﬁ
fondamental.

sonsouu;
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L'informatique apporte de nouvelles idées
p=x"-7x+3 Gal(p) = Gigg = Stab(I) (Cartier).

? 7 relations “triangulaires’ f; engendrant 9t un des 7!/168 idéaux
maximaux de relations.
Expérimentation info.4+ nouvelle correspondance galoisienne

Aubry-AV = degx‘,(f,-) =1sii€{3,5,6,7}

(deg(f1), deg(f,), deg(fy)) = (7,6,4) = fi(x1) =x{ —Tx1+3=p(x1)

Division: f(x1,x2) = % premier module de Cauchy
Calculer: fz(az,a2,x) :

facteur linéaire de fi(x) sur ko := Q(ay,a2) = Q[x1,x2]/ < fi,fo >
Division: f(a1,02,xs) = (% : calculs faciles dans k>
Permutations: f5(a1,a4,x5) = 3(a1,04,X5),

fo(a3, 04, %6) = f3(3, 04, x6) €t f7(a1,x6,x7) = f3(t1, a6, x7)

(AV Acta Arith. 2008) S sz



Autres méthodes pour calculer 9t

@ Interpolation Multivariée (Algo Burberger-Méller pour bases
de Grobner): Lederer, 2004 (avec G connu et formules
Aubry-Val), McKay-Stauduhar, 1996 (relations primaires)

@ Méthode linéaire et p-adic : Yokoyama, 1944, 1999 avecles
formules Aubry-Val

@ Methodes mixtes avec permutations et divisons euclidiennes
(tres efficace): Orange-Renault-AV, 2003; AV, 2008.

@ Methodes dynamiques : Lombardi et Diaz-Toca, 2009

o “Remontée des vandermondes” : CP pour le cas récalcitrant
Gal = A, (AV 2008)

Mixer toutes les méthodes dans un programme paralléle et
collaboratif.

S SORBONNE
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Evaluer c'est intersecter avec G

P=TI(x-x;))=x"+A1x" L+...+ A, K=k(Aq,...,An)
On a p=P(a) avec Galk(p) = G sur k (tel Q)

L, H groupes t.q. H<L et I' t.q H=Stab/(I') et y=I'(a)

I élement primitif de K(x)" sur K’ = K(x)t de polynéme minimal
une certaine résolvante “générique” R de degré [L: H]

Correspondance galoisienne pour P avec Galk(P) =S, :
K=K(x)>cK' =K(x)tc Kx)H=K'(I) ck(x)=K(x)"
Si G <L et R "a-séparable” Xj— O

k=k(a)®c k()" =k(y) ck(a)=k(a)®

SORBONNE
UNIVERSITE
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Theorie de Galois et algebre linéaire

k corps parfait (k=Q)
idéal galoisien: /:=1d(L* (ay,...,«,)) t.q. L=Stab(/) < S,,.

h
Re,1 =Xe.1

ol h=|Stab.(©)| et xe,/ ponnc‘lne carac. de |'endo. multiplicatif
de k[x1,...,xn]/I induit par ® : P— P-0©
= Re, € k[x] car k corps parfait, alg. linéaire sans utiliser Galois

= Théorémes de Galois avec | = et Rg résolvante de Galois
Comme k(ay,...,a,) isomorphe a k[xq,...,x,| /9N
et V=1 car les idéaux galoisiens sont radicaux :

#G = #Zero(IM) = dimy (k[x1;...,xa] /) = [k(a1,...,an) : k]

=> la théorie de Galois peut étre vue comme de |'algébre linéaire

SORBONNE
UNIVERSITE
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Calculs dans GF(q), Disc(p(x)) # Aq

Gal(p(x)mod q) < Gal(p) si g ne divise pas Disc(p)

Dedekind (1877) : Les degrés des facteurs irr. de p(x) sur GF(q)
sont des longueurs de cycles d'éléments du groupe de Galois G de
p, appelés schémas de cycles.

-Tables (pré-calculs) : G. Butler, J. McKay, 1983, Com. in Alg.

- Algorithmes efficaces et paralléles de résolvantes :
N. Rennert, 2004 (absolues) et P. Aubry-AV, 2012 (relatives)

Frobenius (1896) : Soit (d4,...,d;) une partition of n, le degré de
p(x). Alors la densité relative de I'ensemble des éléments premiers
g t.q p(x)modq a une décomposition de type (d,...,d,) est
égale a % fois le nombres de permutations de G ayant (di,...,dr)
comme schéma de cycles.

Ce théoréme de densité de Frobenius fut étendu par celui de
Tchebotarev en 1923.

SORBONNE
UNIVERSITE
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Pourquoi I'informatique 7

Résolvantes (absolues) : Théo. Fond. Fonct. Symétriques
Facteurs des polynémes

les (classes de) groupes de permutations
Butler&McKay (trans. n=<11, 1983) Hulpke (n= 30, 90)

des invariants f(xu,...,xn) pour transformer p
Girstmair (1987) |. Abdeljaouad (1998, GAP)
les matrices de partitions
- Partielles: Berwick (n=6, 1929), Foulkes (n=7, 1931)
- Partielles sur Ordi. : McKay&Soicher (n<11, 1983)
- Vn + Détermination Gal(p) : Arnaudiés-V.(1993)
les matrices de groupes
- Partielles : Berwick (n=6, 1929)
- ¥n + Détermination Gal(p) + Probléme inverse (1995)
des "bases de Grobner” d'idéaux galoisiens (1995)
les résolvantes relatives avec idéaux galoisiens (Aubry-V., 98)
modulairement avec de nombreux entiers => paralléliser goo
Algébro-numérique s

3
t
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Outils de calculs

Calculs Algébriques

William Frédeéric Schelter (1947 - 2001)
' a développé la version libre sous licence GPL
4-, ,{3 du systéme de Calcul Formel Maxima comportant
AEEEM o (esolvantes dans la bibliothéque Symmetries (AV)

Maple, Mathematica, AXIOM (années 1980) etc ...

Calculs Numériques
Octave (libre), Scilab (libre, INRIA), Mathlab

Calculs Algébriques + Groupes :

Programmes (années 1970) puis logiciels GAP (libre), Cayley
ancétre de Magma

Nouvelles générations :

- SageMath (libre, 2004) : interfagant tous les autres

- Mathemagix (libre, 2005) gagmgg;;



Pour aller plus loin

o Qeuvres Mathématiques, éditées par la SMF, E. Galois,
Gauthier-Villars, Paris (1897)

o Réflexions sur la résolution algébrique des équations, J.-L.
Lagrange (1770)

@ Computational Group Theory, Alexander Hulke :
http://www.math.colostate.edu/ hulpke/ (GAP)

o Inverse Galois theory, H. Matzat et G. Malle (1999) (Galois
inverse)

Nombreuses références et exemples dans :

o Etude des relations entre les racines des polynémes, A.V.,
Acta Arithmetica (2008)

® Résolvantes, groupe de Galois et Idéaux galoisiens, A.V.,
Hal-00421725 (2009)
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