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1 Diviseurs a croisements normaux

Définition 1.1 Soit X un schéma régulier . Un diviseur & croisements normauz strict
est un sous-schéma fermé réduit D dont les composantes irréductibles (integres) (D;);c,
sont des sous-schémas fermés réguliers de codimension 1 et que pour toute partie J C I,
le sous-schéma fermé D; = Nje D, soit réqulier et purement de codimension #J 2.

Dans cette situation, on peut associer un diviseur au sens usuel & D, c’est Y. D;. On
peut dire qu’un diviseur au sens usuel est un diviseur a croisements normaux strict s’il est
de cette forme.

Un sous-schéma fermé D d’un schéma régulier X est un diviseur a croisements normaux
strict si et seulement si son image inverse D Xy X(,) dans les localisés X,) en sont pour
tout x € X.

Proposition 1.2 Soit X = Spec A un schéma local régulier. Notons m [’idéal mazimal de
A. Soit I un idéal de A. Alors, V(I) est un diviseur 4 croisements normauz strict dans
X si et seulement s’il existe n > 0 el des éléments f1,..., [, de m tels que I = (f1... fn)
et que les classes des f; dans m/m? forment une famille libre (on dit aussi que les f; font
partie d’un systéme réqulier de paramétres).

1On signifie ici que X est noethérien et que ses anneaux locaux sont réguliers au sens usuel.
20n veut dire par 1a que toute composante de D doit étre de codimension #X, ce qui inclut bien str
le cas ou D serait vide.



(Utiliser [1, Proposition 22, §IV.D.2].)

Dans ce cas-1a, les V/(f;) sont les composantes irréductibles de V(I). Ceci permet
d’ailleurs d’observer que dans la situation globale, I'ldéal de D est le produit des Idéaux
des D; (en particulier, I'ldéal de D est un faisceau localement libre de rang 1).

Si p: Y — X est étale (ou lisse) et D un diviseur a croisements normaux strict sur X,
alors p~'(D) est un diviseur & croisements normaux strict.

La réciproque est fausse, d’ou la définition :

Définition 1.3 Soit X un schéma régulier. Soit D un sous-schéma fermé. On dit que
D est un diviseur a croisements normaux si localement pour la topologie étale, D est un
diviseur a croisements normauz strict.

On peut noter que par descente étale, 'ldéal d’un diviseur & croisements normaux est
localement libre de rang 1.

Par exemple, dans le plan A%, le sous-schéma fermé défini par I'équation 2% — y? — o3
est un diviseur & croisements normaux qui n’est pas strict.

2 Cohomologie du complémentaire

Soit m > 1. On note A = Z/nZ notre anneau de coefficients. Dans la suite, dés qu'il
sera question de cohomologie, on supposera toujours implicitement que n est inversible sur
les schémas considérés.

On rappelle le théoréme de pureté :

Théoréme 2.1 (Gabber) Soit i: Y — X wune immersion fermée entre deur schémas
réguliers. On suppose que i est purement de codimension c. Alors, la classe de Gysin Cli €
HZ(X, A(c)) induit un isomorphisme

Cli: A =5 Ri'A(c)[2c] .
En particulier, on a des isomorphismes
H (Y, A (%) = HE2(X, Al +0))

Proposition 2.2 Soit X un schéma régulier. Soit v: Y — X linclusion d’un sous-schéma
fermé régulier purement de codimension 1. On note j: U — X [inclusion de ['ouvert
complémentaire. Alors, on a des isomorphismes

ROLA <A RYA S0, R%EA % Ay(=1)

(ot Ay = i,\) et on a RYj, A =0 pour ¢ > 2.



Ceci résulte du triangle distingué suivant et de la structure de Ri'A :
i Ri'A — A — Rj,j* A =5

On peut noter que I'isomorphisme R'j, A ~ Ay (—1) est, au signe prés, induit par une
section du faisceau R'j,u,, qui localement, si f est une équation de Y, est donné par
I'image de f par le morphisme H°(X — Y, G,,) — HY(X — Y, u,,) provenant de la suite de
Kummer, autrement dit par le torseur des racines n-iémes de f sur X — Y.

Proposition 2.3 Soit X un schéma régulier. Soit D un diviseur a croisements normaux
strict (on note (D;)ier ses composantes irréductibles). On note j: U — X Uinclusion de
louvert complémentaire de D. Alors, on a un isomorphisme canonique R'j, A ~ ®;c;Ap,(—1).
De plus, pour tout ¢ € N, R%j, A s’identifie & NTRj,A.

Si I est vide, c’est tautologique. Si I est un singleton, cela résulte de la proposition
précédente. Pour le cas général, on procéde par récurrence sur le cardinal de [.

Supposons I = JU{i}. Notons D' = U,c;D;. Notons j': X—D' — X et j;: X—D;, - X
les inclusions évidentes. On a un morphisme de Kiinneth :

Rj'A @ Rji, A — Rj,A .
Pour démontrer la proposition, il suffit de montrer qu’il s’agit d’un isomorphisme. En effet,
par récurrence, on peut supposer que R*j.A est une Algébre extérieure. En la tensorisant
avec R*j;, A qui est une autre Algébre extérieure, on obtient que R*j, A est I’Algébre ex-
térieure voulue.

On dira d’un couple (K, L) d’objets de D(X,A) qu’il vérifie la propriété de Kiinneth
si le morphisme canonique RHom(K,A) ® RHom(L,A) — RHom(K &% L, A) est un
isomorphisme. La sorte de formule de Kiinneth que ’on souhaite obtenir revient a deman-
der que (Ax_pr,Ax_p,) vérifie la propriété de Kiinneth. A K fixé, les L tels que (K, L)
vérife cette propriété forment une sous-catégorie triangulée. De facon évidente, A vérifie la
propriété de Kiinneth avec tout le monde. De ces remarques, on déduit qu’il suffit de mon-
trer la propriété de Kiinneth pour (Ap/, Ap,). Par ailleurs, il existe une résolution standard
(une fois choisi un ordre total sur J) :

0— Ap — &;Ap, = Dji<jyAp, np;, —
Par dévissage, pour montrer que (Ap/, Ap,) vérifie la propriété de Kiinneth, il suffit de
montrer que pour toute partie non vide K C J, (Ap,,Ap,) est vérifie la propriété ou
Dk = NjexD;. Plus généralement, on peut montrer que si Z et Z' sont deux sous-schémas
fermés réguliers de X de codimensions respectives ¢ et ¢ tels que Z N Z' soit régulier
de codimension ¢ + ¢, alors (Ay, Ay) vérifie la propriété de Kiinneth. Ce fait est une

conséquence de la pureté pour les inclusions de Z, Z' et Z N Z' dans X et du fait que la
classe de Gysin pour Z N Z’ est le produit des classes de Gysin pour Z et Z' :

Agnzr(—c — &) [=2¢ — 2¢] —2ZAZ BT, (X, A) @ RT 4 (X, A)

Cl(ZnZz") l
RT 7q7/(X, A)



Corollaire 2.4 5i j: U — X l'inclusion d’un ouvert dans un schéma régulier X dont le
complémentaire soit un diviseur o croisements normauz, alors Rj,A € D°(X, A).

Corollaire 2.5 Si U est une variété (quasi-projective) lisse sur un corps algébriquement
clos de caractéristique zéro, alors H*(U,\) est fini.

D’apres Hironaka, il existe une immersion ouverte j: U — X avec X une variété
projective et lisse telle que D = (X — U)wq soit un diviseur a croisements normaux,
de sorte que RT'(U,A) ~ RI'(X, Rj,A). D’aprés le théoréme de finitude pour les images
directes a support propre et le corollaire précédent, on a RT'(X, Rj,A) € Db(A).

Plus précisément, si les composantes de D sont (D;);cr et que I est ordonné, on a une
suite spectrale :

By = H'(X,R1jA) = €D H'(Dy,A(=q) = H™I(U,A)

JCI,#J=q

(On peut noter que si on a une notion de poids sur les groupes de cohomologie de fagon
a ce que le H™ d’une variété projective lisse soit de poids n, alors si cette notion de poids
se comporte bien par dévissage, alors le H" d’une variété lisse a des poids > n, puisque
EY% aura un poids p + 2q.)

3 Lemmes d’isomorphismes

On présente ici une version de |3, Lemma 3.4(1)].

Lemme 3.1 Soit X un schéma régulier. Soit D C X un diviseur & croisements normauz.
Soit i: Y — X lUinclusion d’un sous-schéma fermé régulier de codimension 1. On suppose
que Ip - Sy est Uldéal d’un diviseur & croisements normauz (forcément D UY ) dans
X 3% Alors, la multiplication par Cli € HZ(X,A(1)) induit un isomorphisme Apny —
RT pny (D, A)(1)[2] dans DT (D NY,A). En particulier, on a des isomorphismes

H*(DNY,A(x)) — H52 (D, A(x+ 1)) .

On peut supposer que D est un diviseur a croisements normaux strict.
Notons k: DNY — Y linclusion. On peut identifier le morphisme

kf*ADmY — k*RFDmY(D, A)(l)[2]

a un morphisme
i*Ap — i'Ap(1)[2] .

3Dans le cas des diviseurs & croisements normaux stricts (i.e. D = Dy + --- + D,,), cela revient a
demander que D + Y soit un diviseur & croisements normaux strict.

4Les hypothéses impliquent que DNY est un diviseur & croisements normaux dans Y, mais la réciproque
est fausse.



Ce morphisme est un cas particulier d’'un morphisme *K — 'K (1)[2] défini pour tout
K € DT(X,A). Ce morphisme correspond par adjonction & un morphisme

Ay @ K ~ i, i* K — K(1)[2]

qui est obtenu par tensorisation avec K du morphisme Ay — A(1)[2] qui correspond & Cl1.

Bien siir, la famille des K pour lesquels le morphisme canonique i*K — 'K (1)[2] est
un isomorphisme est une catégorie triangulée. D’aprés des arguments similaires a ceux déja
vus, pour conclure, il suffit de le faire pour K = Az ou Z est un sous-schéma fermé régulier
de X de codimension c tel que Z N'Y soit un sous-schéma fermé régulier de codimension
c+ 1.

Le morphisme i*Az; — i'Az(1)[2] est un morphisme entre deux faisceaux supportés
par Z NY. Si on introduit 'immersion fermée [: Z NY — Z, aprés application de [*, ce
morphisme s’identifie au morphisme A — I'A(1)[2] induit par la classe dans H2y (Z, A(1))
induite par Cli € HZ(X, A(1)). D’apres les compatibilités entre classes de Gysin, la restric-
tion & Z de Cliest Cll € H3y(Z,A(1)). Le morphisme considéré est donc un isomorphisme
d’aprés le théoréme de pureté appliqué a 'immersion fermée Z NY — Z.

Lemme 3.2 Mémes hypothéses que dans le lemme 3.1. On note j: X =Y — X, jp: D —
DNY — Detip: DNY — D les immersions évidentes. Alors, les morphismes canoniques
sutvants sont des isomorphismes :

(i!A)|Dmy ;) Z'DA 3 (R]*A)‘D — RjD*A .
Pour la premiére partie, on considére la composition :

(Cl4) | pny

A=1)[-2] ——= (#'A) pry

inA

La fléche du haut est un isomorphisme par le théoréme de pureté appliqué a i et la fléche
en diagonale par le lemme précédent.
Pour le reste, on utilise un morphisme entre triangles distingués dans Dt (D, A) :

(i4i'A)p —> A — (Rj,A)jp —

-

ZD*Z'DA A RjD*A ;1>

4 Théoréme d’annulation

Théoréme 4.1 (Gabber) Soit f: X — S un morphisme affine entre schémas excellents.
On suppose S muni d’une fonction de dimension dg: S — Z. On munit X de la fonction



de dimension dx définie par 6x(v) = 6s(f(z)) + deg.tr.(z/f(x)). Alors, pour tout faisceau
constructible F# de A-modules sur X, on a :

3s(RIf,.F) < 6x(F) —q,

ot 0s(A) (resp...) est la dimension du support de M au sens de la fonction de dimension,
c’est-a-dire le sup de d5(s) pour s € S tel que Mz # 0.

A partir de maintenant, on suppose que S = Spec A est un trait hensélien. On note s
le point fermé et n le point générique. On note 5 et 77 des points géométriques au-dessus
de ces points. On définit dg(s) = 0 et dg(n) = 1.

Corollaire 4.2 Supposons que U — S soit un morphisme affine de type fini et plat, avec
U régulier. Alors, si S est strictement hensélien excellent, alors H;(U,A) = 0 pour i < d.
Si le corps résiduel de S est fini, alors H;(U,A) =0 pouri <d— 1.

On rappelle que sous ces hypothéses, on a un isomorphisme H;(U, A) = H*~2(U, A(d))
otl d est la dimension de la fibre générique de U. Dans le cas ot S est strictement hensélien,
il s’agit donc de montrer que H%(U,A(d)) = 0 si ¢ > d + 2, ce qui résulte aussitot du
théoréme. Le cas ou le corps résiduel est fini s’y rameéne grace a une suite spectrale de
Hochschild-Serre.

Théoréme 4.3 ([3, Theorem 3.2]) Soit X un S-schéma projectif régulier et plat, on
note d la dimension de sa fibre générique. Soit Y un sous-schéma fermé régqulier de X de
codimension 1, plat sur S. On suppose que X, ,,qUY est un diviseur a croisements normaux
dans X °. On suppose que U = X —Y est affine. (Dans [3], modulo Uhypothése supplé-
mentaire que X peq S0it un diviseur & croisements normauz strict, on dit que (X,Y;U) est
un QSP-couple ample.) Alors,
(1) Si S est strictement hensélien, H;(U,A) =0 pour i < d+1;
(2) Sile corps résiduel de S est fini, alors
(i) Hi(U,A) =0 pouri<d;
(ZZ) Hd+1(U, Qg/Z@) =0sid 2 2.

Lemme 4.4 Sous les hypothéses du théoréme (S supposé hensélien), pour tout w € Z, le
morphisme canonique

RT(U, A(w)) — RT(U,, A(w))

est un isomorphisme.

®On peut ainsi appliquer les lemmes 3.1 et 3.2 avec D = Xs rea- L'intersection DNY = Y 1¢q est aussi
un diviseur & croisements normaux dans Y.



Notons j: U — X et js: U; — X, les immersions ouvertes évidentes. Vu les isomor-
phismes RI'(U, A(w)) ~ RI'(X, j,A(w)) et RT'(Us, A(w)) ~ RI'(Xs, jsxA(w)), on est ramené

a montrer que la composition canonique
RF(X7j*A(w)> - RF(XS, (j*A>|Xs(w)) - RF(Xst*A(w))

est un isomorphisme. Le premier morphisme est un isomorphisme d’aprés le théoréme de
changement de base pour le morphisme propre X — S. Le deuxiéme I'est par le lemme 3.2.

On est donc ramené & des théorémes d’annulation pour la cohomologie de la fibre
spéciale Uy de U. Pour montrer (1), on utilise le théoréme de Lefschetz affine d’Artin pour
obtenir que HY(Ug, A(w)) = 0 pour ¢ > d + 1.

Le cas (2)-(i) s’en déduit en utilisant une suite spectrale de Hochschild-Serre.

Il reste & montrer (2)-(ii), ¢’est-a-dire que H¥(Uy, Qu/Zy(d)) = 0 si d > 2.

On a une suite exacte :

H™Y Uy, Qu(d)) — H* Uy, Qo/Zo(d)) — H*2(Us, Zo(d))

Par passage a la limite projective, on vient de montrer que H (U, Z;(d)) = 0. Pour
conclure, il reste & montrer que H4(Uy, Q,(d)) = 0.

Lemme 4.5 Soit U, un schéma de type fini sur s = Speck avec k un corps fini. On note
Wy C Gal(5/s) le sous-groupe engendré par le Frobenius relatif. Alors, on a des suites
exactes :

0 — H" (U, Zu(q))w, — H"(Us, Zu(q)) — H"(Us, Ze(q)"* — 0

Cela résulte d’un isomorphisme assez formel (4 un moment donné, il faut utiliser que
W, =~ Z est un bon groupe) :

H(Wy, RT'(Us, Zy(w))) ~ RT'(Us, Z¢(w)) .
On en déduit une suite spectrale
EY = HY(W,, HY(Us, Zy(w))) = HPT Uy, Zy(w))

qui se résume aux suites exactes énoncées dans la mesure ou Wy est de Z-dimension co-
homologique 1 et que le choix d'un générateur de Wy (ici le Frobenius) fournit un isomor-
phisme H*(W,, M) = Myy,.

En tensorisant avec Qg et en utilisant 'annulation de H%(Us, Z,(d)), on obtient un
isomorphisme :

H" YUy, Qeld)) ~ H(Us, Qu(d))w, -

On a une suite exacte canonique (compatible a l’action de W, !)
H*(Xz, Qe(d) — H*(Us, Qe(d)) — HyT (X5, Qe(d)) <<= H™' (Y5, Qu(d — 1))

Pour conclure, il s’agit d’observer que 1 n’est pas valeur propre du Frobenius sur les
groupes de gauche et de droite. Pour cela, on utilise la conjecture de Weil (II) :
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Théoréme 4.6 (Deligne, [2, Théoréme I]) Soit X un schéma séparé et de type fini sur
un corps fini F,. Alors, les valeurs propres du Frobenius arithmétique sur Hf(Xﬁ, Qi (w))

sont des nombres algébriques dont toutes les valeurs absolues complezes sont égales & ¢"/?

oun > 2w —p.

Références

[1] Jean-Pierre Serre. Algébre locale. Multiplicités. Troisiéme édition. Lecture Notes in
Mathematics 11 (1975). Springer.

[2] Pierre Deligne. La conjecture de Weil. TI. Publications mathématiques de 'L H.E.S.
52 (1980), pages 137-252.

[3] Shuji Saito, Kanetomo Sato. A finiteness theorem for zero-cycles over p-adic fields.
Preprint. 2010.



