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Résumé

L’objectif de ce dossier est de donner quelques propriétés du groupe des tresses d’ARTIN. D’une part, on s’atta-
chera a en donner plusieurs définitions et représentations classiques : I'indispensable point de vue algébrique permet
de comprendre la structure de ce groupe et de mettre en lumiere les difficultés théoriques qu’il contient, tandis que le
point de vue géométrique permet de comprendre qu’il s’agit bien de tresses. D’autre part, on essayera de décrire des
aspects divers des tresses, notamment la résolution du probléeme des mots grace a un algorithme de retournement
des mots, et des aspects plus anecdotiques comme la minimalisation du nombre de générateurs de ces groupes, et
le fait que ces groupes sont sans torsion.
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Chacun sait depuis son enfance que si on a quelques bouts de ficelles (ou des cheveux suffisamment longs), on peut
les faire se croiser les uns sur les autres. Intuitivement, on imagine bien que 'on puisse composer deux tresses, et que
l’on puisse les défaire. Ces remarques apparemment anodines permettent d’imaginer une structure de groupe sur ces
objets. Comme on va le voir, on peut modéliser de plusieurs fagons ces objets naturels que constituent les tresses.

1 Approche algébrique du groupe de tresses B,

Commengons par une définition purement algébrique apparement mystérieuse, mais qui s’expliquera bien par la
suite.

1.1 Définition de B,

Définition 1.1 Pourn > 2, le groupe de tresses a n brins B,, est le groupe engendré par n—1 générateurs oy, ...,0,-1
soumis auz relations suivantes :

.o . |i—j|=1 = 0i0j0; = 0005
vigen-11 {03 = om0 1)

1.2 Une construction théorique de B,

Plus précisément, on peut le construire en considérant ’ensemble a* des mots sur 'alphabet a = {0;,i € [1,n — 1]}U
{ai_l,z' € [1,n —1]}. Par la suite, on aura également besoin de définir a, = {0;,i € [1,n — 1]} et 'ensemble des mots
positifs a7 . On notera ¢ le mot vide.

Sur cet ensemble a*, on peut définir une relation S8 qui ne fait que traduire les relations de définitions entre les
générateurs, et les relations entre les générateurs et leurs inverses :

Relations particuliéres aux tresses

.o |Z—j| =1 = UZ‘O'jO'imO'jO'in
V(i,j) € [Ln—1] { i—j]>1 = 0;0;R0;0;
~1
. 0,0, Re
1,n—1 g
vieln—1] { o toiMe

Ensuite, on peut définir une autre relation R* qui traduit uniquement le fait que les simplifications contenues dans
la relation R peuvent étre effectuées au milieu d’un mot :

Relations de compatibilité avec la concaténation
V(a,b,z,y) € (a*)* TRy = axbR*ayd
On veut ainsi identifier grace a une relation d’équivalence 2 les mots de a* qui s’obtiennent en faisant un nombre
fini d’opérations élémentaires correspondant a cette relation P8*. On peut ainsi définir la relation 2 comme étant la
plus petite relation d’équivalence qui contienne R*. On remarque que ’on peut donner une autre définition équivalente

de la relation d’équivalence = sur les mots de a* :

Propriété 1.1 = est la plus petite relation d’équivalence contenant R et vérifiant de plus :

v(a,b,a,B) e (a*)* { Z

IR

= ab™ab

IR 1R

a
b

a* est un monoide pour la loi de concaténation. Quand on quotiente a* par la relation d’équivalence 22, on obtient
un groupe, vu que la relation = est compatible avec la concaténation, et que tout élément de ct’;E possede un inverse
par rapport a 1’élément neutre e qui est la classe du mot vide . Par définition, on a ainsi : B,, = a’;g.
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1.3 Représentation plus visuelle d’une tresse

A chaque mot m € a*, on peut associer une configuration qui illustre fidelement la forme de la tresse.

Une configuration est un schéma qui représente de fagon assez concrete ce que fait une tresse sur les brins, et en
particulier, elle permet de visualiser quel brin passe devant ou derriere un autre.

Ainsi, 0; et o; ! agissent sur les brins 7 et i + 1 comme l'indiquent les figures 1 et 2.

. \ \
N
N
1 2 i it+1 n—1 n

Fic. 1 — Configuration associée a o;

1 2 i t+1 n—1 n
7
7
7
./ .
1 2 1 1+1 n—1 n

Fic. 2 - Configuration associée & o; '

Pour obtenir la configuration associée a un certain mot de a*, on met a la suite de haut en bas les configurations
des tresses élémentaires qui sont dans ce mot, en raccordant les différents brins.

La justification des relations qui définissent le groupe des tresses B, apparait naturellement quand on arrive a
se convaincre que les configurations intervenant dans ces égalités font bien essentiellement la méme chose comme le

montrent les figures 3 et 4.

N N

Fia. 3 — Nlustration de 1’égalité o;0,110; = 04410;0;41

1.4 Morphismes partant de B,
1.4.1 Morphisme canonique de 5,, vers &,

Comme les illustrations le montrent, on peut constater que la tresse o; permute, entre autres choses, les brins
. L. . e v . . AN -1 . ..

numérotés ¢ et ¢ + 1. On peut ainsi définir un morphisme de monoides qui a o; et & o; = associe la transposition
(i i+1).

Comme on le vérifie aisément, ce morphisme passe aussi au quotient par la relation 2. On obtient ainsi un morphisme

perm . . . . . . . . .

de groupes B,, "= &,, qui a une tresse associe la permutation des brins qui lui correspond (en fait, on lui associe
I'inverse de cette permutation, mais ce choix est uniquement fait dans le but d’obtenir un morphisme de groupes et
non un anti-morphisme).



N H-Yn

F1G. 4 — Illustration de I'égalité o;0; = 0,0, si |i —j| > 1

Le noyau de ce morphisme B, peEn S, c’est-a-dire ’ensemble des tresses qui ne permutent pas les brins, est noté
P, et on lappelle groupe de tresses pures.

1.4.2 Morphisme vers Z

On peut donner un autre morphisme qui compte algébriquement les croisements positifs o; et les croisements
négatifs o; '

Ce morphisme U est défini sur le monoide a* par ¥ (¢;) = 1 pour tout ¢ € [1,n — 1]. Il passe au quotient, il donne
donc un morphisme de groupes 5, z 7.

Grace a ces morphismes, on peut quand méme dire que les éléments de la famille (01, ey Op—1,07 Lo O’;il)
sont bien distincts et que les générateurs o; pour i € [1,n — 1] sont d’ordre infini.

Cet aspect n’est pas pleinement satisfaisant en soi, car ce n’est pas tres constructif. En effet, étant donné deux mots
de tresses, cette définition ne donne aucun moyen algorithmique, et encore moins intuitif, pour déterminer si ces deux
mots représentent en fait la méme tresse. Il est alors naturel de représenter différemment les tresses, par exemple dans
I’espace et c’est ce que 'on va tenter d’expliquer dans la prochaine section. Ainsi, ’équivalence de mots de tresses va
prendre une signification naturelle et intuitive.



2 Approche géométrique du groupe des tresses
On va maintenant s’attacher a définir les groupes des tresses d’un point de vue purement géométrique. Ainsi, un

tresse sera constituée de n brins représentées par des fonctions continues du segment [0, 1] vers le plan euclidien R2.
Comme on va pouvoir le remarquer, on peut identifier des tresses géométriques qui sont obtenues 'une de I'autre par

des déformations continues.
,Yn) avec :

2.1 Définition des tresses géométriques
Définition 2.1 [ est une tresse géométrique d n brins si et seulement si 8 = (f, 1,

fe6,
. Yi EC([O,l],RQ)
Vi € l,n . )
Ll =60 %) =60
Vze[0,1]  i#j=vi(2) #7(2)
,Yn) est une tresse géométrique, on appelle permutation associée & [ 1'élément

Définition 2.2 Si 8 = (f, 7,

peem (B) = 71 e G,.
Intuitivement, chaque composante ~y; représente le i-eme brin de la tresse géométrique. Chaque brin est donc un

chemin continu qui part d’un point privilégié du plan z = 0 et qui arrive en un autre point privilégié du plan z = 1,

comme on peut le repésenter sur le schéma qui suit :

(1,0 2,0 3,0 (4,0
) ) ) )
\\ \\ \‘\ ,” Plan z=0
1,0 (2,0 30 4,0
Planz=1

Fic. 5 — Un exemple concret de tresse géométrique

On peut munir 'ensemble des tresses géométriques d’une topologie pertinente :

Définition 2.3 Si f € G,,, on définit différents espaces
n . i O) = (Z,O)
Tr =3 (115 ,7m) €C([0,1],R?)", Vi € [1, {7( : }
r={on e myrviena {326 o

tr={(n,- ) €T V2 €[0,1] i F =7 (2) #7; (2)}
On donne a cet espace affine Ty une structure d’espace affine normé en le munissant de la topologie de la convergence

uniforme.



I est clair que ty s’identifie & I'ensemble des tresses géométriques associées a la permutation f 1 et que ty est une
partie ouverte de 'espace affine normé ;.

Définition 2.4 (Isotopie) On dira que deuz tresses géométriques 5 = (f,v1,...,vn) et B/ = (f',v1,--.,7,) sont
directement isotopes si et seulement si f = f' et pour tout t € [0,1], B¢ est une tresse géométrique avec :

5t:(fa51776n) VZG[[LTL]] 512(1_15)7%""#7/7/

On dit que deuz tresses géométriques B et ' sont isotopes (noté B = 3') si et seulement s’il existe une suite finie
(Bos -y Bm) avec Bo = B, Bm = B et pour tout i € [0,m — 1], B; et Biy1 sont directement isotopes.
La relation d’isotopie = est une relation d’équivalence, et on note B la classe d’isotopie d’une tresse géométrique

3.

Propriété 2.1 Comme l’espace topologique ambiant Ty est un espace affine normé, les composantes connexes par
lignes brisées (c’est-d-dire les classes d’isotopies) de l'ouvert ty coincident avec ses composantes connexes (par arcs).

Fait 2.1 Dans toute classe d’isotopie B, il existe des tresses géométriques (f,71,--.,vn) telles que les fonctions ~;
sotent au choix :

— de classe C*®

— continues et affines par morceaux

Démonstration : Cela provient essentiellement de la compacité de [0, 1], de la continuité des fonctions v;, du fait
qu’elles prennent des valeurs différentes, et des théoremes d’approximations des fonctions continues. O

Lemme 2.1 Si ¢ est une fonction continue de [0, 1] vers [0,1] telle que ¢ (0) =0, ¢ (1) =1 et si = (f,71,---,Vn)
est une tresse géométrique, alors 8 = = (f,01,...,0n) avec :

Vie[l,n] 6i=7iogp
On notera 3 = Bop

Démonstration : Pour ¢t € [0,1], notons ¢, () = (1 —t)z + te (). On remarque que [ o 1)y est une tresse
géométrique et que Bohyg =P et forp; = .

On montre aisément en utilisant la continuité uniforme des fonctions «; que ¢t — (o 1y est un chemin continu de
B vers 3 dans ty. 8 et 4’ font donc partie d’'une méme composante connexe par arcs de ty, donc 5 = /. O

2.2 Produit de deux tresses géométriques

Définition 2.5 Si 3= (f,71,---,7) et B3 = (f',71,.--,7,) sont deux tresses géométriques a n brins, on définit une
tresse géométrique produit B X ' = (g,01,...,0,) définie par :
g=1['of
. (E — (
Vie [1,n] Vzel0,1] 74,
0 (5 =Vi-109)

Propriété 2.2 Le produit x est compatible avec la relation = d’isotopie : sia =o' et 3=/ alorsa x =o' x 3.
Propriété 2.3 Modulo l’isotopie, le produit X est associatif : si o, 3, v sont des tresses a n brins alors
(axpf)xy=ax(fx7y)

Démonstration : On applique le lemme 2.1 avec la fonction ¢ définie par :

¢(%42:%2+
VZG[O,I] ¢2liz§:3f;
Y\ =2 )= 4



Définition 2.6 On note B, l’ensemble des classes d’équivalence de =, c’est-a-dire l’ensemble des classes d’isotopies
de tresses géométriques.

Propriété 2.4 (9B, X) est un groupe.
Démonstration : On définit une application ¢ ainsi :
Vze[0,1] @(z)=1-=2
SiB=(f,-.-,7n) est une tresse géométrique, on peut définir la tresse géométrique 3~ = (ffl, 01y ves 6n) par :
Vi e [1,n] di =7p1) 09
Notons 7 = 8 x 7! et définissons une application ¢ — 7, par :

1 Vze[0,]Ull —t,1] 7 () =7(z)
Vte[0’§] {Vze[t,l—t] T (2) =T

Il est clair que t —— 74 définit un chemin continu de la tresse triviale e = 79 vers 7 = TL avec par définition
€:(Id,(1,0),...,(n,0)). 1 R R R R

En remarquant que (6‘1)_ = (3, on obtient ainsi que pour toute tresse géométrique 5, ona Gx -1 = -1 x 3 =é.

On démontre de fagon analogue que € est effectivement le neutre de la loi x. On a montré de plus que X était
associative sur B,, ce qui permet de dire que B,, muni du produit X est un groupe. O

2.3 Présentation géométrique du groupe des tresses

On peut définir explicitement une tresse géométrique 7; qui représente le croisement positif o; par, = ((¢ i+ 1) ,71,. ..

avec par exemple :

Vie[l,n]\{ii+1} Vz e [0,1] v, (2) = (4,0)
7 (2) itz (- 22)7)
Yi+1(2) = i+1—zv—(z—22)2)

On peut ainsi obtenir par exemple la figure 6 en représentant ces courbes.

Vz € [0,1]

F1G. 6 — Tresse géométrique associée a g3 pour n =6

, . . . L PN . oy . ~ PN
On peut donc définir un morphisme de monoides a* — B,, qui a un croisement positif o; associe 7;, qui a un
croisement négatif o, 1 associe 7'[1. On se convainc naturellement que ce morphisme de monoides passe au quotient
. . . . . L
par la relation 2. On obtient ainsi un morphisme de groupes B,, — B,,.

10
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Théoréme 2.1 (Artin, 1925) B, - B, est un isomorphisme.

Démonstration : Pour avoir une preuve de ce théoréme difficile, on peut se reférer par exemple & [B74] qui donne
une preuve due & FADELL et VAN BUSKIRK qui met en évidence U'intérét de la topologie algébrique (et en ’occurence
du groupe fondamental) dans I’étude des groupes de tresses. O
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3 Retournement des mots

On peut s’intéresser a la mise en ceuvre d’algorithmes permettant de détecter si deux mots de tresses (c’est-a-dire
des éléments de a*) représentent la méme tresse, c’est-a-dire le méme élément dans le groupe B,,. C'est ce que l'on
appelle résoudre le probléme des mots. On ne s’intéressera pas ici aux questions théoriques extrémement difficiles que
ces notions posent et en particulier, on ne développera pas les démonstrations (longues et subtiles, voir [D00]) du fait
que l'algorithme en question est convergent et donne une réponse correcte. La technique utilisée est basée sur ce que
I'on appelle le retournement des mots.

3.1 Description de la méthode

L’enjeu de la méthode (dont on étudie que le cas particulier des groupes B,,) est, partant d’'un mot quelconque
m € a*, d’obtenir un mot équivalent (pour la relation ) de la forme uv~!, chacun des mots u et v étant dans ay,
c’est-a-dire que dans ces mots, les générateurs o; n’interviennent qu’avec des exposants positifs.

On définit ainsi une relation — définie par :
, -1
Vi ac; “ob — ab

V(a,b) € a* li—jl=1= ao;'0;b — acjoic;'o;"b (2)

J
li—j|>1= ao;"!

—1
ojb — aocjo; b

On note —* la cloture transitive de la relation —, c’est-a-dire que a —* b si, et seulement s’il existe N € N, et une
suite finie (u")nEHO,N]] telle que a = ug, uy =bet Vn € [0, N — 1], up, — Upy1.
Sur cette relation —, on a les théorémes suivants qui sont trés importants :

Théoréme 3.1 (Confluence) Sia, b, et b’ sont des mots de a* tels que a —* b et a —* V', alors il existe ¢ € a* tel
que b —* c et b/ —* c.

Théoréme 3.2 (Convergence) Toute suite (u,) telle que pour tout n, u, — uny1 est finie.

La conséquence immédiate de ces deux théoremes est que, partant d’un mot quelconque a € a*, en appliquant un

nombre fini de fois les regles de transformations contenues dans la relation —, on obtiendra toujours un mot terminal

1

2 . . )
de la forme uv—" avec (u,v) € (ai) , de surcroit ce mot terminal est unique.

Définition 3.1 Pour tout w € a*, on note N (w) et D (w) les uniques mots de a tels que w —* N (w) D ()"

Le résultat important consiste en le théoréme suivant qui est rassurant dans la mesure ou il donne un algorithme
pour tester si un mot de a* représente la tresse triviale, ce qui permet bien entendu de déterminer également si deux
mots représentent la méme tresse.

Théoréme 3.3 (Probléme des mots) Pour tout mot w € a*, les conditions suivantes sont équivalentes :
1. w=e
2. D(W)N (w) ™" —=*e

On remarque que pour tester si un mot w représente la tresse triviale, on applique deux fois I’algorithme de
retournement.

3.2 Implémentation de I’algorithme

On peut par exemple implémenter cet algorithme dans le langage CAML avec le programme A.1.

3.3 Tests

On peut essayer de tester cet algorithme sur des exemples. On pourra ainsi voir que les mots obtenus apres
retournement n’ont aucune raison d’étre plus courts que les mots de départ.
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3.3.1 Une relation de définition des tresses

Ainsi, on peut vérifier si des relations entre les générateurs du groupe des tresses 3,, sont vraies ou fausses. Ici, on
teste justement une relation de définition des tresses :

010201 = 020102

: "y —1_-1_-1
On va donc appliquer le test de neutralité au mot w = 01020105 "07 ~0,

w = 0102010510;10;1

Premiére étape
-1 _—1_—1
01020109 01 O9

N (w) = 010901 D (w) = 030109

Seconde étape

02_101_102_1010201

Oy Oy 01020;10510201
02_10201_ 0y 0201
Uflaglogol

01_101

€

3.3.2 Un exemple de tresse

De fagon générale, & partir d’une tresse géométrique (moyennant quelques propriétés génériques de régularité), on
peut associer un mot de tresse. En fait, on obtient ce mot en projetant orthogonalement les brins sur le plan d’équation
y = 0. Et lorsque deux brins se croisent on associe (suivant si tel ou tel brin passe devant tel autre) un des générateurs
0;, Ou son inverse.

Reprenons 'exemple de la tresse illustrée sur la figure 5. Pour cette tresse, la configuration plane associée est la
suivante :

r

F1c. 7 — Configuration associée a la tresse de la figure 5

Le mot associé a cette tresse est donc w = o3 20201_ ! Essayons de voir vers quel mot va converger ’algorithme de
retournement des mots de tresses.

_ -1 -1 -1
w=03 03 020

13



Retournement L X
03 03 020% )
O3 0'20';%0'2 10’3 0'% )
020309 O3 0304 O3 O

1
1

020302_102_ o3 01_1

N (w) = 0203 D (w) = 01030202

\
z

rd
rd

Fia. 8 — Configuration associée au mot obtenu apres le retournement du mot w
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4 Curiosités

Les tresses donnent lieu a de multiples développements mathématiques variés. On ne va citer que deux aspects
anecdotiques des tresses parmi tant d’autres.

4.1 B, est engendré par 2 éléments

Dans la définition algébrique que I'on a donné du groupe des tresses a n brins B, on a utilisé n — 1 générateurs
qui correspondent aux croisements positifs de deux brins consécutifs. Ici, on va montrer qu’en fait on avait pas besoin
d’autant de générateurs mais que deux suffisent. Essentiellement, on va considérer un des générateurs o; et on va
obtenir les autres ¢; en conjugant par une tresse 7 que l'on va définir par la configuration suivante :

FiG. 9 — Configuration associée a la tresse 7

Plus précisément, on peut exprimer 7 par un mot de a* :
T—=0p-1...-01
On pose 0 = o;.

Propriété 4.1 B,, est engendré par les éléments (o,7). On a méme ainsi une présentation du groupe B, avec ces
générateurs (o,7)et les relations suivantes :

ororlor = tor7loTo (3)
Vke[2,n—2] orfor % = thorko
Démonstration : On remarque que pour tout ¢ € [1,n — 2],
TO;4+1 = Op—-1...044204410i0—1...010441

= Op—-1...044204410i0;410;—1...01

On—1...04420;04410;04—-1...01

0;0p—1...0{4204410;04—-1...01
= 0;T
On obtient ainsi Vi € [0,n — 2], gi11 = 7 ‘o7’. Les relations (3) s’obtiennent en remplacant simplement cette

expression des générateurs o; dans les relations de définition de B,, (1).
Réciproquement, on peut montrer facilement que les relations (1) s’obtiennent & partir des relations (3). g
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4.2 Le groupe des tresses est sans torsion

Théoréme 4.1 Le groupe des tresses d’ARTIN B,, est sans torsion, c’est-a-dire que :
Vp € N* vVt € B, tr=e<=t=e
En d’autres termes, si on répéte p fois un motif de tresse non trivial, on n’obtient jamais la tresse triviale.

Démonstration : Il existe plusieurs fagons de démontrer ce résultat. On peut utiliser des résultats combinatoires
généraux sur les groupes ayant des présentations tres particuliéres, c’est ce qui est fait dans [D00].

On peut aussi par exemple utiliser une notion trés importante (et aussi relativement récente) qui est 'ordre de
DEHORNOY. Si I'on admet Pexistence (difficile & établir) de cet ordre qui a le bon gotit d’étre total et d’étre invariant
par translation a gauche, il est aussi clair que ce groupe B,, est sans torsion. g

Conclusion

Le groupe des tresses, bien qu’étudié depuis de nombreuses décennies, continue de donner lieu a des découvertes
mathématiques relativement importantes, notamment les liens des tresses avec les systémes autodistributifs (les en-
sembles munis d’une loi telle que z (yz) = (zy) (zz)) donnant des démonstrations tres élégantes de 1’existence de 'ordre
de PATRICK DEHORNOY. Au passage, on a pendant assez longtemps cru qu’il fallait des extensions des axiomes de
la théorie des ensembles ZF (notamment D'existence de grands cardinaux) pour établir existence de tels systéemes
autodistributifs ayant des propriétés intéressantes.

Par ailleurs, les groupes de tresses d’ARTIN interviennent naturellement dans de nombreux domaines, ainsi, grace a
la théorie des tresses, on peut aborder sous d’autres angles la théorie des noeuds par exemple ou encore les diagrammes
de FEYNMAN en physique.

Enfin, si les mathématiques donnent un formalisme précis pour I’étude d’objets concrets comme les tresses, certains
théoremes obtenus dans ce domaine sont néanmoins inutilisables, ainsi d’'un théoreme de décomposition des tresses
sous une certaine forme normale, ARTIN disait lui-méme que si on voulait appliquer expérimentalement cette procédure
sur une personne vivante, cela entrainerait

“ only violent protests and discrimination against mathematics”
E. ARTIN (1898-1962), Theory of braids, 1947
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A Programmes

A.1 Le retournement des mots pour résoudre le probleme des mots dans le groupe des
tresses B,

exception Terminaison;;
type lettre = D of int | I of int;;

(* Conversion d’un mot de tresse en une chaine de caractéres TeX *)
(* codage : lettre list -> string = <fun> *)

let codage=
let rec chaine = function
(D i)::1 -> "\\sg{" " string of_int i ~"} " ~ chaine 1
[ (T 1)::1 -> "\\inv{\\sg{" ~ string of_int i “"}} " ~ chaine 1

I 0 => "\\\\ \n"
in function
[ -> "\varepsilon\\\\ \n"
| 1 -> chaine 1

(* Avancement d’une étape dans le retournement *)
€ etape : lettre list -> lettre list = <fun> *)

let rec etape = function
(T i)::(D j)::1
when i=j ->1
| (T i)::(D j)::1
when abs(i-j)=1 -> (D j)::(D i)::(T j)::(T i)::1
| (T 1)::(D j)::1
when abs(i-j)>1 -> (D j)::(I 1)::1
| a::1 -> a::etape 1
I 0 -> raise Terminaison

EE]

(* Mise en oeuvre du retournement complet d’un mot de tresse *)
(* retournement : lettre list -> lettre list list = <fun> *)

let retournement=
let rec retourne mot=mot::
try
retourne (etape mot)
with
Terminaison -> []

in retourne
(* Décomposition d’un mot de la forme uv™-1 en les deux mots u,v *)
(* decompose : lettre list -> lettre list * lettre list = <fun> *)
let decompose =
let rec dec a b = function
(D i)::1 -> dec (D i::a) b1
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| (I i)::1 -> dec a (D i::b) 1
| 0O -> rev a,b

in dec []1 []

EE]

(¥ Calcul de 1’inverse d’un mot de tresse *)
(* inverse : lettre list -> lettre list = <fun> %)

let inverse =
let rec inv a = function
(] -> a
| (D i)::1 -> dinv (I i::a) 1
| (T i)::1 -> inv (D i::a) 1

in inv []

EE]

(* Function testant si un mot de tresse est équivalent au mot vide,
en sauvegardant les étapes du calcul *)
(* neutralité_tresses : string -> lettre list -> unit = <fun> *)

let neutralité_tresses f a=
let liste=retournement a
in let n,d=decompose (hd (rev liste))
in let liste’=retournement (inverse d@n)
in 1let f=open_out_bin f
in output_string f ("$$\\omega=" "~ codage a ~ "$$\n");
output_string f "\\paragraph{Premiére étape}\n";
output_string f "$$\\begin{array}{1}\n";
do_list (output_string f) (map codage liste);
output_string f "\\end{array}$$\n";
output_string f ("$$N\\pa{\\omegal}=" ~ (codage n)
"\qquad D\\pa{\\omega}=" = (codage d) ~ "$3$");
output_string f "\\paragraph{Seconde étape}\n";
output_string f "$$\\begin{array}{1}\n";
do_list (output_string f) (map codage liste’);
output_string f "\\end{array}$$\n";
close_out f

(* Sauvegarde des étapes du retournement d’un mot de tresse *)
(* retournement_mot : string -> lettre list -> unit = <fun> %)
let retournement_mot f a=
let liste=retournement a
in let n,d=decompose (hd (rev liste))
in 1let f=open_out_bin f
in output_string f ("$$\\omega=" "~ codage a ~ "$$\n");
output_string f "\\paragraph{Retournement}\n";
output_string £ "$$\\begin{array}{1}\n";
do_list (output_string f) (map codage liste);
output_string f "\\end{array}$$\n";
output_string f ("$$N\\pa{\\omegal}=" ~ (codage n) ~
"\qquad D\\paf{\\omega}=" "~ (codage d) ~ "$3$");
close_out f
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(* Tests *)

neutralité_tresses "testl.tex" ([D 1;D 2;D 1]@(inverse [D 2;D 1;D 2]))

’

retournement_mot "test2.tex" [I 3;I 3;D 2;I 1]

EE]
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