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Exercice 1 — On considére 'espace vectoriel E = Ms(R) des matrices carrées réelles de taille 2 et

I'application ¢, : E — R, ¢q(X) = det(X) + aTr(X?) dépendant d'un parameétre a € R.

On pose
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1. Le systeme (eq, ea, €3, e4) est libre car si Z?Zl Aie; = < [V
' 3 A

> est la matrice nulle, cela signifie

Tr1 X2 J 4
- ) s’écrit X =", | x;e; , donc
3 X4

se systéme est générateur. Le systéme (e1, ea, e3,e4) est donc bien une base de F.

que chacun des \; est nul. De plus toute matrice X = (

2. (a) L’application B: Ex E — R, (X,Y) — Tr(XY) est une forme bilinéaire, car la trace est une

application linéaire. Puisque ¢(X) = B(X, X), lapplication ¢ est bien une forme quadratique.

(b) On a det(X) = x124 — xox3 81 X = ( il 52 ) Cette application §: F — R, X — det(X)
3 Za

est un polynéme homogene de degré 2 en les coefficients de X dans la base (eg,eq,es,e4).
C’est donc bien une forme quadratique.

(¢) Pour tout a € R, on a g, = ¢+ aq, avec ¢ et ¢ des formes quadratiques. L’ensemble des formes
quadratiques sur E est un sous-espace vectoriel de ’espace des applications de E dans R donc
Ga est bien une forme quadratique.

3. Désignons par B, la forme polaire associée & ¢,. On a B,(X,Y) = 1(det(X +Y) — det(X) —

det(Y)) 4+ aTr(XY). On évalue ensuite By(e;, ;) pour (i,5) € {1,2,3,4}>. On obtient la matrice
A, suivante pour ¢, :

a 0 0o 3
0 0 a—3% 0
= 2
Aa 0 a—% 0 0
0 0 a
— Sia# 3 eta#—1, lamatrice 4, est inversible et donc ker ¢, = {0}.

- Sia= %, la matrice A% est de rang 1 et on a

ker gy = {z161 + 262 + T3€3 + T4, 21 + T4 =0} = {( i; _ii ) ,(x1,29,23) € ]RS}.

- Sia= —%, la matrice A_1 est de rang 3 et on a

1
2

0
kerq7% = {2161 + waes + X363 + T4, 20 = w3 =21 — 24 =0} = {( x(l) ) ),xl ER}.

4. On suppose a = % Posons F' = Res. D’apres la question précédente, F' C kerq%7 donc tout vecteur
de E est orthogonal & F. cela signifie que F* = E, et donc dim F +dim F+ =1+4 =5 > 4.



5. On suppose a = 0. Soit G I’ensemble des vecteurs de E orthogonaux pour la forme quadratique gq
. 1
a la matrice B = ( 0 )

0 m

(a) Soith(gC1 x2>;ona

Tr3 X4

By(X,M) = %(det(XJrM)fdet(X)fdet(M)) = %[(a:1+1)(x4+m)f:c2x37x1:c4+x2:c37m] = %(mzﬁru).

L’ensemble G des vecteurs de E orthogonaux a M est donc égal a G = { ( il iz > ,mxy + T4 = 0}.
3 T4

C’est un espace vectoriel de dimension 3, car c’est I’orthogonal pour la forme quadratique gy,
qui est non dégénérée, de la droite de E engendré par M. Le systeme (e; —mey, €2, e3) définit
une base de G

(b) On sait, d’apres la question précédente que G est de dimension 1 et contient M, c’est donc
bien la droite de E engendré par M. On a alors dim G +dim G+ = 4, et doncon a GGG+ = F
si et seulement si G NG+ = {0}, c’est-a-dire si et seulement si M ¢ G+. Or Bo(M, M) =m
on adonc GGt =E, sauf sim =0.

. xr1 Io 2 + Tolk T1X2 + ToZ4 L.
6. Soit X = .OnaX?= ! 3 3 et donc on peut écrire
r3 x4 123 + T3T4 x; + r2r3

@a(X) = z124 + a(2? + 22) + (20 — 1)zoz3.

Appliquons la méthode de réduction de Gauss, dans le cas a # 0. On a :

1 2a — 1
e+ 2t

1a 4 [(31‘2 + 1‘3)2 - (332 - JJ3)2] .

1
qa(X) = a(x1 + %m)z +a(l—

La signature de ¢, est donc égale a
— sign(qq) = (13)sia<—%cara<01 o > 0 et 2221 < 0;

— sign(qq) = (1,2) sia=—3 cara <0,1— g —Oet 2“41<O

— sign(qq) = (2,2)51 —1<a<0cara<0,1— 45 <0et 221 <0;

- sgnlan) = (2.2) 510 = 0car o(X) = 3 (214 2P oy ] [l 00 — o 2
— sign(ge) = (2,2)si0 <a < $cara>0,1 412<Oet2“4—_1<0;

— sign(ge) = (1,0) sia =3 cara >0, 1 — ;1 =0 et 221 = 0;

— sign(ge) = (3,1)si § <acara>0,1— ? >0 et 221 > 0.

7. On suppose que a = 1, on a alors

3 1
“af 4 = [(z2 + 23)” — (22 — 23)?] .

Q1(X)=($1+1x4)2+4 4 [

2
Posons 1 (X) = x1 + 324, l2(X) = 22 + 23, [5(X) = 22 — 23 et I4(X) = z4. Ces formes linéaires
sur E sont hnealrement indépendantes et la base duale (u1, us, us, uq) de (I1,1la,13,14) est une base
orthogonale pour ¢;. Les équations [;(u;) = d;;, avec d;; le symbole de Kronecker permettent

0 0 2
),U2=§(€2+63):(1 6)»“3:
2

1

0 0

0 2 -1 0

%(62 —e3) = ( _1 6 ) et ug = —Se1 +eq = ( 6 1 )7 et la matrice de ¢; dans cette base
2

de déterminer les u;. On obtient u; = e; =

est donnée par
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Exercice 2 — On munit R? de la structure euclidienne usuelle. On pose
up =(1,2,2) , us = (1,3,1) , ug = (0,12, 6).

1. (a) Les vecteurs (u1, ug, u3) forment une base de 'espace vectoriel R3car c’est un systéme libre de 3
A1+ Ag = 0
vecteurs dans R3. En effet si Adju; = Aaug +Azus = 0, alors on a 2M1 +3 2+ 12203 = 0
2A1 + Ay + 63 = 0
et donc Ay = Ay = A3 = 0 car ce systeme est de Cramer.
(b) — Onalfuy]|> =1+4+44=9. On pose donc e, = sup = £(1,2,2).
— Posons &, = uy — (us, €1)e1. On a (ug, €1) = 3, on a donc 5, = us —u; = (0,—1,1). De
plus ||g4]|* = 2, on a donc ey = %(0, —1,0).

— Posons €4 = ug — (us, 2)ea — (us, €1)e1. On a (uz, £1) = 12 et (u3, £2) = —3v/2 , on a donc
eh =usz+3(0,—-1,1) — du; = (—4,1,1). De plus ||5§,||2 =18, on a donc €3 = ﬁ(—ll, 1,1).

2. On considere la projection orthogonale p sur la droite Ru;

(a) L’endomorphisme p projette 1 sur lui-méme car ce vecteur est sur la droite Ruj, et £2 ,e3
sur 0 car ces vecteurs sont orthogonaux a u;. La matrice de p dans cette base est donc

1 0 0
B = 0 0 O
0 0 O
(b) On peut écrire p sous la forme p(z) = (x, €1)e;.La matrice de p dans la base canonique est
1 2 2
donc la matrice A = % 2 4 4
2 4 4

(c) La projection p projette R? sur une droite. Le rang de p est donc égal & 1.

Exercice 3 — On munit R? de la structure euclidienne usuelle. Soit ¢ : R?> — R la forme quadratique
définie par
qa(x,y,2) = 2(zy + yz + x2).

0 1 1
La matrice de la forme quadratique ¢ dans la base canonique est A = 1 0 1 |. Trouver une
1 10

base de R3 orthogonale pour ¢ et orthonormale pour le produit scalaire usuel revient & trouver une
base de vecteurs propres de A qui soit orthonormale pour le produit scalaire usuel, ce qui est toujours
possible d’apres le théoréme du cours sur la diagonalisation des matrices symétriques réelles. Les valeurs
propres de A sont 2 et —1, qui est valeur propre double. Les espaces propres associés sont respectivement
Ey = {A\(1,1,1),A € R} et E_; = {(2,y,2) € R} 2 +y+ 2z = 0} = Ey. Pour trouver une base de
R3 orthogonale pour g et orthonormale pour le produit scalaire usuel, il suffit donc de trouver une
base orthonormale de Es et une base orthonormale de E_;. Posons u = %(17 1,1), v = %(1, -1,0)

et w = %(71, —1,2). Alors (u,v,w) est une base de R® orthogonale pour ¢ et orthonormale pour le

produit scalaire usuel.

Exercice 4 — On considére l'espace euclidien £ = R™ muni du produit scalaire usuel et u un vecteur
unitaire de F, représenté matriciellement par le vecteur colonne U dans la base canonique de R™.
Soit k € R et € E, on pose fx(x) =z + k{x, u)u.
1. L’application fr de E dans E est bien un endomorphisme car elle est linéaire. Cet endomorphisme
est bijectif si et seulement si ker fr, = {0}. Si fx(z) = 0, alors ©+ = —k(x, u)u, donc = doit étre



colinéaire & u. Posons = Au. On obtient (1+k)Au = 0. Donc si k # —1, fi est un endomorphisme
bijectif.

. Soient x et y dans E, on a

(fe(x), y) = (@ + k(z, wpu, y) = (z, y) + (2, w){u, y) = (@, fr(y))-

L’endomorphisme fj est un endomorphisme symétrique de E. La matrice A de fr dans la base
canonique est donc symétrique, et on a A, = I + kU

. On suppose k = —2. On a ||f_o(x)|* = ||z]|* + (4 — 4)(z, u)2, donc on a bien ||f_o(z)||* = |z|>.
L’endomorphisme f_o est donc une isométrie symétrique. Les valeurs propres de f_o sont donc
réelles et de module 1, et f_o est diagonalisable dans R, ce qui implique que f_5 est une symétrie
orthogonale. L’expression de f_s montre qu’il s’agit de la symétrie orthogonale par rapport a
(Ru)*. L’espace propre associé & la valeur propre —1 est donc Ru et 'espace propre associé a la
valeur propre 1 est (Ru)*

. L’endomorphisme fj, est une isométrie si et seulement si pour tout z € E, on a || fr(z)|* = ||| .
Or on a || fr(2)]|> = [|z]|* + (k2 + 2k)(z, u)2. Donc f}, est une isométrie si et seulement si k = 0 ou
k=-2.



