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Exercice 1 (5 points).— Soit A € M3 3(R) la matrice donnée par

-3 0 =2
A= 2 -1 2
4 0 3

1. A Taide de la méthode du pivot, déterminer si A est inversible et, le cas échéant, donner son inverse.

Pour simplifier les calculs, on commence par appliquer l'opération élémentaire L1 «— L; + L3 de fagon a
faire apparaitre un pivot égal a 1 :

-3 0 =211 0 O
2 -1 210 1 0
4 0 3|10 0 1
~ Ly «— L1+ L3
1 0 1(1 0 1
2 -1 2/0 1 0
4 0 3]0 0 1
L2 < L2 — 2L1
~ |: L3 — L3 — 414 :|

-1 0j—-2 1 =2
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On remarque alors que A~! = A.
2. Calculer A x A.
1 0 0
Par le calcul, onobtient Ax A= 0 1 0 | =15
0 0 1

Alternativement, on peut déduire directement ce résultat & partir de I’égalité A~! = A obtenue & la question
précédente.

3. Pour un entier & € N*, on note A¥ = A x A x --- x A ou figure k fois la matrice A. Déterminer A*
en fonction de k.

Comme A? = I3, on obtient que si k est pair, alors A* = I3, et si k est impair, alors A* = A.



Exercice 2 (4 points).— On note I € M3 3(R) la matrice identité, et A € M3 3(R) la matrice donnée
par

A= -1 -1 -1
0 O

1. Calculer A x A.

| Le calcul montre que A x A = A.

2. Supposons que A soit inversible, d’inverse B € M3 3(R). Déduire de ce qui précede que B x A = A.
Que pouvez vous en conclure?

On a BA = BA? = (BA)A = I3 x A = A. Par ailleurs, on a aussi BA = I3, donc A = I3, ce qui est
absurde, donc A n’est pas inversible.

Exercice 3 (8 points).— Soit m un réel, et f,, : R> — R3 'application linéaire définie par

fm(z,y,2) = (—x, 20 —y + 22,20 + my + 2)

x
1. Donner une matrice A4,, telle que, notant X = [y |, fim(x,y, 2) correspond a la matrice A4,, x X
z
de Mg}l(R).
-1 0 0
A, =1 2 -1 2
2 m 1

2. Pour quelle(s) valeur(s) de m la matrice A, est-elle inversible? Dans ce cas, donner son inverse.

Commengons par échelonner la matrice ( A, ‘ I3 )

-1 0 0|1 0 O
-1 2|0 1 0

2m1001>

—1 0 0|1 0 O
0 —1
0 m 12 0 1

Lo «— Lo+204
Ly +«— L3+2L4

[N
[N}
—
o

L3 — L3+mL2
1 0 0 1 0 O
0 -1 2 2 1 0
0 0 2m+1|2m+2 m 1

A ce stade, on peut affirmer que A,, est inversible si et seulement si 2m + 1 # 0, c’est-a-dire m # —%.

En supposant m —%, on peut poursuivre le calcul avec les opérations L1 «— —Li, Ly «— —Lg et
L3 — 72"3_’_1 L3 :
10 0] —1 0 0
0 1 —-2| =2 -1 0
0 0 2m+2 m 1
2m—+1 2m—+1 2m—+1



On effectue enfin l'opération Lo «— Lo + 2L3.

1 0 0] —1 0 0

2 —1 2
0 Lo 2m-+1 2m—+1 2m-+1
0 O 1 2m+2 m 1

2m-+1 2m—+1 2m—+1

On peut conclure que si m # —%, alors :

-1 0 0

A—l _ 2 —1 2
m 2m-+1 2m—+1 2m—+1

2m-+2 m 1

2m—+1 2m—+1 2m—+1

3. Combien I'équation f_1(z,y, z) = (=2, 1,1) a-t-elle de solutions? Combien I'équation f_; j5(z,y,2) =
(—=2,1,1) a-t-elle de solutions?

Comme —1 # —%, la matrice A_; est inversible, donc 1'équation f_i(z,y,z) = (—2,1,1) possede une
unique solution.

Il n’est pas possible de déterminer si f_;/5(x,y,2) = (—2,1,1) possede ou non des solutions en se basant
uniquement sur le fait que A_ 1 ne soit pas inversible. Appliquons ’algorithme du pivot de Gauss :

-1 0 0]-2
2 -1 2|1
2 -1 11
L2 — L2+2L1
~ Ly +— Ls3+2L;
-1 0 0]-2
0 —1 2|-3
0 —4 1]-3
~ Ly +— Lg—%LQ
-1 0 0]|-2
-1 2|-3
0 0 0]-3

On constate que ce systéme n’est pas compatible, donc I'équation f_;,5(z,y,2) = (—2,1,1) ne possede pas
de solution.
4. Donner ces solutions.

Il reste & déterminer I'unique solution & I'équation f_i(x,y,2) = (—2,1,1). Elle est donnée par le vecteur-
colonne suivant :

-2 -1 0 O -2 2
1 0o 1 -1 1 0



Exercice 4 (7 points).—
1. Soit A € M3 5(R) la matrice:

— 1 1 0
0 -1 -2 1 1
~ L2 — L2+L1
1 1 3 -1 -1
0 2 4 -1 0
0 -1 -2 1 1
~ L3 — L3+%L2
113 -1 -1
2 4 -1 0
000 L 1
N |: Lo <+— %LQ :|
Ly +— 2L;5
11 3 -1 -1
012 -4 0
0 0 O 1 2
Ll — L1+L3
- [Lz — L2+;L3]
11 3 01
0 1 2 0 1
0 0 1 2
~ Ll — Ll—Lg
1 1 0 0
01 2 0 1
0 0 1 2

2. On considere le systeme linéaire suivant:

r1 + 2 + 33 — x4 = -1
—xr1 + T2 + x3 = 1
— X9 — 23 + x4 = 1

(a) Combien a-t-il d’inconnues principales?

D’apres le résultat de la premiére question, ce systéme a trois variables principales x1, 2 et z4 (et
une variable secondaire x3).

(b) Déterminer ’ensemble S de ses solutions.
Le systeme est équivalent aux équations suivantes :

1+ z3 =
To + 2%3 =
Ty =

N = O

On obtient un systeme équivalent en exprimant les variables principales en fonction de z3 :

r1 = —I3
To = 1-— 2563
Ty = 2



On a donc § = {(—x3,1 — 2x3,23,2),z3 € R}.

3. On note C1, Cs, Cs, Cy et Cs les vecteurs colonnes de la matrice A, et E le sous-espace vectoriel de
R3 qu’ils engendrent.

(a) La famille (C1, Cs, C3) est-elle libre?

On peut ne conserver que les trois premieres colonnes dans le calcul de la premiere question, on a
ainsi :

1
(aleales)~| o
0

o = O

1
2
0
La matrice obtenue est bien échelonnée (réduite), mais ne possede que deux pivots, donc la famille
(C1,Cq,C3) n’est pas libre.

Pour aller plus loin, les solutions du systeme linéaire homogéne associé aux deux matrices ci-dessus
sont exactement les triplets (z1, z2, x3) de réels tels que x1C1 + 22C5 + x35C3 = 0. D’apres la matrice
échelonnée réduite ci-dessus, ce systéme est équivalent & x1 = —x3 et xo = —2x3. En faisant x3 := —1,
on obtient la solution non triviale (1,2, —1), autrement dit C; +2Cs—C5 = 0, ou encore C3 = C1+2C5,
ce qui montre que la famille est liée.

(b) Pourquoi peut-on affirmer que E = Vect(Cy, Ca, Cy)?

En procédant de méme, on obtient :

1
(crlelc)~| o
0

o = O
_= o O

On obtient cette fois-ci que la famille (C7, Cy, Cy) est libre. Comme elle est formée de trois vecteurs
dans R3, cette famille est également une famille génératrice de R3. En particulier, les vecteurs C3 et Cs
sont des combinaisons linéaires de C1, C3 et Cy. Ceci permet de conclure que E = Vect(Cy,Cq,Cy) =

R3.
a
(c) Soit a,b et c trois réels. A quelle condition le vecteur C'= | b | appartient-il & E?
c

On a montré que E = R3, donc tout vecteur C € R? appartient FE.



