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I. Points du plan et de I’espace

Sommaire
I.1. Plan| . . . . . . o e e e e e e e e e e e e e e e e e e e 7
1.2. Espace . . . . . i i e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e

R désigne 'ensemble des nombres réels.

Pour tout entier naturel n € N, on notera R" I'ensemble des n-uplets (z1,...,z,) de
nombres réels.

Nous allons ici nous concentrer sur les cas n = 2 et n = 3, c’est-a-dire R? et R>.

I.1. Plan

I.1.1. Coordonnées cartésiennes

Par convention, on utilisera les lettres = et y pour désigner les éléments de R?> comme des
couples (z,y).

On peut représenter les éléments de R? dans le plan (du tableau, de ’écran, d'une feuille,
etc...) en utilisant un repére (O, 7, ) orthonormal :

O

i

6 8 10

OM =5

https://www.geogebra.org/m/hhgrp3uu

Le point O est l'origine du repére. Que le repere soit orthonormal signifie que 7’ et 7 sont
deux vecteurs orthogonaux et de longueur 1.

On a une correspondance entre les points du plan et les éléments de R2. Plus précisément,
le point M correspond au couple (z,y) € R? si et seulement si la relation vectorielle suivante
est vérifée :

OM =z7+y7.


https://www.geogebra.org/m/hhgrp3uu

L Points du plan et de I’espace

Si cette identité est vérifiée, on dit que (x,y) € R? sont les coordonnées du point M.

La coordonnée x se lit sur la figure en projetant orthogonalement le point M sur I'axe (Ox)
(la droite passant par O et dirigée par le vecteur 7), ce qui donne le point H. La distance OH
est toujours positive (ou nulle) et égale & © ou —x suivant le position de H sur I'axe (Ox) :
plus précisément, O H est la valeur absolue de z, ce qui est noté OH = |z|.

De méme, en projetant M sur 'axe (Oy) (passant par O et dirigé par le vecteur j), on obtient
le point H' et la distance O H' est donnée par la formule OH’ = |y|. On dit que y est 'ordonnée
du point M.

Il faut bien comprendre la distinction qu’il y a entre des points du plan pensés de facon géo-
métrique et des couples (x, y) de réels qui relévent d’une pensée plus algébrique. Néanmoins,
par abus de langage, on identifiera parfois un point M avec le couple (x, y) qui lui correspond,
et un des enjeux de ce cours est de faire des allers-retours entre des probléemes géométriques
(intersections de droites, etc.) et des problemes algébriques (résolution de systémes d’équa-
tions, etc.).

(On peut remarquer que le théoréeme de Pythagore appliqué au triangle O H M se traduit par
l'identité OM? = OH? + HM?, c’est-a-dire que OM? = z% 4 2. Autrement dit, la distance
OM estégalea /22 + y2. Les questions métriques (ou de distances) ne seront pas développées
dans ce cours.)

I.1.2. Coordonnées polaires

Un autre point de vue (qui ne sera pas développé dans ce cours) consiste a décrire les points
du plan en coordonnées polaires. Un point M est décrit en termes de la distance r := OM &
R, et de 'angle orienté # qui permet de caractériser la position du point M sur le cercle de
centre O et de rayon r. (Précisément, si A est le point de coordonnées cartésiennes (r,0),

P
alors 0 est 'angle orienté (OA, OM). On remarque que pour que 6 soit bien défini, il faut que
M # 0.

M

https://www.geogebra.org/m/gpnfpscu

(Sur la figure, les angles sont écrits en degrés, un « tour complet » correspondant a 360°. En
mathématiques, il est plus conventionnel de « mesurer » les angles en radians : 180° = 7.)

Le point M peut étre décrit par ses coordonnées polaires (r,6) ou par ses coordonnées
cartésiennes (z,y) € R?. Pour faire le lien entre les deux, le plus simple est d’exprimer z et y


https://www.geogebra.org/m/qpnfpscu

L2. Espace

en fonction de r et 0 grace aux fonctions trigonométriques :

{x = rcosf

y = rsinf

De fagon similaire, un nombre complexe z € C peut étre écrit sous la forme z = x + iy avec
(x,) € R? ou bien sous la forme z = r(cos ) + isin ) = re®.

I.2. Espace

I.2.1. Coordonnées cartésiennes

L’essentiel de ce qui a été dit dans le paragraphe vaut dans I’espace, si ce n’est qu’au lieu
d’avoir deux coordonnées x et y, on a trois coordonnées x, y et z. Autrement dit, on s’intéresse
a des triplets (z,y, 2) € R?, que 'on peut représenter dans ’espace :

https://www.geogebra.org/m/c2hd5z7d

Sur cette figure, les axes (Ox), (Oy) et (Oz) sont respectivement en rouge, vert et bleu.


https://www.geogebra.org/m/c2hd5z7d

L Points du plan et de I’espace

On a représenté un point M de coordonnées (,y, z) € R?, ce qui signifie que
— o
OM =xv+yj+ 2k,

ou O est l'origine, et 7, Jet k sont trois vecteurs (de longeur 1, et non représentés sur la figure
ci-dessus) dirigeant les trois axes (Ozx), (Oy) et (Oz).

Sur la figure, quelques autres points sont représentés, voici leurs coordonnées : A(z,0,0),
B(0,y,0), H(z,y,0).L’origine O et les points A, B et H sont situés dans un plan que 'on peut
appeler le plan horizontal passant par l'origine. Un plan parallele a ce plan a été représenté,
et il contient les points C(0,0, z), A'(z,0, z), B'(0,vy, z) et M(z,y, z). (On remarque que les
quatre points C, A’, B’ et M ont la méme troisieme coordonnée z.)

I.2.2. Coordonnées sphériques

Le contenu de ce paragraphe est donné a titre purement culturel, et ne sera pas
exigible pour les examens.

https://www.geogebra.org/m/er7hvxaw

Les points A, N, S, B et M sont tous sur une sphére . de centre l'origine O et de rayon
r € R;.

Les coordonnées cartésiennes de A sont (7, 0, 0). Celles du « pole Nord » sont (0, 0, 7). Celles
du « pole Sud » sont (0,0, —r).

L’intersection du plan « équatorial » (Ozy) et de la sphere . est un cercle ¢ contenant
le point A. Si B est un point de ce cercle %, on peut noter ¢ I’angle (orienté) (O_z>4, O?) Les
coordonnées cartésiennes du point B sont (r cos ¢, r sin ¢, 0). (En effet, avec la terminologie

10


https://www.geogebra.org/m/er7hvxaw

L2. Espace

de §[.1.3, on pourrait dire, que considéré dans le plan équatorial, les coordonnées polaires de B
sont (7, ®).)

Etant donné le point B, on peut considérer le (demi-)méridien ., qui est le demi-cercle de
diameétre [N S] passant par le point B. Un point M placé sur ce demi-méridien est uniquement
déterminé par 'angle géométrique 6 = NOM € [0, 7].

L’angle ¢ est la longitude du point M, tandis que 0 est sa colatitude. (La latitude de M est
t—0e[-1,3)

On peut montrer que les coordonnées cartésiennes (x, y, z) de M sont données par les for-
mules suivantes :

x = rsinfcosy
y = rsinfsing
z = rcosf

11






II. Ensembles de points dans le plan
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Dans le chapitre précédent, il a notamment été question d’éléments de R?, que 'on peut
se représenter comme des points du plan. Pour l'instant, nous ne considérions que des points
individuels. Nous allons maintenant étudier des ensembles de points.

II.1. Ensembles définis par une équation (cartésienne)

II.1.1.

Si (z,y) € R?, c’est-a-dire que x et y sont deux réels, on peut se demander s’il est vrai que
y = x : C’est soit vrai, soit faux. On peut noter A 'ensemble des éléments (z,y) € R? tels que
y = x. Voici une représentation graphique de cet ensemble A :

y

A

Représentation de la droite A d’équation y = .

Plus généralement, si &(x,y) est une condition portant sur deux nombres réels arbitraires
x ety (ci-dessus, H(x,y) était la condition « y = x »), on dit aussi que F(x, y) est un prédicat,

13



II. Ensembles de points dans le plan

alors on peut introduire un ensemble €» formé des couples (z,y) € R? tels que Z(z, y) (soit
vrai).

En termes plus formalistes, on pourrait écrire que €» est le sous-ensemble de R? caractérisé
par :

Y(z,y) € R? (x,y) € €» < P(x,y) est vrai.

Ici, « V » est le quantificateur « pour tout », qui signifie ici que ce qui suit est vrai pour tout
couple (z,y) € R?, ou de fagon équivalente « quel que soit le couple (,y) appartenant 4 R? ».
Ainsi, 'ensemble €’» est précisément constitué des éléments (z,y) de R? tels que la condition
P (x,y) soit vérifiée.

I1.1.2.

Dans ce cours, nous allons considérer plus particuliérement des sous-ensembles de R? dé-
finis par une équation cartésienne. On considére f: R? — R une application. Avec les nota-
tions, on peut introduire la condition & (x,y) signifiant « f(z,y) = 0 ». On peut alors noter
Z le sous-ensemble de R? défini par cette condition, c’est-a-dire qu'un couple (z,y) € R?
appartient a Z si et seulement si f(z,y) = 0. Ceci se note aussi sous la forme suivante :

Zy =A{(z,y) €R?, f(z,y) =0},

ce qui se lit « Z; est 'ensemble des (z,y) € R? tels que f(x,y) = 0. ».

En considérant le cas particulier de I’application f: R? — R définie par f(z,y) = = — v,
on retrouve 'ensemble A défini ci-desus.

Plus généralement, si f;: R? — Ret f,: R?> — R sont deux applications, on peut consi-
dérer I'ensemble des (x,y) € R? tels que fi(z,y) = fa(z,y). Bien sir, en posant f(z,y) :=
fi(z,y)—fo(z,y), on remarque que fi(x,y) = fa(x,y) siet seulementsi f(z,y) = 0. Ainsi, les
ensembles définis par une équation du type « fi(x,y) = fo(x,y) » peuvent aussi étre décrits
comme des ensembles définis par une équation de la forme « f(z,y) = 0 ».

II.2. Exemples d’ensembles définis par une équation

I1.2.1. Cercle

Dans le plan, si M est un point dont les coordonnées sont (z,y) € R?, le carré de la distance
OM entre M et l'origine O est OM? = z? + y2. Ainsi, la distance OM est égale a 1 si et
seulement si 72 + 3 = 1. Le cercle de centre O et de rayon 1 (appelé « cercle unité ») est défini
par I'équation 22 + y? = 1.

14



I1.2. Exemples d’ensembles définis par une équation

Représentation du cercle ¢ d’équation z2 + y* = 1.

II.2.2. Courbes représentatives de fonctions

Supposons que f: R — R soit une application. La « courbe » représentative de f est le sous-
ensemble €y du plan défini par 'équation « y = f(z) ». (Le mot « courbe » est en principe
réservé pour le cas ou la fonction f vérifie des propriétés de régularité que vous étudierez dans
le cours de Calculus, par exemple quand f est de classe €.

o f

Courbe représentative ¢ de la fonction f définie par f(x) = 2 — 3z + 1,
autrement dit de la courbe d’équation y = 23 — 3z + 1.

Théoréeme I1.2.2.1. Supposons que f et g soient deux applications R — R. Les deux conditions
suivantes sont équivalentes :

(i) f = g, c’est-a-dire que pour tout x € R, f(z) = g(x);
(ii) Les « courbes » représentatives 6 et 6, sont égales, c’est-a-dire qu’elles contiennent exacte-

ment les mémes éléments de R2.

Il est évident que (i) = (7¢). Montrons (ii) == (). Supposons que ¢y = 6, et montrons
que pour tout z € R,on a f(z) = g(x). Soit t € R. Considérons le point M := (¢, f(t)) € R

15



II. Ensembles de points dans le plan

Comme f(t) = f(t), ce point M appartient & I'ensemble €’ défini par I'’équation « y = f(x) ».
Comme 6y = €,, le point M = (¢, f(t)) appartient aussi & I'ensemble défini par 1'équation
«y = g(z) », donc en faisant la substitution = := t ety := f(¢) dans cette équation, on obtient
f(t) = g(t). On a montré que f(t) = g(t) pour tout t € R, donc f = g.

IL.3. Droites définies par une équation

I1.3.1. Définition

Dans ce cours, on appelera droite un sous-ensemble & de R? qui soit défini par une équation
de la forme az + by + ¢ = 0 ou (a, b, ¢) sont des coeflicients réels fixés, avec a # 0 ou b # 0.
Autrement dit, pour que Z soit une droite, il faut et il suffit qu’il existe une fonction f: R? — R
de la forme f(x,y) = ax + by + ¢ (avec a, b, ¢ réels tels que a et b ne soient pas tous les deux
nuls) telle que Z soit le sous-ensemble de R? défini par I’équation f(z,y) = 0.

Par exemple, la droite A d’équation y = z considérée est effectivement définie
par I’équation ax + by + ¢ = 0 avec (a, b, c) = (1, —1,0).

15

ax+by+c=0
Droite définie par une équation ax + by +c =0
(cas particulier de la droite d’équation —2x + 3y + 6 = 0)

https://www.geogebra.org/m/huzxnnzj

I1.3.2. Equation réduite d’une droite

Définition I1.3.2.1. Soit (a,b,c) € R>. On suppose que (a,b) # (0,0). On note 2 la droite
d’équation ax + by + ¢ = 0. L’équation réduite (ou standard, ou canonique) associée est :

— léquation «y = —5x — £ »sib #0;

b4 . C .
— Péquation «x = —£ » sinon.

Il est important de remarquer que ’ensemble des points du plan définis par I’équation ré-
duite n’est autre que la droite & définie par I’équation originale az + by + ¢ = 0.

16
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IL.3. Droites définies par une équation

p=3 3
............. & 0

Droite d’équation réduite de la forme y = px + ¢ avec (p, q) € R%

Dans le cas d’une équation réduite de la forme y = pz+q avec (p, ¢) € R*> comme ci-dessus,
on lit le coefficient ¢ comme étant « 'ordonnée a l'origine », c’est-a-dire que si on note A le
point d’intersection de la droite avec ’axe (Oy), les coordonnées de A sont (0, ¢). Le coefficient
p se lit comme étant la pente de la droite, et est communément appelé « coefficient directeur ».
Plus précisément, si (z,y) et (2/,y’) sont deux points de la droite considérée, ona y = pz + ¢
ety = pr’' + ¢, doncy —y = p(2’ — x). Si on note alors Ax := 2’ — x et Ay := ¢y — yles
« accroissements » des abscisses et ordonnées respectivement, on a la relation Ay = p - Ax.

Théoréme I1.3.2.2. Soit (a,b,c) € R3. Soit (a’,V/, ') € R3. On suppose que (a,b) # (0,0) et
que (a', V') # (0,0). On note & la droite définie par I’équation ax +by+c = 0 et 7' celle définie
par l'équation a’x + b'y + ¢ = 0. Les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) 2=9';
(ii) les deux équations réduites associées sont identiques;
(iii) il existe un A € R* (c’est-d-dire un nombre réel non nul), tel que a’ = Aa, b’ = b et
d =

Commengons par remarquer que (iii) = (). En effet, si on suppose (ii7), alors pour tous
(x,y) € R, dx + by + = Max + by + ¢), et donc, puisque A\ # 0, il est évident que
azr + by + ¢ = 0 si et seulement si a’x + b’y + ¢ = 0,donc ¥ = &'.

Le point-clef de la démonstration consiste & montrer (i) = (7). Supposons donc (7).
Plagons-nous pour commencer dans le cas particulier ou b # 0, de sorte que Z admette pour
équation réduite y = f(z) ou f: R — R est la fonction définie par f(z) = —fx — §. Autre-
ment dit, 7 est la courbe représentative ¢ de cette fonction f. Comme ¥ = &', j’affirme que
I’équation réduite de &' n’est pas de la forme = = z avec xy € R : en effet, en tant que courbe
représentative d’une fonction &’ contient des points d’abscisse arbitraire. L’équation réduite
de 7' est donc de la forme y = Az + pavec (A, 1) € R.Onadonc b/ # 0, et Z' est la courbe
représentative de la fonction g: R — R définie par g(z) = —Z—,/x — lf—: Comme 7 = 7', les
courbes représentatives de f et g sont égales, donc f = g d’aprés le théoréme [1.2.2.1. Les deux
équations réduites de Z et 2’ sont donc les mémes.

Sous I'’hypothése (i), on a vu que b # 0 impliquait " # 0. Par symétrie des rdles entre
les droites & et &', on obtient réciproquement que si b’ # 0 alors b # 0. Ainsi b # 0 si et
seulement si b’ # 0, et on a vu que si b # 0, on avait bien (i7). Supposons maintenant b = 0.
D’aprés ce qui précede, on a aussi b’ = 0. Les équations réduites de & et 2’ sont toutes les

deux de la forme z = z (pour Z) et © = z{, (pour Z’). En considérant par exemple le point

17



II. Ensembles de points dans le plan

(20,0) € Z,’hypothése Z = 2’ permet de conclure que =y = x{, donc les équations réduites
de Z et 7' sont les mémes. Ceci achéve la démonstration de I'implication (i) = (i7).

Il reste & montrer que (i) = (7). Supposons (7). Supposons pour commencer que b # 0
(et donc O’ # 0). On peut alors dire que Z et &’ sont les courbes représentatives de la méme

fonction f: R - R définie par f(z) = —f2—§ = —‘Z—,,$ - g—: En calculant ng) =—i= —Z—:,
on obtient que §; = 7. Par ailleurs, en considérant f(1) — f(0) = —% = —%, on obtient que
Z—,/ = 7. 0On peut poser \ := % et on a alors de facon évidente @’ = Aa, b’ = Abet ¢ = Ac¢, donc
la condition (i) est vraie. Il reste & considérer le casou b = ' = 0.Onaalorsa # O et a’ # 0.
La droite Z admet pour équation réduite x = —£. L’équation réduite de &’ est z = —2—;, qui
est la méme équation que pour ¥, donc ¢ = Z—/, En posant \ := %, on a bien a’ = \a, 0 = \b
et ¢ = \c. Dans tous les cas (7i7) est vrai, ce qui achéve la démonstration du théoreme.

(On peut remarquer que dans la condition (iii), le coefficient ), s’il existe, est forcément

unique.)

Remarque 11.3.2.3. En étudiant plus précisément la démonstration ci-dessus de I’implication
(1) = (i), on peut montrer que I’on pourrait ajouter au théoréme ci-dessus une condition équi-
valente supplémentaire :

i) 9 CI;

I.4. Ensembles définis par un paramétrage

I1.4.1. Définition

Supposons que l'on ait défini deux applications X: R —+ Ret Y: R — R. La « courbe »
paramétrée associée a (X,Y’) est I'ensemble ¢ formé des couples (z,y) € R? tels qu’il existe
t € Rtel que z = X(t) et y = Y(¢). En termes formels, ¢ est le sous-ensemble de R?
caractérisé par :

V(z,y) € R? (x,y) €€ <= FHeR(x=X(t)ety=Y(t))

(Dans cette caractérisation de %, le point-clef ici est la présence du quantificateur « 3 » qui
signifie « il existe ».)

Autrement dit, les points de € sont ceux de la forme (X (¢),Y(¢)) pour ¢ € R. Cela se note
parfois :

¢ = {(X(),Y(t)),t € R}

Si pour tout ¢ € R, on note M (t) := (X(¢),Y (t)) € R? la courbe ¢ est formée des points
M (t) pour t parcourant R.

Par exemple, si on a posé X(t) := t et Y(f) := t pour tout ¢t € R, alors % est la droite
d’équation « y = z ».

Si X(t) :=costetY(t) := sint pour toutt € R, alors € est le cercle de centre 0 et de rayon
1. En effet, si t € R, alors on sait que cos?t + sin?t = 1, donc (cost, sint) appartient bien au
cercle d’équation « z? + 3?> = 1 », et réciproquement, on peut montrer que si (z,y) € R? est
tel que 22 + y? = 1, alors il existe ¢ € R tel que z = cost et y = sint.

Pour décrire une courbe paramétrée, on peut rédiger comme suit :
« La courbe paramétrée ci-dessus est définie par :

{X(t) = cost

Y() = sint pourt € R.»
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I1.4. Ensembles définis par un paramétrage

Conventionnellement, on écrit méme plutot x(t) = ... ety(t) = ... plutdt que X (¢) = ...
et Y(t) = ..., mais ceci peut entrainer des confusions.

Il est important de bien comprendre le role du parametre ¢ € R : pour chaque ¢ € R, on
dispose d’un point M (t) := (X (¢),Y (t)) € R Ainsi, on exprime les coordonnées z et y d'un
point de la courbe ¢ en fonction du paramétre ¢.

(Dans le paragraphe ci-dessus, on pourrait restreindre les valeurs du parametre ¢, en deman-
dant que ¢ appartienne a I, un intervalle de R plutot qu’a R tout entier. Il suffirait alors que
X (t) et Y(t) soient définis sur 'intervalle I ; par exemple, le cercle unité pourrait aussi bien
étre défini par le paramétrage 2:(t) = cos(t) et y(t) = sin(¢) pour t € [0, 27[. Nous n’aurons
pas besoin de cette généralisation.)

II.4.2. Paramétrages de droites

Nous allons décrire des paramétrages des droites dans le plan. (Les droites ont été définies
en termes d’équations cartésiennes au §[1L3.1)).

Proposition I1.4.2.1. Soit (a,b) € R% On note 2 C R? la droite d’équation y = ax + b. Alors
9 admet le paramétrage suivant :

{X(t) =t

V() = at+b pourt € R.

En effet, si on note € la courbe paramétrée de I’énoncé, ona ¢ C Z, puisque si (z,y) € R
est de la forme (X (¢),Y(¢)) pour un certain t € R, alors x =t ety = at + b = ax + b, donc
(z,y) satisfait I’équation « y = az + b », donc (x,y) € Z. Réciproquement, si (x,y) € Z,
alors y = ax + beten posant t := z, on a (x,y) = (¢,at + b) qui appartient bien a €. Par
double inclusion, on a montré que ¢ = Z.

Proposition I1.4.2.2. Soit xy € R. On note 2 C R? la droite d’équation v = x,. Alors 2 admet
le paramétrage suivant :

V() = ¢ pourt € R.

Définition I1.4.2.3. Un paramétrage affine d’une droite est un paramétrage de la forme suivante

{X(t) = xo+ vt

Y1) = yo+ ot pourt € R,

ol g, Yo, V1 et Vg sont réels, tels que v1 # 0 ou vy # 0 (c’est-a-dire que (v1,v2) # (0,0)).

(On remarque que dans la définition ci-dessus, si on avait (v;, v2) = (0, 0), alors la « courbe »
paramétrée ne contiendrait que le point (¢, 3o ), donc ce ne serait certainement pas une droite.)

Remarque 11.4.2.4. On dira qu’une droite est de dimension 1 : un parameétre t est nécessaire (et
suffisant) pour en obtenir un paramétrage. On dira que R? est de dimension 2. Un singleton est
de dimension 0.

Théoréme I1.4.2.5. Si une courbe est définie par un paramétrage affine (cf. définition |[1.4.2.3),
alors c’est une droite (au sens de la définition [[L.3.1), ¢’est-a-dire que c’est un ensemble défini par
une équation de la forme ax + by + ¢ = 0 avec a, b et c des réels tels que (a,b) # (0, 0).
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II. Ensembles de points dans le plan

Donnons-nous des coeflicients xg, o, v1 et v9 comme dans la définition et considérons
la courbe paramétrée € définie par X (t) = x¢ + v1t et Y (t) = yo + vot. Tentons d’éliminer le
paramétre ¢ de ces équations. Pour cela, calculons v, X (t) — v, Y (¢) :

Ve X (t) — 1Y () = vomg + Vo1t — V1Yy — V1Vt = Vo — V1Yo -

On remarque que le membre de droite vyzy — v1yo est indépendant de . Posons a := vs,
b := —v; et c := —voxg + V1Yp. On a montré que pour tout ¢ € R, on avait

aX(t)+b0Y(t)+c=0.

On a bien sir (a, b) # (0,0). On peut donc noter Z la droite d’équation ax + by + ¢ = 0. On
vient de montrer 'inclusion 4 C 2.

Pour conclure, il reste a montrer I'inclusion réciproque & C % . Placons-nous dans le cas
particulier ou v; # 0, et donc b # 0 (le cas ou v; = 0 et v, # 0 se démontre de maniére
similaire). Soit (x,y) € R tel que ax + by + ¢ = 0. On cherche ¢ € R tel que les deux équations
suivantes soient satisfaites :

r = xo9+ vt

{ Yy = Yo+l
Sit € R est solution de ce systeme d’équations, alors on a nécessairement v1¢t = = — z(, donc
t = %% On a alors bien str x = x¢ + v1t, donc la premiere équation ci-dessus est vraie. On

a aussi:
V1Yo + V2T — V2o _(c+ax) by

(%1 b b
La deuxiéme équation ci-dessus donc vraie également. Ainsi, pour le parameétre ¢ := ¢, le

point (X (¢),Y (t)) est égal a (z,y). Ceci montre I'inclusion 2 C %. On a donc montré que
€ =9.

Yo + Vot =

Proposition I1.4.2.6. Supposons que Ay = (x1,y1) et Ay = (x2,y2) soient deux éléments
distincts de R2. Alors, il existe une unique droite 9 passant par A, et A, : c’est la droite 2 donnée
par le paramétrage suivant :

X(t) = (1—t)xy + tas
{ Y(t) = (I—1)y +ty pourt €R.

(Cette droite 9 sera aussi notée (A As).)

Sionnote M(t) := (X(t),Y(t)) pour tout ¢t € R, on remarque que M (0) = Ay et M(1) =
Aj. Par ailleurs, il s’agit bien d’un paramétrage affine, donc Z est bien une droite, qui contient
A1 et A2.

Réciproquement, soit A une droite, d’équation cartésienne « ax + by +c = 0 », et contenant
A; et As. Les identités suivantes sont vérifiées :

cwcl—l—byl—i-c =0
ax2+by2+c =0

Soit ¢ € R. On obtient :

0 = (1—t)(azy + by, + ¢) + t(azxy + bys + ¢)
= a((l — f})l’l + tﬂ?z) + b((l — t)y1 + ty2> +c
= aX(t)+bY(t)+c
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IL5. Différentes descriptions des droites

Ceci montre que le point M (t) appartient a A. Ceci étant vrai pour tout ¢ € R, on a montré
que 2 C A.D’apreés la remarque [1.3.2.3, cela implique 2 = A. Il existe donc bien une unique
droite contenant les points A; et As.

Remarque 11.4.2.7. Dans la démonstration ci-dessus, le point M (t) pourt € R est caractérisé
par Uidentité vectorielle A, M (t) = tA; As.

IL.5. Différentes descriptions des droites

Plusieurs maniéres de décrire une droite ont été données plus haut :

— comme ensemble des points vérifiant une équation cartésienne « ax + by + ¢ = 0 » avec
a, b et ¢ des réels tels que (a, b) # (0,0);

— comme ensemble des points vérifiant une équation « réduite » «y = pxr + ¢ » (avec
(p,q) € R?) ou bien « x = z » (avec zg € R);

— comme courbe donnée par un paramétrage affine

{X(t) = xo+ vt

Y1) = yo+ ot pourt € R;

— comme droite passant par deux points distincts.

Si une droite est décrite d'une des quatre maniéres ci-dessus, il sera important de savoir
donner assez rapidement une de ses descriptions alternatives.

I1.6. Intersection de deux droites

Théoréeme I1.6.1. Si &, et P, sont deux droites dans R?, alors Uintersection 2, N D5 est soit :
— vide;
— un singleton (c’est-a-dire un ensemble contenant un seul élément);
— une droite.

I1.6.2.

La facon la plus directe de démontrer le théoreme consiste a supposer que 'on a défini
21 par un paramétrage affine M (t) := (X (t),Y (t)) et que %, est définie par une équation
cartésienne « ax + by + ¢ = 0 ». L’ensemble des points d’intersection est I’ensemble des
points M (t) tels que M (t) appartienne a %,. Déterminer les points d’intersections revient
essentiellement a déterminer les paramétres ¢ € R tels que a X (t) + bY (¢) + ¢ = 0. Comme
X(t) et Y(t) sont des expressions affines de ¢, la quantité a X (t) + bY (t) + ¢ s’exprime sous
la forme At + p. Déterminer les points d’intersection revient a chercher les ¢ € R tel que
A+ p=0.

Plusieurs cas sont possibles. Soit A 7 0 et alors 'unique solution est ¢ := —£, de sorte que
'unique point d’intersection est M (—%). Si A = 0, deux sous-cas sont possibles :

— soit p # 0, et alors il n’y a pas de solution : Z; N % est vide;

— soit 4 = 0, et alors tous les ¢ € R conviennent, ce qui revient a dire que 4, C %,. On
sait alors d’apreés la remarque que 7, = P, c’est-a-dire que les deux droites sont
confondues, donc I'intersection est une droite.
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II. Ensembles de points dans le plan

I1.6.3.

Le probléme énoncé dans le théoréme peut étre posé différemment si Z; et %, sont
définies par deux équations cartésiennes : a1z + by = ¢; pour Z; et asx + boy = co pour %s.
Les points appartenant a I'intersection Z; N %, sont les couples (z,y) € R? qui sont solutions
du systeme d’équations suivant :

amr+by = ¢ (Ey)
axr +by = (E»)

Considérons le cas ou a; # 0. Ceci implique que si on le souhaitait, on pourrait récrire
I’équation (E;) comme exprimant = en fonction de y. On va tenter de récrire ce systéme en
gardant la premiere équation inchangée, mais avec une deuxieme équation qui ne fasse plus
intervenir que y. Pour cela on note A := 22, et on considére I'équation (£3) obtenue en « re-
tranchant a I’équation (E») I’équation (£)) multipliée par A ». Plus précisément, en notant
ay :=ag — Aay = 0, b := by — by, ¢ := ¢y — Ac;. On obtient un nouveau systeme :

{alx—i-bly = (Eq)
by = (E3)

Ce systéme est équivalent au précédent : les deux systémes ont les mémes solutions (I'argu-
ment est détaillé plus bas a la remarque [L6.6). Ce nouveau systéme est plus facile a résoudre
que le précédent. En effet, en considérant I’équation (EY), on détermine facilement les y qui

peuvent convenir, et comme ’équation (E;) équivaut & z = <=2 il suffit, pour chaque so-
ai
lution y a (EY%) de calculer x := %, et on obtient alors exactement tous les couples (x, y)

solutions au systéme initial. Pour le détail de la résolution, on remarque que b, = ‘1”’2&;1“21’1 (Si

a; = 0, alors on sait que b; # 0, et on peut procéder de méme en échangeant les roles de x et

de y.)

Remarque I1.6.4. Dans tous les cas, on remarque que l'intersection est un singleton si et seule-
ment si a1by — ashy # 0.

Proposition I1.6.5. Supposons que A € R. Soit (X1, s1, X2, s2) € R*. Les conditions suivantes
sont équivalentes :

(i) les deux équations X1 = s1 et Xy = sy sont vraies;

(ii) les deux équations X1 = s1 et Xo — AX| = so — \s; sont vraies;

Si (i) est vrai, on a X7 = s7 et Xy = s9, donc bien siir X7 = 57 et Xy — AX; = 55 — Asy,
donc (4) est vrai.

Réciproquement, si (ii) est vrai, on a X; = s1 et Xo — AX] = s3 — Asy, donc Xy =
So + M X1 — 1) = s, donc (i7) est vrai.

Remarque I1.6.6. Le principe général a retenir de la proposition précédente est que si on dispose
de deux équations (E) et (E,), et d’un coefficient \, alors le systéme formé par ces deux équations
est équivalent au systéme formé par (F1) et (E}) ou EY est '« équation obtenue en retranchant
Uéquation (E) multipliée par le coefficient \ ».

Exemple I1.6.7. Dans ce systéme d’équations

2 + 3y =7
dr + Ty =15
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IL.7. Droites paralléles, vecteurs directeurs

on peut retrancher a la deuxiéme équation deux fois la premiére pour obtenir un systéme équi-
valent :
2 + 3y =7
{ y =1

L’unique solution de ces systémes est (2, 1).

IL.7. Droites paralléles, vecteurs directeurs

Définition II.7.1. Soit & une droite d’équation cartésienne « ax + by + ¢ = 0 ». On appelle

« droite vectorielle » @ associée a & la droite d’équation « ax + by = 0 ».

La droite vectorielle associée ne dépend effectivement que de la droite &. En effet, d’apres
le théoréme [[.3.2.4, si on avait une autre équation cartésienne « a’z 4 b'y + ¢/ = 0 » de cette
méme droite, cette équation serait nécessairement obtenue en multipliant la premieére équation
par un coefficient A € R*. La droite d’équation a’x + b’y = 0 serait alors la méme que la droite
d’équation ax + by = 0.

Proposition I1.7.2. Soit & une droite et 5 la droite vectorielle associée. Soit (v1,v3) € @ —

{(0,0)}. Alors, pour tout (wy, ws) € 5 il existe un uniquet € R, tel que wy = tvy et wy = tvs.
On dit que (v, v9) est un vecteur directeur de 9.

Considérons (vy,v9) € 738 {(0,0}. On peut définir X (t) := tvy et Y(t) = tvy : C’est le
paramétrage d’une droite contenant les deux points distincts (0,0) et (vq,v2), donc c’est la

droite 5 Ceci démontre au moins lexistence d'un ¢ € R tel que wy = tv; et wy = tvy, et
Iunicité est évidente.

Remarque 11.7.3. Par exemple, si ¥ est d’équation «ax + by + ¢ = 0 », alors (b, —a) est un
vecteur directeur de 9. Si 9 admet pour équation réduite «y = px + q », alors (1,p) est un
vecteur directeur de 9.

Proposition I1.7.4. Soit & une droite d’équation ax + by + ¢ = 0. Soit (zo,yo) € Z. Pour tout
(x,y) € R?, notons x’ := & — xq ety =y — yo. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) ax +by +c=0;

(ii) ax’ + by =0;

En effet, on a toujours ax’ + by’ = ax + by — (axg + byy) = ax + by + ¢, donc az’ + by’ = 0
si et seulement si ax + by + ¢ = 0.

Remarque I1.7.5. Le principe a retenir de la proposition précédente est que pour déterminer les
solutions d une équation du type (i), il suffit de connaitre une « solution particuliére » (o, o) et
de savoir déterminer les solutions a I’équation (ii).

Remarque I1.7.6. Géométriquement, si A, et Ay sont deux points distincts d’une droite 9, le

vecteur Ay Ay est un vecteur directeur de la droite 7. En effet, on peut considérer les coordonnées
du point Ay comme une solution particuliére de I’équation ax + by + ¢ = 0, et alors I’équivalence
énoncée dans la proposition ci-dessus s’int%préte en disant que Ay appartient a la droite 9 si et

seulement si le vecteur Ay Ay appartient a 9.
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II. Ensembles de points dans le plan

Définition I1.7.7. On dit de deux droites 9, et P qu’elles sont paralléles si elles ont la méme
droite vectorielle associée.

Proposition I1.7.8. Soit & une droite d’équation ax + by + ¢ = 0. Les droites paralléles a &
sont les droites d’équation ax + by + ¢’ = 0 pour ¢’ € R.

Cela résulte directement des définitions.

Proposition I1.7.9. Soit Z une droite d’équation ax + by + ¢ = 0. Soit ' une droite d’équation
az+ by -+ = 0. Alors, les droites 9 et ' sont paralléles si et seulement si ab’ — ba’ = 0.

La droite vectorielle § apour équation az+by = 0 tandis que §>’ apour équation a’x+b'y =
0.1l s’agit de montrer que la deuxiéme équation peut étre obtenue en multipliant la premiére
par un coefficient A € R* si et seulement si ab’ = ba’.

Si Z et &' sont paralléles, il existe A € R* tel que @’ = Aa et b/ = Ab, donc al/ = a(\b) =
Aab et ba’ = b(Aa) = Aab, donc al/ = ba'. Réciproquement, supposons que ab’ = ba’. Suppo-
sons dans un premier temps que a # 0, auquel cas on peut poser \ := % etonabien a’ = \a
etd = %"/ = A\b, donc Z et 2’ sont bien paralléles. Si a = 0, alors b # 0, et ba’ = ab’ = 0,
donc ba’ = 0. Comme b # 0, on en déduit a’ = 0, puis ¥’ # 0. Finalement, avec \ := %, on
obtient o = Abet a’ = Aa = 0, donc Z et 2’ sont paralléles.

Corollaire I1.7.10. Supposons que 9, et 9, soient deux droites. Si 9, et 75 sont paralléles, alors
D1 N D, est soit vide soit une droite. Sinon, 9 et 9, sont sécantes, c’est-a-dire qu’elles possédent
un unique point d’intersection.

Cela résulte de la proposition et de la remarque [1.6.4.
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Dans ce chapitre, nous allons étudier des ensembles de points dans R?.

II1.1. Plans et surfaces

Si a, b, c et d sont des réels, on peut considérer I’équation cartésienne en trois variables
«ar + by + cz = d », et donc considérer 'ensemble des points (x,y,2) € R3 qui satisfont

cette équation.

Définition IIL.1.1. Dans R3, un plan est un sous-ensemble & qui peut étre défini par une équa-

tion cartésienne de la forme « ax + by + cz = d » avec (a,b,c) # (0,0,0). (On dira que & est

de dimension 2.)

Si on autorisait ici le cas @ = b = ¢ = 0, on obtiendrait soit 'ensemble vide si d # 0 et R?

tout entier si d = 0.

https://www.geogebra.org/m/btkxpgbq
Plan & d’équation ax + by + cz = d (cas particulier x + 2y + 3z = 6)
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II. Ensembles de points dans l’espace

Sur la figure ci-dessus, on a représenté les points d’intersection du plan & avec des axes :
A(£,0,0), B(0,4,0), C(0,0, 4). (Suivant que a, b ou ¢ soient nuls ou non, ces points peuvent
ne pas étre bien définis.)

Remarque II1.1.2. On remarque que si ¢ # 0, I’équation ax + by + cz = d peut se récrire
z = ax + Py + v avec des coefficients réels o, 3 et y bien choisis. En quelque sorte, on peut
exprimer z en fonction de x et y : on peut alors définir une application Z: R?> — R par la
formule Z(x,y) = ax + By + , et on peut se représenter le plan & en disant que pour chaque
(z,y) € R?, il existe un unique = € R (qui est Z(x,y)) tel que (z,vy, z) appartienne au plan
. On peut concevoir & comme une représentation graphique de la fonction de deux variables
Z: R? — R. (Il s’agit d’une variante en deux variables de la courbe représentative d’une fonction,
cf [L2.3.) En posant par exemple Z (x,3) := cosx siny + 1, on obtiendrait la surface suivante :

https://www.geogebra.org/m/egcndzve
Surface d’équation z = cosx siny + 1

Remarque I11.1.3. En considérant d’autres équations cartésiennes, on peut obtenir d’autres sur-
faces :

https://www.geogebra.org/m/f9x2ctwv
Hyperboloide (4 deux nappes) d’équation cartésienne z? — 2% — y? = 2.
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IIL.2. Droites

Théoreme II1.1.4. . Supposons que & soit un plan d’équation ax + by + cz = d et que &' soit
un plan d’équation o'z + b'y + ¢’z = d'. Alors, les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) P =

(ii) il existe un A\ € R* (c’est-d-dire un nombre réel non nul), tel que ' = Aa, b’ = \b, ¢ = Ac

etd = \d.

1 s’agit d"un énoncé homologue au théoréme [1.3.2.9. L’implication (ii) = (i) est évidente.
Montrons (i) == (i7). On suppose donc que le plan & = Z?’. Commengons par supposer que
¢ # 0.1l est alors évident que & peut étre décrit par ’équation cartésienne z = Az + By + D
avec A = —%, B = —g, D = —g. On remarque donc que si (z,y) € R? est arbitraire, il
existe un unique z (qui est Ax + By + D) tel que (x,y, z) appartienne a & = £’. On en
déduit aussitot que dans I’équation « a’x + b'y + ¢z = d' » de &, il n’est pas possible que
¢ = 0 : en effet, sinon, si on pose, par exemple x = y = 0, 'ensemble des z tels que (0,0, 2)
appartienne a & serait soit vide soit R tout entier, alors que c’est un singleton. Ainsi, ¢’ # 0,
donc comme ci-dessus, &’ peut étre décrit par ’équation cartésienne z = A'x + B'y + D’
avec A’ = —‘Cl—,/, B = —%, D = —Ccl—,/. Pour tout (z,y) € R? l'unique z tel que (z,v, 2)
appartienne a &' est donc A'x + B’y + D’. On a donc montré que pour tout (z,y) € R?, on
aAx+ By+ D = A’z + B'y + D', autrement dit :

(A= A+ (B —B)y+(D'—D)=0

En considérant le cas (z,y) = (0,0), on obtient D’ — D = 0, donc D’ = D. Si un des deux
coefficients A := A’ — A ou pu := B’ — B était non nul, I'ensemble R? serait contenu dans
une droite (de R?) d’équation \x + py = 0, ce qui est bien siir absurde d’apreés les résultats du
chapitre précédent. Bref, A’ = A, B = B, D’ = D. En posant k := %l on en déduit aussitot
que o' = ka, b = kb, = kcetd = kd.

Comme (a,b,c) # (0,0,0), sic = 0, alorsa # 0 oub # 0.Sia # 0, on peut procéder
de facon similaire a ci-dessus en permutant les roles des variables x et z. Si b # 0, on peut
permuter les réles des variables y et 2. (Alternativement, on pourrait montrer que si ¢ = 0,
alors ¢ = 0, de sorte que seules les variables x et y interviennent dans les équations, ce qui
permet de se ramener 4 1’énoncé du théoréme [1.3.2.9.)

II1.2. Droites

Définition II1.2.1. Dans espace R®, une droite est un ensemble de points 2 donné par un
paramétrage (X (t),Y (t),Z(t)) pourt € R,ou X: R, Y: R — Ret Z: R — R sont des
applications de la forme X (t) = xo + v1t, Y (t) = yo + vat, Z(t) = zo + vst avec des coefficients
réels xo, Yo, 20, V1, Vo €t vs, tels que (v1,va,v3) # (0,0,0). Plus précisément, un point (x,y, z) €
R3 appartient @ 9 si et seulement s’il existet € R tel que (z,y, z) = (X (t),Y(t), Z(t)), c’est-a-
dire qu’il existe t € R tel que les équations suivantes soient vraies :

r = x9+ vt
y = Yo+l
z = zgp+uvst

Avec ces notations, on remarque que (g, Yo, 20) appartient & Z. On dit que (vy, vo, v3) est
un vecteur directeur de 2. On peut montrer, comme dans le cas des droites dans le plan, qu'un
vecteur qui relie deux points de Z est nécessairement de la forme (Avy, A\vy, Avg) pour A € R.
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I11.2.2.

Avec les notations ci-dessus, si on fait 'hypotheése que v; # 0, on remarque que I’équation
r = xo + vit équivaut a t = “7*. Pour tout z € R, notons 7(x) := **. Ainsi, si un point
(x,y, z) appartient & 7, c’est-a-dire est de la forme (X (¢),Y (t), Z(t)), la seule possibilité est
que t = 7(x) auquel cas la premiére des équations ci-dessus est satisfaite. Il en résulte que si
(z,y,2) € R? alors (z,y, z) appartient & & si et seulement si (, y, z) est solution du systéme

de deux équations :

y = yo+v27(2)
zZ = Zzo+ UgT(ZE)

Si on remplace 7(z) par son expression, on obtient que Z est précisément I'ensemble des
solutions a un systéme de la forme suivante :

y = ar+p
z = dax+f

ou les coefficients v, o/, B et 3’ sont a priori arbitraires.

Chacune des deux équations peut étre considérée comme 1’équation d’un plan, donc on
a montré que la droite Z pouvait s’écrire comme intersection de deux plans. (C’est un fait
général puisque si on avait v; = 0, alors vo # 0 ou v3 # 0, et le méme argument pourrait étre
fait en échangeant le role de la variable x avec celui de y ou de z.)

Théoréme I11.2.2.1. Supposons que & et &’ soient deux plans dans R> définis respectivement
par les équations «ax + by + cz = d » et «a'x + b'y + ¢’z = d’ ». L’intersection & N P’ est soit
— vide;
— une droite;
— un plan.

De la méme facon que pour les droites dans le plan, le plan vectoriel ﬁ associé a & est
défini I'équation ax + by + cz = 0 et le plan vectoriel &’ associé & &’ est défini par I’équation
az+by+dz=0.0ndit que & et &' sont paralléles si ﬁ = ﬁ

L’intersection & N &’ est formé des solutions du systéme suivant :

ax + by + cz = d (Eq)
dr + by + dz = d (E9)

Si & et &' sont paralléles, alors il existe un coefficient A\ € R* tel que 'expression appa-
raissant dans le membre de gauche de (F,) soit celui de la premiére équation multiplié par
A. En remplacant (F,) par 'équation (E%) obtenue en « retranchant a (F») 'équation (F)
multipliée par A », on obtient le systeme

ar+by+cz = d (E1)
0 = d—-M\ (EY)

Suivant que d’ — Ad soit nul ou non, c’est-a-dire que &’ soit égal & & ou non, on obtient
que l'intersection & N &’ est soit le plan 2, soit 'ensemble vide.

28



IIL.2. Droites

[
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’

https://www.geogebra.org/m/h8j4zmca
Deux plans paralleles (en rose et orange)

Supposons maintenant que & et &’ ne sont pas paralléles. Il s’agit toujours de déterminer
les solutions du systéme suivant :

ax + by + cz = d (Eq)
dr + by + dz = d (Es)

On sait que (a,b,c¢) # (0,0,0). Quitte & permuter le rdle des variables, on va supposer que
a # 0. Notons A := <. Dans le systéme, on peut remplacer (Es) par I'équation (E)) obtenue

en « retranchant a (Ey) ’équation (£;) multipliée par A » :

ar + by + cz = d (EY)
b//y + C”Z — d// (Eé)

Il n’est pas possible que 'on ait " = ¢’ = 0, puisque sinon & et & seraient paralléles (cas
précédent). Ainsi, si on considére « y » et « z » comme les coordonnées d’éléments (v, z) € R?,
on peut penser a I’équation (E}) comme I’équation d’une droite dans R?, donc elle posséde un
paramétrage affine (Y (¢), Z(t)) pour ¢t € R. Autrement dit, si (y, 2) € R?, (y, z) vérifie (E})
si et seulement s’il existe ¢t € Rtel que y = Y (¢) et z = Z(t). En posant X () := w,
on obtient que & N &’ est formé des (z,y, z) qui sont de la forme (X (¢), Y (t), Z(t)) pour un
certain ¢ € R, bref, on a montré que & N &’ était une droite.
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Deux plans sécants

II1.3. Solutions de systémes d’équations

Théoréme III.3.1. Soit m € N. On suppose donnés des coefficients réels arbitraires a;, b;, c;, d;
pouri € {1,...,n}. On note (E;) I’équation en trois variables « a;x + by + ¢;z = d; ». On
considere le systéme d’équations suivant :

( amr + bly + cz = d1 (El)
 AmT + bmy + cpz = dm (Em)

L’ensemble des solutions a ce systéme est soit :

— Pespace R? tout entier;

— un plan;

— une droite;

— un singleton;

— wvide.
Si Uensemble des solutions est non vide, on vide qu’il est de dimension 3 si c’est R3, de dimension
2 si c’est un plan, de dimension 1 si c’est une droite et de dimension 0 si c’est un singleton.

On commence par remarquer que si une des équations (E;) est telle que a; = b; = ¢; = 0,
alors soit d; # 0 et alors ’ensemble des solutions est vide, soit d; = 0, auquel cas on peut retirer
cette équation du systeme sans changer ’ensemble des solutions. Ainsi, on se rameéne au cas
ou chacune des équations (£;) est I’équation d’un plan &;. On est ainsi ramené a montrer
qu’une intersection de plans est de la forme voulue.
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On procede par récurrence sur le nombre m de plans. Sim = 0, ’ensemble des solutions est
bien stir R? tout entier. Si m = 1, 'intersection est le plan Z2;. Si m = 2, le théoréme
permet de conclure. Sinon, m > 3, et on peut noter V.= &, N --- N &,,_1 I'ensemble des
solutions du systéme suivant :

amxr + bly + i1z = d1 (El)

Am—1T + bm—ly + Cp—1z2 = dm—l (Em—l)

Comme ce systeme fait intervenir m — 1 équations, I’hypothéese de récurrence fait que V' est
de I'un des cinq types apparaissant dans I’énoncé du théoreme. L’ensemble des solutions du
systéme initial est V' N &7,,,. Examinons quelques-uns des différents cas :

— siV =R3alors V N2, = 2, est un plan;

— si V est plan, alors V' N &7, est l'intersection de deux plans, donc d’aprés le theo-

réme est soit vide, soit une droite, soit un plan.

— siV estun singleton {A}, V' N 22, est contenu dans V' = { A}, donc est soit le singleton

{A} si A € &, soit vide sinon.

— si V est vide, alors V N &2, est vide.

Il reste a traiter le cas ou V' est une droite. Supposons que V' admette pour paramétrage
affine X (t) = xo + uit, Y(t) = yo + vat, Z(t) = 2o + vst. L’intersection V N &, est formée
des points M (t) = (X (t),Y(t), Z(t)) pour t € R tel que M (t) appartienne & &7, c’est-a-dire
tel que :

X (1) + 0, Y () + e Z(t) = dp,

Comme X (t), Y (t) et Z(t) ont des expressions affines en ¢, cette condition peut se récrire :
At =p

Si A # 0, I'unique paramétre ¢ qui convienne est £ et donc I'intersection V' N &, est le
singleton { M (§)}. Si A = 0, soit i # 0 auquel cas I'intersection V N &, est vide, soit y = 0
auquel cas V' C &, et alors V N &, = V est une droite.

Voici quelques configurations possibles pour l'intersection de trois plans :
— L’intersection est un point :
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— L’intersection est une droite :

A

— L’intersection est vide :

III.4. Initiation a I’algorithme du pivot de Gauss

On introduit ici les bases de I’algorithme du pivot de Gauss qui sera étudié de fagon plus
détaillée et dans un cadre plus général au chapitre V.
Considérons un systeme de m équations en trois varibles x, y et z comme dans I'énoncé du

théoréme :

(aix + by + iz = dy (E1)
< aixz + bzy + CzZ = dz (Ez)
L amx: + bmy: + cmzi = dm (Em)
Si tous les coefficients aq, . . ., a,, sont nuls, la variable x n’intervient pas dans les équations,

ce qui n’est pas trés intéressant. On suppose que z intervient véritablement dans au moins une
équation. Si a; = 0, quitte & échanger 1’équation (E;) avec une des autres équations, on peut
se ramener au cas ou a; # 0.
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L’étape cruciale de I’algorithme du pivot de Gauss consiste a garder 1’équation (F), mais a
faire disparaitre la variable x des autres équations. Ceci se fait en remplacant I’équation (F;)
pour tout i € {2,...,m}, par « (E;) — A\(E1) » oit A\; = —2-. On obtient alors un nouveau
systeme, équivalent au premier :

amr + bly + iz = dl (El)
b+ gz = dy (E3)
by + cpnz o= dy, (E7,)

Dans les équations (E%) a (E! ), il peut arriver que tous les coefficients devant y soient nuls :

b =--- =", =0, auquel cas on détermine facilement les éventuelles valeurs possibles pour

z, et en tenant compte du fait que y peut étre arbitraire, on détermine toutes les solutions en
récrivant (F;) sous la forme z = dlb;#

Supposons donc que la variable y apparaisse véritablement dans au moins des équations

(E%) a (E!). Quitte a échanger si nécessaire (E)) avec une autre équation, on peut supposer

que b}, # 0. On procéde alors comme précédemment pour éliminer la variable y des équations
(E4) a (E.):pouri € {3,...,m}, on remplace (E!) par « (E!) — %(E;) »

( amr + bly + ¢z = dl (El)
by + gz = dy (E5)

g = d, (E2)

\ G o= d, (B

On examine alors les équations (F%) a (E!,) qui ne font plus intervenir que la variable z.
On remarque que 'ensemble des valeurs possibles pour z est soit vide, soit un singleton, soit
R tout entier. Dans le cas ou cet ensemble est non vide, on se raméne facilement a deux cas
intéressants : celui o m = 3 et ¢ # 0, et celui o m = 2.

Dans le cas le plus courant, on obtiendra un systéme de la forme suivante, avec a; # 0,
by # 0 et ¢5 # 0. On dira qu’un tel systéme est triangulaire.

ar + by + cz = dy (Ey)
byy + chz = dy (E3)
de = dy (B

Pour un tel systéme, il n’y a une unique solution (z, y, z). La valeur de z est déterminée par

sitme équation. . ’ uxieme équati : wu u

la troisieme équation. Connaissant 2, la deuxiéme équation ne laisse ne seule possibilité
pour y. Enfin, connaissant y et z, il n’y a qu’une possibilité pour z.

Dans l'autre cas, le systéme est de la forme suivante, avec a; # 0 et b, # 0 :

ar —+ bly + ¢z = d1 (El)
by oz = dy (E5)

La deuxiéme équation permet d’exprimer y en fonction de z. En utilisant cette expression, la
premiere équation permet finalement d’exprimer x en fonction de z. L’ensemble des solutions
est alors une droite dont on obtient un paramétrage (at + 3, o/t + §',t) pour t € R avec des
coefficients o, o, 3, 5 appropriés.
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IV.1. Définitions

Définition IV.1.1. Si m et n sont deux entiers naturels, une matrice de taille m x n (on dit
aussi matrice a m lignes et n colonnes) est un tableau de nombres réels A = (a; j)i<i<m, que l'on
125<n

représente ainsi :

ayir ... ary; .- a1n

21 ... a5 ... a2 n
A=

(781 e Qj; j e Qi n

m1 -+ QAmj --- Qmn

Il est important de respecter la convention selon laquelle le premier indice i désigne le numéro de
la ligne et le deuxiéme indice j celui de la colonne. Le nombre a; ; est le coefficient en position
(i,7) de la matrice A. On note M,, ,(R) l'ensemble des matrices de taille m x n.

Définition IV.1.2. Sim € N, Un vecteur-colonne de taille m est une matrice appartenant da
M,,1(R), c’est-d-dire possédant une unique colonne :

C1
Co

C: . EMm1<R)

)

Cm

Définition IV.1.3. Sin € N, Un vecteur-ligne de taille n est une matrice appartenant a M ,,(R),
c’est-a-dire possédant une unique ligne :

L=(lL Iy ... l,)€MpyR)
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IV.2. Premiéres opérations

IV.2.1. Addition

Définition IV.2.1.1. Soit (m,n) € N2. Supposons que A = (a; ;);; et B = (b;;):; soient deux
matrices de méme taille m x n. Alors, on définit A + B € M,,,,(R) comme étant la matrice
dont le coefficient en position (i, j) soit a; ; + b; ; (pourtousi € {1,....,m}etje {1,...,n}):

11 + b171 e ay + bLj Ce Q1n + bl,n
a2 1 + b271 N az j + ng ce a2 n + b27n
;1 + bi71 Ce Qg j + b@j Ce Ain + bi,n
Apm,1 + bm,l cee Qg + bm,j ceo Amn + bm,n

Comme on peut considérer I'opération + définie ci-dessus comme une application +: M,, ,(R) x
M,y n(R) = M, ,(R), on dit que + est une loi de composition interne sur M,, ,,(R).

Définition IV.2.1.2. Soit (m,n) € N2. La matrice nulle de taille m x n est la matrice dont tous
les coefficients sont nuls. On peut la noter 0 ou 0 a condition que le nombre de lignes et de colonnes
soit clair dans le contexte, on encore 0, ,, :

om,n - L. .
0 ... 0
Proposition IV.2.1.3. Soit (m,n) € N2. La loi de composition interne + sur M,, ,(R) vérifie

les propriétés suivantes :
(i) Pour tous A, B et C, éléments de M,, ,(R), on a :

(A+B)+C=A+(B+0)

(On dit que I'opération + sur M,, ,,(R) est associative. Puisque I’ordre des opérations n’est
pas important ici, on pourra écrire simplement A+ B + C'.)
(ii) Pour tout A € M,, ,(R), ona:

A+0,,=0,,+A=A

(On dit que 0,,, ,, est I’élément neutre de la loi +.)

(iii) Pour tout A € M,, ,(R), il existe une (unique) matrice A’ € M,, ,(R) telle que A+ A’ =
A"+ A = 0,,,. (Cette matrice A’ sera notée —A.)

(iv) Pour tous A et B, éléments de M, ,(R), on a :

A+B=B+A
(On dit que l'opération + sur M,, ,,(R) est commutative.)

Montrons (i). Si on note a; ;, b; ; et ¢; ; les coeflicients de matrices A, B et C, alors on vérifie
immédiatement que le coefficient en position (i,j) de (A + B) + C est (a;; + bi;) + cij,
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qui est égal a a; ; + (b; ; + ¢; ;) (propriété connue pour 'addition de nombres réels), qui est
le coefficient en position (7, j) de la matrice A + (B + (). Les deux matrices (A + B) + C
et A+ (B + C) ont les mémes coefficients, donc sont égales. Les propriétés (ii) et (iv) ne
démontrent essentiellement de la méme facon.

Il reste & démontrer (iii). Si A = (a;);, pour tout (i, j), posons a; ; := —a; ;. On a alors
aij+a;; = a; ;+a;; = 0 pour tout (7, j), ce qui revient a dire que A+ A" = A"+ A = 0, ..

Remarque IV.2.1.4. Les propriétés (i), (ii) et (iii) de la proposition précédente signifient que
M, n(R) muni de la loi de composition interne + est un groupe, et la propriété (iv) signifie que
ce groupe est un groupe commutatif (on dit aussi « groupe abélien »).

IV.2.2. Multiplication par un scalaire

(Pour nous, un scalaire est simplement un nombre réel.)

Définition IV.2.2.1. Soit (m,n) € N2. Supposons que A = (a; ;)i ; € Mymn(R) et que X € R.
On note AA (ou A - A) la matrice appartenant a M,, ,(R dont le coefficient en position (i, j) est
)\ai’j :

>\a/1,1 c. )\al,j c. )\al,n
)\CLQJ c. )\ag,j . )\CLQ’n
)\CLi’l . )\ai,j e )\am
A1 oo Ay . A

Proposition IV.2.2.2. Soit (m,n) € N2. Pour tous A € M,,,(R), B € M,,,(R), A € Ret
i € R, on a les formules suivantes :

(i) N\-(A+B)=X-A+ )\ B;

(i) A~ Oppp = Oy

(i) A+ p)-A=X-A+pu- A

(iv) 0-A=0,,,;

(v) 1-A=A;

(Vi) A (- A) = (M) - A;

IV.2.3. Structure d’espace vectoriel

L’ensemble M, ,(R) a été muni d’une loi de composition interne + vérifiant les proprié-
tés de la proposition et d’'une loi de multiplication par un scalaire R x M, ,(R) —
M,, »(R) qui a (), A) associe \ - A vérifiant les propriétés de la proposition [V.2.2.9. On dit
alors que I'ensemble M, ,,(R) a été muni d’'une structure d’espace vectoriel (réel).

En particulier, si n = 1 et que m est quelconque, M,, ;(R) est 'ensemble des vecteurs-
colonnes de taille m, que I'on peut identifier a R™. L’ensemble ), ;(R) est alors un espace
vectoriel réel. On peut ainsi considérer qu'un vecteur est un élément de M,,, 1 (R), on a défini
une loi d’addition des vecteurs et une loi de multiplication d’un vecteur par un scalaire, et ces
lois vérifient les régles de calcul qui ont été établies plus haut.
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Définition IV.2.4. Soit m € R. On suppose donnés C', ..., C,, n vecteurs-colonnes de taille
m, c’est-a-dire des éléments de M,, 1(R). Soient Ay, ..., \, des nombres réels. La combinaison li-
néaire des vecteurs(-colonnes) C1, . . ., C,, affectés des coefficients \1, . . ., \,, est le vecteur-colonne
suivant :

MCL+ -+ M0 € My (R)

IV.3. Multiplication des matrices

IV.3.1. Multiplication d’une matrice et d'un vecteur-colonne

Définition IV.3.1.1. Supposons que A € M,, ,(R) et X € M, 1(R). Nous allons définir le pro-

duit AX € M,, 1(R). Pour cela, on décompose A en ses n vecteurs-colonnes (notés Cy, ..., C,) :
Az(C’l Cy ... C’n)
On note xy, ..., x, les coefficients de X :
xy
x=| "
T

Le produit AX est alors défini comme étant la combinaison linéaire suivante :
AX = xlCl +--+ l’nC’n S Mm,l(R>

Avec les notations de la définition ci-dessus, on peut aussi noter a; ; les coeflicients de A,

de facon a ce que pour tout j € {1,...,n}, onait:
ap;j
C, = ai’j
am,j
On a alors :

1121+ -+ 41 pTn
A21%1 + -+ + G2, Ty

AX =
;1 T+ ATy
Am, 121 + -+ Amndn
Remarque 1V.3.1.2. Alternativement, si on note Ly, ..., L,, les m vecteurs-lignes de A =
Ly
L, A
, alors pour touti € N, L, = ( i1 Qo ... Gip ) et le produit L; X a un sens
L,
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et est une matrice 1 x 1 que l'on peut identifier au nombre réel a; 121 + - - - + a; ,T,,. On peut
ainsi récrire chacun des coefficients de la matrice AX comme le produit d’un vecteur-ligne avec
un vecteur-colonne :

L1 X

Ly X
MX = )
L, X
IV.3.2. Multiplication de deux matrices

La définition suivante ne sera utilisée qu’a partir du chapitre [VIIl. Pour le moment, il est

plus important de bien comprendre la définition [V.3.1.1.

Définition IV.3.2.1. Soit (m,n,p) € N>. Supposons que A € M,, ,(R) et B € M, ,(R). On
décompose B en ses p vecteurs-colonnes (notés By, ..., B,):

B:(Bl BQ Bp>

Pour tout j € {1,...,p}, B, € M, 1(R) est un vecteur-colonne et la définition donne
un vecteur-colonne AB; € M,, 1(R). La matrice AB est définie comme étant la matrice dont les
vecteurs-colonnes sont ces éléments AB,; :

AB=( AB, AB, ... AB,) € M,,(R)

Proposition IV.3.2.2. Soit (m,n,p) € N®. Supposons que A et A’ sont deux matrices de taille
m X n, que B et B’ sont matrices de taille n x p et que A € R. Les formules suivantes sont
vérifiées :

(i) ABB+ B')=AB+ AB’;

(ii) (A+ A'")B=AB+ A'B;

(iii) (MA)B = A(AB) = \(AB).

IV.4. Interprétation matricielle des systémes linéaires

Fixons (m,n) € N2 Fixons A € M,,,(R) et B = M,, 1(R). Introduisons des notations
pour les coefficients de ces matrices :

a1 .- ar; ... a1n b1
a1 ... az; ... a2 n bQ
A = ’ ’ B =
ai,l N CI,iJ e am bl
Ami - Gmyj - Gmp b
La donnée d’un n-uplet (z1,...,x,) € R" équivaut a la donnée d’un vecteur-colonne X €
Mn,l(R) :
1
X = :
xn
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Avec ces notations, la matrice AX € M,, 1(R) est le vecteur-colonne suivant :

a1,171 + A12%2 +---+ A1.nTn
a21T1 + A22%2 + -+ A2 nTn

AX =
;171 + A;2%2 + -+ AjnLn
Am, 121 + Am,2T2 + -+ QmnTn
On obtient ainsi que si (21, ..., x,) € R" alors (x1, ..., z,) est solution du systéme d’équa-
tions linéaires
(a1 + a2 ..+ T, = by
2171 + A2 2T2 + ... 4+ A2 nTn = b2
;107 —+ Qi 2X2 + ...+ Qi nTp = bz
{ Qm1T1 + QpmaTe + ... A+ ApmaTn, = by

si et seulement si le vecteur-colonne X défini ci-dessus vérifie I'équation matricielle AX = B.
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V.1. Matrice augmentée d’un systéme d’équations
linéaires

On a vu au §[V.4 qu’un systéme d’équations de m équations linéaires en n variables pouvait
se récrire sous la forme d’une équation matricielle AX = Bou A € M, ,(R) et B € M,,,1(R),
I'inconnue étant X € M, (R).

Précisément, si A = (@; j)1<i<m, €t que I'on introduit les notations suivantes :

1<
1<j<n

b1 T

by, Ty,

Alors I’équation matricielle AX = B équivaut au systéme suivant :

a1l + a12X2 + ... + A1 nln = bl
(2171 + a2 2X2 + ... 4+ A2 nTpn = bg
;121 + A3 2X2 + ... 4+ AinTp = bz
( a1 + ApmoTa + .. AT, = by

Définition V.1.1. La matrice augmentée du systéme d’équations linéaire ci-dessus est la matrice
(que U'on notera ici A) de taillem x (n + 1) suivante :

arir .- ary; ... Q1n b1
asyi ... Q245 ... a2 n b2
A= € My ni1(R)
k] +1
a; 1 c. Qi ... Ain bz
i - Gmyj - Gmp | by
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V. Algorithme du pivot de Gauss

Cette matrice est obtenue en ajoutant a A une colonne supplémentaire qui est formée du vecteur-
colonne B. On écrit aussi A = ( A ‘ B ), qui correspond a ce qu’on appelle une représentation
de la matrice A « par blocs ». (Certains auteurs appellent cette matrice la « matrice compléte » du
systéme. La ligne verticale qui sert a séparer visuellement la derniére colonne est optionnelle dans
Pécriture, mais je conseille de la garder pour bien distinguer les roles des différents coefficients.)

€
. N : X
Remarque V.1.2. Sionnote X = : =\—T € M,+11(R), alors on peut remarquer
T, -
-1

que AX = AX — B, de sorte que AX = B si et seulement si AX =0.

Exemple V.1.3. Considérons le systeme d’équations linéaires suivant en les variables =, y et z :

r + 2y — 3y = 3
—2x — 3y + z = =2
x + 8 = 0

La matrice augmentée de ce systéme est

~ 12 -3] 3
A= -2 -3 1|-2
1 0 8 0

Dans ce systéme d’équations, les variables s’appellent x, y et z au lieu de x1, x5 et x3, mais cela
n’a pas d’importance. (Néanmoins, il convient d’avoir fixé un ordre sur les variables.)

V.2. Opérations élémentaires sur les lignes

Définition V.2.1. Si A est la matrice augmentée d’un systéme de m équations linéaires en n

variables, on notera ici Sol(A) C R" l'ensemble des (x1,...,x,) € R" qui sont solutions du
systéme.

Définition V.2.2. Supposons que A et A’ soient les matrices augmentées associés a deux sys-
témes de m équations linéaires en n variables. On dira que les matrices augmentées A et A’ sont
équivalentes (ce qui sera noté A ~ A’) si Sol(A) = Sol(A")).

(Il existe plusieurs notions d’« équivalences » sur les matrices. Nous n’utiliserons que celle-
ci dans ce cours.)

Définition V.2.3. Une opération élémentaire sur les lignes d’une matrice M am lignes est décrite
en termes des vecteurs-lignes Ly, ..., L,, de M. Elles sont de trois types :
(i) Echanger deux lignes, ce qui est noté L; «— L; (pouri # j);
(ii) Multiplier une ligne par un scalaire non nul, ce qui est noté L; <— \L; pour A\ € R* et
ie{l,...,m};
(iii) Retrancher a une ligne un certain multiple d’une autre ligne, ce qui est noté L; +— L; —
AL; pouri # j et A € R*.
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Proposition V.2.4. Soit A la matrice augmentée d’un systéme d’équations linéaires. Notons A’
une matrice obtenue a partir de A en effectuant une opération élémentaire sur les lignes (cf. défi-

nition [V.2.3). Alors A~ AL

Si(z1,...,2,) € Sol(A), il est évident que (z1, . .., z,,) € Sol(A’), ce qui montre I'inclusion
Sol(A) C Sol(A').

Pour montrer I'inclusion inverse, il suffit de montrer que réciproquement A peut étre obte-
nue a partir de A’ en effectuant une opération élémentaire sur les lignes. C’est évident pour
les opérations de type (i) ou (7). Concernant (7i7), si A est obtenue en effectuant l'opéra-
tion L; <— L; — AL, sur la matrice A, alors A peut étre réobtenue en effectuant 'opération
L; <— L; + AL;. En effet, notons plus précisément L, ..., L,, les vecteurs-lignes de A et
En effet, notons plus précisément L}, ..., L) ceux de A’.On a bien stir L) = Ly pour tout k
différent de i, et on a par définition L; = L; — A\L;, etonabien L; = L] + \L; = L; + AL’

V.3. Mise sous forme échelonnée

Définition V.3.1. Soit A = (a; ;) € M,,,,(R) une matrice dont on note L1, . .., L,, les vecteurs-
lignes. On dira que A est échelonnée (ou échelonnée en lignes) s’il existe un entierr € {0, ..., m}
tel que les lignes L1, ..., L, soient non nulles et que L,,1 = --- = L,, = 0, et que si pour tout
i € {1,...,r} on note ¢; le plus petit entier tel que a; ,, # 0, alorsonac; < ca < --- < ¢,. Les
cases (i, c;) de la matrice A pour 1 < i < r seront appelées pivots (ou coefficients principaux).

Exemple V.3.2. Les matrices suivantes sont échelonnées :

O O O
S O O
o O = W
O NN = O

Les pivots ont été indiqués en rouge.

Théoréme V.3.3. Soit A € M,,,(R). En partant de A et en effectuant des opérations élémen-
taires sur les lignes, il est possible d’obtenir une matrice échelonnée.

Définition V.3.4 (Algorithme du pivot de Gauss : mise sous forme échelonnée).

Soit A € M, »(R). (La matrice A va étre modifiée au cours de I’avancement de I’algorithme.)

Premiere étape Si A est la matrice nulle ou sim = 1, on a terminé;

Deuxiéme étape On note c le plus petit indice tel que la c-iéme colonne de A soit non nulle;

Troisieme étape On choisit un indice i tel que a;. # 0, et sit # 1 on effectue l'opération
Li+— L;;

Quatrieme étape La matrice courante A vérifie maintenant a, . # 0 (ce coefficient est appelé
pivot), et pour tout i > 2, on effectue les opérations L; «— L; — ai: L.

a

Cinquiéme étape A partir de maintenant, on ne touche plus a la premiére ligne, et on applique
Palgorithme depuis le début a la matrice constituée des vecteurs-lignes Lo, ..., L,, de la
matrice A.
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V. Algorithme du pivot de Gauss

Il est clair qu’a la fin de la quatrieme étape, la matrice est de la forme suivante :

0 0O m % *
0 0 0 % *
: S TS
0O ... 0 0 = *

La convention que nous utiliserons est que x peut étre remplacé par n’importe quel coeffi-
cient, tandis que m désigne un coefficient qui est non nul. Ce coeflicient m se trouve ici sur la
c-iéme colonne. La premiere ligne ne changera pas jusqu’a la fin. Les seules opérations élé-
mentaires qui seront effectuées concerneront les lignes Lo, . .., L,,, et donc, il est évident que
I'on conservera la propriété selon laquelle les lignes Lo, . .., L, ont c zéros sur la gauche.

On peut démontrer que 'algorithme termine et renvoie un résultat correct par récurrence
sur le nombre de lignes m de la matrice. Si m € {0,1}, c’est évident. Pour démontrer le
résultat pour une certaine matrice ayant m > 2, on peut supposer que I’algorithme termine
et renvoie un résultat correct pour des matrices ayant m — 1 lignes. On peut donc supposer
que la cinquiéme étape va effectivement mettre sous forme échelonnée la matrice obtenue en
ignorant la premiere ligne. Comme la matrice obtenue conserve la forme générale discutée
plus haut, il est évident que si a la fin la matrice formée des lignes Lo, . .., L,, est échelonnée,
alors la matrice formée des lignes L1, ..., L,, est échelonnée.

Théoréme V.3.5. Soit A € M ns1(R) la matrice augmentée d’un systéme de m équations
linéaires en n variables. Si on note A € M,, ,,(R) et B € M,,1(R) les matrices telles que A=
( A ‘ B ), il est possible d’effectuer des opérations élémentaires sur les lignes de A de fagon a
obtenir A ~ A’ ot A’ = (A| B") avec A’ € My, ,(R) échelonnée et B' € M,,1(R). (On
dira que le systéme d’équations linéaires associé a A’ est échelonné.)

Il suffit en effet d’appliquer aux lignes de Ales opérations élémentaires données par ’algo-
rithme du pivot de Gauss permettant de mettre sous forme échelonnée la matrice A.

Exemple V.3.6. Dans le cas de l'exemple [V.1.3, I'algorithme du pivot de Gauss donne ceci :

2 =3 3
A = —2 -3 1|-2
1 0 8| 0
La+—Lo+2L
{L3<—L3—L1 } 12 =313
~ 0 1 =5 4
0 -2 11|-3
[ La¢—Ls+2L1 ] 12 =313
~ 01 —-5|4
0 115

Ceci implique que le systéme d’équation associé a A est équivalent au systéme suivant :

r + 2y — 3y = 3
y — bz = 4
z = 95
En partant de la derniére équation puis en remontant, on peut ainsi déterminer z, puis y et enfin
x. Ceci sera interprété dans la section suivante par la mise sous forme échelonnée réduite.
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V.4. Mise sous forme échelonnée réduite

Définition V.4.1. Soit A = (a;;) € M,,,(R) une matrice échelonnée. On dit que A est éche-
lonnée réduite si les pivots de A sont égaux a 1 et que tous les coefficients placés au-dessus d’un
pivot sont nuls. Autrement dit, avec les notations de la définition[V.3.1, pour touti € {1,... r},
onaa;. =1 etpourtouti € {1,...,i—1},onaay,. =0.

Théoréme V.4.2. Soit A € M,, ,(R). En partant de A et en effectuant des opérations élémen-
taires sur les lignes, il est possible d’obtenir une matrice échelonnée réduite A’.

Pour démontrer ce théoréme, on peut supposer que A est échelonnée : en effet, si ce n’est
pas le cas, on peut commencer par mettre A sous forme échelonnée en utilisant I’algorithme

de la définition [V.3.4.

Exemple V.4.3. Sila matrice échelonnée A est de la forme suivante,

0 m * *x * % *
0 00 m x % %
0 00 0 m x %
0 00 0 00 m

on souhaite, par des opérations élémentaires, obtenir une matrice de la forme :

o O O O
o O O =
S O O *
o O = O
o= O O
O X X
_ o O O

Pour réaliser cela, il suffit d’appliquer 1’algorithme de la définition suivante :

Définition V.4.4 (Algorithme du pivot de Gauss : mise sous forme échelonnée réduite).
Soit A € M,, ,(R) une matrice échelonnée. (On utilise les notations de la définition [V.3.1.)

Premiére étape Pourtouti € {1,...,r}, on effectue Uopération élémentaire L; <— %Lz
Deuxiéme étape (Maintenant, a;., = 1 pour touti € {1,...,r}.) On effectue les opérations
suivantes :

— Pour i allant der a 2 (en décroissant)
— Pour j allantdel1 ai — 1, on fait L; <— L; — a;.,L;.

Les opérations élémentaires qui sont faites dans cet algorithme ne changent pas le caracteére
échelonné de la matrice et ne changent pas non plus la position des pivots. C’est évident pour
les opérations de la premiére étape qui font que les pivots deviennent tous égaux a 1. Ensuite,
il est important de noter que les opérations qui sont faites sont de la forme L; +— L; — A\L;
avec ¢ > j, ce qui permet de conserver le caractere échelonné, sans changer les pivots.

Ensuite, concernant la boucle « Pour 7 allant de 7 a 2 (en décroissant) », on peut introduire
I'invariant de boucle suivant :

(H;) Pour tout entier k tel que ¢ < k < r, les coefficients a;., sont nuls pour tout j €

{1,... k—1}.

Cette propriété (H;) signifie que les coefficients au-dessus des pivots ay ., sont nuls pour
k € {i+1,...,r}. Cette condition est vérifiée en entrant dans la boucle, puisque (H,) est
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V. Algorithme du pivot de Gauss

évidemment vérifiée. On vérifie facilement que si au début de I'itération correspondant a 7, la
propriété (H;) est vraie, alors la propriété (H;_ 1) sera vraie a I'itération suivante. A la sortie
de la boucle la propriété (H;) sera donc vérifiée, et cela signifie précisément que la matrice
(dont les pivots vallent 1) est échelonnée réduite.

Remarque V.4.5. Le théoréme énonce lexistence d'une matrice échelonnée réduite A’ qu’il
est possible d’obtenir a partir d’'une matrice quelconque A en effectuant des opérations élémen-
taires sur les lignes. Il est en fait possible de montrer que A’ est unique, mais c’est un théoréme un
peu plus difficile, et dont on n’aura pas a faire usage dans la suite de ce cours.

Théoréme V.4.6. Soit A € M, n+1(R) la matrice augmentée d’un systéme de m équations
linéaires en n variables. Si on note A € M,, ,,(R) et B € M,, 1(R) les matrices telles que A=
( A ‘ B ) il est possible d’effectuer des opérations élémentaires sur les lignes de A de fagon a
obtenir A ~ A’ ou A’ = (A'| B') avec A’ € M, ,(R) échelonnée réduite et B' € M, 1(R).

D’apres le théoréme [V.3.5, on sait déja que 1'on peut s’arranger pour que A soit échelonnée,
et alors en appliquant les mémes opérations a A que celles qui permettent de mettre A sous
forme échelonnée réduite, on obtient le résultat.

Exemple V.4.7. Dans le cas de I'exemple [V.1.3, on sait depuis que la matrice A est équiva-
lente a :

|: Li+—1L1+3L3 :|

1 2 =313 Dy—Ly+5La 1 2 018
0 1 —-5|4 ~ 0 1 0]29
00 115 0 0 1] 5

[ Ly Li—2L, ] 1 0 0| —40

~ 010 29

0 0 1 5

Ceci implique que le systéme d’équation associé a A est équivalent au systéme suivant :

r = —40
y = 29
z = 5

L’unique solution au systéme d’équations linéaires de I'exemple est donc (—40, 29, 5).

V.5. Description des solutions

Dans ce paragraphe, on suppose que A= ( A ‘ B ) est la matrice augmentée (de taille
m x (n + 1)) d’un systéme d’équations linéaires telle que A € M,, ,,(R) soit échelonnée et
B € M, :(R).

On reprend les notations de la définition [V.3.1. En particulier, on note Ly, . . ., L, les lignes
de la matrice A : chacune des r premiéres lignes contient un pivot (égal a 1) a la position (4, ¢;),
tandis que les lignes L, 1, ..., L,, sont nulles.

Définition V.5.1. On dit que le systéme d’équations linéaires associé a A est incompatible s’il
existei € {r +1,...,m} tel que b; # 0. On dit qu’il est compatible sinon.
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Si le systéme est incompatible, il existe un indice 7 tel que la i-iéme équation soit de la forme
« 0 = b; ». Comme b; # 0, cette équation n’est jamais satisfaite. L’ensemble des solutions d’un
systeme d’équations incompatible est donc vide.

Exemple V.5.2. Le systéme d’équations linéaires associé a la matrice augmentée suivante est
incompatible :

A\:

o O =
S O N
o = O
DN =~ Ot

Nous allons maintenant décrire les solutions dans le cas ot le systéme est compatible, ce qui
nécessite d’introduire une certaine terminologie sur les variables :

Définition V.5.3. Supposons que le systéme d’équations considéré soit compatible. Les variables
principales sont les variables x.,, x.,, . . . , x.,, ¢ est-a-dire les variables associés aux colonnes de
A sur lesquelles se trouvent les pivots. Les autres variables sont appelées variables secondaires.

Exemple V.5.4. Pour la matrice augmentée suivante, les variables principales sont x; et x5, et
xs est la seule variable secondaire :

A=

oS O =
O = O
S W N
O = Ot

On peut alors récrire le systéeme sous la forme :

Ty = 5—2x3
Ty = 4—3373

Dans I'’exemple précédent, le systéme se reformule sous la forme d’une équation par variable
principale, cette variable principale devant étre égale a une certaine expression en les variables
secondaires. C’est un fait général dans le cas ou la matrice A est échelonnée réduite :

Proposition V.5.5. On conserve les notations précédentes. On suppose que le systéme est com-
patible et que A est échelonnée réduite. On introduit J I’ensemble des indices j tels que x; soit
une variable secondaire, tandis que les x.,, . .., x., sont les variables principales. Le systéme est
équivalent a un systéme de r équations, ou pour touti € {1,...,r}, lai-iéme équation est

Te; = b — § i T;
jed
Ainsi, une solution (x4, . . ., x,) au systéme d’équations est uniquement déterminée par les valeurs

xj pour j € J, et celles-ci peuvent étre choisies arbitrairement.

En effet, en tenant compte du caractere échelonné réduit de A, la i-ieme équation est « ., +
D jes QigTi = bi».

Remarque V.5.6. On dira qu’on a résolu un systéme d’équations linéaires (avec la méthode du
pivot de Gauss) si on a déterminé s’il admet ou non des solutions, et dans le cas ou il admet des
solutions, on a récrit le systéme sous la forme d’équations comme dans la proposition précédente.
Dans la rédaction, il conviendra de préciser les opérations sur les lignes qui auront été réalisées
sur la matrice augmentée.
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Remarque V.5.7. On peut penser aux variables secondaires comme des paramétres en fonction
desquels les autres variables (les variables principales) s’'expriment. Ainsi, dans l'exemple [V.5.4,
les solutions sont les triplets de la forme (5 — 23,4 — 313, x3) pour 3 € R. De fagon équivalente,
si pour toutt € R, on pose M (t) = (t —2t, 4 — 2t,t), alors M (t) pourt € R est un paramétrage
des solutions (qui est une droite dans R?).

La remarque précédente suggere d’introduire la définition suivante :

Définition V.5.8. Quand le systéme est compatible, I'ensemble des solutions sera dit de dimension
d, ou d est le nombre de variables secondaires.
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VI1.1. Définition

Définition VI.1.1. Soit n € N. Un sous-espace vectoriel de M, 1(R) (que l'on peut identifier a
R") est une partie ' C M,, 1 (R) telle que

(l) On,l € F;

(ii) pourtous X1 € Fet Xo € F, X5+ X, € F;

(iii) pour tout N € Rettout X € F,ona X € F.

Exemple VI.1.2. {0, .} et M, 1(R) sont des sous-espaces vectoriels de M, 1(R). On dit que
{0,,1} est le sous-espace vectoriel nul de M, ;(R).

Proposition VI.1.3. Soit A € M,, ,(R). Notons F' '’ensemble des X € M, 1(R) tels que AX =
0,,1. Alors, I est un sous-espace vectoriel de M, 1(R).

On abien sir, A0,,1 = 0,, 1. Si X et X, sont deux éléments de F, c’est-a-dire deux éléments
de M, 1(R) tels que AX; = 0,7 et AXy = 0,1, alors A(X; + X)) = AX; + AXy =
0,,1 + 0,1 = 0,,1,donc X; + X, € F.Si X € F, on obtient de méme que pour tout A € R,
ona AAX) = ANAX)=X-0,1 =0,,,,donc \X € F.

Définition V1.1.4. Un systéme d’équations linéaires est dit homogéne si les membres de droite
de toutes les équations sont nuls :

( a1l -+ a12%2 + ... + A1 ntn = 0
a2121 + a2 2X2 + ... + A2 nTyp = 0
;171 + Qi 2X2 + ... + Aindy = 0

( 11 + apoTo + ... + appr, = 0
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Corollaire VI.1.5. L’ensemble des solutions d’un systéme d’équations linéaires homogene de m
équations en n variables est un sous-espace vectoriel de R".

En effet, un systeme homogene se reformule par une équation matricielle AX = 0,), ;.

Remarque VI.1.6. Il est possible de montrer que tous les sous-espaces vectoriels de R" sont
obtenus de cette facon, mais la démonstration ne sera pas donnée dans ce cours.

Remarque VI.1.7.

— Dans le plan R?, une droite d’équation ax +by = 0 (pour (a,b) # (0,0)) est un sous-espace
vectoriel de R?. Autrement dit, une droite passant par (0,0) est un sous-espace vectoriel de
RZ

— Dans lespace R, un plan d’équation ax + by + cz = 0 est un sous-espace vectoriel de R?;
autrement dit, un plan contenant Uorigine (0,0,0) est un sous-espace vectoriel de R>.

— Dans Uespace R3, une droite 9 passant par Uorigine est aussi un sous-espace vectoriel de
R® : en effet, on peut écrire I = P N Py avec P, et P, deux plans contenant Lorigine,
donc 9 peut étre décrite comme ’ensemble des solutions a un systéme linéaire homogéne de
deux équations en trois variables.

VI.2. Interprétation vectorielle des systéemes linéaires

Supposons que (1, ..., C, soient n vecteurs-colonnes de taille m x 1. Soit B € M,,;(R).
On se pose la question suivante :

Existe-t-il (x1,...,x,) € R" tel que x1Cy + - - - + 2,C,, = B?

D’apreés la définition [V.2.4, les vecteurs de la forme 2,C; + - - - + x,,C,, sont appelés com-
binaisons linéaires des vecteurs C1,...,C), (etles x1,...,x, sont appelés coefficients de ces
combinaisons linéaires). La question se reformule ainsi :

Le vecteur B est-il combinaison linéaire des vecteurs Cy,...,C, ?
Pour répondre a cette question, on introduit la matrice A = ( cy ... Cy ) dont les
T
vecteurs-colonnes sont les vecteurs C. Si on note X = : € M, 1(R) pour tout n-uplet
Ty,

(x1,...,2,) € R", on a par définition du produit AX :
AX =x1Ci + -+ + 2,,C,,
Avec ces notations, la question initiale se reformule en :
L’équation matricielle AX = B admet-elle une solution ?

On peut répondre a cette question en utilisant I’algorithme du pivot de Gauss. Dans le cas ou
le systéme d’équations linéaires possede au moins une solution, la méthode de résolution du
systéme permet de déterminer les coefficients (z1,...,z,) € R" des combinaisons linéaires
telle que v1Cy + - - - + z,C,, = B.
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Exemple V1.2.1. Siona:

1 2 1
Ci=1 3 Co=1 4 B =
5 6 9
on peut introduire la matrice
1 2
A=1 3 4
5 6

Déterminer les x1 et x4 tels que x1Cy + x2Cy = B revient a déterminer les vecteurs-colonnes X
tels que AX = B, ce qui peut se faire en appliquant I’algorithme du pivot de Gauss a la matrice
augmentée suivante :

1 21
M = 3 415
5 619
LQ(_L2_3L1
L3(7L375L1 1 2 1
~ 0 —2|2
0 —4 4
L2<——%L2
Lac——11L, 1 2 1
~ 0 1]-1
0 1]-1
e 1 2 1
o Lo tal 0 1|-1 (on note que le systéme associé est compatible)
0 0 O
Li+—IL1—2L Loy 3
S B VR
0 0| O
L’unique solution au systéme est donnée par x1 = 3, v = —1, donc B = 3C — (5.

VIL.3. Le sous-espace vectoriel engendré par une famille de
vecteurs

Définition VL.3.1. Supposons que C4, ..., C, soient des éléments de I'ensemble M,, ;(R). On
noteVect(C1, . .., C,) Uensemble des combinaisons linéaires des vecteurs C1, . . . , C,,, c’est-d-dire
I'ensemble des vecteurs de la forme x1Cy + - - - + x,C,, € M,,,1(R) pour (x1,...,z,) € R™

Autrement dit, un élément B € M,, ;(R) appartient a Vect(C1, . .., C,) si et seulement s’il
existe (z1,...,x,) € R"telque B = 21C) + - - - + 2,,C,,.

Si on introduit la matrice A :== ( ¢} ... C, ) € M, ,(R), Vect(C4,...,C,) peut aussi
étre décrit comme ’ensemble des vecteurs-colonnes de la forme AX ou X € M, (R).
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Proposition VI.3.2. Si C,...,C,, sont des éléments de M,, (R), alors Vect(C1,...,C,,) est
un sous-espace vectoriel de M,, 1 (R).

Si F' est un sous-espace vectoriel de M,, ;(R) contenant les vecteurs C,...,C,, alors on a
automatiquement Uinclusion Vect(C1, ..., C,) C F : on dit que Vect(Ch, ..., C,,) est le sous-
espace vectoriel de M,, 1(R) engendré par les vecteurs C, . .., C,,.

En utilisant la matrice A définie ci-dessus, Vect(C', ..., C),) est 'ensemble des vecteurs de

la forme AX pour X € M, ;(R).

Avec X := 0, on obtient que le vecteur nul appartient a Vect(C1, ..., C,,).

Deux éléments V) et V5 dans Vect(C1, ..., C,) peuvent s’écrire V; = AX; et Vo, = AX,,
donc Vi + V5 = AX; + AX, = A(X; + Xo).

SiA € RetX € M,1(R),lecalcul A - (AX) = A(AX) montre que Vect(C},...,C,) est
stable par multiplication par .

Exemple V1.3.3. Si C' € M,,;(R), Vect(C') est I’ensemble des vecteurs de la forme \C' pour
A € R. Soit C est le vecteur nul, auquel cas Vect(C) est le sous-espace vectoriel nul, soit C' est
non nul, et alors on dit que Vect(C') est la droite vectorielle engendrée par C.

Définition VI.3.4. Si C) et Cy sont deux vecteurs dans M,, 1(R), on dit que C et Cy sont
colinéaires si Co = 0 ou s’il existe A € R tel que Cy = \C5. (En particulier, si Cy et Cy sont tous
les deux non nuls, ils sont colinéaires si et seulement s’il existe A € R*, Cy = \C5.)

Si C et Cy sont colinéaires, alors Vect(C, Cy) est égal a Vect(C1 ) si Cs est nul, et a Vect(Cs)
si (' est de la forme C; = A(5. Le cas intéressant est celui ou C et C'; ne sont pas colinéaires :

Définition VI.3.5. Si C; et Cy sont deux vecteurs non colinéaires de M,, 1 (R), on appelle plan
vectoriel engendré par les vecteurs Cy et Cy l'ensemble Vect(Cy, Cs).

VI.4. Equations définissant un sous-espace vectoriel
engendré par des vecteurs

Dans 'exemple [VI1.2.1,
1

Ci=1 3 Cy =
5

on a déterminé si un certain vecteur particulier B € M;;(R) était combinaison linéaire de C
et (5. La méme méthode peut étre utilisée pour un vecteur B quelconque :

O =N

Ici, by, by et bs sont des nombres réels arbitraires.
Pour résoudre la question générale de savoir si B € Vect(Cy, Cy), on introduit cette fois-ci
une matrice augmentée M dans laquelle les coefficients by, b et bs apparaissent :

1 2|bh
M=1 3 4]|b
5 60bs
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On applique la méthode du pivot de Gauss a cette matrice de facon a mettre sous forme éche-
lonnée la « partie gauche » de la matrice :

|: LQ(—LQ*?}Ll i|

L3<—L375L1 1 2 b]'
M ~ O —2 b2 - 3b1
0 —4]bs—5b
L L3—2L 1 2 bl
ot L2t 0 —2| by — 3
0 by — bby — 2(by — 3by)
1 by
- 0 —2 b2 - 3b1
0

0 | by —2by+ b

On peut conclure que le systéme est compatible si et seulement si by — 2b; + b3 = 0. (Et on
peut remarquer que si le systéme est compatible, il admet ici une unique solution (x1, z3).)
by
Ainsi, Vect(C, Cs) est formé des vecteurs-colonnes B = | by | tels que by — 2by + b3 =
bs
0. Autrement dit, si au lieu d’utiliser les variables by, b, b3, on utilise les variables x, y et z,
Vect(C1, Cy) est plan vectoriel d’équation = — 2y + z = 0.

Remarque V1.4.1. La méthode utilisée ci-dessus permet en général de décrire un sous-espace
vectoriel de la forme Vect(C1, ..., C,,) comme 'ensemble des solutions a un systéme d’équations
linéaires homogene.

V1.5. Familles libres

VI1.5.1. Définition

Définition VI.5.1.1. Supposons que C1, ..., C,, est une famille de n éléments de M, 1(R). On
dit que (C4, ..., C},) est une famille libre si pour tout (x4, ..., x,) € R", on a I'implication

2Ci+- - +2,0, =01 — T1=-=2,=0

Une famille libre (C4,...,C),) est aussi qualifiée de famille de vecteurs linéairement indépen-
dants.

On dit que (C4, ..., C,,) est une famille liée si elle n’est pas libre, ce qui signifie qu’il existe des
réelsxy, ..., x, non tous nuls tels que x,C + - - - + 2,C;, = 0y, 1.

En utilisant la terminologie des combinaisons linéaires, une famille de vecteurs est libre
si et seulement si la seule combinaison linéaire de ces vecteurs qui est nulle est celle dont les
coefficients sont nuls. Une famille de vecteurs est liée si le vecteur nul peut étre obtenu comme
combinaison linéaire de ces vecteurs avec au moins un coeflicient non nul.

V1.5.2. Famille a un ou deux vecteurs

Proposition V1.5.2.1. Soit C' € M,,1(R). La famille a un élément C' est libre si et seulement si
C # 0,,1. Si c’est le cas, un élément de Vect(C') s’écrit de maniére unique A\C pour X € R.
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Proposition VI.5.2.2. Soit (Cy,Cs) un couple d’éléments de M,, 1 (R). La famille a deux élé-
ments (C1, Cy) est libre si et seulement si C et Cy ne sont pas colinéaires.

Si C et (5 sont colinéaires, alors soit C'5 est nul auquel cas 0 - Cy + 1 - Cy = 0, soit (Y est
non nul et alors il existe A € R, tel que €} = A\C5 et donc 1 - C} — AC5 = 0. Dans tous les
cas, on a déterminé une combinaison linéaire de C'; et C; égale au vecteur nul mais dont les
coefficients ne sont pas tous nuls, donc (C4, Cy) est liée, c’est-a-dire non libre.

Réciproquement, si (Cy, Cy) est liée, il existe (A, 1) € R*—{(0,0)} tels que AC; + uCy = 0.
SiA =0, etdoncp # 0,onaCy =0.Sinon, A # 0 et alors C = _7’\02. Dans tous les cas, on
a montré que (' et (5 étaient colinéaires.

Proposition V1.5.2.3. Si U} = ( zl ) et Cy = < 52 ) on peut introduire la matrice A =
1 2

( yl y2 € M, (R). Le déterminant des vecteurs (C, Cy), ou le déterminant de A, est noté
1 Y2

et défini ainsi :
Ty T2

det(Cy,C5) = det A =
et(Cy, Cs) € " Y

= T1Y2 — Y122

Les vecteurs (Cy, Cy) forment une famille libre (c’est-a-dire sont non colinéaires) si et seulement

sidet(Cy,Cy) # 0.

Si C et Cy sont colinéaires, il existe C' € {C, Cy} et des réels A et p tels que C; = \C et
C5 = pC. Si on note x et y les coordonnées de C, on a alors :

AT px

= A\uxy — A\uxy =0
Ny nry nry

det(Cy, Cy) = '

Réciproquement, si det(C, Cs) = 0, montrons que C et C; sont colinéaires. Si Cy = 0, le
résultat est évident. Supposons donc Cs # 0. Pour (x,y) € R? arbitraire, considérons

Tr I9

= Yok — I
Y s Y2 2y

L’équation yox — 22y = 0 est 'équation d’une droite & passant par les deux point (0,0) et
(x2,y2), donc admet le paramétrage M (t) = (tza, tys). Par hypothése, (z1,11) € 2, donc il
existe t tel que x; = txy et y; = tys, autrement dit C; = tC5, ce qui montre que C et Cy sont
colinéaires.

VL.5.3. Caractérisation matricielle

Proposition VI.5.3.1. Supposons que C1, ..., C,, sont des éléments de M,, 1(R). Notons A €
M, .n(R) la matrice dont les vecteurs-colonnes sont les vecteurs C', . . ., Cy,. La famille Cy, . . ., C,,
est libre si et seulement si I’équation matricielle AX = 0,,, pour X € M, 1(R) admet pour
solution unique X = 0,,;.

Si on introduit les coefficients z1, ..., z, de X € M, 1(R), alors AX = z,Cy + - - - + 2,,C,,.
Il en résulte que la donnée d’une solution a I’équation matricielle AX = 0,,; revient a celle
de coefficients (z1, ..., z,) € R" tels que z1Cy + - - - + z,,C,, = 0,,, 1. L’équivalence voulue en
résulte immédiatement.
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Proposition VI.5.3.2. Supposons que C1, ..., C,, sont des éléments de M,, 1(R). Notons A €
M,,.n(R) la matrice dont les vecteurs-colonnes sont les vecteurs C', . . ., Cy,. La famille C, . . ., C,,
est libre si et seulement si pour tout B € M, 1(R), I’équation matricielle AX = B admet au
plus une solution X € M, ;(R).

Supposons que (1, ..., C, soit libre. Soit B € M,, 1(R). Montrons que AX = B admet
au plus une solution dans M,, ; (R). Supposons que X et X’ soient deux solutions, c’est-a-dire
que AX = Bet AX' = B.Considérons Y := X' — X € M,,1;(R).Ona AY = A(X' — X) =
AX' — AX = B — B = 0,,,. D’aprés la proposition VL5.3.1, on a Y = 0,,;, c’est-a-dire
X' — X =0,,,donc X' = X.Léquation AX = B admet donc au plus une solution dans
M, 1(R).

Proposition VI.5.3.3. SoitC4, ..., C, une famille de vecteurs-colonnes appartenant a M,, 1 (R).
On note A € M,,,(R) la matrice dont les vecteurs-colonnes sont C1,...,C,. Notons A’ €
M, »(R) soit une matrice échelonnée obtenue a partir de A en effectuant des opérations élé-
mentaires sur les lignes. La famille (C4,...,C,,) est libre si et seulement si la matrice A’ an
pivots (autrement dit, il y a un pivot sur chaque colonne).

En effet, si on considére A — ( A ‘ 0 ) € My ni1(R) et Al = ( A ‘ 0 ) € My, n+1(R) les
matrices augmentées associées aux systémes formulés matriciellement AX = 0et A’X =0
respectivement, alors Al peut étre obtenu a partir de A en effectuant des opérations élémen-
taires sur les lignes.

Le systéme associé a la matrice augmentée A’ est évidemment compatible (puisque le vec-
teur nul est solution). La famille (', . . ., C), est libre si et seulement si ce systeme possede 0,, ;
comme unique solution, c’est-a-dire s’il n’y ait aucune variable secondaire, autrement dit que
toutes les variables soient principales, ce qui signifie qu'un pivot se trouve sur chacune des n
colonnes de A’.

Corollaire VI.5.3.4. Soit C, ..., C, une famille de vecteurs-colonnes appartenant a M,, 1(R).
Sin > m+ 1, alors Cy,...,C, est une famille liée : il existe des coefficients (z1,...,T,) €
R" — {(0,...,0)} tels que ,Cy + - - - + x,C,, = 0.

On utilise le critére de la proposition V1.5.3.3. Si on note A’ € M,, ,(R) une matrice éche-
lonnée obtenue par opérations élémentaires sur les lignes a partir de la matrice A dont les co-
lonnes sont C4, ..., C,, alors A" a au plus m pivots puisque A" a m lignes. Comme n > m+1,
la matrice échelonnée A’ ne peut pas avoir n pivots, donc ne peut pas en avoir un sur chaque
colonne : les vecteurs (1, . . ., (), ne forment pas une famille libre.

V1.6. Familles génératrices de M, 1(R)

Définition V1.6.1. Supposons que C, . .., C,, est une famille de n éléments de M,, 1(R). On dit
que (C1,...,C,) est une famille génératrice (de M,, 1(R)) si tout élément B € M, (R) peut
s’écrire sous la forme B = x,Cy + --- + x,C,, pour des coefficients (x1,...,z,) € R" bien
choisis.

Autrement dit, Cy, . . ., C,, est une famille génératrice (de M,, 1(R)) si tout élément de M,, 1 (R)
est combinaison linéaire des vecteurs C', ..., C,,. Ceci se reformule aussi en énongant I’égalité

Vect(Cl, c. ,Cn) = Mm71(R>.
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Exemple V1.6.2. Dans M, 1(R), les vecteurs C; = ( (1) ) et Cy = ( (1) ) forment une famille

génératrice.

Proposition VI.6.3. Supposons que C, ..., C, soient des éléments de M,, ,(R). Notons A =
( cCi ... C, ) € M,, »(R) la matrice dont les vecteurs-colonnes sont les vecteurs C1, . .., C,,.
Soit A" € M,,(R) une matrice obtenue d partir de A en effectuant une opération élémentaire
sur les lignes. Notons C'{, ..., C!, les vecteurs-colonnes de A’.

Alors, Cy, . .., C,, est une famille génératrice de M,, 1 (R) si et seulement si C1, ..., C) est une
famille génératrice de M, 1(R).

Pour démontrer cette proposition, on commence par le lemme suivant :

Lemme VI.6.4. On conserve les notations de la proposition précédente. Soit B € M,, 1(R). On
note B' € M,,1(R) le vecteur-colonne obtenu en appliquant a B la méme opération élémentaire
sur les lignes que celle effectuée sur la matrice A pour obtenir A’.

Alors, B € Vect(Ch,...,C,) siet seulement si B’ € Vect(C7,...,C}).

Notons M := (A‘B) = (C’1 C’n‘B) € My (R) et M = (A"B’ ) =
(Cf ... C,|B') € Myn1(R).

Par hypothése, les matrices augmentées M et M’ sont équivalentes. Les systemes d’équa-
tions linéaires associés a M et M’ ont donc les mémes solutions. Par conséquent, le systéme
d’équation associé a M posséde (au moins) une solution (c’est-a-dire B € Vect(C,...,C),))
si et seulement si le systéme d’équation associé a M’ posséde (au moins) une solution (c’est-
a-dire B’ € Vect(Cy,...,C)).

Revenons 4 la démonstration de la proposition [VL6.3. Supposons que C, ..., C" soit une
famille génératrice de M,,1(R), montrons que C',...,C, est aussi génératrice. Soit B €
M,,1(R). Notons B" € M,,1(R) le vecteur défini dans I'’énoncé du lemme ci-dessus. Par
hypothése, B’ € Vect(Cy,...,C!), donc I'équivalence donnée dans le lemme montre que
B e Vect(CY,. .., C,). Ceci étant vrai pour tout B € M,,;(R), on a montré que C4,...,C,
était une famille génératrice de M,, ; (R).

On a montré un des deux sens d’implication dans 1’énoncé de la proposition V1.6.3. Pour
démontrer la réciproque, il suffit de remarquer que dans les hypothéses, si on peut obtenir A’
a partir de A en effectuant une opération élémentaire sur les lignes de A, alors d’aprés I’argu-
ment vu dans la démonstration de proposition [V.2.4, on peut aussi obtenir A a partir de A’ en
effectuant une opération élémentaire sur les lignes. En utilisant 'implication déja démontrée
en échangeant les roles des familles C, ..., C, et C}, ..., C/, on obtient '’équivalence voulue.

Théoreme VI.6.5. Supposons que C,...,C, soient des éléments de M,, (R). Notons A =

( ¢, ... C, ) € M, ,(R) la matrice dont les vecteurs-colonnes sont C, . .., C,,. Notons A’
une matrice échelonnée obtenue en effectuant des opérations élémentaires sur A.
Alors, C1, ..., C, est une famille génératrice si et seulement si A’ contient un pivot sur chaque

ligne (autrement dit, si A’ n’a pas de ligne formée uniquement de zéros).

D’aprés la proposition [VL.6.3, le fait que les vecteurs-colonnes d’une matrice engendrent
M, 1(R) est invariant par opérations élémentaires. On peut donc supposer que A" = A. Par
ailleurs, la position des pivots est inchangée quand on met une matrice échelonnée sous forme
échelonnée réduite. On peut donc supposer que A = A’ est une matrice échelonnée réduite.
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Si A posséde une ligne de zéros (par exemple sur la derniére ligne), alors la derniére coor-
0

donnée de tous les vecteurs C; est nulle, donc il est évident que le vecteur | ° | n’appartient

pas a Vect(C1, ..., C,) donc cette famille n’est pas génératrice.

Si au contraire toutes les lignes de la matrice échelonnée réduite A sont non nulles, c’est-
a-dire que pour tout i € {1,...,m}, la i-iéme ligne contient un pivot sur la ¢;-iéme colonne,
alors le caractére échelonné réduit de A implique que le ¢;-iéme vecteur-colonne de A est le
vecteur F; :

E=|1]eM.iR

i

0
ou le coefficient égal a 1 est sur la i-eme ligne. Par conséquent, tous les vecteurs F, ..., E,,
appartiennent a Vect(C, ..., C,) qui est donc égal a M,, ; (R) tout entier.

Corollaire V1.6.6. Supposons que C', ..., C,, soient une famille de vecteurs-colonnes apparte-
nant a M, 1(R). (Si on note A € M, ,,(R) la matrice dont les vecteurs-colonnes sont Cy, . .., C,,
alors la matrice A est carrée : elle posséde le méme nombre de lignes que de colonnes, et on note
Ae M,(R) = M,,(R).)

Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) Cy,...,C, est une famille libre;

(ii) Ch,...,C, est une famille génératrice de M, 1(R).

Si on note A’ € M,,(R) une matrice échelonnée obtenue en partant de A et en effectuant
des opérations élémentaires sur les lignes. La condition (i7) se traduit en disant que A’ posséde
un pivot sur chaque ligne. Si (i7) est vrai, on peut noter ¢; < ¢ < -+ < ¢, les numéros des
colonnes sur lesquels se trouvent les pivots. Comme 1 < ¢; < --- < ¢, < n, on a forcément
¢; = i pour tout i € {1,...,n}, donc chaque colonne de A’ posséde un pivot, donc (i) est vrai
d’aprés la proposition [VL.5.3.1.

Réciproquement, si () est vrai, la proposition , montre que A’ posséde un pivot sur
chaque colonne, donc posséde n pivots, ce qui implique que toutes les lignes de A’ sont non
nulles, donc A’ posséde un pivot sur chaque ligne, donc (i) est vrai d’aprés le théoréme [VL6.5.

Corollaire V1.6.7. SiC et Cy sont deux vecteurs non-colinéaires dans My 1 (R), alors ils forment
une famille génératrice de My 1 (R).

Corollaire V1.6.8. Soit C, ..., C,, une famille de vecteurs-colonnes appartenant a M,, ;1 (R). Si
n < m, alors Cy,...,C, n’est pas une famille génératrice de M,, 1 (R).

En effet, si A’ € M,, »(R) est une matrice échelonnée obtenue en effectuant des opérations
élémentaires sur la matrice A dont les colonnes sont les vecteurs C1, ..., C,, alors comme
A’ posséde n colonnes, elle posseéde au plus n pivots. Comme n < m, A’ ne peut pas avoir
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m pivots, donc d’apres le critére du théoréme VL6.3, la famille C,, ..., C, n’engendre pas
M1 (R).

V1.7. Dimension

Proposition VI.7.1. Supposons que C1, . .., C,, soient des éléments de M,, 1(R). Introduisons le
sous-espace vectoriel F' := Vect(C1,...,C,) C M, 1(R) de M, ;(R).
Soit (V1, ..., Vys) une famille de d’éléments de F'. Sin' > n, alors (V1,...,V,/) n’est pas libre.

Notons A = ( cy ... Gy ) € M,,,(R) la matrice dont les vecteurs-colonnes sont les
Ci.
Pour tout ¢ € {1,...,n'}, le fait que V; appartienne a F' signifie que V est combinaison
linéaire de C1, . .., C,, autrement dit qu’il existe W; € M,, 1(R) tel que V; = AW;.

On dispose ainsi de n’ vecteurs W1, ..., W, dans M,, ;(R). D’aprés le corollaire V1.5.3.4, le
fait que n’ > n implique qu’il existe des coefficients (xy,...,z,) € R*™ — {(0,...,0)} tels
que

Wi+ +2, Wy =0

En multipliant a gauche par la matrice A, on obtient :
:1:1‘/1 g xn,vn, — xlAWI + o+ l‘n,AWn/ = A(Q:lWl + o+ I’n/Wn/) =0
On a bien montré que la famille (V;,..., V) était liée.

Définition V1L.7.2. Soit F' un sous-espace vectoriel de M,, 1(R). La dimension de F' est le maxi-
mum des cardinaux des familles libres d’éléments de F'. On note dim F’ cette dimension.

On sait déja que le cardinal d’une famille libre dans M, ; (R) est majoré par m. Les axiomes
fondamentaux portant sur les entiers naturels justifient I'existence de entier d := dim F'.

Sid := dimF), il est évident qu’il existe une famille libre (V3,...,V,) d’éléments de F.
Jaffirme qu’on a alors F' = Vect(V4, ..., Vy). En effet, sinon, compte tenu du fait que I'on a
Vect(V1, ..., Vy) C F, on obtiendrait 'existence d'un W € F' tel que W & Vect(V1,..., Vy).
On montrerait alors facilement que la famille (V3, ..., V;, W) serait libre, ce qui contredirait
la maximalité de d. On a donc F' = Vect(Vy, ..., Vj).

Inversement, si on dispose d’une famille libre (W7, ..., W,) de vecteurs de F telle que F' =
Vect(W1, ..., W,), alors dim F' = e. En effet, par définition de dim F’, on a bien siir dim F' > e,
mais la proposition donne 'autre inégalité dim F' < e. On a ainsi montré :

Proposition VI.7.3. Soit I’ un sous-espace vectoriel de M,, 1(R). Si (W1, ..., W.) est une fa-
mille libre de vecteurs de F' telle que F' = Vect(W1y,...,W,), alorsdim F' = e.
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VIIL.1. Un exemple
Considérons un systeme de trois équations linéaires en quatre variables :

Ty + 21’2 + 3.7}3 + 41’4 = 7
5ZL‘1 + 6ZE2 + 71’3 + 81’4 11
9!131 —f- 1OZE2 + 111‘3 —I— ]_2174 = ]_5

La matrice augmentée associée est

1 2 3 4|7
M=|5 6 7 8|11
9 10 11 1215

Quand on applique 'algorithme du pivot de Gauss a ce systéme, on obtient finalement la
matrice échelonnée réduite ci-dessous :

10 -1 =-2|-5
M~M=01 2 3| 6
00 0 0 O

Ce systeme est compatible, les variables principales sont x; et x5, tandis que les variables
secondaires sont x3 et x4. Le systéme associé a la matrice augmentée M’ se reformule en :

Iy = ZL‘3+2!L‘4—5
To = —2I3—3{L‘4—|—6

Les solutions (identifiées a des vecteurs) sont donc les vecteurs-colonnres de la forme sui-
vante, pour (3, 2,4) € R?:

T3+ 2x4 — 5 1 2 -5
—2x3 —3w4+6 | -2 -3 6
25 i TN Bk IR Bl Y

T4 0 1 0
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Si on introduit les vecteurs-colonnes suivants

1 2 -5
—2 -3 6
0 1 0

les solutions sont les vecteurs de la forme X, + t,V; + t,V5 pour (t1,t,) € R?, et chaque
solution s’écrit de facon unique sous cette forme. (Et il se trouve que dans le cas présent, ¢; et
to correspondent respectivement aux coordonnées x3 et x,4.)

VIL.2. Solutions aux systémes homogeénes

Proposition VIL2.1. Soit ' C M, ;(R) I'ensemble des solutions a un systéme de m équations
linéaires homogeéne. Il existe alors une famille libre V1, ..., V, d’éléments de M, 1(R) telle que
F =Vect(Vy,..., Vy).

Plus précisément, tout élément de I s’écrit de maniére unique sous la forme t;V; + - - - +t,Vy
pour (t1,...,t5) € R%

En outre, on a l'inégalité d > n — m.

Supposons que F' = {X € M, ;(R), AX =0} ou A € M, ,(R).
On peut appliquer 'algorithme du pivot de Gauss & A pour obtenir A’ € M,, ,,(R) échelon-
née réduite. On a alors :

F={X € M,,(R), AX =0}

Puisqu’il est homogene, le systeme est forcément compatible. En procédant comme dans
I'exemple VIL1, on peut noter I C {1,...,n} 'ensemble des indices correspondant aux va-
riables principales et J C {1,...,n} I'ensemble des indices associés aux variables secondaires.
(Dans 'exemple, on avait [ = {1,2} et J = {3,4}.)

Comme la matrice échelonnée A’ a m lignes, elle posséde au plus m pivots, donc le cardinal
de I est < m. Par conséquent, le cardinal d de J vérifie d > n — m.

Comme A’ est échelonnée réduite, I’équation matricielle A’X = 0 se reformule en un sys-
teme tel que pour tout 7 € /, on a une équation exprimant x; en fonction des variables secon-
daires x; pour j € J.

De facon similaire a I'exemple VIL1, pour chaque j € J, ¢’est-a-dire pour chaque variable
secondaire z;, on peut déterminer un vecteur-colonne V; € M, 1(R) tel que les solutions
s’écrivent de maniéere unique :

Z xZ; Wj

jeJ
Si on choisit une énumération ji,. .., j; des éléments de J, on peut poser V}, := W, pour
ke {1,...,d}, et alors les solutions, c’est-a-dire les éléments de F' sont exactement les com-

binaisons linéaires ¢1V; + - - - + t4Vj. Le fait que I'écriture soit unique fait que la famille de
vecteurs V7, ...,V est libre.

Remarque VII.2.2. L’algorithme du pivot de Gauss utilisé dans la démonstration permet d’obte-
nir une famille de vecteurs V1, . . ., V; qui convienne, mais il n’y a pas unicité. Cependant, l’entier
d est unique : en effet, d = dim F'.
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VIL.3. Cas général

Proposition VIL.3.1. Notons G C M, 1(R) I’ensemble des solutions a une équation matricielle
AX = B d’inconnue X € M, 1(R) pour A € M,, ,(R) et B € M,,(R).

Notons F' C M, 1(R) 'ensemble des solutions a I’équation matricielle homogéne AX = 0.

Si G est non vide, choisissons X € G. Alors, les éléments de G sont exactement ceux de la forme
Xo+ U avecU € F. Sion note (V1,...,V,) une famille libre telle que Vect(Vi,..., V) = F
(cf. proposition [VIL2.1), alors les éléments de G sont exactement les éléments de la forme

Xo+hVi+---+tiVay

pour (ty,...,tq) € R% et chaque solution peut s’écrire de facon unique sous cette forme.

Fixons Xy € G. Si X € M, 1(R), alors I'équation AX = B équivaut a AX = AX,, cest-
a-dire A(X — Xy) = 0, autrement dit X — X, € F, c’est-a-dire qu’il existe U € F tel que
X = Xy + U. La proposition résulte alors aussitot de la description des solutions dans le cas
homogene.

Remarque VIL.3.2. Avec les notations ci-dessus, on dit que X est une solution particuliere d
Péquation AX = B. On a montré qu’une solution a 'équation AX = B s’écrit de facon unique
Xo+ U ouU est une solution a I’équation matricielle homogéne AX = 0.

Remarque VIL3.3. Les points abordés dans les chapitres|V] et[VIl seront approfondis au deuxiéme
semestre.
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VIII.1. Application linéaires

Définition VIIL.1.1. Soit A € M,, ,(R).SiX € M, 1(R), on a définile produit AX € M,,;(R)
(cf. définition [[V.3.1.1).

On peut noter oc: M, 1(R) — M, 1(R) Uapplication qui a un vecteur-colonne X € M, 1(R)
associe (X ) := AX € M,,1(R).

1 2
Exemple VIII.1.2. SiA= | 3 4 |, alors pour tout X = ( o ) € My1(R),ona:
5 6 2
1 2 xr, + 21‘2
AX =21 3 | +z2-| 4 | = | 3z;+42s
5 6 51’1 + 61‘2
Ainsi, Uapplication oc: My 1(R) — Ms 1 (R) est caractérisée par le fait que pour tout (x1,x5) €
R% ona:
. 1+ 279
« ( ! ) = | 3z1+4xs
L2

5IL‘1 + 61’2

Définition VIIL.1.3. Supposons que m et n soient deux entiers. Soit f: M, 1(R) — M,,1(R)
une application. On dit que f est une application linéaire si pour tous X € M, 1(R),Y € M, 1(R)
et A € R, on a les identités suivantes dans M,, 1(R) :

i) f[(X+Y)=f(X)+ f(Y);

(ii) f(AX) = Af(X);

Proposition VIIL.1.4. Soit A € M,, ,(R). Notons oc: M, 1(R) — M,, 1(R) Iapplication asso-
ciée a A par la définition ra(X) = AX.
Alors, ac: My, 1(R) — M, 1(R) est une application linéaire.
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Avec les notation de la définition |VIIL.1.3, cela provient des regles de calculs déja vues :

a(X+Y) = A (X+Y)=AX+AY =a(X) +aY)
a(AX) = A-(AX)=A-(AX) = Aa(X)
Proposition VIIL.1.5. Si f: M, ;(R) — M,,1(R) est une application linéaire. Il existe une
unique matrice A € M,, ,,(R) telle que pour tout X € M, 1(R), on ait f(X) = AX.

On dit que A € M, ,,(R) est la matrice de 'application linéaire f: M, 1(R) = M,,1(R), et
on la note A := Mat(f).

Pour tout i € {1,...,n}, notons E; := € M, 1(R) le vecteur-colonne ou le coeffi-

O =

0
cient 1 est sur le case (1,1).
Soit f une application linéaire comme dans ’énoncé. Notons V; := f(E;) € M,, 1(R). Pour
tout (z1,...,x,) € R", notons
Zy
X —

Tn

On abiensir X = 21 F; + - - - + x, F,. En utilisant la linéarité, on obtient :

[(X) = fmBr+-- 2, B,)
= [f(@mE) +- -+ f(zaEy)

Sion note A € M, 1(R) la matrice dont les vecteurs-colonnes sont Vi, ..., V,, on vient de
montrer que
Ceci montre 'existence de A. Pour 'unicité, il suffit d’observer que si A convient, alors pour

touti € {1,...,n}, lai-iéme colonne de A est AE; = f(FE;) = V.

Proposition VIIL.1.6. Supposons que f: M, 1(R) — M,,1(R) et g: M,,1(R) — M,;(R)
soient deux applications linéaires. Alors, Uapplication composée go f: M, 1(R) — M, 1(R) (qui
est Uapplication qui a X € M, 1(R) associe g(f(X))) est une application linéaire.

Si X et Y sont des éléments de M,, 1(R) et A € R, la linéarité de f et g impliquent

(o NX+Y) = g(f(X+Y)) =g(f(X)+ f(Y))
= g(f(X)) +9(f(Y))
= (9o H(X) +(go N)Y)
(go IAX) = g(f(AX)) = g(Af(X))
(

)
= M(f(X)) = A(g © f)(X))
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VIIL.2. Interprétation géométrique

Définition VIIL.1.7. Soit n € N. L’application identité M, 1(R) — M, 1(R) qui a X associe

X a pour matrice la matrice identité 1,, :

1 0 0
0 1 0
L= | : : | € M,(R)
0 .. 0
0 0 1

VIIL.2. Interprétation géométrique

Supposons que 'on dispose d’une matrice A € M,, ,,(R) qui corresponde a une application
linéaire f: M, 1(R) — M,,1(R).

Notons E1, . .., E, les vecteurs introduits précédemment, et notons pour touti € {1,...,n},
Vi := AE; = f(F;).Les V; sont les vecteurs-colonnes de A.
T
SiM = € M, 1(R), on a alors :
Tn

M = $1E1 + -+ l’nEn € Mn,l(R)
et donc si on note M’ := f(M),ona:
M =z Vi+ - +2,V, € M1 (R)

Dans le cas m = n = 2, I'application f va de M5 (R) dans lui-méme, et on peut I'identifier
a une application R? — R?, c’est-a-dire du plan dans lui-méme.

. , , 1
Dans les exemples suivants, on a représenté en rouge les vecteurs £ = ( 0 ), B, =
0 : ) ) , , ,
1) et trois points points M;, M, M3 fixés. On a représenté en bleu deux vecteurs V; =

f(Ey) et Vo = f(E,), ainsi que les points M| := f(M;), M} := f(Ms) et M§ := f(Ms), ou f
est I'application linéaire associée a la matrice A € M »(R).

Symétrie orthogonale d’axe (Ox) : f ( z )

Il
VR
|

< K
~~
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Symétrie centrale de centre 'origine O : f ( g ) = ( :; )

g ) vag M3 (g My
AN

Homothétie de centre l'origine O et de rapport 2 : f ( Z ) = ( gz )
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VIIL3. Multiplication des matrices

S

Rotation d’angle 5 : A = % ( _1 1 )

VIIL.3. Multiplication des matrices

Pour le moment, comme produits matriciels, nous n’avons utilisé que le cas de produits AX
ou X est un vecteur-colonne qui a autant de cases que A posséde de colonnes.

Définition VIIL3.1. Supposons que B € M, ,,(R) et A € M,, ,,(R) soient deux matrices (telles
que le nombre de colonnes de B soit égal au nombre de lignes de A).

On note BA ou B - A € M, ,(R) la matrice de I'application linéaire p: M, 1(R) — M,1(R)
définie par p(X ) := B(AX).

Autrement dit, par définition, la proposition suivante est vraie :

Proposition VIIL3.2. Supposons que f: M, 1(R) — M, 1(R) et g: M,,1(R) — M,;(R)
soient deux applications linéaires, alors

Mat(g o f) = Mat(g) - Mat(f)

1
Exemple VIIL.3.3. Si B := 0

et A = ( 21)) i ), on peut noter f: My (R) —

M, 1 (R) Uapplication linéaire associée a A et g: My, (R) — Mj1(R) celle qui est associée a B.
On a les formules suivantes pour tous réels x1, xs, Y1,y :

€T €T 1 x 1+ 2z
o) =a(m)=0Ga)(m)-(asin)
1 Y1
U1 . U1 . n _
g(yz) _B(y2>_ ! (m)_ "

Y1+ Y2
Pour calculer (g o f) ( 2 ) =g (f ( i; )), il s’agit de faire ci-dessus les substitutions

—_ o N
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Y1 = 11 + 229 et Yo := 3x1 + 49, ce qui donne :

T + 224
(9#)(?) = 321 + 4,
2 (x1 + 2m9) + (3x1 + 4o)
1+ 279
= 31+ 4o
41 + 629

On reconnait alors que la matrice de 'application linéaire g o f est :

1
Mat(go f)=C = | 3
4

O = DO

En effet, pour tout (z1,72) € R?, ona:

won(2)=c(2)

Par définition, on en déduit que BA = C, c’est-a-dire :
1 0 1 2
0 1 ( ; Z ) = 3 4
1 1 4 6

La fagcon de procéder ci-dessus est tres compliquée. Il est possible de calculer un produit
matriciel de facon beaucoup plus simple, en se ramenant au cas déja étudié du produit d’'une
matrice avec un vecteur-colonne :

Proposition VIIL3.4. Supposons que B € M, ,(R) et A € M,, ,(R) soient deux matrices

(telles que le nombre de lignes de A soit égal au nombre de colonnes de B). Notons Ay, ..., A, les
vecteurs-colonnes de A.
Alors, la matrice BA € M, ,(R) est la matrice dont les vecteurs-colonnes sont BA,, ..., BA,.

En effet, on a vu que pour tout i € {1,...,n}, on avait A;, = AE; ou E; € M,;(R)
est le vecteur précédemment introduit. Si on note f et g les applications linéaires associées
respectivementa A et B,onaainsi f(E;) = AE; = A;,puis (go f)(E;) = g(f(E)) = g(4;) =
BA;.Pourtouti € {1,...,n}. (go f)(E;) est le i-éme vecteur-colonne de Mat(g o f) = BA,
et on vient de montrer que c’était BA,;.

Exemple VIIL.3.5. Avec cette méthode, pour calculer le produit
10 1 92
01 3 4
11
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il suffit de calculer :

10 1
01 (;>: 3
1 1 4
10 2
o) ()=
1 1 6
et donc
10 1 2
1) (5 2)-(5
11 4 6

Alternativement, on dispose d’une formule faisant intervenir trois indices :

=Ht=J =

M, n(R), alors le coefficient en position (i, j) de la matrice BA € M, ,,(R) est :

= I e e

m
> bk = birar; + bisaz; + - + byt
k=1

(les coefficients qui apparaissent dans la formule sont ceux de la i-iéme ligne de B et ceux de la
j-iéme colonne de A.)

Remarque VIIL.3.7. Si A et B sont deux matrices telles que le produit BA soit défini, suivant
les dimensions de ces matrices, il se peut que AB n’ait pas de sens (par exemple B € Ms »(R) et
A€ My5(R)).

Si les deux produits AB et BA ont un sens et que ces deux matrices ont la méme dimension, il
arrive trés souvent que BA # AB.

VIIL.4. Regles de calcul

Un certain nombre de régles de calcul ont déja été énoncées dans la proposition [V.3.2.2.

Proposition VIIL.4.1 (Associativité). Supposons que 'on dispose de trois matrices,

— A€ Mgp(R);

— B e M,,(R);

— C € M,,,(R).
Il est alors possible de calculer AB € M, ,(R), et donc (AB)C' € M, ,,(R). Par ailleurs, on peut
calculer BC' € M, ,(R), et donc A(BC) € M, ,(R).

Alors, on a (AB)C = A(BC) € M,,(R). On peut simplement noter ABC' := (AB)C =
A(BC).

Notons h: M, 1(R) = M,,1(R) I'application linéaire associée a C, g: M,,1(R) — M,1(R)
I'application linéaire associée a B et f: M,;(R) — M, (R) I'application linéaire associée a
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Par définition, on a :

AB = Mat(fog)

BC = Mat(goh)
(AB)C = Mat((fog)oh)
A(BC) = Mat(fo(goh))

Par définition, pour tout X € M, ;(R),ona:
((fog)oh)(X) = (f 0 9)(h(X)) = f(g(h(X)))
(f o (goh))(X) = f((goh)(X)) = fg(h(X)))

Par conséquent, (f o g) o h = f o (goh):c’est un cas particulier de I’associativité de la
composition des applications. Ce composé peut étre noté f o g o h. On en déduit :

(AB)C = A(BC)
Proposition VIIL4.2. Supposons que A € M,, ,,(R). On a alors :
L, -A=A=A"1,

En effet, si on compose 'application linéaire f: M, ;(R) — M,,1(R) associée a A avec
I'identité de M,, 1(R) d’un coté ou avec 'identité de M, ; (R) de 'autre c6té, on obtient f.

VIIL.5. Noyau, image

La terminologie introduite dans cette section n’est pas exigible a I’examen, mais ce sont des
notions essentielles qui seront approfondies au deuxiéme semestre.

Définition VIIL5.1. Soit f: M, 1(R) — M,, 1(R) une application linéaire. On note ker f, et
on appelle « noyau de f », 'ensemble des vecteurs X € M,, 1(R) tels que f(X) = 0.

Dans la notation, « ker » est ’abréviation de kernel.

Avec ces notations, si on note A := Mat(f) € M,,,(R), alors le noyau ker f est '’ensemble
des vecteurs-colonnes X tels que AX = 0. Ainsi, ker f est 'ensemble des solutions d’un
systéme d’équations linéaires homogéne : c’est un sous-espace vectoriel de M,, 1 (R).

Définition VIIL5.2. Soit f: M, 1(R) — M,,1(R) une application linéaire. On noteim f, et on
appelle « image de f », U'ensemble des vecteursY € M,, 1(R) pour lesquels il existe X € M, ;(R)
tel que Y = f(X).

Si on note encore A := Mat(f), et que l'on introduit A4, ..., A, les vecteurs-colonnes de
A, alorsim f = Vect(A;, ..., A,) : cest un sous-espace vectoriel de M,, 1 (R).
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IX.1. Caractérisations

Définition IX.1.1. Soit A € M, ,,(R). On dit que la matrice A est inversible s’il existe une
matrice A~! € M, ,,(R) telle que

A AT =1, e ATT-A=1,
On dit que A" est la matrice inverse de A.

Si A est inversible, la matrice A~! est unique. En effet, si B € M, m(R) vérifie aussi AB =
I, ona:

A'AB = (A'A)B=1,B=20B
= A'AB)=A4"1"1,=A"

donc B = A1

On rappelle qu'une matrice carrée est une matrice qui a autant de lignes que de colonnes,
c’est-a-dire qu’elle appartient a M, (R) := M,, ,(R) pour un certain entier n.

Proposition IX.1.2. Si A est une matrice inversible, alors A est une matrice carrée.

Notons m et n les entiers tels que A € M,, ,(R), et A~* € M, ,,(R). Notons A’ € M,, ,(R)
une matrice échelonnée obtenue a partir de A en effectuant des opérations élémentaires sur
les lignes.

Etudions la condition A™'A = I,,. Considérons un vecteur-colonne X € M, ;(R).Si AX =
0,,, alors X = I,X = A'AX = A~'0,, = 0,, donc X = 0. Ceci signifie que le systéme
linéaire homogéne formulé matriciellement sous la forme AX = 0,,, posséde 0,, comme unique
solution. Ce systéme (compatible) ne posséde donc pas de variable secondaire, c’est-a-dire que
A’ possede un pivot sur chaque colonne, autrement dit A’ posséde exactement n pivots.
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Etudions maintenant la condition AA™! =1,,,. Soit Y € M,, ;(R).Sionpose X := A7'Y €
M, 1(R), on obtient AX = AA™'Y =1, Y =Y. Ceci étant vrai pour tout vecteur-colonne Y,
on a montré que si on note Ay, ..., A, les vecteurs-colonnes de A, alors Vect(A;, ..., A,) est
égal & M, 1 (R). D’apres le théoréeme VL6.5, ceci signifie que A’ posséde un pivot sur chaque
ligne, c’est-a-dire que A’ posséde exactement m pivots.

En combinant les deux conditions obtenues, le nombre de pivots de A’ est m = n, donc A
est une matrice carrée.

Compte tenu de la proposition précédente, il n’est réellement intéressant de se demander si
une matrice est inversible que s’il s’agit d'une matrice carrée.
Dans la proposition suivante, comme on I’a déja fait précédemment, on note

0

0
le vecteur-colonne ou le coefficient 1 est sur la i-ieme ligne.

Proposition IX.1.3. Soit A € M, (R). Les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) A est inversible;
(ii) pour toutY € M, 1(R), il existe X € M, 1(R) tel que AX =Y ;
(iii) pour touti € {1,...,n}, il existe X; € M, 1(R) tel que AX; = E;.
(iv) il existe W € M, (R) tel que AW =1,,.

(i)=>(ii). Si A est inversible d’inverse A~*, alorssiY € M, ;(R), on peut poser X := A~'Y,
etonaalors AX = (AA™HY =LY =Y.

(ii)=>(iii). Supposons (ii). Pour tout i € {1,...,n}, on peut appliquer la condition (ii) avec
Y := E,, on obtient alors un vecteur-colonne X; € M, 1(R) tel que AX; = E,.

(iii)==>(iv). Supposons (iii). Notons X; € M, ;1(R) des vecteurs-colonnes tels que AX; =
E; pour tout i € {1,...,n}.Notons W = ( X; ... X, ) € M,(R) la matrice dont les
vecteurs-colonnes sont les vecteurs X;. Par une des caractérisations du produit matriciel, AW
est la matrice dont les vecteurs colonnes sont AX; = FE;, c’est-a-dire que AW =1,,.

(iv)=(i). Notons W € M,,(R) une matrice telle que AW = I,,. D’aprés un des arguments
donnés dans la démonstration de la proposition [X.1.7, si on note A’ une matrice échelonnée
obtenue a partir de A par opérations élémentaires sur les lignes, alors A’ posséde un pivot sur
chaque ligne, et donc aussi sur chaque colonne. Si on note Ay, ..., A, les vecteurs-colonnes
de A, alors (Ay, ..., A,) est une famille libre, c’est-a-dire que I’équation matricielle AX = 0,
avec X € M, (R) admet X = 0,, comme unique solution. Notons D := WA —1I,. On a
AD = AWA-A=(AW)A-A=1,A-A=A—-A=0,, Onamontré AD =0 €
M, (R). Si on note Dy, ..., D, les vecteurs-colonnes de D, ceci signifie que AD; = 0 pour
touti € {1,...,n}, et on a vu que cela impliquait D; = 0. Par conséquent, D = WA — I, est
la matrice nulle, donc W A = I,,. Finalement, on a AW = WA =1,,, donc A est inversible et

ATl =Ww.
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IX.2. Cas de la dimension 2

Remarque IX.1.4. Siles conditions équivalentes de la proposition précédente sont vérifiées, alors
dans les conditions (ii), (iii), (iv), les matrices dont ’existence est affirmée sont uniques.

Proposition IX.1.5. Soit A € M,,(R) une matrice inversible. Soit Y € M, 1(R).
Alors, le systéme d’équations formulé matriciellement sous la forme AX =Y (avec X €
M, 1(R)) posséde une unique solution qui est X = A~'Y.

En effet, si AX = Y, alors en multipliant & gauche par A~!, on obtient X = I, X =
A7'AX = A~'Y . Réciproquement, si on pose X := A7'Y,onabien AX = A~1AY =Y.

IX.2. Cas de la dimension 2

a b

Proposition IX.2.1. Soit A = ( e d > € M5(R). On rappelle que le déterminant det A est

défini par :
a b
d

La matrice A est inversible si et seulement si det A # 0.

Sidet A # 0, alors :
1 d —b
A7l =
det A ( —Cc a )

Il a été vu au cours de la démonstration de la proposition que si A est inversible,

det A =

':ad—bc

alors ses vecteurs-colonnes (ici, ( CCL ) et ( Z )) forment une famille libre. D’apres la propo-

sition V1.5.2.3, ceci signifie que det A # 0.

Il s’agit de montrer la réciproque. Commencons par observer que si on note
d —b
B := < >
—c a

AB:(detA 0 )

alors on a toujours :

0 detA
Ainsi, si det A # 0, on peut noter W := ﬁB etona
AW - IQ

D’aprés la condition (iv) de la proposition [X.1.3, on obtient que A est inversible, et son inverse
est IW.

IX.3. Calcul de ’'inverse

Proposition IX.3.1. Soit A € M, (R). Soit A" une matrice échelonnée obtenue a partir de A en
effectuant des opérations élémentaires sur les lignes.

La matrice A est inversible si et seulement si la matrice A’ posséde n pivots (sur les cases (i,1)
pouri € {1,...,n})

Si on suppose de plus que A’ est échelonnée réduite, alors A est inversible si et seulement A’ = 1,,.
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IX. Inverse d’une matrice

La condition énoncée sur les pivots de A’ (qui se traduit par A’ = I,, dans le cas ou A’
est échelonnée réduite) signifie, d’aprés les résultats du chapitre [V que les vecteurs-colonnes
de A forment une famille a la fois libre, et génératrice de M, ;(R), ou encore que pour tout
B € M, 1(R), 'équation matricielle AX = B posséde une unique solution X € M, ;(R).
D’aprés les caractérisations de la proposition [X.1.3, on obtient immédiatement I’équivalence
avec le fait que A soit inversible.

Remarque IX.3.2. Si Vi,...,V,, sont les vecteurs-colonnes de la matrice A € M,(R), alors
la proposition précédente permet de dire que la matrice A est inversible si et seulement si les
vecteurs V1, ..., V, forment une famille libre (puisque cette condition se traduit aussi par le fait
que A’ posséde un pivot sur chaque colonne), et c’est aussi équivalent au fait que les vecteurs
Vi, ..., V, forment une famille génératrice de M, 1(R) (présence d’un pivot sur chaque ligne de

A'), cf. corollaire[VL6.4).

On a vu a la proposition que pour déterminer I'inverse d’une matrice inversible A &
M, (R), il s’agissait de déterminer pour tout i € {1,...,n}, I'unique vecteur-colonne X; €
M, 1(R) qui vérifie AX; = F;. La matrice A~! est alors la matrice dont les vecteurs-colonnes
sont ces vecteurs X;.

Une idée serait alors d’introduire pour tout i € {1,...,n} la matrice augmentée

M;:=(A|E )€ M,u1(R)

et d’appliquer 'algorithme du pivot de Gauss pour mettre A sous forme échelonnée réduite,
on obtiendra alors finalement une matrice M/ équivalente :

(2

Par exemple, considérons la matrice

A:(; ?)eMQ(R)

et appliquons I’algorithme du pivot de Gauss aux deux matrices augmentées suivantes :

131 1 3]0
w=(alo) we=(o )

Effectuons 'opération Ly — Ly — 2L :

1 3] 1 1 3]0
w=(od]a) (o)

Effectuons 'opération L; «— L; — 3L5:

10| 7 1 0]-3
(o t]2) e (o)

On en déduit que
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IX.3. Calcul de l'inverse

Par conséquent,

A =( X, XQ):(_; _?>

Comme cela a déja été remarqué, on peut faire les mémes opérations élémentaires sur toutes
les matrices My, ..., M, : cela ne dépend que de la matrice A. Les méthodes de calcul décrites
dans le paragraphe suivant tiennent compte de ce fait.

I1X.3.3. Méthodes de calcul

Premiére méthode (recommandée)

Pour déterminer 'inverse d’une matrice A € M, (R), une méthode consiste a considé-
rer la matrice M = ( A ‘ L, ) € M, 2,(R) obtenue en rajoutant n colonnes (les vecteurs
Ey, ..., E,)alamatrice A. Ceci permet de résoudre simultanément n systémes linéaires (ayant
les mémes membres de gauche, mais des membres de droite différents).

Dans 'exemple précédent, on obtient ceci :

131 0
M:(2 710 1>€M274(R)

Effectuons 'opération Ly «+— Ly — 214 :

13| 10
MN(O 1| -2 1>

Effectuons 'opération Ly <— L; — 3Ly :

1ol 7 -3
M”(o 1| -2 1)

L[ 7T -3
A (-2 1

Alternativement, si on note f: M, ;(R) — M, ;(R) I'application linéaire associée a A €
M, (R), on peut chercher & déterminer I'application linéaire f~': M, 1(R) — M, 1(R) asso-
ciée a AL,

Pour tout Y € M,, 1(R), on cherche X € M, ;(R) tel que f(X) =Y, c’est-a-dire AX =Y,
de sorte que f~}(Y) = X.Sion fixe Y € M, ;(R), f~'(Y) est I'unique solution au systéme
d’équation AX =Y (en la variable vectorielle X), autrement dit 'unique solution au systéme
associé a la matrice augmentée ( A ‘ Y ) € My n1(R).

Concrétement, de facon similaire & ce qui a été vu dans le paragraphe V1.4, il est possible de

On en déduit que

Deuxiéme méthode

considérer des parametres réels vy, . . ., y,, arbitraires, et d’introduire la matrice augmentée :
a1 ... Q15 ... Qin | Y1
a1 ... A4 ... Q2n | Y2
A= € My ni1(R)
n,n+1
079 am- ce Qin | Ys
Qp1 -+ QApj ... Qpn | Yn
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IX. Inverse d’une matrice

%
Sion note Y = : |, I'unique solution de ce systéme d’équation sera f~(Y’). On peut

Yn
ainsi déterminer I'expression de 'application linéaire f~': M,, ;1 (R) — M,,1(R), ce qui permet
d’obtenir A1,

Dans le cas de I'exemple considéré précédent, il s’agit d’appliquer I’algorithme du pivot de
Gauss a la matrice augmentée suivante :

> 1 3 Y1
A_<2 7y2)eM2,3(R)

Effectuons 'opération Ly <— Ly — 2L :

L3 Y1
M ~
(0 1—2y1+yz)

Effectuons 'opération Ly <— L; — 3Ly :

L 0] 7y1 —3y2
M ~
(0 1—2y1+y2)

On en déduit que I'unique couple (1, 79) € R? qui soit solution du systéme d’équation consi-
déré est donné par les formules suivantes :

T = Tyi — 3y2
To = —2y1+y

oy _ [ Ty — 3y
d (y2>_(—2y1+y2)
A7 = Mat(f 1) = ( o >

Remarque IX.3.4. Dans les méthodes qui ont été discutées ci-dessus, si on ne sait pas a priori
que la matrice A est inversible, on s’en rendra forcément compte en appliquant ’algorithme du
pivot de Gauss, puisqu’une fois que I'on a mis A sous forme échelonnée réduite, les n premiéres
colonnes de la matrice obtenue par opérations élémentaires s’identifient a la matrice identité 1, si

et seulement si A est inversible (cf. proposition [X.3.1).

Autrement dit, on a :

On retrouve donc bien :

IX.4. Propriétés des matrices inverses

Proposition IX.4.1. Soitn € N.
— Si A € M,(R), est une matrice inversible, alors A~' est aussi une matrice inversible et
(A=)~ = A
— Si A € M,(R) et B € M,(R) sont deux matrices inversibles, alors AB est inversible et
(AB)™' = B7tA-L
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IX.5. Opérations élémentaires

La premiére assertion est évidente. Montrons la deuxiéme. Notons C' := B~'A~!. On a:
(AB)C = (AB)(B™'A™) = A(BB™H)A™ = A, At = AA™ ' =1,

C(AB)=(B'AYAB)=B Y (A'A)B=B"'1,B=B"'B=1I,
Ces identités montrent que AB est inversible et que son inverse est C = B~ A1

Définition IX.4.2 (Transposée). Soit A € M,, ,(R) une matrice. La matrice transposée de A,
notée ‘A € M, ,,(R), est la matrice dont le coefficient en position (i, j) est le coefficient a; ;. (On
a bien sir, '(*A) = A.)

1 2 3

45 6 ) c Mg,g(R) est:

Par exemple, la transposée de la matrice A := (

tA = c ngg (R)

W N =
S Ot W~

(Dans certaines références, la transposée d’une matrice A est parfois notée AT)

Proposition IX.4.3. Si A € M,,,(R), B € M, ,(R), alors on a I’égalité suivante dans
M, ,(R) :
"(AB) ='B'A

Corollaire IX.4.4. Soit A € M, (R) une matrice inversible. Alors,' A est aussi inversible, et son
inverse est \(A™1).

Notons B := A~!. On a donc {(AB) = I, = I,,. D’aprés la proposition précédente, ceci
implique que B*A = I,,. De fagon similaire, on montre que ‘A’B = 1,,. Ceci montre que ‘A
est inversible d’inverse ‘B = *(A™1).

On peut alors utiliser la notation *A~! puisqu’il n’est pas nécessaire de spécifier si c’est
I'inverse de la transposée ou bien la transposée de I'inverse.

IX.5. Opérations élémentaires

Considérons la matrice P suivante :

1 00
P = 010
2 01
T
SiX=| 2o |,onaalors:
T3
1 00 T X1
PX = 010 i) = T9
2 01 XT3 2[L‘1—|—l'3
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IX. Inverse d’une matrice

On remarque que PX est le vecteur-colonne obtenu a partir de X en ajoutant deux fois la
premiére case a la troisieme case.

Plus généralement, si A € Mj,,(R) est une matrice ayant un nombre arbitraire de colonnes,
et que 'on note Ly, Lo, L3 les vecteurs-lignes (dans M ,,(R)), alors

1 00 Ly Ly
PA=[ 01 0 Ly, | = Ly
2 0 1 L L3 +2L,

Autrement dit, P A est la matrice obtenue en effectuant 'opération élémentaire L3 <— L3 +
2L sur la matrice A.

Plus généralement, on a la proposition suivante :

Proposition IX.5.1. Soit m un entier. Considérons une opération élémentaire de la forme L; <—
L, — AL, pouri # j deux entiers appartenant a {1, ..., m}. Notons P € M,,(R) la matrice dont
les coefficients sont nuls, sauf sur les cases (k, k) pour k € {1,...,m} ou le coefficient vaut 1, et
sur la case (i, j) ou le coefficient vaut —\.

Alors, pour tout entier n € N, et toute matrice A € M,, ,(R), la matrice PA est le résultat de
Uopération élémentaire sur les lignes L; <— L; — A\L; appliquée a la matrice A.

(L’exemple étudié précédemment était lecasoum = 3,7 =3,7 =let A = —2))

Notons f: M,, 1(R) = M,,1(R) 'application linéaire associée a P, c’est-a-dire que f(X) =
PX. On rappelle que I'on dispose des vecteurs-colonnes Fj, ..., F,, appartenant a M,, ;(R)
1
etquesi X = : , alors

T,
X:$1E1+"'+ImEm

Soit k € {1,...,m}. Calculons f(Ey) = PE : il s’agit de la k-iéme colonne de la matrice
P. On obtient immédiatement que

f(E’f)_PEk_{ E, —\E; sik=j

Par linéarité, on en déduit en général :

PX =f(X) = f(ziBh)+-+ f(zm)En

1 f(Er) + -+ 2 f(En)

= (©1E1+ - +o,E,) — A\ E;
X — Az E;

Le seul coefficient qui a peut-étre changé entre X et PX est le i-éme : le i-iéme coeflicient
de PX est x; — Az;. Ceci montre le résultat voulu dans le cas ou la matrice A de la proposition
n’a qu'une seule colonne, donc est un vecteur-colonne que I'on a noté ici X. En raisonnant
colonne par colonne, on obtient le résultat voulu.
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IX.6. Matrices triangulaires

Définition IX.5.2. Les matrices P de la forme décrite dans la proposition précédente sont appe-
lées « élémentaires ».

On a ainsi montré qu’effectuer une opération élémentaire de la forme L; <— L; — AL,
revenait a multiplier a gauche par une matrice élémentaire.

On pourrait démontrer de facon similaire que les autres opérations L; «— L; ( # j) et
L; <— ML; (A # 0) peuvent aussi s’interpréter comme la multiplication a gauche par une
matrice bien choisie, mais nous n’en aurons pas besoin.

Si, partant d’'une matrice A, on effectue une premiére opération élémentaire correspondant
a la multiplication a gauche par une matrice P, on obtient P, A. Si on continue et que 'on
applique une deuxiéme opération élémentaire correspondant a la multiplication a gauche par
P,, on obtiendra la matrice Py(P;A) = PP A.

En général, si on applique successivement a une matrice A une suite de ¢ opérations élé-
mentaires sur les lignes dont la i-iéme s’interprete comme la multiplication a gauche par la
matrice élémentaire P, alors le résultat est le produit matriciel

A/Z:Pg"'PQPlA

Il a déja été remarqué que si on effectue successivement une opération élémentaire L; <—
L; — AL;, puis 'opération L; «— L; + AL;, alors on retombait sur la matrice de départ. Ceci
permet de montrer que toutes les matrices P; ci-dessus sont inversibles et que leur inverse P, '
est aussi une matrice élémentaire. On a donc :

(P PP) =Pyt Pt

Ainsi, on a également :

A=pP'pyt- PA

IX.6. Matrices triangulaires

Définition IX.6.1. Soit T = (t; j)1<i j<n € M, (R) une matrice carrée. On dit que T est trian-
gulaire inférieure sit; ; = O pour tout (i, j) tels que i < j.

On dit que T est triangulaire supérieure sit; ; = 0 pour tout (i, j) tel que i > j, c’est-a-dire si
la transposée 'T est triangulaire inférieure.

Par exemple, les matrices suivantes sont triangulaires inférieures :

1 00 1 00

2 00 < _; (2) ) -2 -1 0

3 4 5 -5 41
Leurs transposées sont triangulaires supérieures :

1 2 3 1 -2 -5

00 4 ( é _3 ) 0 -1 4

0 0 5 0 0 1

Proposition IX.6.2. Si A et B sont deux matrices carrées de méme taille, et que A et B sont
triangulaires inférieures, alors AB aussi.
Si A est une matrice triangulaire inférieure inversible, alors A~* aussi.

Cette proposition est admise. Le méme énoncé vaut pour les matrices triangulaires supé-
rieures.
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IX. Inverse d’une matrice

IX.7. Décomposition LU

Définition IX.7.1. Soit A € M,, ,,(R). Une décomposition LU de M consiste en la donnée deux
matrices L € M,,(R) etU € M,, ,(R) telles que

A=LU
avec L triangulaire inférieure avec des 1 sur la diagonale et U échelonnée.

(On remarque que si m = n, la matrice échelonnée U est nécessairement triangulaire supé-
rieure.)

Dans I'algorithme du pivot de Gauss de mise sous forme échelonnée (cf. définition [.3.4),
on trouve deux types d’opérations :

— des opérations de la forme L; <— L; — AL;, aveci > j.

— des opérations d’échanges entre lignes L; <— L.

Proposition IX.7.2. Soit A € M,, ,(R). Supposons que lors de la mise sous forme échelonnée de
la matrice A avec I'algorithme du pivot de Gauss, il ne soit pas nécessaire d’échanger des lignes.
Alors, la matrice A posséde une décomposition LU .

En outre, si A est inversible (et donc carrée), alors cette décomposition LU est unique (et alors,
la matrice échelonnée U est aussi triangulaire supérieure).

L’algorithme du pivot de Gauss appliqué a la matrice A se déroule ainsi.

Si A est non nulle, on note ¢; l'indice de la premiére colonne non nulle de A. Comme on
fait ’hypothese qu’il n’est pas nécessaire d’échanger des lignes pendant I’application de I’al-
gorithme du pivot, on a a; ., # 0 et on choisit ce coefficient comme pivot. Pour ¢ allant de
2 jusqu’a m, on effectue une opération élémentaire de la forme L; <— L; — \; 1L, pour des
coefficients ); ; bien choisis.

Plus loin dans I’algorithme, lorsque ’on doit choisir le k-iéme pivot (pour k& € {1,...,r}),
on doit examiner certains coefficients de la cx-iéme colonne, et plus précisément ceux des
cases (i,c;) pour k < i < m. Notre hypothése fait que 'on peut choisir le coefficient situé
sur la case (k,c;) comme pivot. On effectue alors des opérations élémentaires de la forme
Li<— L;— NjpLypourie {k+1,...,m}.

Notons U la matrice échelonnée obtenue a la fin de I’algorithme du pivot de Gauss. Si on note
Py, Py, ..., P, les matrices élémentaires associées aux opérations élémentaires sur les lignes
effectuées lors de I'algorithme du pivot de Gauss, partant de la matrice A, on aura obtenu
successivement les matrices Py A, P, P, A, etc, et finalement

U=PF...hRPA

Comme les opérations qui sont faites sont de la forme L; <— L; — \; ;L) avec i > k, on
remarque que toutes les matrices P; pour s € {1,..., (¢} sont triangulaires inférieures avec
des 1 sur le diagonale. Introduisons la matrice suivante :

L:=(P...nP) '=P'P . P!

Onaalors A = LU. Il reste a justifier que L € M,,(R) est bien triangulaire inférieure avec des
1 sur la diagonale. On pourrait montrer ce fait a priori, mais nous allons calculer explicitement
cette matrice L.
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IX.7. Décomposition LU

La matrice L a la propriété que
Pg...PQPlL:Im

Autrement dit, si on applique a L les opérations élémentaires sur les lignes correspondant
aux matrices P; (en commencant par P, puis P, etc., jusqu’a F), alors on obtient la matrice
identité.

Vérifions que L est la matrice dont tous les coefficients sont nuls, sauf les coefficients diago-
naux qui vallent 1, et les coefficients des cases (i, k) pour i > k, qui vallent J; ;. (Au cours de
l'algorithme ci-dessus, ces coefficients ne sont définis que pour & € {1,...,r}. On convient
que ces coefficients sont nuls pour £ > r.)

1 o ... 0

A 10 0

L= )\371 /\372 1 0
)\m,l )\m,Q s /\m,m—l 1

Sion applique la premiere série d’opérations élémentaires faites lors de I’algorithme du pivot
de Gauss ci-dessus, il s’agit d’appliquer les opérations L; «— L;—\; 1L, pouri € {2,...,m}.
On voit immédiatement que le résultat est d’annuler les coefficients de la premiere colonne a
I’exception du coefficient 1 situé en haut. Notons L") la matrice obtenue :

1 0 .. 0
0 1 0 0
LO=[0 Xy 1 0
0 0
0 Am2 oo Ao 1

Ensuite, il s’agit d’appliquer successivement pour k allant de 2 jusqu’a r, un certain ensemble
d’opérations élémentaires, de la forme L; «— L; — A\; Ly pour i € {k + 1,...,m}. Notons
L®) 1a matrice obtenue en appliquant ces opérations (a k fixé) a la matrice L(*~1.

Il est immédiat que L(? est obtenue en remplacant les coefficients de la deuxiéme colonne
par des zéros (a 'exception du coefficient de la case (2, 2) qui est inchangé). Plus généralement,
de proche en proche, la matrice L*) aura la propriété que ses k premiéres colonnes sont les
mémes que celles de la matrice I,,, tandis que les m — k derniéres colonnes seront les mémes
que celles de la matrice L.

Finalement, il est évident qu’a la fin on a : L") = I,,,. Ceci montre que la matrice qui a
été construite en utilisant les coefficients \; ; est effectivement une matrice L triangulaire
inférieure avec des 1 sur les diagonale qui vérifie A = LU.

Exemple IX.7.3. Déterminons la décomposition LU de la matrice suivante :

1 =5 2
A= 3 —-11 -4
5 —17 2
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IX. Inverse d’une matrice

Effectuons les opérations Ly <— Lo — 3Ly et Ly <— L3 — 5L :

1 =5 2
A~ 1|1 0 4 =2
0 8 -8
Enfin, faisons l'opération L3 <— L3 — 2Ls :
1 =5 2
A~U:=[ 0 4 -2
0O 0 —4

On a effectué successivement les opérations élémentaires suivantes :
Ly <— Ly — Xoaly

Ly <— Ls— X311
L3 <— L3 — A32Lo

avec )\271 = 3, /\371 =bet )\3,2 = 2.
D’apres la méthode générale, on peut poser :

1 0 0 100
L= 21 1 0]=|310
As1 Az 1 52 1

Eton aalors A = LU.
(On peut vérifier que si on applique les opérations élémentaires réalisées plus haut (dans le
méme ordre) a la matrice L, on obtient bien la matrice identité I5.)

Remarque IX.7.4. Si A € M,(R) admet une décomposition LU, alors pour déterminer les
solutions X d une équation matricielle AX = B avec B et X dans M, ;(R), il s’agit de déterminer
les X tels que LUX = B. On peut alors commencer par déterminer l'unique Y € M, 1(R) tels
que LY = B, ce qui revient a résoudre un systéme plus ou moins triangulaire. Ensuite, il reste a
déterminer X en résolvant I’équation UX =Y qui correspond a un systéme triangulaire.

Exemple IX.7.5. Avec la matrice A de Uexemple[[X.7.3, on peut considérer I'équation

3
AX = 7
23

D’apreés la remarque précédente, on étudie d’abord le systéme correspondant a I’équation LY =
3
7
23
Y1 = 3
3y1 + e = 7
Sy1 + 2y + yz3 = 23
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3
L’unique solutionestY = [ —2
12
On déterminer enfin les éventuels X € M (R) vérifiant 'équation UX =Y :
rK — 5]32 + 2$3 = 3
4[[‘2 — 21E3 = =2
—41‘3 = 12
—1
Finalement, l'unique solution est X := | —2
-3
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