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Feuille d’exercices n°6

Exercice I1

Exercice I On considére la matrice suivante
(1) En utilisant la formule directe d’inversion (particuliére aux matrices carrées
de taille 2), déterminer les inverses des matrices suivantes :

12 5 6 —9 —17
w=(ai) (i) =0 0)

(1) Calculer A2

(2) Déterminer A1,
(3) Pour tout A € R, on note Ay := A + AI3. Montrer que si A # +1, alors Ay

est une matrice inversible. (Indication : chercher 'inverse de A) sous la forme
aA+ ﬁlg)

(2) Pour chaque i € {1, 2,3}, déterminer les solutions éventuelles a I’équation

matricielle 4; X = < 1

1 > d’inconnue X € M1 (R).




Exercice II1 (1c) Calculer S—1.
Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur le paramétre ¢t € R
pour que le systeme d’équations suivant posséde une unique solution : |

1 4+ 31y + 223 = 4 (2) Dans le cas général, montrer que S est inversible et déterminer S~
2r1 + To + txrs = 3
tl’l — 2t$2 — r3 = —t
1
(3) Notons ) :=1I,, — P.
. (3a) Montrer que Q% = Q.
-5
1
-5
—t* +2t—1
Exercice IV (3b) Montrer que PQ = QP = 0.

Soit P € M,(R) une matrice telle que P> = P. On note S := I,, — 2P.
(1) Dans cette question, on suppose que P = ( (1) 8 > .
(1a) Vérifier que P? = P.
(1b) Calculer S.




(4) Soit X € M, 1(R).
(4a) Montrer qu’il existe d’'uniques vecteurs-colonnes X et X tels que X =
X1+ Xo, PX1 = X1 et QX9 = Xo.

(4b) Expliciter cette décomposition dans le cas ou P est la matrice considérée a
la question (1).

Exercice V
Déterminer 'inverse de la matrice suivante

o O O
S O = =
S ===

—_ =



Exercice VI Exercice VII

Déterminer Iinverse de la matrice suivante (1) Déterminer la matrice A de I'application f: M5 1(R) — M5 1(R) définie par
1 L5
110 x2 Z1
B = 1 O 1 f X3 = T2
01 1 T4 T3
xIs Ty

(2) Pour tout Y € M5 1(R) (on notera y1, . . ., ys les coefficients de Y'), détermi-
ner explicitement un X € M;; tel que f(X) = Y. On notera g: M5 ;(R) —
Ms5 1(R) 'application qui a Y associe un tel X.

(3) Calculer la matrice B de g.




(4) Est-il vrai que B = A™1?

5) Montrer que A% = I5.
®) q

Exercice VIII
Soit A = ( Z Z > € M>(R) une matrice inversible. Soit Y = ( zl ) €
2
M; ;1 (R).

On considere le systéme d’équations formulé matriciellement sous la forme
AX =Y avec X € Mj1(R). On cherche a déterminer une formule explicite
pour 'unique solution X a cette équation.

On introduit les deux matrices A’ et A” :

A’:(yl b) A”:(a y1>
y2 d )

Autrement dit, A" est la matrice obtenue en partant de la matrice A et en
remplacant la premiére colonne par Y, tandis que A” est celle obtenue en rem-
placant la deuxiéme colonne de A par Y.

Montrer I'identité suivante :

det A’
o L < detA/’/ ) _ ( ddetttfz“}, )
det A \ detA e

(Il s’agit de la formule de Cramer, dont vous verrez au deuxiéme semestre une
généralisation pour des matrices carrées de taille arbitraire. Il n’est pas forcé-
ment recommandé de Papprendre par coeur.)

Exercice IX
(1) Déterminer I'inverse de la matrice suivante :

-1 4 5
M = 0 1 -5
3 —15 -1
-1
-1
1
-1
1
-1
1
1
1
1 0
10
1
1 00
10
1

(2) Déterminer explicitement un vecteur colonne X € Ms;(R) tel que M X =
1
0
0



(3) En calculant coeflicient par coefficient le produit matriciel M X, vérifier que
le vecteur X trouvé a la question précédente satisfait bien la condition deman-
dée.

(4) Déterminer des coefficients réels a, b et c tels que :

-1 4 5 1
a 0 | +b 1 | +c|l =5 = -1
3 —15 -1 -1
Exercice X
Ty
Z2
Fixons A € R. Considérons un vecteur-colonne quelconque X = | 3
L,
1+ Az
x2
Notons f(X) = x3
Tn

(1) Déterminer la matrice A de I’application linéaire f.

(2) Soit M € My, ,(R) une matrice. Décrire les lignes de la matrice AM.

(3) Plus généralement, déterminer une matrice B € M, (R) telle que pour toute
matrice M € M, ,»(R), le produit BM soit obtenu en effectuant I’opération
élémentaire L; <— L; + AL; sur la matrice M.




