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Cours accéléré

I ntrOCI uCtIOn Statistiques

Partie 2: Modele
linéaire

» Expliquer ou prédire une variable aléatoire réponse Y en Christine Keribin
fonction d'une liste de variables explicatives Introduction

X = (Xi,...,Xp) observées sur des individus
Y = f(X)

» Modéliser Y par une fonction des variables explicatives
X
\/\X:x = m(X) +te

m(x) = E(Y|X = x) est la fonction de régression

P choix est guidé par la connaissance d'un phénomene

physique, biologique,...
> ou non...
» hypotheses de modélisation guidées par |'observation

P apprentissage supervisé
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Exemple : régression linéaire (simple) !

concentration en ozone
80 100 120 140 160

60

40
I

temperature & midi

Yi= b1 +0x + Ej
déterministe bruit aléatoire

1. http ://www.agrocampus-ouest.fr/math/livreR/

Cours accéléré
Statistiques
Partie 2: Modele

linéaire

Christine Keribin

Introduction
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Exemple : régression linéaire (simple)

100 120 140 160

concentration en ozone

80

60

40

o observation
+ estimation
! - résidu

b — droite de régression

température a midi

E(Yi|xi) = 61 + O2x; est I'équation de la droite de
: modélise le comportement moyen pour chaque
condition d'expérience < estimer 6 = (61, 6>)

régression 2

2. "Régression” : Sir Galton (1822-1911)

T
30
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Partie 2: Modele

linéaire

Christine Keribin

Introduction
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Cours accéléré

Que cherche-t-on a détecter? Statistiques
Partie 2: Modele
linéaire

La corrélation entre Y et x... qui n'est que I'expression d'une
liaison linéaire

Christine Keribin

Introduction

cor= 0 cov="-0.03 cor=0 cov=0

T T T a T T
%6 -4 -2 0 2 4 2 - 0 1 2
x

cor=-0.03 cov=-0.04 cor=0.8 cov=1.79

Une corrélation nulle n'indique pas forcément une absence de
liaison
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Mais attention

nombre de morts

corélation=0.95

0 %5 w0 ws 20 w2

consommation par personme

330 PERT—

corrélation # causalité

Per capita cheese consumption

Number of people who died by becoming tangled in their bedsheets

source : http ://tylervigen.com/spurious-correlations

Global Auerage Temperature, °C

Global Average Temperature vs. Number of Pirates

1280
.

| 2000

15, o
1020 | #
-

1580
.

1850
.

35000 45000 20000 15000 5000

400
Number of Pirates (Approximate)

source : Wikipédia
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Cours accéléré

Apprentissage supervisé Statistiques

Partie 2: Modele

linéaire
; ’ . Christine Keribin
» Données d'apprentissage :

D={(X1,Y1),---,(Xn, Yn)} (iid. ~P) fnireduction
» Prédicteur : f : X — ) mesurable

» Fonction de perte ou de colt : ¢(f(X), Y) mesure avec
quelle qualité f(X) "prédit” Y, d'ou le risque :

R(F) = EL(Y, f(X))

< souvent £(f(X),Y) = ||f(X) — Y|? ou

U(f(X),Y) = Lyxs(x)
But : apprendre une régle pour construire un classifieur /
régresseur feFa partir des données d'apprentissage D,
avec un risque R(f) petit en moyenne ou avec grande
probabilité par rapport a D,.
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Cours accéléré

Fonction de régression Sy

Partie 2: Modele

Approcher Y par une fonction h(X) de la variable X. linéaire
Risque quadratique : Christine Keribin

Introduction

R(h) = E[(Y — h(X))’] = /(y — h(x))?dP(x, y).

Théoreme
La fonction qui minimise le risque quadratique R(.) est
m(X) = E(Y|X), l'espérance de Y conditionnellement a X

Vx, m(x) = E(Y|X = x).

Elle est appelée fonction de régression.

> PB : on ne sait pas la calculer dans le cas général

> Si X est déterministe, on travaille également a X = x
fixé... et les développements sont identiques.

— poser des hypotheses de modélisation.
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4 . . Cours accéléré
Blbllogra phle Statistiques
Partie 2: Modele
linéaire

Christine Keribin
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Régression linéaire : Y est une variable quantitative

a partir de n observations (x1, Y1), ..., (Xn, Yn)

1. Modele a bruit additif posant une relation de linéarité
de I'espérance E(Yj|x;) en un parametre 6 :

Y,-:x,-191+...+x,-p0p—|—5,-
:Xf0+€f7

Les résidus sont centrés : E(g;|x;) = 0.
La variance de I'erreur est constante : var(g;|x;) = o2.
Les résidus sont décorrélés : cov(ej, €j|x;,xj) = 0 pour
i #j.

5. Eventuellement : ¢; est gaussien

— X; est la valeur fixée des variables explicatives pour la
i-eme observation. Elle n'est pas aléatoire
— m(x;) = x;0 est appelée fonction de régression

Cours accéléré
Statistiques
Partie 2: Modele

linéaire

Christine Keribin

A-Définition et
hypotheses
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Modele linéaire gaussien Cours accélére

Statistiques
Partie 2: Modele

linéaire

Christine Keribin

» Matriciellement : Y = X0 + ¢

Yox1 = Xn><p9p><1 + Enx1;

A-Définition et
hypotheses

E(enx1) =0; var(epxi) = o?ld,,

X est la matrice du plan d'expérience, concaténation

des n vecteurs lignes x; ou des p variables colonnes
. /

)(j = (le,...,an) .

Remarque : En général, Vi, xj; = 1, Xi est l'intercept.

> Modele linéaire gaussien
Y=m+e e~N(0,X); (X=02ld,)

ol m € V, sous espace vectoriel de R” de dimension p.
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Cours accéléré

Régl’@SSlon mUltlple Statistiques

Partie 2: Modele
linéaire

P les covariables X sont quantitatives i (it
P si p =2 dont un intercept : régression simple

m(x,-) =01+ 0% ; xj = (1 X,') (0= (91, 92)/
> si p > 2, régression multiple

Exemples

max03=601+ T12 0 + Vx12 03 4+ Nel2 04 + ¢
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Régression polynomiale

Un cas particulier de régression multiple : régression

polynomiale

Yy =01+ thy + t293 + t394 + &

ponkEo

5

1t tPt )
X = N : ER
1 t, --- tﬁ_l

Un régression linéaire (en 6) peut permettre de représenter

un phénomene non-linéaire (en t)

Cours accéléré
Statistiques
Partie 2: Modele

linéaire

Christine Keribin

Exemples
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Cours accéléré

Identlflablllté Statistiques

Lt g N e, S . . Partie 2: Modele
Définition : deux parametres différents définissent deux lois linéaire

dif[—'érentes Christine Keribin
Théoreme (CNS d'identifiabilité)
La paramétrisation E(Y') = X0 est identifiable si et
seulement si I'une des propriétés équivalentes suivantes est
vérifiée : entitabilns
» Jes colonnes de X sont indépendantes,
> X est de rang plein,
» X est injective,
» Ker(X) ={0}.

Définition

On appelle dimension du modéle la dimension de Im(X).
On a : dim(Im(X)) < dim(0)

< On suppose dans la suite que le modeéle est identifiable

ou régulier.
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Estimateur des Moindres Carrés (EMC)

Recherche un estimateur de # sous forme d’'un minimiseur de
la somme des carrés résiduels SCR(6) = ||Y — X0||? :

~

0— in|lY — X0|°.
argrenelg\l I

Ona:f=(XX)1XY

Proposmon
Y = IE( Y) = X0 = Hx Y est la projection orthogonale de
Y sur lm(X)
Hyx = X(X'X)71X’
> Hx : Hat matrix
> Y : valeurs ajustées
> =Y — Y : résidus (estimés)

Cours accéléré
Statistiques
Partie 2: Modele
linéaire

Christine Keribin
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, . . ;. . Cours accéléré
Exemple : régression linéaire (simple) ot
Partie 2: Modele

linéaire
Le modeéle s'écrit Y = 0111 + 6, X5 + ¢, ol 1 est |'intercept, Christine Keribin
et Xo = (x1,...,%)

soit

La droite de régression estimée y = 51 + gzx passe par le
point moyen (X, Y).
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Cours accéléré

Propriétés ne nécessitant pas |I'hyp. gaussienne Sifi
Partie 2: Modele
linéaire
Proposition Christine Keribin
L’EMC 0 de 0 est

» sans biais : E(6) =0

> de variance var(f) = o?(X'X) L.
De plus, 9 vérifie la propriété de Gauss-Markov :

Théoreme (Gauss-Markov) Proit

Parmi les estimateurs linéaires et sans biais de 8, 'EMCO 6
est de variance minimum.

Estimateurs de la variance o2 :
> 52 = SCR(é\)/n est biaisé a distance finie, et
asymptotiquement sans biais

> 52 = 5CR(§)/(n — p) est sans biais
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Cours accéléré

Estimateur du Maximum de Vraisemblance Statistiques

Partie 2: Modele
( EMV) linéaire

. . . . Christine Keribin
Si la loi de ¢ est connue (gaussienne), la vraisemblance de

["échantillon est

1
Ln(0,0%Y)= ———ex Y — X6|?
( ) (V2no?)r p H |

SCR(6)

LEMVﬂ:( 52) est

o~

= log L,(B;Y).
§=org, max. losLa(:Y)

D'ou
0= (X'X)"X'Y.
.. identique 3 'EMC. L'EMV de o2 est
s =—||Y — X0||- = =SCR(0)
n n
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H ’ . Cours accéléré
I_Ol de | EMV ga ussien Statistiques
Partie 2: Modele
linéaire
Christine Keribin

Théoreme
L’EMV 3 = (0,5°) du modéle linéaire gaussien

Y =X0+4¢, c~Ny(0,6%l,), 0 €RP, o € R,
supposé régulier, suit la loi suivante :

o _llY=-X6P o,
S = n ~ TX (n - p) C-Lois des
estimateurs

0~ N (6,02(X'X)™Y);

De plus, § et 5% sont indépendants

Csq : Soit A une matrice g X p

AB ~ Ny (A, c? A(X'X) LA
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Théor\eme de Coch ran Cours accéléré

Statistiques
Partie 2: Modele
linéaire

Christine Keribin

Théoreme (Cochran)

SiY ~N(m,o%l,), etsi E; @ ... E, = R" est une
décomposition de R" en p sous-espaces orthogonaux, alors
les projections orthogonales Hg,(Y), ..., Hg,(Y) forment
des vecteurs gaussiens indépendants. De plus,

C-Lois des

||HEJ(Y)H2 ~ 02X2(Dim(Ej), ||HEJ(m)||2) estimateurs
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Cours accéléré

I”UStratlon SlmUIée Statistiques

Partie 2: Modele

500 échantillons (Y, X) de taille n = 30, avec x =1:30 et linéaire

m(X) = —142x Christine Keribin
Ordonnée a l'origine pente
o
S
o
8
IS
z z 2
] g o
2 2
8 g 8
o o
i
8 o | |
F=——— o T DV
-6 -4 -2 0 2 16 17 18 19 20 21 22 23
aobs bobs
C-Lois des
- estimateurs
variance résiduelle
g
& E
s
~
o
< 4
S
° o
z z 81
g 8
o o 1
g
s @ |
S
. 4
S @ |
e - T T T T
5 10 15 20 25 30 35 40 -4 -2 0 2
(n - 2) * s20bs/sigma’2 aobs
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. s o 7 Cours accéléré
Loi dérivée : Student Stimques
Partie 2: Modele

linéaire
Théoreme Christine Keribin
Soit L de dimension 1 x p définissant une forme linéaire L0
du paramétre 6 d’un modéle linéaire gaussien identifiable. Si
o2 est estimée par I'estimateur sans biais G2, alors :

16— 16
2L(X' X)L

~ T(n—p).

T (n— p) est la loi de Student a n — p degrés de liberté. Lo s
estimateurs

Definition

Soit N ~ N(0,1) , et V ~ x?(t), indépendante de N. Alors,
la variable Z suivante suit une loi de Student a t degrés de
liberté : N

V/t

Z= ~ T(t).
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Cours accéléré

I_Ol dérIVée FISher Statistiques
Partie 2: Modele

linéaire
Christine Keribin
Théoreme
Soit A de dimension q X p de rang r < q < p. Alors
1 —~ _ _ ~
— (A0 = 0))[AX'X)TAT A6 — 0) ~ F(r,n— p).

ro

suit une loi de Fisher & r et n — p degrés de liberté.

Deﬁ n itiOI’l C-Lois des
Soient Dy ~ x%(t1) et Dy ~ x?(t2) indépendantes. Alors F estimateurs
Dl/tl
F ~F t1, &
Do/t (t1,12)

suit la loi de Fisher F(ti, t2).
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- ’ 4 Cours accéléré
Intervalle de confiance d'une espérance Statissaues
Partie 2: Modele
linéaire

Christine Keribin

Théoreme
Soit L une matrice de dimension 1 x p. Un intervalle de
confiance de niveau 1 — « d’une forme linéaire de LO est
donné par

[L@ +q." 190 L(X’X)—lL’} ,

—p IC

ou q1 o/2 est le quantile d'ordre 1 — a/2 de la loi de
Student 3 n — p degrés de liberté.

Applications : IC d'une composante de 6, IC de E(Y|xg)
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|IC d'une valeur moyenne ou d'une prédiction
individuelle

concentration en ozone

60 80 100 120 140 160

40

A

observation

point moyen

IC de E(Yi)

IC a temp moyenne

- limites IC E(Yi)

limites IC individuels

15

20

25

température & midi

T
30

Cours accéléré
Statistiques
Partie 2: Modele
linéaire

Christine Keribin

EMC
Propriét

EMV
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Cours accéléré

Intervalle de confiance d'une prévision Sy
Partie 2: Modele
linéaire

A partir de n observations (< 6), prédire une nouvelle Chrstine Kerloin

observation individuelle indépendante sous la condition
d'expérience Xp41 = (Xnt+1,1,- - - Xnt+1,p)

» modele : Ypi11 = Xpy10 + €n+1,

» observation prédite : \7;:_1 = x,,+1§

» erreur de prévision
-p VP
€nt1 = Yot1 — Yn+17

IE(é\f;+l) = 0 ! Var(é\g+l) = 02 [Xn"!‘l(XIX) n+1 + 1] IC Prévision
» |IC de prévision de niveau 1 — « :

ens10 £ 6,7 2,0 [xnsa (XX) 71 + 1],
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Réglon de Conflance Cours accéléré

Statistiques
Partie 2: Modele
linéaire

Christine Keribin

Théoreme

Soit A une matrice de dimension q X p et de rang q. Une
région de confiance de Wald de niveau 1 — @ de A0 est
donnée par

RC.(A0) =

1 (Aé\_ u)’[A(X’X)_lA/]_l(Aé\— U) < fr,nfp,lfa}

{ueRY, =

ot fr n_pi1—q est le quantile d'ordre 1 — cv de la loi de F(r,n— p).

RC
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Cours accéléré

Comparaison avec les intervalles de Bonferroni Statistiques
Partie 2: Modele
linéaire

P ((01,62) ¢ RC,(61,62)) Christine Keribin

< P01 & 1C_o2(01)) + P(02 ¢ 1C;_/2(02)) < .
K intervalles de confiance de Bonferroni de risque o/ K
forment une région de confiance de risque simultané a.

33

RC
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Test de Student

Test d'une relation affine des composantes du parametre
LO = c, avec L matrice ligne de dimension p.
> test bilatéral : Hy : L& = c contre Hy : LO # ¢
> statistique de test
Lo — ¢

T= o /LX) 0 T(n—p),

> région de rejet du test bilatere de risque «

Ra = {|T| > tn—P71—a/2}'

» utilisé pour tester la significativité (non-nullité) d'une

composante de 6

Remarque : test unilatéral : Hy : L6 = ¢ contre Hy : L0 < ¢

de région de rejet a gauche :

Ra=AT < th—pa}-

Cours accéléré
Statistiques
Partie 2: Modele

linéaire

Christine Keribin

de Student
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Exemple : Y = p+ 51V1+ 5,V2+ V3 +¢ Pcsttt;ﬁﬂ'dl

linéaire

Christine Keribin

> out=1lm(Y"V1+V2+V3, data=df); summary(out)

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|tl)
(Intercept) -20.3129 51.8246 -0.392 0.701 HO H1
Vi -3.2241 3.6100 -0.893 0.386 “V2+V3 vs “V1+V2+V3
V2 0.2334 0.2768 0.843 0.412 “V1+V3 vs “V1+V2+V3
V3 20.3895 1.2662 16.103 7.1le-11 *xx ~V1+V2 vs “V1+V2+V3
Signif. codes: 0 “***> 0.001 ‘x*’ 0.01 ‘*’> 0.05 ‘.’ 0.1 ¢ > 1

Residual standard error: 4.163 on 15 degrees of freedom
F-statistic: 584.6 on 3 and 15 DF, p-value: 9.386e-16

de Student

35/104



Cours accéléré

Test de Wald avec loi exacte Statistiques
Partie 2: Modele
Modele emboité w C Q défini par des hypothéses affines : neare
Af = c contre Af # ¢, A matrice r X p de rang r,

dmw)=p—r=gq

Christine Keribin

1, -~ _
Weaaee = W/r = —(A0—c)/ [AX'X) " AT (AD=C) ~(1) F(r n—p)

> tester la significativité globale de la régression : tous les
coeff. sont nuls sont celui de I'intercept : (Hp) : A6 =0
contre (Hp) : A9 #0

0100
A=|0010
0001 de Wald

F-statistic: 584.6 on 3 and 15 DF, p-value: 9.386e=-16

» tester des modeles embortés.
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Petite interprétation géométrique St
Partie 2: Modele

Soit w un sev de Q € R”, dim(w) = g < dim(Q2) = p. linéaire
On note YQ — HQ(Y) On a: Christine Keribin

1Y = Yol = [|Ya - Yol 2+ [|Y — Yal?
SCR(w) = SCM(w,Q) + SCR(Q).
(SCR(w) — SCR(Q))/(p—q) _ SCM(w,Q)/(p — q)
SCR(2)/(n — p) SCR(2)/(n — p)
~o F(p—q,n—p).

F:

1
Q

Y-¥, >SCR@Q)
Y-Y, >SCR(0)

)}Q - );"’ - SCM(@,Q2) de Fisher
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. Cours accéléré
TeSt de FlSher Statistiques
Partie 2: Modele
linéaire

Théoreme (Test de Fisher d'un sous-modeéle linéaire) Christine Keribin

Soit le modéle linéaire gaussien Y = m+e¢e,m € £,
e ~N(0,1,), de dimension dim(2) < n. Soit w un sev de Q
tel que dim(w) = q < p. Le test de Fisher

Ho : m € w contre H; : m € Q\w.
de région de rejet
Ra=A{F > fo—gn-pi-a}s

ol fp_g.n—p.1—a est le quantile de la loi de Fisher
F(p—gq,n— p), est de niveau a.

» = Wexact quand w est défini par A =0 e Fisher

> = test du rapport des vraisemblances maximales avec
loi exacte
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Cours accéléré

Va I Id atIO n Statistiques

Partie 2: Modele

linéaire

Christine Keribin

> |'étape de validation fait partie intégrante de la
démarche statistique

P Elle peut remettre en cause le modele initialement
choisi, donner des idées de modifications pour repartir
pour un tour...

» OQutils : tests, critéres, étude graphique
— étude des résidus

E-Validation
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Cours accéléré

C rlt\e re d u R2 Statistiques

Partie 2: Modele
linéaire

Si w est le modele iid : Christine Keribin
» Coefficient de détermination

_seM IV -y,

R? = =
SCT Iy —ymp

Part de la variabilité expliquée par le modele sur la
variabilité totale

» Indication de la qualité d’ajustement, mais pas
forcément de la qualité de prévision

» Pour compte de la dimension de Im(X) : < R? ajusté :

g n-1_|@P
T Tl -y

E-Validation

Multiple R-squared: 0.9915,Adjusted R-squared: 0.9898
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Cours accéléré

TeStS UtlleS Statistiques
Partie 2: Modele

linéaire

Christine Keribin

» Significativité globale : test de Fisher du modéle iid
contre le modele d'étude.

» Significativité d'un régresseur : < des stratégies de
sélection de variables.

» Adéquation : comparer le modele d'étude €2 3 un
surmodele Qs peu contestable qui contient

» Hypothése gaussienne : test de Kolmogorov-Smirnov ou
test de Shapiro-Wilks.

E-Validation
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Cours accéléré

Propriété des résidus Statistiques
Partie 2: Modele

linéaire

Christine Keribin

Proposition
Dans le modéle linéaire gaussien, les résiduse =Y — Y
posséedent les propriétés suivantes :

» centrés : E(€) = 0.
> hétéroscédastiques : var(g) = o2(I — H).
» décorrélés avec les valeurs estimées : cov(Y,€) = 0.

» Si 1 € Im(X), les résidus estimés sont linéairement
dépendants.

E-Validation
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Différents résidus
» Les résidus normalisés éliminent |'hétéroscédasticité
Ei
(%Y 1-— h,',' .

» résidus standardisés, parfois également appelés
studentisés : de variance 1

ri =

£;
tj= — .
LoVI— h;;
P> Les résidus studentisés par validation croisée sont
définis par
Ei
o)1= hi

ou 0j) est calculé dans un échantillon privé de

th =

I'observation i. Dans le cas gaussien, t/ ~ 7 (n—1— p).

< points aberrants

Cours accéléré
Statistiques
Partie 2: Modele

linéaire

Christine Keribin

E-Validation
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Cours accéléré

Vlsuallsatlons Statistiques
Partie 2: Modele

linéaire

Christine Keribin

Différents types de graphiques permettent une étude
visuelle :

» valeurs estimées en fonction de valeurs observées,
» résidus en fonction des valeurs estimées,

» résidus en fonction d'une valeur de covariable,

>

résidus de |'observation i + 1 en fonction du résidu de
['observation 1,

v

graphe quantile/quantile des résidus.

E-Validation
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Cours accéléré

Exemple de diagnostics visuels Sy

Partie 2: Modele

linéaire
y=-23.47 +21.51 *x3 ajustés/observés - .
Christine Keribin
o o
S S
~N ~N
o o o o
3 - 3 -
3 3
>
> @
°
4 4
8 4 8 4
] ] E
o o Identifiabilité
o o |
n n
T T T T T T T T
4 6 8 10 50 100 150 200 e
Propriét
x3 Imf$fitted EN
différents résidus graphe quantile-quantile
-
o s Ic 3y
~ R
R ° 3
@ ° o =
g - & S - je Studen
@ [ X 2 & fe Wa
© O -a =}
@ ° Sane A f@ e % e Fish
£ o £
= 0 % - — . o
. oo E-Validation
! resid.
° A stdres o~
o $ Sires )
T T T T T T T T T
50 100 150 200 -2 -1 0 1 2

Imf&fitted Theoretical OQuantiles 46/104



Cours accéléré

Influence d'une observation Statistiques

Partie 2: Modele

linéaire

» Données influentes ou points levier : h;; proche de 1 : Christine Keribin
Vi =hiyi+ > _ hyy;
J#i

hj; représente le poids de I'observation sur son propre
ajustement
» -~ Valeurs aberrantes : un fort résidu

6] >> to_pa(1 - /2)

» Distance de Cook : mesure l'influence de I'observation i
sur I'estimation du paramétre 6

" CRY:

(yi —xiBi)° hji 2

~ - t; -Validation
po_2 p(]. . h”) I E-Valid.

G =
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Cours accéléré

Influence d'une variable Statistiques

Partie 2: Modele
linéaire

La variance de 0; est affectée par la corrélation de X; avec
les autres covariables explicatives :

Christine Keribin

0.2

(1= R?) 7y (x5 — X5)

var(f) =

ol R’j2 est le R? de la régression de Xj par rapport aux autres
variables explicatives
Facteur d'inflation de la variance X; :

1

VIFj = ——
T1-R?

+ X; est corrélée linéairement aux autres variables,
+ R’ eSt prOChe de 1' E-Validation
+ VIF; est grand
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Cours accéléré
Statistiques
Partie 2: Modele

linéaire

Christine Keribin

Cas de variables explicatives qualitatives

E-Validation
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. . . . . Cours accéléré
Variables explicatives qualitatives Stotistioues
Partie 2: Modele
linéaire

Christine Keribin

» ANOVA(1) : un facteur explicatif qualitatif.
< : expliquer le poids des portées par le génotype de
leur mere

» ANCOVA : un facteur explicatif qualitatif et un facteur
explicatif quantitatif.
— : expliquer le poids des portées par le génotype et le
poids de la meére

» ANOVA(2) : deux facteurs explicatifs qualitatifs.
— : expliquer le poids des portées par le génotype de la
mere et le génotype de la portée

E-Validation
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ANOVAL it

Partie 2: Modele

Exemple : Poids des portées en fonction du génotype de la linéaire
mere. Christine Keribin
R —
S |
8 ‘ —
8 y ‘
# 1
2 |
g - 3
; E-Validation
@ T T T T
A B | J
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- \ Cours accéléré
ANOVAL : analyse de la variance a un facteur Statissaues
Partie 2: Modele
1 variable explicative qualitative a / niveaux. fincaire
Christine Keribin

» Y. : observation du k-éme individu du groupe i.
I
Yk =aij+ex, i=1,....0; k=1,... n; n:Zn;
i=1

E(c|x) = 0;var(e|x) = 0?1,
» vecteur colonne des observations
Y: (Ylla"'7 Y1n17-'~7»/ll7~'~7\/ln,),|
» parametre 0 = (aq,...,q;)

» matrice du plan d'expérience

I,
X = Y =X0+¢

1,

E-Validation

ou I, étant un vecteur colonne de 1 de longueur n;.
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- \ Cours accéléré
ANOVAL : analyse de la variance a un facteur Statissaues
Partie 2: Modele
Si on veut faire figurer explicitement un intercept fincaire
Christine Keribin

» Y. : observation du k-éme individu du groupe /.
I
Yk =pu+aj+ex, i=1....01; k=1,... n;; n:Zn;
i=1

E(c|x) = 0;var(e|x) = 0?1,
» vecteur colonne des observations
Y =M1, Yin,--s Yii, -5 Yin,),
» parametre 0 = (u, aq, ..., qq)

» matrice du plan d'expérience

I, 1,
X = : ;Y =X0+¢

1, 1,

E-Validation

ou I, étant un vecteur colonne de 1 de longueur n;.
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ANOVAL : Ildentifiabilité Srarimats
Partilein2é:airl\/|eod‘ele
Christine Keribin
P> La paramétrisation ainsiNdéﬁnie n'est pas identifiable :
0=(u,a1,...,00) et 0 =(u—h,a1+h,...,a;+ h)
définissent la méme loi, dim(Ker(X)) =1
» Restreindre |'espace des parameétres par une condition
d'identifiabilité pour obtenir une solution unique 6.
dans un sous-espace C = {C6# = 0} ou la restriction de
X est injective

» L'unique estimateur de # dans C est
b = (X'X+C'C) XY
» La dimension du modele est dim(ImX) < dim(6)

» Quelle que soit la Cl choisie, X0, = X0

E-Validation
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Cours accéléré
ANOVA]. EXempIes de CI Statistiques
Partie 2: Modéle
. linéaire
» R:a;=0,5itC=(010...0)
» 1 est la valeur de la réponse pour le niveau 1
> «; représente la différence de réponse entre le niveau i

et le niveau 1

Christine Keribin

|E(Y1k) =m= U

E(Yar) =mo= p +a
E(Ysk)=ms= u +as
|E(Y4k) =My = U “+uy

» SAS:a;=0,s0it C=(00...01)
» 1 est la valeur de la réponse pour le niveau /
» «; représente la différence de réponse entre le niveau |
et le niveau /

|E(Y1k) =m= W +ao

|E(Y2k) =m = U “+ao

|E(Y3k) =m3= U +as

E(Yax) =ma= 1 E-Validation

> Zia; =0, Z,- nia; =0, ...
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. . Cours accéléré
Exemple : comparaison de deux Cl Statistiques
Partie 2: Modele
linéaire
> anovi=lm(Wt~Mother,data=genotype); summary(anovi) # CI par défaut MotherA=0 .. .
Estimate Std. Erroryt value Pr(zlt|) S (el
(Intercept)  55.400 1.910 28.999  <2e-16 ***
MotherB 3.300 2.797 1.180 0.2429
MotherI -2.038 2.702 -0.754 0.4539

MotherJ -6.720 2.746 -2.447 0.0175 *
Residual standard error: 7.642 on 57 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.1882,Adjusted R-squared: 0.1455
F-statistic: 4.405 on 3 and 57 DF, p-value: 0.007433

> summary( lm(Wt~Mother,data=genotype,

+ contrast=list(Mother="contr.SAS")) )
Estimate Std. Error t value Pr(>|tl)
(Intercept) 48.680 1.973 24.672 < 2e-16 **x
MotherA 6.720 2.746 2.447 0.017518 *
MotherB 10.020 2.840 3.528 0.000834 *x*x

MotherI 4.683 2.746  1.705 0.093647 .
Residual standard error: 7.642 on 57 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.1882,Adjusted R-squared: 0.1455
F-statistic: 4.405 on 3 and 57 DF, p-value: 0.007433

> anova(anov1)
Response: Wt

Df Sum Sq Mean Sq F value Pr(>F)
Mother 3 771.6 257.202 4.4045 0.007433 *x*

Residuals 57 3328.5 58.395 E-Validation

Attention a l'interprétation des coefficients...
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Cours accéléré

ANCOVA : analyse de la covariance Statistiques
Partie 2: Modele
1 covariable qualitative a I niveaux + 1 covariable linéaire

Christine Keribin

quantitative t.
» Définition d'une seule régression, pour | droites.

I
Yi = ptai+(v+6)tik+ew, i=1,...,1; k=1,...,n; n= Z n;
i=1
E(c|x) = 0; var(e]x) = 02,

> Y:(Y11;-~-7Y1n17"'7W17"'7Y/n/)/;
9:(M)ala-'-aalay7617"'aﬂl)

1 1 t11 t11
1 1 tip, t1n,
X = :
1 1 ti ti1
. E-Validation
1 1 tln/ tl"l
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ANCOVA : exemple

perte par abrasion

perte par abrasion

150 250 350

50

perte~dureté

une droite
s o
o
o
° )
°
R °
° o
. °
R °
o
°
T T T T T
50 60 70 80 90
dureté

perte~dureté + type
méme pente

dureté

perte par abrasion

perte par abrasion

350

100 200 300 400 500

perte~dureté*type
4 droites quelconques

dureté

perte~dureté : type
méme ordonnée a l'origine

dureté

Cours accéléré
Statistiques
Partie 2: Modele
linéaire

Christine Keribin

E-Validation
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Cours accéléré

ANCOVA : analyse de la covariance (suite) St
Partie 2: Modele

linéaire

Christine Keribin

test de toute sous-hypothese linéaire
P égalité des pentes ou de certaines d'entre elles

P égalité des ordonnées a I'origine ou de certaines d'entre
elles

> si les pentes sont différentes, on dit qu'il y a interaction
entre le facteur et la variable quantitative t

E-Validation
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ANCOVA : CI

Y variable a expliquer, F facteur explicatif a I niveaux, t
variable explicative quantitative :

Yik = p+ ai+ (v + Bi)tic + cix

Cours accéléré
Statistiques
Partie 2: Modele

linéaire

Christine Keribin

y ~ modele et Cl intercept Fi t t:Fi
Fxt | droites qcq W :ord. orig. | a; —ay | v : pente Bi—31
a;=0,6,=0 droite 1 droite 1
F+F:t I droites qcq | p :ord. orig. | aj —ay | By : pente | (. pente
a1 =0,vr=0 droite 1 droite 1 droite i
Sous modeles particuliers
> 3 droites paralleles : y = F+t
» 3 ordonnées a l'origine identiques : y 7 F:t
L'argument contrasts de 1m permet de changer la CI
E-Validation

contrasts =

list(F = "contr.SAS") # CI alpha_I=0
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ANOVA?2 : analyse de la variance a deux facteurs = St

Statistiques

Partie 2: Modéle
. . N . . linéaire
2 facteurs explicatifs a | niveaux et J niveaux.
i " i L. i ) i Christine Keribin
» observation Yjj du k-ieme individu de niveaux / et j :

»/Ijk:u+ai+,6j+’yij+€ijk7
i=1,....0; j=1,....ik=1,... n; nzzn,,j.
iJj

E(c|x) = 0;var(e|x) = 0°l,
> paramétre (0= (uvalw"vahﬁla "75J77117"°77/J)1 X =

I”ll I"ll

Toyy Tnyy
I"-u I"-u Iy, Toyy
Ir;,l Toy  Tapy Toy
I’;u I’;IJ Tnyy

I”IJ Validation
Modele sans interaction : 7y; = 0
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Sommaire

Introduction

A-Définition et hypotheses
B-Estimation

C-Lois des estimateurs
D-Tests

E-Validation

Sélection de variables et choix de modele

Régularisation

Sélection de
variables et choix
de modele

Biais/variance G2 /104



Apprentissage supervisé

» as so far : recherche d'un modéle minimisant I'erreur

empirique sur un ensemble donné d'observations
» Choix entre

> £ modélisations (choix de £, de la fonction de
régression m, ...)

> plusieurs régresseurs (sélection de variables)

> £ régles de prédiction/classification

Cours accéléré
Statistiques
Partie 2: Modele
linéaire

Christine Keribin

Sélection de
variables et choix
de modele

63/104



Choix de variable

degré 0

degré 3

-4

-4

o T T T
-1.0 -05 00 0.5
degré 6

T
1.0

T
0.0

T T T T
05 10 15 20
degré 14

Cours accéléré
Statistiques
Partie 2: Modele
linéaire

Christine Keribin

Sélection de
variables et choix
de modele
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Cours accéléré

Comprendre ou prévoir ? Statistiques
Partie 2: Modele

linéaire

Christine Keribin
» Objectifs
» Description : qualité de I'ajustement SCR = ||Y — \A/||2
> Estimation : EQM(6), EQM(m@,\X))
> Prédiction : EQMP = E||Y — Y?|?
» Comprendre : démarche statistique historique
— estimateur

» Prévoir : se concentrer sur |I'élaboration d'algorithmes
prédictifs
— regle d'apprentissage
L'objectif n’est pas d’estimer un paramétre de la loi,
mais plutot de faire aussi bien que la meilleure des
regles d'apprentissage en terme de risque

» Définir et établir la performance du modele

Sélection de
variables et choix
de modele

65/104



\ Cours accéléré
M Od e | e Statistiques
Partie 2: Modele
linéaire
Christine Keribin
» On dispose d'un échantillon de résultats d’une
expérience (x1, Y1),...,(xn, Yn) concernant une
variable d'intérét Y et p variables explicatives (disons

quantitatives pour simplifier)

» On appelle modéle un ensemble de fonctions
Ex : régression linéaire simple, régression polynomiale d'ordre 3, modele

logistique avec lien probit et 3 covariables, fonctions étagées

» On appelle famille de modeéles, une collection F de
modeles
Ex : cas de sélection de variables on peut identifier les variables par un
numéro :
» famille exhaustive : F =P(1U{2,...,p})
> famille emboitée : F = {{1,...,j} 1<j<p}

Sélection de
variables et choix
de modele
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Cours accéléré
C a d re Statistiques
Partie 2: Modele

linéaire

Christine Keribin

» Supposons que les données ont été générées a partir
d'une fonction d’'un modéle M ayant généré les
observations, par ex

Y = f.(X.,0.) 4 € oli € ~ N(0,02)
» On modélise
E(Y|X = x) = f(x,6.)

» On définit un critére de performance (par exemple,
risque quadratique, perte 0/1, ...)

Sélection de
variables et choix
de modele
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3 Cours accéléré

Conséquence d'une sur-paramétrisation Statistiques

Partie 2: Modele

linéaire
Pas d’oubli de variables, mais certaines sont superflues Christine Keribin
(w) : E(Y) = X101 (vrai modele, inconnu),
dim(61) = q, dim(X1) =nx q
(Q) : E(Y) = X6 (modele de travail), avec 0 = (07, 65)" de
dimension p et X = [X1X] de dimension n x p.

Le vrai paramétre dans § est 0, = ( 1,0"), est estimé par
o = (X'X)IX'Y
> Oq, Yo = X0q et 53 = SCR/(n — p) sont sans biais
» avec une variance plus forte
[(X{X1 = X{Xo(X3X0) 1 XX) ™ > (X Xh) Y
N

[Var(é\Q)]lqul:q Var(é\w)

3. Ex. en régression linéaire
Biais/variance 68/104



Cours accéléré

Conséquence d'une sous-paramétrisation * Statistiques
Partie 2: Modele

Chrisltlinneeall';eeribin
Oubli de covariables.
(w) : E(Y) = X101 (modele de travail)
(Q) : E(Y) = X0 (vrai modele, inconnu), avec § = (07, 605)
de dimension p et X = [X1X]

~ o~

0., Y., et (’7\5 en général biaisés et de plus faible variance.

4. Ex. en régression linéaire
Biais/variance 69/104



Cours accéléré

Erreur quadratique moyenne (EQM) St

. . , . N Partie 2: Modele
Risque quadratique d’utiliser 6 a la place de 6, linéaire

Christine Keribin

EQM(0) = E(]|6 — 0][?)

Risque quadratique d'utiliser F= F(gw,Xw) a la place de
F.(65, X)
EQM(F) = ||F — F.|?
= ||Biais(F)||? + tr(var(F))
= || Biais(X.0,)|[? + |wlo?

dans le cas du Mod. lin. de dim |w|

— EQM réalise un compromis biais/variance
70/104



Cours accéléré

EQM réalise un compromis Biais Variance Statistiques
Partie 2: Modele
linéaire
Christine Keribin

< fort biais, faible variance  faible biais, forte variance —

°
31 — EQm
= = biais
! - variance
|
h
o |
3
© |
3
<
c 7 .
\
\
b\
~ N
o 7 N
o | e LR TR
3
T T T T T
2 4 6 8 10

Mais PB : pas calculable car dépend de 6,
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Cours accéléré

Erreur quadratique moyenne de prévision Sy

Partig 2 Modéle
( EQ M P) linéaire
. . . . - N Christine Keribin
Risque quadratique des estimations F) dans le modele (w) i
de nouvelles observations (X", Y")

EQMP(FY) = E(||Fy — Y¥|]?)
=E(|Fy - FY+F =Y |P)
= EQM(FY) + E(|FY — Y"||?)
—2E[(X"0, — X ) (F — Y)]

Si I'échantillon (X", Y") est indépendant de (X, Y) :
» L'espérance du double produit est nulle
> EQMP(FY) = EQM(FY) + n'o?
» EQMP réalise le compromis biais/variance et est facile
a estimer a partir de données...
> mais attention! pas directement avec celles ayant pas

servi a calculer 8,,...
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Estimer sur |'échantillon d’apprentissage ?

» Estimer une erreur moyenne de prédiction par SCR sur
les données d'apprentissage :

> Ne peut réaliser le compromis biais variance, probleme
de sur-apprentissage

Cours accéléré
Statistiques
Partie 2: Modele

linéaire

Christine Keribin
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Stratégies

» Calculer une erreur de prédiction sur de nouvelles
observations pour établir la performance de
généralisation du modele

Erreur de
prédiction

Echantillon
de Test

Echantillon
d'apprentissage

Nombre de variables

» Définir des critéres qui corrigent le biais d'apprentissage

Cours accéléré
Statistiques
Partie 2: Modele

linéaire

Christine Keribin
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Cours accéléré

Estimation du risque en pratique Sy
Partie 2: Modele

linéaire

Christine Keribin

» si les données sont suffisamment nombreuses :
— les scinder en échantillon d'apprentissage,
échantillon de validation

S 1 ~
EQUP(w) = — || V" = F(0., X"
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Cours accéléré

Estimation du risque en pratique Sy
Partie 2: Modele
linéaire

» si les données sont peu nombreuses :
< Validation croisée d'ordre B (B-fold cross validation)

Christine Keribin

EQMP(w ZHY” FB5), X*)| 1P

< cas particulier B = n, leave one out

n

~\ 2
_1 N B A T
LOO = ;Z(’/I_F(fl—)) N ;Z ( 1—h ) = PRESS

i=1 en régr. lin. =1
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- N\ . Cours accéléré
Une alternative : les criteres de choix Statistiques
Partie 2: Modele
linéaire
Pénaliser une estimation directe de performance sur
I'échantillon d’'apprentissage pour contrecarrer le biais
d’'optimisme
» 3 partir du R?
< critere R? ajusté
» 2 partir de SCR
— critere de Mallows

Christine Keribin

» Considérer la distance de Kullback comme étant le
critere de performance a estimer sans biais sur
I'échantillon
— critere AIC

» Considérer la vraisemblance intégrée
— critere BIC

Permettent de comparer des modeéles, et de faire de la
sélection
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Cours accéléré

Critere : coefficient de détermination R? S

Partie 2: Modele

» pour comparer des modeles 2 de méme dimension linéaire
Christine Keribin
R2(Q) SCM(T, Q) 1 SCR(Q)’

SCR(T) SCT

» pour prendre en compte différentes dimensions
—1 1Y - V7|

RAQ)=1- ———(1- R(Q)) = .
’ \QI = QY —yI|P
1
0

Iy, Sscr@)

Q
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. . Cours accéléré
Estimation de EQM : le C, de Mallows S
Partie 2: Modele
linéaire

> d'une part :EQM(m,) = ||E(m,) — E(Y)|? + |w|o?
» d'autre part : E(SCR(w))

Christine Keribin

E(||Y — my||?)

E(|Y — m, — E(Y — my) + E(Y — m,,)|]>)

= E([[(1 = Ho)(Y — E(Y)DII?) + [[E(Y) — E(m.)|[?
= (n— |w])o® + [[E(Y) — E(m,)]]?

> d'ot EQM(,,) = SCR( ) — (n— 2Jw|)o?

> Soit EQAZ(Z%) SCR ) 42w —n

Minimiser SCR
Co(w) = a\z(w) +2w|—n

avec 0° est calculé en général dans le modele complet.

Attention! : 3 calculer sur un échantillon indépendant de la

sélection...
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Cours accéléré

Criteres : la vraisemblance pénalisée Statistiques
La qualité de I'ajustement d'un modele peut étre évaluée par e
la log-vraisemblance maximale log L(w) calculée dans le ShStnes by
modele (w) : pénalisation pour éviter le surajustement

Choix du modele (w) minimisant
critere (w) = —2log L(w) + |w|pen(n)
» AIC (Akaike Information Criterion) : pen(n) = 2

AlC(w) = —2log L(w) + 2|w|

o SCR()

=nlo + 2|w| + cte (Cas gaussien)

» BIC (Bayesian Information Criterion) : pen(n) = log(n)

BIC(w) = —2log L(w) + |w| log(n)

. SCR(w)

=nlo + |w| log(n) + cte (Cas gaussien)
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Cours accéléré

Recherche de sous-ensembles de variables Statistiques

Partie 2: Modele

linéaire
Christine Keribin
Limite de la recherche exhaustive : 21¢/=1 modgles 3
comparer suivant un critére
— méthodes (sous-optimales) explorant I'espace des
modeles
» Méthode descendante (backward) :
a partir du modeéle complet, élimination une a une des
variables dont la suppression améliore le plus le critere

» Méthode ascendante (forward) :
A partir du modele le plus simple, ajout une a une de
variables dont I'ajout améliore le plus le critére

» Méthode mixte (stepwise)
enchainement des étapes ascendantes et descendantes
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Cours accéléré

Pour a“er plUS |O|n Statistiques

Partie 2: Modele
linéaire

Christine Keribin

P> Les criteres pénalisés sont des criteres asymptotiques
» lls reposent sur le fait que le nombre de modéles n’est
pas trop grand (et le nombre de parameétres dans un

modele non plus)

» une autre approche non asymptotique et prenant en
compte la complexité de la famille de modéle a été
développée (cf. Vapnik, Birgé et Massart)
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Cours accéléré
Ra ppels Statistiques
Partie 2: Modele
linéaire

Christine Keribin
» Pour estimer estimer la performance sans biais
< apprentissage/validation
— validation croisée

» choix de modeéle : réaliser un compromis biais (erreur
d'approximation) / variance (erreur d'estimation)
< par calcul de I'erreur de prédiction (A/V ou VC),
< par calcul de critéres réalisant un compromis
biais/variance

» Comment concilier ces deux objectifs ?
< apprentissage/validation/test ou double VC
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Cours accéléré

Sélection par critére et erreur de généralisation Sifi

M4
Modl
MoK

g

Partie 2: Modele

linéaire

Christine Keribin

Appreulinnage Tt
B Sdat =6 b
Bk Subdb >0,  untl \ Mp
2 A :
Buat &IM sBBK Cr |\-|L

—>
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Sélection par A/V et erreur de généralisation i

M4
Modl
ModK.

g

Statistiques
Partie 2: Modele
linéaire

Christine Keribin

Apprealinuge [Valid. |

Tt

w&dﬁt} %64 —_— W,
Bt Subik B, — oy ¢ M

: A
Bt Subak B —5 Oy
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Cours accéléré

Sélection par VC et erreur de généralisation it

Partie 2: Modele

linéaire

Christine Keribin

(N (D (®)
A'"rlquw* | Tnbt
WAL oG - T oy’ e
Modd : M?
B Q! ®
Modk Oy - - - Uty ——)Q”K

g
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Double validation croisée

U:n?q A

Modd

liare(gﬂl)

(N (D

Z:

. (2)
om," O, - <~ - w{1 A
. tala
| ) @ & [4
on oA . - - o - - - uvx )Ur
Ei} F FA]

ZZ
;.
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Cours accéléré

Quelle taille pour les segments (folds) ? St

Partie 2: Modele

linéaire

Christine Keribin

Pour le calcul de I'erreur :

> LOO:
peu de biais, mais de la variance,
attention au temps d’exécution !

» Apprentissage/validation :
potentiellement + biaisé, mais moins de variance
temps d'exécution maitrisé
attention a la stratification

> K segments est une solution intermédiaire
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Introduction

A-Définition et hypotheses

B-Estimation

C-Lois des estimateurs

D-Tests

E-Validation

Sélection de variables et choix de modéle

Régularisation

Biais /variance
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Cours accéléré

RégUlarlsatlon Statistiques

Cas

Partie 2: Modele
linéaire
Christine Keribin
ol X n'est pas injective (ou pas loin de ne pas |'étre) :
variables qualitatives : < contraintes d'identifiabilité

n > p, mais les colonnes (X, ... X,) forment une
famille liée de R" : variables explicatives tres " corrélées”
la variance de 6 peut fortement augmenter si X’X est
proche d'une matrice non inversible, donc pb de
précision

n < p, le nombre de variables est supérieur au nombre
d'observations : " grande dimension”

méthodes pour pallier le pb de dégénérescence du rang
de X : réduction de dimension, régularisation

90/104



Cours accéléré

RégUlarlsatlon Statistiques
Partie 2: Modele

linéaire

Christine Keribin

» Contraindre les estimations des paramétres
» Réduit significativement la variance

P régression ridge et régression Lasso
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Régression ridge (Hoerl et Kennard (1970)) St
Partie 2: Modele

linéaire

Christine Keribin

» Les valeurs propres \; de X’X sont >0

» S'il y a dégénérescence du rang, les \; ordonnées par
ordre décroissant sont quasi-nulles a partir d'un certain
rang r.

> X'X et X'X + kld, ont les mémes vecteurs propres,
mais des valeurs propres différentes : \; et \; + &
respectivement, j=1,...,p

P> d'ou I'estimateur ridge

Oridge(K) = (X' X + kld,) 1 X"Y
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Cours accéléré

Ré reSS|On rld e atistiques
g g Parst'lfetQ:t l?/lod‘ele
linéaire

En régression linéaire, on optimise Christine Keribin

2
n

P
SCR(O) =D [ Yi—=> 0
j=1

i=1
En régression ridge, on minimise un critere pénalisé

n

2
P P p

SCRO)+ kY 07 =3 | Vi=D 0| +rY_ 0
Jj=1 j=1 j=1

i=1

ol k > 0 est un parametre de réglage (tuning) a déterminer
séparément
» SCR() diminue avec p croissant

> k>0 913 augmente avec p
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Cours accéléré

Régression ridge= contrainte /¢, Sy
Partie 2: Modele

linéaire

Christine Keribin

» Minimisation du critere pénalisé

. _ . B 2 2
erldge(’{) = arg Gne]]erL ”Y XHH + "{HGH

» Revient a un pb de minimisation sous contraintes

0(8) = i Y — X0||?
(9) argaekmrerhzgé!l |

» N'a d'intérét que si § est petit
» Choix de x (ou d)?
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Régression ridge : propriétés St

Partie 2: Modele

> Biais : E(Byigge) — 0 = —r(X'X + rld,)~10 fnéaire

Christine Keribin
» Variance :

var(rigge) = 02(X'X + kldp) X' X (X' X + kld,) ™
> EQM( rldge) =
tr [(X'X + kldp) " [x%00" + o> X' X|(X'X + kldy) "]

P52\ + K2 (PO

_Z (Aj + k)2

> EQM(Omc) = o?tr[(X'X) ] =02 3P AT

Proposition

La régression ridge est plus précise pour I'estimation des
paramétres que celle des MC si k < 252/0'0
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Cours accéléré

Centrer / réduire les régresseurs? S

Partie 2: Modele
linéaire

Christine Keribin
» Avec les MC, I'estimation de X0 n'est pas affectée par
la standardisation des variables. Si une variable est
divisée par c, son coefficient est multiplié par c et X6
est le méme.
» Mais |'estimation peut considérablement changer dans
le cas de la régression ridge, a cause de la pénalisation

» || est donc recommandé de centrer et réduire les
variables en régression ridge

P> La pénalité ne s'applique pas en général I'intercept, qui
capture la réponse quand les covariables sont nulles

> En général on centre donc aussi Y qui est remplacé par
Y — Y1, et on n'introduit plus d'intercept
» On peut aussi réduire Y
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Cours accéléré

Régression ridge : en pratique Sy
Partie 2: Modele

linéaire

Christine Keribin

» Centrer et réduire les variables X; (et Y)
Xj = (Xj = Xj1a) /5
> Ak fixé:
é\ridge(ﬁ) - ()?/)N( + H/dp)il)?/{}

> valeurs ajustées

?ridge(/‘@) = a%[xgr;dge(li)] + ?]In
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Cours accéléré

Régr. ridge : Choix de k a partir des données Statistiques

~ Partie 2: Modele
» graphiquement : tracer 6,4z (k) en fonction de & TneEfie

< K est la plus petite valeur avant laquelle les Christine Keribin
coefficients " plongent” vers 0

» analytiquement (Hoerl, 1975) : & = A,pa’2‘4c
OpmcOmc
» apprentissage/validation
» Séparer en (X, Y) en (X, Ya) et (X,, Y))
» Centrer (X, Ys)
» Sur (X,, Ys), régression ridge pour une grille de
K€ [Ov "imax]x — aridge et Yridge

Vv rrdge - Ua Y Z ’j nv endge,_/( ) + Va]lnv
» i minimise de |'erreur quadratique de prévision observée
PRESS(r) = || o rigge(r) — Y|

» VC: Rk =argmin, ) ; (%je('()"))
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Cours accéléré

Exem ple Statistiques
Partie 2: Modele
linéaire

Christine Keribin

Introduction

Références
10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10

A-Définition et
hypotheses
Exemples

1 Identifiabilité

B-Estimation
EMC

t(coet ridge)

Propriétés

7 i EMV.

Mean-Squared Efror
25

C-Lois des
estimateurs
Ic

T T T T T T T T T T T IC Prévision

RC
log(Lambda) Tog(grid)

D-Tests
de Student
de Wald
de Fisher

E-Validation

Sélection de
variables et choix
de modele

Biais/variance 100/104



Cours accéléré

LaSSO 5 Statistiques

Partie 2: Modele
linéaire

On utilise la norme {1 : |[0][1 = ;|6 Christine Keribin

0 = ar Y — X0||?
g9€]R#’||0||1<5H H

soit, résoudre le probleme de pénalisation

0(r) = arg min || — X0|> + 70| s

> Si7T > || X"Y]|o, 5(7’) =0
P> au fur et 3 mesure, des variables sont ajoutées, et les
coefficients des variables déja utilisées sont modifiés

P> ... mais certaines variables peuvent étre désélectionnées

» Méthode de sélection de variable

5. Least Absolute Shrinkage and Selection Operator
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Cours accéléré

Lasso en pratique Statistiques

Partie 2: Modele

linéaire

Christine Keribin

> Centrer et réduire les variables (X, Y) (— X, Y) et
ajuster le modele sans coefficient constant

> Le modele de prévision est

~ ~ —

Y(7) =52 X6(7) + Y1,

» 7 (ou b) sont choisis grace aux données, de facon
graphique, par méthode analytique ou par VC
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Comparaison Lasso/Ridge : exemple

coefficients

lasso

norme L1

coefficients

ridge

norme L1

Cours accéléré
Statistiques
Partie 2: Modele
linéaire

Christine Keribin

s /variance 103 /104



Cours accéléré

Comparaison Lasso/Ridge S
Partie 2: Modele

linéaire

Christine Keribin

B2 B2

B B1

An Introduction to Statistical Learning with Applications in
R. James, Witten, Hastie, Tibshirani (Springer 2013)
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