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Résumé

On s’intéresse a la conjecture de Manin sous sa forme forte conjecturée par Peyre pour
une famille de surfaces de Chatelet qui sont définies comme modele minimal propre et
lisse d'une surface affine de la forme

Yi+ 7% = f(X),

ou f est un polynome de degré 3 ou 4 sur Z[X]| produit de deux formes linéaires non
proportionnelles par une forme quadratique irréductible sur Q[i]. La résolution de ce
probleme par les torseurs universels repose essentiellement sur ’estimation asymptotique
de sommes du type

SX)= Y r(Lix)r(L:x)r(Qx),

XEZ2NXR

pour une région R C R? convenable, et ott L; et Ly sont deux formes linéaires binaires de
Z|xq, 5] et @ est une forme quadratique de Z[z1, z5] irréductible sur Q[i] et ou r désigne
le nombre de représentations d’'un entier comme somme de deux carrés. Ce travail permet
essentiellement de terminer le programme de recherche initié par Tim Browning et Régis
de la Breteche concernant la conjecture de Manin sur les surfaces de Chatelet.
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Introduction

L’objet de ce mémoire de M2 est I'étude d’équations diophantiennes particulieres,
autrement dit des points a coordonnées rationnelles de certains systemes d’équations
polynomiales. Plus précisément, étant donné V' une variété algébrique de P", on cherche
a étudier I'ensemble V' (Q) = VN P"(Q). On se restreint ici a des variétés dont 1’ensemble
des points rationnels est dense pour la topologie de Zariski. Cette hypothese est en réalité
assez générale dans le cas de la dimension 2 puisqu'un résultat de Segre, établi dans
[1], montre que si V' contient un point rationnel en dehors d’une droite incluse dans
V', alors I'ensemble des points rationnels est nécessairement Zariski dense. L’ensemble
V(Q) est alors infini et la question naturelle qui se pose est celle de la complexité de cet
ensemble, de sa “taille”. On utilise alors des fonctions H : P*(Q) — R} possédant des
propriétés particulieres appelées hauteurs qui seront précisées dans la suite du rapport et
qui permettent de mesurer la “taille” d’un point [zg : ... : z,] € P*(Q). En particulier, le
cardinal

Non(B) =#{zcU@Q) | H(z)< B}
est bien défini (et donc fini) pour B > 1 et U un ouvert de Zariski de V.

Dans les années 1980 ([2]), Manin a mis en place un programme de recherche visant
a comprendre le comportement asymptotique de Ny gy (B) lorsque B tend vers +oo pour
une classe particuliere de variétés, les variétés de Fano et pour un ouvert U convenable.
En effet, un principe général en géométrie arithmétique (conséquence notamment de la
conjecture de Bombieri-Lang) prédit qu’une variété de type général, c’est-a-dire dont le
faisceau canonique wy est ample, va contenir peu de points rationnels tandis qu’au con-
traire une variété de Fano, c’est-a-dire dont le faisceau anticanonique w‘jl est ample,
devrait contenir beaucoup de points sur un corps de nombres assez gros. Ce programme a
conduit a la conjecture de Manin qui est étudiée dans ce rapport dans un cas particulier.
SiV =W;nNn..NnW, C P" est une intersecion complete non singuliere de r hypersur-
faces de degrés respectifs dy, ..., d,, cette conjecture prend la forme suivante. Si on pose
d=d; +..+d, et sin > d, alors il existe un ouvert U de V' et une constante cy y tels
que, lorsque B tend vers +oo,

Ny.g(B) = cy.u B log(B)* (1 + o(1)),

ou py désigne le rang du groupe de Picard de V. En 1995 dans [3], Peyre a donné une
expression conjecturale de la constante ¢y g comme un produit

Cv,H = @(V)ﬁ(V)WH<WQ))

ou a(V) est un coefficient dépendant de la géométrie de la variété, 5(V) un coefficient
cohomologique et wy (V(Q)) un nombre de Tamagawa qui va s’interpréter comme un pro-
duit de densités archimédienne et p—adiques ou une somme de produit de telles densités.



On reviendra plus précisément sur cette expression dans le coeur du rapport. Le fait que
la conjecture soit seulement formulée sur un ouvert de Zariski provient du fait qu’il peut
exister des sous-variétés accumulatrices incluses dans la variété V' qui sont susceptibles de
dominer le comportement de Ny g (B). L’ouvert U est donc le complémentaire de toutes
ces sous-variétés accumulatrices ([3]). Dans le cas de la dimension 2, la situation est par-
ticulierement simple puisque les seules sous-variétés accumulatrices sont les droites qui
contribuent de l'ordre de O(B?) et 'ouvert U est automatiquement le complémentaire de
toutes les droites incluses dans la variété V' étudiée. En dimension supérieure, la situation
est plus délicate et explique, couplée au fait qu’on sache qu’il n’existe pas de méthode
générale pour obtenir 'existence de points rationnels sur une variété quelonque, qu'une
démonstration générale pour toute variété soit inenvisageable et que par conséquent la
conjecture soit attaquée par classes de variétés.

Lorsque n est “grand” devant d, la méthode du cercle a permis d’obtenir des résultats
comme le théoreme de Birch ([4]) qui établit la conjecture sous sa forme forte dans le cas
d’une hypersurface projective non singuliere de degré d avec n > (d — 1)2¢ et telle que le
produit

[TV(@) xV(E®)

soit non vide. Une deuxieme approche utilisant I’analyse harmonique s’est révélée payante
dans le cas de compactifications équivariantes de certains groupes algébriques comme dans
[5] pour les variétés toriques ou dans [6] pour les compactifications équivariantes d’espaces
affines. Malheureusement, lorsque la variété V n’est dans aucune des deux catégories
précédentes, on ne dispose pas de méthode générale. L’idée a alors été de commencer par
regarder la dimension 2 et de traiter différentes classes de variétés (comme les surfaces de
del Pezzo [7], [8] et [9] ou [10] ou encore I'éclaté du plan projectif en quatre points dans
[11]) en utilisant une méthode de comptage qui combine théorie analytique des nombres
et méthodes de descente via les torseurs universels (qui ont été introduits par Colliot-
Thélene et Sansuc dans [12], [13] et [14]) qui vont s’avérer étre des variétés plus simples
que la variété d’origine. C’est cette méthode qui est développée dans ce rapport dans le
cas particulier des surfaces de Chatelet.

Le cas de la dimension 3 est beaucoup plus inexploré. Les deux seuls exemples publiés
sont du d’une part a Régis de la Breteche pour la cubique de Segre [15] et d’autre part a
Blomer, Briidern et Salberger dans [16].

Les surfaces de Chatelet peuvent étre vues comme le modele propre et lisse des variétés
affines dans A, d’équations de la forme X* —aY? = F(X,1) = f(X) ot F est une forme
binaire de degré 4 de discriminant non nul et a un entier. On se place dans le cadre de
ce rapport dans le cas a = —1, bien que les cas a < 0 puissent se traiter de maniere as-
sez similaire mais en ajoutant un certain nombre de complications techniques aux places
de mauvaises réduction dans le cas ou le groupe de classes de Q(y/a) n’est pas trivial
notamment. Ces surfaces apparaissent naturellement parmi les surfaces non triviales les
plus simples dans la classification birationnelle des surfaces d’Iskovskikh ([17]) et comme
désingularisations minimales de certaines surfaces de del Pezzo de degré 4 ([18], remarque
2.3). Les surfaces de Chéatelet sont également arithmétiquement tres riches puisque cer-
taines de ces variétés ne satisfont ni le principe de Hasse ni le principe de I’approximation
faible et correspondent a l’exemple historique donné par Swinnerton-Dyer en 1971. La



seule obstruction au principe de Hasse et a I'approximation faible pour ces surfaces est
en effet 'obstruction de Brauer-Manin ([19] et [20]). L’étude du principe de Hasse pour
les variétés projectives tire son origine du fait que pour les classes de variétés projectives
le vérifiant, il existe un algorithme permettant de décider l'existence ou non de points
rationnels. La recherche de contre-exemples a ce principe a alors été essentiellement mo-
tivée par la résolution du dixieme probleme de Hilbert sur Q qui reste encore aujourd’hui
une question ouverte.

Considéré spécifiquement depuis 2005, le cas particulier des surfaces de Chatelet a
donné lieu a une confirmation de la conjecture sous certaines conditions de factorisa-
tion pour la forme P — cf. notamment [21] et [18]. Désignons par r(n) le nombre de
décompositions d’un entier générique n comme somme de deux carrés et, pour toute une
forme binaire P € Z[X, Y] de degré 4, introduisons la quantité

ou l'on a posé
Rp(X) ={x e R*: ||x||lec < X, P(x) >0} (X >0).

L’évaluation asymptotique de Np(B) peut étre reformulée en termes d’estimations de
quantités plus générales, mais essentiellement de méme nature que Sp(X), sous réserve
d’une uniformité suffisante en divers parametres, notamment les coefficients de la forme P.
La forme du résultat asymptotique conjecturé et les méthodes nécessaires pour 'obtenir
sont subordonnées au type de factorisation de P dans QQ et a la nature des facteurs dans
Q[¢]. La liste suivante explicite tous les cas possibles :

(i) P = LyLyL3Ly, ol les L; sont des formes linéaires de Q[X];
(ii) P = L1L»Q oules L; sont des formes linéaires, et ) une forme quadratique irréductible
sur Q mais réductible sur Q[i];
(i) P = L1L2Q oules L; sont des formes linéaires, et ) une forme quadratique irréductible
sur Qi) ;
(iv) P = LC, ou L est une forme linéaire, et C' est une forme cubique irréductible sur
Q;
(v) P = @Q1Q2, ou les (); sont des formes quadratiques irréductibles sur Q, mais dont
I'une au moins est réductible sur Q[i] ;
vi = Q1Q)> ou les @, sont des formes quadratiques irréductibles sur Q[i] ;
i) P = Q1Q2 ou les Q; sont des f drati irréductibl Q[
(vii) P est irréductible sur Q, mais est réductible sur Q[i];

(viii) P est une forme irréductible sur QJi].

Le premier exemple d’une formule asymptotique pour Sp(X) lorsque X — 0o a été obtenu
par Daniel [22] pour le polynome P(X,Y) = X* + Y* qui est du type (vii). A la suite
de ce travail, d’autres progres ont été accomplis. Pour les formes de type (i), I’évaluation
asymptotique de Sp(X) a été traitée par Heath-Brown dans [23]. Les précisions nécessaires
a l'approche de la conjecture de Manin ont été obtenues dans [24], ce qui a effectivement
permis I'estimation asymptotique de Np(B) dans [18]. Ce cas constitue le premier cas ou
la conjecture de Manin a été obtenue par des méthodes différentes de ’analyse harmonique
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dans le cas d'une variété ne vérifiant ni le principe de Hasse ni 'approximation faible. Les
mémes méthodes fonctionnent pour le type (iv) : les évaluations de Sp(X) et de Np(B)
ont ainsi été obtenues dans [21]. Avec Tenenbaum ([25] et [26]), Régis de la Breteche a
établi les cas dans lesquels P n’est pas divisible par une forme linéaire, autrement dit les
types (vi) et (viii). Il reste donc certains cas dont le cas (iii) sachant que les cas (ii), (v)
et (vil) peuvent étre considérés comme des cas dégénérés.

L’objet de ce mémoire de M2 est alors de présenter, de compléter certains points
et d’adapter les méthodes développées dans [24], [27], [26] et [18] afin de démontrer la
conjecture dans le dernier cas (iii) restant afin de terminer le programme de recherche sur
la conjecture de Manin sur les surfaces de Chatelet.



Chapitre 1

Ordre moyen du nombre de
représentations en sommes de deux
carrés des valeurs de certaines
formes binaires quartiques de la

forme LlLQQ

1.1 Motivation et lien avec la conjecture de Manin

On cherche dans ce rapport a s’intéresser a la conjecture de Manin pour une famille de
surfaces de Chatelet qui sont définies comme modele minimal propre et lisse d’une surface

affine de la forme
Y2+ 72 = f(X),

ou f est un polynome de degré 3 ou 4 sur Z produit de deux formes linéaires non pro-
portionnelles par une forme quadratique irréductible sur Q[i]. Comme mentionné dans
I'introduction, la résolution de ce probleme par les torseurs universels repose essentielle-
ment sur 'estimation asymptotique de sommes du type

SX) = Y (L) (L(x)r(Qx),

XEZ2NXR

pour une région R C R? convenable, et ot L; et L, sont deux formes linéaires binaires
et @ une forme quadratique entiere irréductible sur Q[i] et ou r désigne le nombre de
représentations d’un entier comme somme de deux carrés.

1.2 Notations et résultats

On commence par préciser que dans les estimations qui vont suivre, € désignera tou-
jours un réel strictement positif. On autorisera systématiquement les constantes implicites
dans les O a dépendre de €. De plus, on autorisera la valeur de € a changer d’une ligne a
I’autre pour ne pas alourdir les notations.



On rappelle la définition du caractere multiplicatif x non principal de Dirichlet mod-
ulo 4

1 sip=1[4]
x(p) =q —1 sip=3[4
0 sip=2

et celle de la fonction r :

r(n) =4 x(d).

dn

On cherche donc a obtenir, pour X > 1, une estimation suffisamment uniforme en les
coefficients des formes de la somme

SX)= > r(Lix)r(L(x)r(Qx)), (1.1)

xXEZ2NXR

o, si x = (x1,x2), L1 et Ly sont deux formes linéaires binaires dans Z[xq,xs], @ est
une forme quadratique dans Z[xy, 5] et R est une région de R? vérifiant les hypotheses
suivantes que 1’on notera NH :

i) Les formes L; et Ly ne sont pas proportionnelles ;

ii) La forme quadratique @ est irréductible sur Q[i| (et donc en particulier également

sur Q) ;
i) Vx € R, Li(x) >0, Ls(x)>0etQ(x)>0.

iv) La région R est convexe, bornée avec une frontiere continument différentiable (par
morceaux).

Ces conditions sont assez naturelles et n’imposent pas vraiment de restrictions sur les
formes considérées. Elles seront vérifiées dans le cas notamment des surfaces de Chatelet
qui nous intéressent ici. On définit

XR={Xx | xeR}
et on pose
Li(x) = a1xy + biwy,  Lo(X) = agxy +boxy et Q(X) = azx? + bsas + cszize, (1.2)
avec les a;, b; et c3 entiers. On considére
A = disc(Q) = 3 — dagbs # 0, (1.3)
puisque la forme quadratique () est irréductible sur Q,
Ajs = Res(Ly, Ly) = arby — asby # 0, (1.4)
puisque les deux formes ne sont pas proportionnelles,
Aiz = Res(L;, Q) = azb? + bsai — csazb; = Q(—b;, a;) # 0, (1.5)
pour i € {1,2} et car @ est irréductible sur Q et, pour d = (d, dy, d3) € Z;O,

AMd)={xeZ’ | d|Li(x), dlQ(x)}, (1.6)



ol on note systématiquement (sauf mention contraire) d;|L;(x) pour di|L;(x) et da|La(x).
On introduit alors la quantité essentielle

p(d) = p(d, L1, L, Q) = # (A(d) N [0, dP?) (1.7)
soit
p(d) = #{x € (Z/dZ)* | di|Li(x), ds|Q(x)}, (1.8)

ol on note a nouveau systématiquement d = dydods. 11 est ici important de souligner que
I'ensemble A(d) n’est pas un réseau contrairement au cas traité par Régis de la Breteche
et Tim Browning dans [24] ou le polynome f est scindé en un produit de quatre formes
linéaires binaires.

On pose également

Lo = Loo(L1, Lo, Q) = max(|| L[, || L2[|, [| Q) (1.9)
Too = Too(L1, L2, Q) = sugmaX(\xll, |2]) (1.10)
pdS

et

v =1'(Ly, Ly, Q,R) = sup max <|L1 )W, 1 La(x)], /1@ ) (1.11)

xXER

Le résultat principal obtenu est alors le suivant ot I'on obtient bien mieux que la borne
S(X) < X? (1.12)
fournie par [28]. On note
E={neZ | Uelsy, n=2[2"7]}
et E9n sa projection modulo 2"
En={keZ/"Z | 3UELs, k=2[2mnE2m]}

et

1 + loglog(2)
log(2)

Théoreme 1. On suppose que les formes Ly, Lo et () vérifient les hypothéses NH et

soient € >0 et X > 1 tels que ¥’ X'=¢ > 1. On a alors

S(X):27T3VOI(R)X2HUP+OE( ¢ (Tool’ +12 ))@)7

n=1- = 0.086071...

(log(X))"™*
o
B p X 1/1+1/2+V3p (pVI , pl/2 , plls)
op = ( > z; ST (1.13)
VveLs,,
sip>2et
2n n i
Ty = 4ngm002 # {X € (Z/2"7) | Q(x) € Exn } (1.14)

ot le produit [[op est absolument convergent.
p>2



Cependant, ce n’est pas directement de I’estimation de cette somme dont nous aurons
besoin pour prouver la conjecture de Manin mais un de ces avatars. Pour cela on introduit
I’ensemble

et pour (d,D) € ®, X > 1, on pose

S(X,dD)= > r (%ﬁ) r (LZ(QX)) r (%E?) . (1.16)

xeA(D)NXR

En effet, cette somme est directement liée au comptage des points rationnels sur la variété
affine de A® d’équations

Li(x) = di(s +1]) et Q(x) = ds(s3 +t3), (1.17)

ou (x1,y) sont restreints a un certain réseau, autrement dit au comptage des points
rationnels sur un torseur associé a une surface de Chatelet du type que 'on souhaite
étudier. On définit, toujours pour (d,D) € ©, §(D) comme étant le plus grand entier §

tel que
AD)c{xez® | o|(z1,22)},

ol on note (z1,xs) le plus grand diviseur commun des deux entiers z; et z,. La fonction
p a été abondamment étudiée, notamment par Daniel dans [22], Marasingha ([29] et [30])
ou La Breteche et Browning dans [27] mais pour des formes primitives. On introduit donc
les entiers ¢y, {5, q et les formes primitives L}, L} et Q* telles que

On considére alors D = D1 Dy D5 et

r_ D,y Dy Ds
b= ((Dl,él)’ (Do, ly)’ (Dg,q))7 (1.19)

a(D, A) = (D1, A12A13) (D2, A12Ag3)( D3, A(Aiz, Agz)) (1.20)
avec A = (A, Alg, Alg, Agg) et
(l,(D, A) = a(Dlv A/) = (Dllv AllQAll?))(D/Qv AllQA/23)(Dév A/(Allfia A/QS)) (1'21>

ou

A A Az A
A= (A’, A/127A/13>A,23) = ( = = 23)

¢ by’ By’ B
On notera la différence avec la quantité correspondante dans [27] qui n’est en réalité pas

satisfaisante pour obtenir le Lemme 8 page 29 de [27]. On a alors le résultat suivant,
crucial en vue de I'obtention de la conjecture de Manin :

Théoréme 2. Soient e > 0 et X > 1 tels que ' X'=° > 1. Si on suppose que les formes
Ly, Ly et Q vérifient les hypothéses NH et que (d,D) € ©, alors

L D (roor’ + 12,)a/(d, A)XQ)
0(D) (log(X))"™* ’

S(X,d,D) = 27°vol(R)X* [ [ o(d, D) + O. (

p



o

0,(d, D) = (1 - M)B 3 Xy (07 o o) (1.22)

2(N1+N2+N:
p p p ( 1+Na+ 3)
IJGZZO

avec N; = max(v,(D;), v; + vp(d;)) lorsque p > 2 et

_ _ 2n n Li(x) € di&on
o9(d, D) = 09(d) = 4nl_1>rfoo2 # {X € (Z/2"7.) ‘ Q(x) € dsEpe (- (1.23)
De plus, on a
[[o,(d,D) < L, D*d/(d, A). (1.24)
p

Pour terminer cette section, dans 'optique de vérifier la conjecture de Peyre, il est
bon de réinterpréter la constante obtenue. On définit donc pour A = (Aj, As, A3) € Z2,,
p= (1, po, p3) € Z2 et p premier différent de 2 :

Li(x )_E p(s; +17) [p"]

Ny, (p") = #1 (x,8,t) € (Z/p"Z)° ‘ Q(x) = p™(s5 +13) [p"] (1.25)
P Li(x),  p*|Q(x)
et
wap = Tim p T HTRTRN L (p) (1.26)

qui existe bien et qui correspond a la densité p-adique associée a la variété (2.1). Pour le
cas p = 2, on introduit

ny _ 178 Li(x) = di(s} + t7) [2"]
Ng(2") = #{(x,s,t) € (z/2"2) ‘ Ox) = da(s + £2) [27 } (1.27)
et
wa(2) = i 277" Ng(2™). (1.28)

Posant enfin w.(R) la densité archmédienne associée a cette méme variété (2.1), on
obtient le résultat suivant.

Théoreme 3. Supposons que les formes Ly, Ly et Q) vérifient les hypothéses NH et que
(d,D) € . On a wx(R) = mvol(R), pour tout premier p > 2, wy, = o,(d,D) avec
A= (vp(dr), vp(da), vp(ds)) et pn = (vp(D1), vp(D2),1p(D3)) et wa(2) = 203

1.3 Propriétés de la fonction p

Il résulte du théoreme chinois que la fonction p est multiplicative dans le sens ou si
on se donne deux triplets d = (dy, da, d3) et d' = (dy, dj, d}) tels que (dydads, didydy) = 1,
alors on a

p(didy, dody, dsds) = p(d)p(d’).

Il suffit donc de I’étudier sur les triplets de nombres premiers. Comme mentionné précédemment,
cette fonction a été abondamment étudiée pour des formes primitives. Le lemme suivant
permet de se ramener a ce cas.
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Lemme 1. Soient Li, Ly des formes linéaires non proportionnelles et ) une forme
quadratique. Avec les notations de (1.18), on a pour d € N3,

p(d7L17L27Q> _ p(dIJLT7L§7Q*) (1 29)
(d1dads)? (d dydy)?

011d’:< dy dy d3>.

(d1,61)? (d2,£2)’ (ds,q)

Démonstration.— Avec les notations (1.8), d = dydads et d' = dyd,dy, on pose I'appli-
cation

(2)dZ) — (Z/d'Z)?
x¢ o x7.

On voit facilement que
# (A(d) N 1o, d1d2d3[2) = ! (A(d’) N 1o, d'ldgdlg[z)
ce qui implique 1’égalité
p(d, L1, Ly, Q) = #¢~ ' (A(d') N[0, d1dyds[*) = > #o~' ({x)
xeA(d")N[0,d] dbydj[?

soit
P(da Ly, Lo, Q) = p(d/, LT> L;; Q*)(d1,51)2(d2,£2)2(d3; 9)2
ce qui fournit le résultat. O

Cette quantité
p(d7 L17 L27 Q)
(d1dads)?
va jouer en quelque sorte le role de I'inverse du covolume dans le cas ou f est scindé et
ou A(d) est alors un réseau. L’étude de la fonction p pour des formes primitives repose
alors sur celle de la fonction

p*(d) = p*(d, Ll, LQ, Q) = # {X € A(d) N [0, d1d2d3[2 | (ZEl,fEQ, d1d2d3) = 1} (130)

qui est également multiplicative, toujours grace au théoreme chinois. On a alors les
résultats suivants.

Lemme 2. Soient Ly, Ly des formes linéaires primitives non proportionnelles et () une
forme quadratique primitive irréductible sur Q.

a) Pour tout premier p et v € Z=q, on a

p*(pyv L, 1) = p*(lapua 1) = SO(pV)'
b) Sipt2disc(Q), alors

L) = o(p") (1 N (diS;(Q))) ‘

De plus, si p est un facteur impair de disc(Q), on a

p*(1,1,p7) < 2p(p?)prin(e(disc@))/21/2)

et sip =2,
p*(1,1,27) <2V

11



¢) Pour tout nombre premier p, on a

p(py1 7 pV2 : pug) _ Z p* (pmax(yl—k,O)’pmax(ug—k’,())’pmax(ug—Qk’,O)) pmk

0<k<max(v1,v2,[vs/2])

ot my, = 2(min(vy, k) + min(ve, k) + min(vs, 2k) — k).

d) Pour tout nombre premier p, on a p*(p**,p*2,p*®) = 0 lorsqu’il existe 1 < i < j < 3
tels que vp(A;;) < min(v;, v;). En particulier, cette inégalité est vérifiée dés lors que
p1ARARA; et #{iv; > 1} > 2.

e) Pour tout nombre premier p et v3 < max(vy, 1), on a

v1+vatus ) vg+min(v1,ve,vp(Ai12))

PP 0 0") < @ (p P
et lorsque v3 > max(vy, 12), on a

pmin([vp(diSC(Q)/2)] s /2])

vi+uv2

v1+va2+vs
)p

PP, p") <8y (p
Démonstration.— La preuve se trouve dans [27]. O

On en déduit alors finalement les propriétés suivantes de la fontion p :

Lemme 3. On se place sous les mémes hypotheses que dans le lemme précédent.

a) Pour tout nombre premier p, on a
p(p”,1,1) = p(L,p", 1) = p".

b) Sip12disc(Q), alors

p(L1,p") = ¢(p") <1 + (M» H + 2D (4 1)

p 2
De plus, si p est un facteur impair de disc(Q), on a
o(1,1,p7) < (v 4 1)prrmin(p(disc@/2)L /2]

et sip =2,
p(1,1,27) < (v +1)2%.

¢) Lorsque max(vy,v2) < [2] et p impair, on a
p(p, p2, p”) < (v + 1)pQ(Vl+V2)+V3pmin([l/p(diSC(Q)/2)]7[V3/2D
De plus, lorsque max(vy,v5) = v3 =1 et pf A1aA13093, on a
PP, P2, p) < pP )
Enfin, lorsque max(vy, v3) < (%L on a

p(2"1, 21127 2!/3) < 22(V1+V2)+V3'

12



d) Lorsque {%W < min(vy, vg) et pour tout nombre premier, on a

P(p 1’pl/2’p'/3) < pV1+V2+2V3+miH(V1,Vz,Vp(Aw))'

e) Lorsque vj < (%W < w3 <y avee {i, 5} = {1,2} et pour tout nombre premier p, on a

p(pm ’ pVQ’pVS) < V3p2l’j+l’i+l’3+[l’3/2] (pmin( [v3/2],[vp(Aiz)/2]) + pTP) ,

ot

rp = min (v; — [v3/2], [v,(Aiz)/2]) + min ([v3/2], [, (disc(Q))/2]) -

f) On a pour tout nombre premier p, la majoration
p(pl/1 ) pVQ,pV?’) < min <p2(l/2+y3)+l’1’p2(’/1+’/3)+1/2’ (VS + 1)p2(l/1+l/2)+3y73> '

Démonstration.— La preuve des points a) a e) se trouve également dans [27]. Démontrons
donc le point f). En négligeant les deux conditions

P La(x) et p”lQ(x),
on obtient les majorations
P, p"2, p) < PP p(1,p*, 1) = pPee et

On obtient alors la majoration

p(pyl,pw,py?’) < pQ(V1+V3)+V2

en inversant les roles de L et Ly et en oubliant les deux conditions sur les formes linéaires,
on obtient

p(p”,p?, ) < p* ) p(1,1,p")

et on conclut grace au point b). 0J

On peut déduire de ces deux lemmes que la fonction

i) = 2

est proche, au sens de la convolution, de la fonction R : d — R(d) = ra(ds) avec

ra(l) = xa(k)

k|l

ouxa(n) = ( %) est le symbole de Kronecker. On pose également h la fonction arithmétique
satisfaisant

Fd) = (hx R)() = 3" (Z— x, Z—) R(K).

kild;

Cette fonction h existe car R est inversible pour la convolution car non nulle en (1,1, 1).

13



Lemme 4. Sous les hypothéses du Théoreme 1, on a
RRLLID
KeN? k1k2k3

En particulier,

Ho_p _ L(LXAX) Z h(k)X(klkaf%) < Lim

k1 ok
p>2 keN3 1h2ms

ot on note que L(1,xax) # 0. En particulier, la constante obtenue dans le Théoréme 1
devant X? est bien non nulle.

Démonstration.— On commence par justifier que L(1, xaX) est non nul, ce qui revient

a justifier que yax est non principal. Or, on sait que les premiers p tels que (;) =1

sont de densité % si @ n’est pas un carré ([31]). On en déduit que xax est principal si,

et seulement si, le disciminant de () est 'opposé d’un carré, ce qui est exclu car () a été
supposée irréductible sur Q[i].

On a
X)) = (x R)(pn, p2, p ) x(p )
H Op = H Z P +votus '

p>2 p veNs

Or, on sait que les facteurs eulériens d'une convolution se multiplient donc

3
X(p) h(p”l ’ puz’pw,)x(peruerus) R(pV3)X(pV1+V2+V3)
H Ip = H ( ) Z pV1+V2+V3 Z pl/1+l/2+l/3 ’

p>2 p veNS veNs

Or,

S WO 5 ) 5 ) g v )

veNs v120 v2 20 v32>0

en utilisant a nouveau que

x(p)”(1 * XA x(p X(p)”®
> -y M 5 )

v3>0 v3>0 v32>0

on en déduit 1’égalité

[T =11 ( M)?’ (1 _ M)-S 5 ho 2 G g X(p)yzf(p)yg

p>2 p p veNs v3=>0

soit

h(k)x (k1 kaks)
= L(1 LE..
) Dy ors Z oty <

p>2 keN3
On a ici utilisé le fait que
L(1, xax) < 1.

Ce passage est a justifier puisqu’a priori la constante dépend des coefficients des formes
et qu’on cherche des estimations suffisamment uniforme en les coefficients de ces formes
(cf apres le Lemme 30 et avant le Théoreme 6), o par suffisamment uniforme on veut
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dire qu’on autorise la constante a dépendre de la classe d’équivalence des formes linéaires
obtenues par des transformations linéaires x — Ex de la forme (1.63). Mais, un change-
ment de variable linéaire x — Mx avec M une matrice a coefficients entiers inversible
donne lieu & une transformation du discriminant A en det(IM)2A et donc Xdet(M)2A = XA
et la constante L(1, xyax) est indépendante de la classe d’équivalence des formes par de
telles transformations linéaires, ce qui est par conséquent convenable. De plus, comme par
définition, oy < 4, on en déduit que

Hap < L.
p

Passons maintenant a la preuve de la premiere partie du lemme. Puisque les fonctions f
et R sont multiplicatives, la fonction h l'est aussi et |h| aussi et donc en notant la somme
a majorer P = P(Ly, Lo, Q)

P=T[[1+ = [h(p™, ™, p™)]

pm +ro+tvs

Commengons par nous ramener au cas de formes primitives. On note P, = P,(Ly, L2, Q)
le facteur relatif au nombre premier p du produit ci-dessus. Lorsque p t ¢105q, le Lemme
1 donne, puisque d’ = d, que

p(p™,p", p", Ly, Lo, Q) = p(p™,p™, p"*, L, L5, Q")
et donc

PP(LD L27 Q)

P(L17L27Q) = H PP(LT’LévQ*) H PP(L17L27Q) :P/(LLL;’Q*) H P(LT L; Q*)

ptlilaq plt1laq pllilaq

On sait que I'inverse de la fonction

ra(n) =Y xa(k)

k|n

est donnée par 0(1) =1 et

On en déduit en particulier que

0(p) = —ra(p) = pu(p)(1 + xa(p)),
puis
0(p*) = —ra(®®) — ra(p)f(p) = —ra(p®) + 14 2xa(p) +1
car xya(p)? = 1. D'ou,
0(p*) = =1 — xa(p) — 1+ 2+ 2xa(p) = xa(p).

Passons alors aux cas n > 3,



soit
0(p°) = —ra(®@®) +ra@®)ra(p) —ra(p)xa(p)

=—-2—-xa(p) —xa@) +1+2+3xalp) =1 - xalp) =0

car les puissances paires de xa(p) valent 1 tandis que les puissances impaires valent ya (p).
On montre alors par récurrence que ¢(p™) = 0 si n > 3. On l'a fait pour n = 3, supposons
donc n > 4, alors par hypothese de récurrence

0(p") = —ra(P") —ra(@"~)0(p) = ra(")0(p°)
et un calul similaire a ci-dessus fournit
0(p") = —ra(P") +ra(P"™") + (ra(p") = 1) = (ra(p"™) = 1) = 0.
En conclusion, on a démontré les relations

ny _ ) )1+ xa@") sin=1 oun>3
0w") = { xa(p) B sinon.

Montrons alors 1’égalité

REY(dy, dy, ds) = pu(dy)pa(da)0(ds).

On a
d
(-1 3) =
(R Z,ukl k‘g)?"A<k3)—Z Z (k2) Zkam< )
K |d; k1|d1 k2|do k3|d3
donc

(RY % RY(d) = 6(dy)6(d2)6(ds) = 6(dydads),

ce qui montre bien le résultat. En particulier, on a donc |R("Y(d)| < 2 et plus précisément

IRV (d)| < R(d) donc

\h(p™, p2, p")| = |(f * RED)Y (™, p™2, )| < (f * R)(p™, p™2, p™).

On a donc
R(p™,p,p") \
Pp S|t Z pl/1+l/2+l/3 Pp
ve(N*)3
avec )
/ p Lp
PP - PP<L1’ L2’ =1+ Z V1+V2+V3

puisqu’une convolution se transforme en prodult en termes de séries de Dirichlet et en
remplacant f par son expression. En raisonnant comme dans le traitement de Sp,,(X) <
X (log(X))® ci-dessous, en majorant R par 7(d3), on obtient la majoration

R(p™,p™,p”) 1
Z le +v2+vs < ]?
ve(N*)3
v)+vgtrg 22
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ce qui permet de négliger ces termes. On traite alors

Z R(plfl’pl&’plfs)

2
<K3Ix -x1
p p

ve(N*)3
vy t+vg+trg=1

avec une constante C' indépendante des formes. On en déduit que la contribution des

1/1 1/2 V3)

H L+ Z V1+V2+V3

pll1l2q ve(N*)3

est
< LS,

puisqu’on majore par une constante puissance w(f1f2q) et que C*™ < nf. Maintenant
d’apres I'étude de la fonction p effectuée ci-dessus, on a

p(prtee@) pratve(la) prstum(@)y p(pnr pra pvs: L3 L3 Q)

p2(itvatvstvp()+vp(f2)+vp(Q)) B p2(itvatrs)
donc R
P, 05 L, Lo, Q) p(p*h,p2, %5 L, L5, QF)
p2(l,l+1/2+y3) ~ p2(l/i+l/é+l/é)
avec

v, = max(v; — vp(£:),0) et v4=max(vs — 1,(q),0).

Si on se fixe tous les v/, on a au plus (v,(¢1) +1)(vp(¢2) +1)(v,(q) + 1) triplets v, donc en
dénombrant selon les v/, on obtient I'inégalité

P < (vp(6) + D) (vp(l2) + 1) (v(q) + 1+ Z p(p p”2,p Ly L5, QF)

p 2(vq +1/2+1/3)

De plus, utilisant le fait que f = h *xr et le comportement des facteurs eulériens vis-a-vis
de la convolution, on déduit que

R(p™, p”2, p**)
pl/l +r2+tvs

Py < (1) + D(1p(8s) + 1) () + DB(L], L5,Q7) {1+ )
Finalement, on en déduit

p”)

(L1, L3,Q) < (40 +1) () D) @)+ ) By( L7, 1, Q) [ 14 3 22

m+m+%
ve(N+)3

et donc
PP([/*hL*Q?Q) g LZO
PP(L17L27Q*)

pll1l2q
En effet,
(Vp(l1) + D) (vp(l2) + 1) (1p(q) + 1) < 7(£1)7(l2)7(q)
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et que chaque 7 est < LI . On est donc ramené a démontrer dans le cas de formes
primitives que

P(L}, L3, Q") < Lg..
Dans la suite on suppose donc les formes Ly, Ly et ) primitives et nous majorons P. On
a puisque h = f * RV

v

h(p”, 1,1) = u(p™ ™)

k=0

p(p¥, 1,1)
pk:

p(p", 1, 1)
pn

= p(1,1,1) — —0

d’apres I'étude ci-dessus. De méme, on obtient que h(1,p”,1) = 0. On suppose alors que
p12A, alors

R(1,1,p) = f(1,1,1)rCD(1,1,p) + f(1,1,p)r1(1,1,1)
— 1= xal) + (1= 1) (1 +xalp) + &

toujours d’apres 1’étude de p. D’ou

1
h(1,1,p) = ==xa(p)

p

et ,
Lp")=> f(1,1,p7 )RV, 1,p")
k=0
donc
h(1,1,p") = F(L L) RV (L1 D+ (1L 1,p )RV 1, p)+f(1, 1,97 ) REV(1, 1, p7)
les autres termes étant nuls. On a donc puisque f(1,1,p*) < k+1 et R-Y(d) < 2 que
h(1,1,p") <6(r+1) < v+ 1.

On peut en déduire, lorsque p 1 2A, que la contribution dans la somme de P, des termes
tels #{i|lv; > 1} < 1 est un O(1/p?). En effet, cette contribution est majorée d’apres ce

qui précede par
v+ 1
<2

v>2

De plus, on a

|h(p1/1 1/2 1/ <2 Z f nl,pm n)

n€Z>0
njSvj
soit
3
R (p", p™ <2] [ +1) max f(p™,p™,p™)
=1 rIGZ
JgVJ
et donc
3
|h(pul’puz’pug)| < H(Vz + 1)2pV1+V2+I/3+k’p—maX(V1+V2,V1+I—I/3/21,V2+|—V3/2.‘ v3)
=1
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ou
kp = [Vp(A/2)] 4+ vp(A12A13A3)

d’apres toujours ’étude de p. En effet, commencons par établir que
f(pm P2 pns) < (n3 + 1>pn1+n2+n3+kp*ma><("1+n27n1+fn3/2T,n2+fn3/2T,ns).

Dans un premier temps, on suppose que nj + ny < min(ny + [n3/2],n2 + [n3/2]), ce qui
implique que max(nq,ny) < [ng/2], on a donc

f(pm’pnz’pns) < (713 T 1)p2n1+2n2+n3+k‘p*nl*nQ*nS < (ng + 1)pn1+n2+kp.

Or, si les deux inégalités n; < [ng/2] sont strictes , alors n; + ny < ng et max(n; +
[n3/2],n2 + [n3/2]) < ng donc le max vaut nz et on a donc

(ng + 1)pm+n2+n3+kp7max(n1+n2,n1+[n3/2],n2+(n3/2],n3) _ (TLg + 1)pn1+n2+kp

qui convient donc. Le cas de ny = ny = [n3/2] est traité par le cas d) du Lemme 3 et le
cas (l'autre se traitant par symétrie) ou ny = [n3/2] et ny < [n3/2] est traité par le cas
e) du Lemme 3. On a donc traité le cas ny + ny < min(ny + [n3/2], na + [n3/2]).

On traite alors le cas ot ny +ny > min(ny + [n3/2], ne + [n3/2]). On commence par le cas
ouni+[n3/2] < ni+ng et ng+[n3/2] < ny+ny. Cela implique que [n3/2] < min(ny, ny)
et puisque ng < 2[n3/2] < ny + ng, le max est alors ny + ny. On a alors grace au Lemme
3 que

f(pm,pnz,pn?’) < pn1+n2+2n3+kpfnrnrn3 < (n3 4 1>pn3+kp

tandis que

<n3 4 1)pn1+n2+n3+kp7rnax(n1+n2,n1+]'n3/2],n2+[n3/2],n3) o (n3 4 1)pn3+kp

ce qui convient.

On traite alors le cas ny + [n3/2] < ny + ny < no + [n3/2] (on traite de méme le cas
symétrique en inversant les roles de 1 et 2). Cela implique que n; < [n3/2] < ng. On
suppose alors dans un premier temps que n; < [n3/2] < ng < ny et on obtient

Flp™,p, p) < p2n1+n2+n3+[n3/2]+kp—n1—n2—7L3 < (ns + 1>pm+[n3/2]+kp‘

Le maximum vaut dans ce cas, ny + [n3/2] donc
(n3 + 1)pn1+n2+n3+kp7max(n1+n2,m+[n3/21,n2+(n3/2],n3) — (n3 + 1>pn1+n3*fn3/2]+kp

= (n3 —+ l)pn1+[n3/2]+kp

ce qui convient. Il reste alors a traiter le cas ou ny < [n3/2] < ny < nz ol le maximum
reste inchangé et ou

Fp™, p2,p™) < 2n3p2n1+n2+n3+[n3/2]+kp—n1—n2—n3 < (ns + 1)pn1+[n3/2}+/€p

(on majore p et pmin(na/2Lhve(A)) par pk» d’olt apparition du 2) et on conclut comme
ci-dessus. On a donc bien obtenu

f(pnl’pm’pm) < (n3 + 1)pn1+n2+n3+k‘p—ma)<(n1+n2,n1+[n3/21,n2+fn3/2T ,n3).
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Montrons désormais la majoration

max f(pm,pnz,pm) < magx (n3 + 1)pn1+n2+n3+kp7max(n1+n2,m+[n3/21,n2+(n3/2],n3)

3
116220 nEZ>0
anUj ’I’ngl/j

< (V3 + 1)p1/1+1/2+1/3+kp7max(1/1+1/2,V1+(1/3/2],1/2+[1/3/21,1/3)

ou il faut bien faire attention au fait que f (tout comme l'argument du maximum dans le
membre de droite de 'inégalité ci-dessus) n’est pas croissante avec (ny, ng, n3). Il faut aussi
voir que I'indice qui réalise le maximum des trois entiers (ny 9, 12, 73,0) ol (71,0, 72,0, M3,0)
réalise le maximum ci-dessus n’est pas nécessairement le méme que celui qui réalise le
maximum des trois entiers (v, v, v53). Supposons dans un premier temps que vs est le
maximum. Il s’agit alors de montrer que

n1+n2+n3+kp—max(ny+ng,n1+[n3/2],n2+[n3/2],n3) < pl/1 +vo+v3+kp—max(v1+vo,v1+[v3/2],ve+[v3/2],v3)

max p

nEZ;O

njgl/j

soit
max pn1+n2+n3+kp—maX(nl—f—nz,m+fns/ﬂ ;ne+[n3/2],n3) < pr/1+u2+k‘p‘
ncz

>0
nj éuj

Il faut alors a nouveau traiter tous les cas. Pour les indices tels que nsz est le maximum,

on a un terme
n1+na+kp < pV1+I/2+kp

p
Si, n1 + ng est le maximum, alors on a un terme

pns-‘rkp < pn1+n2+kp < pl/1+l/2+kp

puisque ng < ny + ny. Lorsque ny + [ng3/2] est le maximum, on a de méme

pn2+[n3/2}+kp << pn1+n2+kp << pV1+V2+kp

puisque ng < ny + [n3/2], on a [n3/2] < ng, ce qui conclut ce premier cas. Supposons
alors désormais que vy + vy est le maximum. Il faut alors montrer 'inégalité

max pn1+n2+n3+kp—max(n1+n2,n1+fn3/2],n2+]—n3/2],n3) < pug—&—k’p‘

z3
nc >0

nj<v;
Lorsque ns est le maximum, on a
pn1+n2+kp < pns-i-kp < pV3+kp
puis lorsque n; + ns est le maximum, on a
pn3+kp < p’/3+kp
et enfin lorsque n; + [n3/2] est le maximum, on a

pn2+[N3/2}+kp < pn3+kp < pl/3+kp
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puisque ny + ng < ny + [n3/2] donc ny < [ng/2]. 1l reste alors a traiter le cas ('autre
se traitant par symétrie) ou le maximum vaut v; + [v3/2]. On doit alors montrer la
majoration

max pnl+nz+n3+kp—maX(n1+n2,n1+(n:s/ﬂ7n2+[n3/21,n3) < pV2+[V3/2}+kp

nGZ?’O

njsVj

Lorsque ns est le maximum, on obtient

pn1+n2+kp < pn2+[n3/2]+k‘p < pl/2+[1/3/2]+kp

puisque n; + [n3/2] < ng donc ny < [ng/2]. Ensuite, si ny + ny est le maximum, on a

pn3+kp < pn2+[n3/2}+kp < pV2+[V3/2]+kp

puisque nq + [n3/2] < ny+ny done [ng/2] < ngy et ng = [ng/2] +[n3/2]. Et enfin, lorsque
ny + [n3/2] est le maximum, on obtient que

pn2+[n3/2]+kp < pl/2+[V3/2]+kp

et lorsque ny + [n3/2],

pn1+[n3/2]+kp < pu2+[y3/2]+kp

car ny + [n3/2] < ny + [ng/2] donc ny < ny ce qui acheve la preuve de la majoration

max f(pn17pn27pn3) < (V3 + 1)pV1+1/2+l/3+kp—max(y1+y2,1/1+]'1/3/2],1/2+[1/3/2],V3)'

neZ>O
njsvj

On utilisera lorsque max(vy,15) = 1 = v3 et pf 2AA 15713003 'inégalité qui s’en déduit
’h(p”l,pyz,p%)’ < plf1+l/2+1/3—2‘

On regarde alors la contribution des termes tels que #{i|; > 1} > 2. En effet, lorsque
pTQAAIQAlgAgg, on a

LIV iV 0| 1
pl/1+112 +uv3 pmaX(V1+V2 wi+[v3/2],wa+[v3/2],v3) "

Mais la condition #{i|v; > 1} > 2 garantit que
max(vy + vo, 1 + [v3/2],v0 + [v3/2],13) > 2

et donc on obtient du 1+ O(1/p?) ce qui fait que

II &<t

PR2AA12A13A03

et on montre comme ci-dessus que

I1 1+ > ,,lﬁgﬁfug) < L%,

p‘QAA12A13A23 VG N*
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Pour conclure, il ne reste donc plus qu’a montrer que
/ S
II rB<r.
DP|2AA12A 13023

Pour cela, on utilise a nouveau 1'étude de la fonction p. On a dans le cas ot max(vy, v2) <
[v3/2] une contribution

v3<1l

puisque le terme p?1 72+ ge simplifie avec le p2“1+%2+3) au dénominateur. On a donc

1
<Y s+ 1)p Pl <« >

v3<1

De méme, lorsque max([v3/2],1) < 2 < 11, on a une contribution

< Z pmin(ug,l/p(Au))—Vl—VZ

1<va<n
soit )
< D op=Y Y =Y -
1< < v121 1< <y v12>1 p

et de méme en intervertissant les indices 1 et 2. Enfin, on traite les dernier cas de la méme
maniere (point e) du Lemme 3 et cas ou deux des v; sont nuls) pour obtenir que

1
p-vo(2)
p

et comme on I’a déja vu, on peut en déduire que

II =m< ]I 1+O(%)<<Lgo.

PI2AA12A13A23 pI2AA12A13A23

1.4 Démonstration du Théoréme 1

1.4.1 Quelques outils de théorie analytique des nombres

On note M(A, B) la classe des fonctions arithmétiques h telles pour tout p premier

et tout entier ¢
h(p’) < A

pour une constante A et telles que pour tout € > 0, pour tout entier naturel n,
h(n) < nf
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pour une certaine fonction B = B(g). Soit F' € Z[z, x2] une forme binaire non nulle de
degré d, de discriminant non nul, que 1’on met sous la forme

F(xy,20) = 2P 22 G2y, 25) (1.31)

ou dy, dy € {0,1} et G est une forme binaire de degré d — d; — ds de discriminant non nul
et telle que G(1,0) = G(0,1) # 0. On considére également la quantité pour tout entier m
non nul

1 (ntham) =

2 1
©(m) {(nl,nz) €]0,m] F(n,ns) = 0fm] } (1.32)

Enfin, on dit qu'un nombre premier p est un diviseur fixe pour un polynéme f € Z|x] si
p|f(”) pour tout n.

prp(m) =

Théoréme 4. Soient h € M(A, B), X1, Xo > 0 et F' comme ci-dessus. Alors, on a pour
tout e >0 :

> Y h(|F(n1,m)]) <ape [P (X1 X2 E + max X7, X,') (1.33)
[n1|<X1 |n2|<X2
ot
&(p)(h(p) —1 d;(h(p) — 1
d<p<min(X1,X2) p i=1,2 p<X; p
Démonstration.— La preuve constitue le coeur de I'article [28]. O

On a également besoin de I’amélioration suivante d’un théoreme di a Nair ou Régis de la
Breteche et Tim Browning parviennent notamment a remplacer un terme exponentiel et
a expliciter les dépendances en le discriminant.

Théoréme 5. Soient une fonction multiplicative h € M(A, B) et f de degré d sans racine
multiple et n’admettant aucun nombre premier comme diviseur fize et 6 €0, 1[. Alors, il
existe une constante C' = C(A, B,d,d) telle que

- hsm)) <<A,B,5XH(1_ﬂf_<m) 5 Mmesm)
1<n<X <X p e x m
pour X > | f]I"

Démonstration.— La preuve se trouve dans [28]. O

La preuve fait apparaitre les résultats suivants sur les nombres premiers qui sont des
diviseurs fixes dont on a besoin et qui sont tirés de [28]. On commence par remarquer
qu’'un premier qui est un diviseur fixe est nécessairement majoré par le degré du polynome
en question. En effet, soit p un tel nombre premier pour un polynome f primitif de degré
d. On a alors pour tout x entier

f(x) = fi(2)... fulz) = Olp]
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ou les f; sont des irréductibles de FF,[X] deux a deux non associés et ou le fait d’étre
primitif implique que f # O[p]. En particulier, la fonction polynémiale associée a fi...f
est nulle mais pas le polynome f et on sait que le noyau du morphisme d’évaluation sur
[F,[X] est engendré par X? — X donc on en déduit que X? — X divise f;...fi dans [F,[X],
d’ou

p < Zdeg(fi) < d.

Le premier lemme qui suit a déja été démontré dans ce qui précede :

Lemme 5. Soient p un premier et f € Z[z| primitif qui a p comme diviseur fize. Alors
il existe e 2 0, q,r € Z[z] tels que

fx) = (a" — x)q(x) + pr(z), (1.35)
avec .
q(x) = Zajxj avec 0<a; <p
i=0
et a. # 0.

On étudie ensuite 'effet de changements de variables de la forme = — pz + k pour
0<k<p:

Lemme 6. Soient p un premier et f € Z[x] primitif de la forme (1.35). Alors pour tout
0 < k <p, il existe v, € Z tel que

a) 0 <y <e;

b) fi(z)=p " f(px+ k) € Z]x] est primitif ;

c) Si fr a p comme premier fize et est de la forme (1.35) pour des polynomes qi et 7y

convenables, alors e = p—1 et deg(qr) < e—p+ 1.

Démonstration.— On commence par faire la preuve dans le cas ou £ = 0. On part de
I'identité
f(pz)

p
et on pose b; le j-eme coeflicient de r. Alors le coeflicient d’ordre j 4+ 1 de f(pz)/p est

¢ = T gy — Pag + P b = (ajp — ag)p + P

= z(p" 2 = 1)q(px) + r(px)

avec la convention a; = 0 pour les indices négatifs. On introduit alors 14 la valuation
p-adique du pged des coefficients de f(px)/p et

f(pz)

pV0+1

fo(z) =

€ Zlx].

On se convainc facilement que f; est primitif puisque f l'est et qu’on a divisé le pged par
p. Les coefficients de f(px) sont p’f; donc le pged des coefficients est celui de ceux de f
soit 1 multiplié par une puissance de p, a savoir p*°*1. Si on pose ¢y le plus petit indice j
tel que a; # 0 dans ¢, alors vy < €, en effet sinon p*! devrait diviser le coefficient

eo+1b

€0 _ e eo+1
(aeofp%»l - aeo)p + p eo+1 — aeop +p b60+1
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par définition de e ce qui est absurde par définition des a;. On a en particulier 0 < vy < e,
ce qui suffit pour établir les deux premiers points du lemme. Si maintenant f, admet p
pour premier fixe. On se place dans un premier temps dans le cas ol vy < ey. Alors pour
0<j7<v,ona

¢; = bp’

donc le coefficient de fy d’ordre j est
b/

qui est bien un entier car p° divise b;p’. Puis pour j > 14, on a clairement que p divise
¢; donc

ou

vo
go(z) = Z bp 0l
=0

Si go admet p comme premier fixe, alors on I’écrit sous la forme (1.35) pour certains gq et
Ty avec
0<deg(qo) Svo—p<e—p<e—p

ce qui permet de conclure. On traite alors le cas ou ey = 1. Le méme raisonnemet fournit
que

Jo(x) = go(z)[p]

ou

1o
9o(7) = —ae,xt + Z bp’ 0!
=0
et on conclut de la méme fagon en écrivant gy sous la forme (1.35) avec

deg(q) <ep+1—p<e+1—np.

Pour compléter la preuve, il faut maintenant en déduire le résultat pour 0 < k < p. Pour
ce faire, on pose g(z) = f(z + k) qui vérifie les mémes hypotheses que f et on est ramené
au cas k= 0. [

On termine par un dernier lemme concernant les nombres premiers fixes qui repose sur
les deux lemmes précédents :

Lemme 7. Soit f € Z[x] primitif, de discriminant non nul et de la forme (1.35) (en
particulier p est premier fixe pour f). Alors il existe 0 < 6 < e et des entiers strictement

positifs pg,..., js avec
po+ ..+ ps < (e +1)°

tels que le polynome

(0 + pks + ... + pky + ko)
puo-i-----‘rua

Gko,....ks (l‘) =

soit a coefficients entiers et n’admette pas p comme premier fixe pour tout ko, ..., ks dans
N0, pl.
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Démonstration.— On raisonne par récurrence sur le degré e du polynome q. Les trans-
formations linéaires du type x — ax + b préservent le degré des que a # 0 et préservent la
non-nullité du dsicriminant (on raisonne comme ci-dessus). Soit 0 < ky < p quelconque.
Le lemme précédent implique qu’il existe vy € Z tel que 0 < 1y < e et

fro(@) = p™"° " f(px + ko)

soit a coefficients entiers primitif. Si e < p — 1, par contraposition du dernier point du
lemme, on en déduit que fi, n’admet pas p comme premier fixe. On obtient donc le
résultat pour 0 = 0, po = o+ 1 et gy, = fr,, ce qui permet d’obtenir l'initialisation de
notre récurrence. On suppose alors désormais e > p — 1 et dans ce cas fi, admet p comme
premier fixe. On peut donc écrire fy, sous la forme (1.35) pour eux polynomes ¢ et 7’
convenables avec deg(q’) = ¢ < e — p+ 1. Par hypothese de récurrence, il existe §' < ¢’
et pg,..-, ity tels que
po + o 4y < (€4 1)?

et

fro (py“x + p‘s,k:g, + ...+ pkl + k:f)) f (p‘s/“x + p‘y“l{:g, + ... + PPk + pk{ + ko)

pu{)-l—...—i—ug, pug—l—...—&-ug,-&-l/o—&-l

soit a coefficients entiers, primitif, et n’admette pas p comme premier fixe et ce pour tous
kg,...,k5 dans Z N [0, p[. On pose alors § = ¢' + 1, kjy1 = &} pour i > 0 et po = v + 1,
Wi = i, pour i > 1 et on a bien que gy, x, convient pour tous ky, ..., ks dans Z N [0, p|.
Enfin, on a clairement

1111

< +1<et+2—p<(e+1)?

et
po+ .. +us<(e—p+2P+e+1)<e+e+1<(e+1)°

ce qui complete la preuve. O

1.4.2 Un outil de géométrie des nombres

On suit la méthode de [23], [27], [21] et [28] qui repose sur le lemme de géométrie des
nombres suivant :

Lemme 8. Sotent ¢ > 0, Ly, Ly et Q) des formes vérifiant les hypothéses NH, X > 1,
Vi, Vo, Vs =2 et V =VVLV5. Alors il existe une constante absolue A > 0 telle que

D

den3
d;<V;

#(A(d) N XRq) — vol(Rd)XQ% & LE (roee XVV + V) log(V)4,

0t Rq C R est une région de frontiére contintiment différentiable (par morceaux) dépendant
de d.

Démonstration.— Les éléments de la preuve sont dans Uarticle [22] de Daniel ainsi que
dans [29], [30] et [28] ou il faut préciser en plus la dépendance par rapport aux formes
et ou il faut noter que la dépendance de la région par rapport a l'indice de sommation
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ne change absolument rien dans la preuve. Il faut également noter que dans le cas ou
les formes linéaires s’annulent (la forme @) étant irréductible, elle ne peut pas s’annuler
ailleurs qu’en (0,0)), on n’a pas nécessairement une condition de coprimalité, ce qui fait
sortir un log(V) a la puissance 8 en plus par rapport a la preuve qui figure dans [28],
ce qui n’est clairement pas génant au vu du résultat énoncé. Dernier point, le lemme se
démontre pour des formes primitives et on passe aux formes vérifiant NH en utilisant le
Lemme 1. En effet, pour d’ et [ fixés, on a au plus 7() entiers d tels que d' = (d;'fl). De plus,
on constate que A(d, L1, Ly, Q) = A( mathbfd', Lt, Ly, Q*), ce qui permet de majorer la
quantité

S |# (Ad) 0 XRa) — vol(Ra)x? 2D
(d1dads)?
dens
d;<V;
par
H()r(t)r(@) 3 [# (M) N XR ) — vol(Rg)x2 21115 Q)
d’en3 (d1d2d3)
di<v;

Puisque 7(¢1), 7({2), 7(q) < L, le résultat sur les formes primitives permet de conclure.
0

On pose X' = "X et Y = (rX)Y?/(log(X))® pour une constante C' > 0 que l'on
fixera plus tard. L'idée est alors d’utiliser, si m = 1[4] et 0 < m < X', les décompositions
suivantes qui permettent de restreindre les intervalles dans lesquels varient les variables
de facon acceptable

r(m) =4A;(m) + 4A_(m) (1.36)

Am)= 3 wd) et A(m)= 3 xle), (1.37)

dlm elm

d<vx/’ m>eV X/

ou la deuxiéme somme provient de la multiplicativité de y, appliquée a Lo(x),
r(m) = 4D, (m) 4+ 4D_(m) (1.38)
avec

Di(m) =3 x(d) et D_(m)= 3 x(e), (139)

dlm e|lm
d<x/’ m>eX/’

appliqué a Q(x) et la décomposition
r(m) = 4B(m) + 4C(m) + 4B_(m), (1.40)
avec

Bolm) =Y x(@), Comy= 3 x(@ et Bo(m= 3 xle) (141)

dlm dlm elm
dsy Y<d<X'/Y m>eX'/Y
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ol on a a nouveau utilisé la multiplicativité de y, appliquée a L;(x) cette fois. On notera
que dans A_, D_ et B_, on a que e < VX, e < X' et e <Y respectivement. On
introduit alors la quantité

Seex= Y Bi(Li(x)AL(L2(x)) D1 (Q(x)), (1.42)

de sorte quelque

S(X) =4Sy +4°> Sisx, (1.43)

> C(Li)r(L(x)r(Q(x)). (1.44)

On est donc ramené a 'étude de Sy et des huit sommes Si 4. Si on pose Vi =Y |
Vo=vX et V3= X' et pour d= (dl,dg,dg) € Ng,

T/dg
X

Rya = {X €ER ‘ Q(x) > ;o Li(x) > rdiY T Ly(x) > (r’)l/ngX_l/Z} (1.45)

de sorte que
XRya = {Xx e XR ‘ Q(x) > X'ds, L1(x) > i X'Y | Ly(x) > dg(X’)l/Q} . (1.46)

On a alors

S =Y Xl(didads)# (A(d) N XRya) (1.47)
dens
d;<V;
par exemple et on est ramené a des quantités qu’on étudiera grace au Lemme 5. Mal-
heureusement, rien ne garantit que L;(x) = 1[4] et que Q(x) = 1[4], ce qui est essentiel
pour pouvoir appliquer ces décompositions car le caractere y est trivial sur de tels entiers.
Pour s’y ramener et pouvoir appliquer la méthode qu’on vient de décrire, on va extraire
les valuations 2-adiques. Cette décomposition avec le Y est capitale pour obtenir le terme
d’erreur souhaité.

1.4.3 Extraction des valuations 2-adiques

On effectue ici un raisonnement similaire a celui effectué dans [21]. En utilisant le fait
que pour tout entier n, on ait r(2n) = r(n), on obtient 1’égalité

= > r(La(x) =) 57 (27X), (1.48)

ko>0 x€z2nXR ko=0
2k0 ||

ou

SHX)= ) r(Lix)r(L(x)r(Q(x)). (1.49)
xﬁ(zﬂflrjﬂi(;)2
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En regroupant les termes selon la valuation 2—adique de L;(x) et de Q(x), on a

S(X) =) > Sk (2770 X)), (1.50)

ko=0 k=(k1 ,kz,k‘3)€Z;0

avec Sk(X) la restriction de S*(X) aux x tels que

vo(Li(x)) = ki et 27 L;(x) = 1[4]
et

Q) = ks et 27MQ(x) = 14]
et 21 x et ou les dernieres conditions sont nécessaires si I'on veut un terme non nul dans
S*(X). On a clairement que 2F < L;(x) < X’ donc

ki < log(X") (1.51)

Utilisant a nouveau le fait que

vxeZ’, WeN, r(2'Li(x) =r(L(x))),

on peut supposer quitte a diviser par la plus grande puissance de 2 qui divise tous les
coefficients de Ly que a; ou by est impair. Traitons le cas a; impair, le cas ou a; est pair
et b; impair se traitant par symétrie en échangeant les roles de x; et z5. La premiere
condition
27M [ (x) = 1[4]

équivaut a lexistence de x} tel que 2} = 1[4] et tel que z1 = cay + 22! ot ¢ € {&1} tel
que ¢ = a1[4] et ¢ € [0,2M72[ tel que a;c = —b; [2M72] (on rappelle que a; est supposé
impair). En effet, si on pose z = 27 L;(x) = 1[4], on a clairement que

T = cTy + a_12klz [2]““}

ol on notera aj pour I'inverse multiplicatif de a;. On a done, puisque ¢ = a;[4], 'existence
d’un entier [ tel que a; = ¢ + 4l et d'un entier m tels que

T = cxy + 2% (2 +4(m + 1))

ce qui permet de conlure en posant j = z +4(m + 1) = 1[4]. Si k; = 0, on a alors
automatiquement que 2 { x et sinon, cette condition devient équivalente au fait que o
soit impair. Intéressons-nous a présent a la deuxieme condition

27" [ (x) = 1 = 2/ [4].
Si on suppose la premiere condition vérifiée, cette condition est équivalente a
Lo (cxg + 2Ry To) = k2 [2k2+2} :

On considere alors L(X,Y) = Ly (cY + M X, Y) = aX + bY pour a et b deux entiers.
On pose alors k) = min(vy(a), (b)), ky = ke — K} et Lo(X,Y) = 27 L(X,Y) de sorte
qu’on obtient

Lo(m/l,l'Q) = Zkéxll |:2ké+2] .
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On peut alors écrire xo = ax) [2’“’2”} pour un unique o € [[O, 2’“’2“[[ pour obtenir
Lo(1,a) = 2% [2’“’2“] . (1.52)

Finalement, lorsque la premiere condition est vérifiée, la deuxieme l’est si, et seulement si,
on a ry = ax} + 2¥2+22} pour « solution de (1.52) ot si k; = 0, a doit étre choisi impair
pour vérifier la condition 2 1 x. Avec des notations évidentes, le méme raisonnement
conduit a montrer que si la premiere condition est remplie, la troisieme I’est si, et seulement
si, il existe 3 € [0, 2k5+2[[ solution de

Qo(1,8) = 2% [2’“5“} (1.53)

tel que zo = B} + 25128 B devant éventuellement étre choisi impair. Pour traiter
le cas ou les trois conditions sont remplies simultanément, posons k= = min(k}, k%) et
kT = max(k}, k}). D’apres ce qui précede, il existe oy solution de (1.52), as solution de
(1.53), z21 et x5 deux entiers tels que

/ /
2+2 3+2$272

! k / k
Ty =Ty +2 To1 = QX + 2

On a donc en passant modulo 28~ que

To = a1 = ) [2’“7”}

soit, puisque | n’est pas divisible par 2, a; = s [2’“7”] . On peut donc écrire, en

notant toujours at le o; correspondant & kT et o~ celui correspondant & £, que o~ =
a® 4+ 28 2m pour un certain entier m. On a par conséquent que zs est de la forme

+ -1 _
Ty = atal + 28 2ad = o) + 28 TP,

pour deux entiers 23 et x5 tels que 25" % |25 . Cette condition est bien sir équivalente
A 2y = o) + 28722, pour un certain entier #, et olt at est une racine de (1.52) et
(1.53). En effet, supposons que ot = ay, 'autre cas étant tout a fait symétrique. Alors
par définition, ot est racine de (1.52) mais puisque o~ = ot + 28 *2m, on a également

Q(1,at) =0 [2%“} .
On vient donc de montrer que les conditions
VQ(Li(X)) = ]{51 et 2_k2Lz<X) = ].[4]

et
1(Q(x)) = ks et 27FQ(x) = 1[4]

et 21 x peuvent s’écrire x = Mx’ avec x] = 1[4] et

d2k ¢ 1 0 Ik e eomax(hyky)+2
M=M, = ( 0 1 > < 2max(k/2,kg)+2 > = < 2max(k’2,ké)+2 ) (154)

(67 (0%
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olt a € [0,2max(k2:k3)+2 et une racine de (1.52) et (1.53) qui doit de plus étre choisie
impaire lorsque k; > 1. On notera n(ky, ko, k3) le nombre de tels « et on remarque que

| det(M)| = ki max(hy ky)+2 (1.55)

On peut remarquer que min(k;, k;) > 15 (4, ;). En effet, il est clair dans le cas ou {7, j} =
{1,2}, que si on pose k = min(ky, k2), on a

a1x1 + bz =0 [2’“]
asx1 + boxyg =0 [2"“]

ce qui implique que, si on suppose par exemple que 2 t x; (le cas 2 t x5 se traitant
exactement de la méme fagon)

xl(albg - CLle) =0 [Qk} y

ce qui entraine bien que nécessairement min(k;, k;) < vo(4;;). Traitons alors les cas
i €{1,2} et j = 3. Avec les mémes notations, on a

a;rq + bia:Q =0 [Qk}

Q(z1,22) = 0 [2¥]

Or, on a vu qu’on pouvait supposer que a; ou b; était impair, sans perte de généralité on
va supposer qu’il s’agit de a;. On obtient donc grace a la premiere congruence que

soit en réinjectant dans la seconde
3Q(—azb;, 1) = 0 [2*] .

Mais (1.56) implique que si 2|xo, alors 2|z si £ > 0, ce qui est exclu. On a donc dans le
cas k > 0 que x5 est inversible modulo 2* et donc que

Q(—a;b;,1) =0 [2’“} soit  Q(—b;,a;) =0 [2’“}

ce qui prouve bien que nécessairement min(k;, k;) < v, (4, ), le cas o k = 0 étant triv-
ialement vrai.

On cherche maintenant a estimer la taille de la quantité n(kq, ks, k3). On utilise pour
cela le lemme suivant. On définit le contenu d’un polynome f a coefficients entiers comme
le pged de tous ses coefficients et on définit pour tout entier naturel non nul n :

prin) ={xeZ/nZ | [(zx)=0[n]}. (1.57)

Il s’agit d'une fonction multiplicative qu’il suffit donc d’étudier sur les puissances de
nombres premiers.

Lemme 9. Soient f € Z[x] de degré d > 2 et p un nombre premier qui ne divise pas le
contenu de f et tel que p*||disc(f). Alors, pour tout v > 1, on a

P (p”) < dmin (p%’p(1_$>V’pufl) .
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Démonstration.— La preuve se trouve dans [21]. O

Démontrons alors
Lemme 10. On a n(ky, ko, k3) < 1.

Démonstration.— On commence par traiter le cas ou k; > 1 dans lequel on sait que
a doit étre impair. On se ramene a des quantités de type py que 'on sait estimer. On a
clairement que

La(ca + 2 a) = 2% [28+2] |
n(k‘l, k’g, ]{?3) < # {OZ c [[O, 2k1+max(k27k3)[[ ‘ 2(Ca ¢ Oé) [ :|

Q(ca + d2M o) = 2ks [2ks+2]

donc

L + 2 a) =0 ]2k,
n(ky, ko, k3) < # {0‘ S [[072k1+max(k2’k3)[[ ‘ ploa e “ [ ]

Q(ca+ 27 ) = 0 [253]
Mais, puisque « est inversible, on a que les deux congruences sont équivalentes a

Ly(c+ d2Ma, 1) =0 [27],
Qc+ d2Ma, 1) = 0 [2ks]
En remarquant que
c+d2Ma=c=—bhag [2]“} ,

on en déduit la majoration suivante

Tr = —bla_l [le} s
n(ki, ko, k) < 4§ @ € [0, 28 Fmaxthaka) 2] Ly(z,1) =0 [2%2]
Q(z,1) =0 [2%]

Notons N l’ensemble dont le membre de droite de l'inégalité ci-dessus correspond au
cardinal. Supposons alors que max(ks, k3) < k; et considérons x € N. On a alors z =
—biay [2¥] et donc cette congruence reste vraie modulo 22 et modulo 2* en particulier
et donc on a

Lg(—bla_l, 1) =0 [2k2} soit LQ(_b17 al) = RGS(Ll, Lg) =0 [2k2}

et de méme
Q(—b1,a1) = Res(L1,Q) =0 [2]“3} )

Soit ces conditions ne sont pas vérifiées et on a donc aucun élément dans N, soit elles
sont vérifiées et tous les éléments de Z/ ok1+max(kztks) 7, congrus a —b;a; modulo 2% sont
solutions. On a donc que dans ce cas

2k‘1 -‘rInaX(k;g ,k‘g)

n(k]-? k27 ks) << T — 2max(kz2,k3)‘

En utilisant le fait que min(k;, k1) < vo(A; 1) pour i € {2,3}, on en déduit, si on pose
H = A1pA13A03A, que
n(lﬁ, ]CQ, k?3) < 2”2(H).
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Comme dans la preuve du Lemme 4, pour pouvoir appliquer notre estimation de la somme
dans le cadre du Théoreme 2, il faut que la constante soit indépendante du changement de
variables, on autorise donc la constante a dépendre des quantités dépendant des formes
tant que celles-ci sont invariantes sous le changement de variables F défini dans la preuve
du Théoréme 2 en (1.63). Or, det(E) = eD” et par hypothese det(F) est impair. De
plus, comme les discriminants ou les résultants vont étre multipliés par une puissance du
déterminant de E sous le changement de variables, on voit que la quantité 2"2(H#) est bien
invariante et donc on peut écrire

n(lﬁ, ]{32, k‘g) < 1

Passons aux cas ou max(ks, k3) > k;. On traite tout d’abord les cas k3 = max(ks, k3), soit
les cas k3 > k1 > ko et k3 > ko > k1. On a alors la majoration

n(ky, ko, ks) < # {z € Jo,2hrmaxtb) [ Q(z,1) = 0[2%] }.

Or, on a pg(z1) (2k3) solutions a Q(z,1) =0 [2’“3] modulo 2% et on cherche le nombre de
solutions modulo 2k +max(kzks) 1] suffit de prendre les éléments de Z/2ktmax(hetks) 7, qui
sont congrus modulo 2% & une solution, on obtient donc la majoration

2k1+k3 k k k oy 4 v2(B)
oks PQ(a,1) (2 3) L 2" pg(z,1) (2 3) < 2Mt5

n(/ﬁ, /{2, /ﬂg) <

en utilisant le Lemme 6 puisqu’on a bien un discriminant non nul et qu’on a vu qu’on
pouvait supposer que 2 ne divise pas le contenu de ) grace a la propriété r(2n) = r(n).
On a donc o (1)

v

n(k‘l,kQ,kg) K22 <1

car A|H et k; = min(ky, k) < v»(H). De la méme maniere, dans les cas ou ky =
max ks, k3), on obtient
n(ky, ko, ks) < 28 pry) (2%2)

On ne peut pas ici appliquer le Lemme 6 puisque Lo est de degré 1. On peut supposer
que 21 (ag, by) et la congruence se réécrit

AoT1 = b2 [2]@} .

Si ko > 0, on ne peut pas avoir 2|as sinon 2|by ce qui est exclu donc as est inversible et
on a une solution exactement. On a donc que dans ce dernier cas

n(klak%k?)) < Zkl < 17

par un raisonnement similaire a ce qui précede. Il reste & majorer n(kq, ko, k3) lorsque
ki = 0, dans ce cas, on procede de méme que ci-dessus pour les « impairs et on a
éventuellement & ajouter tous les o pairs de [0, 2m#(*2k3) [ qui vérifient (1.52) et (1.53).
Le nombre de ces o est majoré par celui des [ tels que

Qo(1, 8) = 0 20054

Par le Lemme 6, cette quantité est majorée par 9v2(diSC(@0) O, puisque k; = 0, on a que

Qo(X,Y) =27MQ(cY + ¢ X,Y) ol K/ est la valuation 2-adique du pged des coefficients
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de (X,Y) — Q(cY + ¢ X,Y). En particulier, les coefficients de )y ne dépendent que des

coefficients de () et donc on a 9v2(diS¢(@0) <« 1. On a donc démontré que dans tous les
cas, on a

n(kl, kg, k’g) <K 1
[

On relie maintenant les quantités n(kq, ko, k3) et la constante oo qui apparait dans le
Théoreme 1.

Lemme 11. On a

n(ky, k2, ks) 1 Z n(ky, k2, ks)
-y _! Tk, B2, Bs) (1.58)

2]60 2k1+max k/ ké)-}—? 3 2k1+max(lc’2,ké)
ko=0 k1,k2,k3>0 k1,k2,k3>0

Démonstration.— En partitionnant (Z/2"Z)* selon la valuation 2-adique de (z1, z3), on
obtient 1’égalité

n k1 |:2min(k1+2,n—ko)i|

09 = 4 lim 2—2n Z Z # x € (Z/Qn—koz)Q’ 9 ,1, x ' LQ X) = 9ok2 [Qmin(kz—i-Z,n—ko)}

e ko=0 0<k1,k2,k3<n — 9ks min(k3+2,n7k0)
k2, Q(x) =2M [2 ]

On peut déja commencer par remarquer que la contribution des termes tels que pour au
moins un des k;, i € {1,2,3} on ait k; +2 > n—kq a la triple somme intérieure est majorée
par

x)=0 [2n_k0]
0

H#LIXE (Z/Q”—koz>2 ‘ Ly [Qmin(kz-i-Q,n—k’o)] < # {x c <Z/2”_’“Oz>2 ‘ L) = 0 [271_%}}
Q(x) = 0 [2min(ks+2.n—ko)]

si on suppose que k; +2 > n — ko + 1 et olt on suppose toujours que 2 { x. La condition
Li(x) =0 [2”*’“0} donne au plus 2" 7% choix de x, une fois x5 fixé, on raisonne comme
ci-dessus a propos de pr,(,1) pour obtenir au plus une valeur de z; et une majoration du

type
4 lim 27707 ) " ko2 = 0.

n——+o0o
ko=0
Pour k1 +2 =n—ko+1, on a la condition L;(x) = 0 [2""*~'] et on raisonne de la méme

facon. On traite de maniere tout a fait analogue la cas o ky + 2 > n — kq. Il reste donc
le cas k3 > n — ko a traiter et pour ce faire, on a besoin de majorer

#lxe @2z | Qe =0[2 R} =p(1,1,2775) < (0 — ko + 12

ce qui donne un terme

4 lim 272 Z ko(n — ko + 1)27 % = 0.

n—-+o00
ko=0
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On peut donc s’intéresser uniquement aux triplets tels que max(ky, ko, k3) < n — ky. On
découpe alors la triple somme sur kq, ks et k3 selon le plus grand des trois indices. Traitons
par exemple le cas ol k; = max(ky, ko, k3), ce qui revient a estimer

n Ly(x) = 2k [2k172]
4 lim 272" )" S #{xe(z/2n)’, 24x ‘ Ly(x) = 2% [272+2]

norteo ko=0 0<ka,ks<ki<n—kg — 9k3 k3+2
’ Q(x) = 2 [2M+7]

On constate alors que les trois conditions de congruences ne dépendent que de la classe
de x modulo 2¥'*2. 11 suffit de déterminer le cardinal de I’ensemble intérieur pour x €
(Z / 2k1+2Z)2 et d’en déduire tous les couples de (Z / 2”"“‘%)2 congrus a un couple solution

de (Z/ 2"’1+2Z)2. Autrement dit, on obtient

n Li(x) =2
4 lim 27" )" > kR Ly e (7/2M727)° | 2fx ' Ly(x) =2
oo ko=0 0<ko,k3<ki<n—ko Q X) = 2k3 |:
soit
- | Li(x) = 27 [20+]
. 2
Jm > w2 gamt X @/2I), 2x ‘ La(x) = 2% [20++7]

ko=0 0<ke,k3<k1<n—ko

En raisonnant comme ci-dessus, on a vu que les condition impliquent que
T = —albll’g + le [2k1+2}

et donc x; est entierement déterminé par la valeur de z5. On sait alors que si on pose x5 =
o [2max(k2:k3)+2] oy est une des n(ky, ko, k3) solution de (1.52) et (1.53) dans [0, 2mex(k2:ks)+2 T,
On a donc n(ky, ks, k3) valeurs de x5 possibles dans Z/2m2x(k2#3)+27, ce qui en donne

2k1_max(k,2,kg)n(kj1, k2, kg)

dans Z/281+27,. Cela fournit donc un terme

n

lim
n—-+0o

1 1
52k Z 22k1+22k1 max (k2830 (ky, ko, k)

ko=0 0<ka,k3<ki<n—ko

soit
n

. 1 n(kl, kg, kg)
ngrfoo Z 92ko Z 2k1+max(ké,ké)+2 :

ko=0 0<ka,ka<ki<n—ko

Traitons maintenant le cas ou ky = max(ky, ko, k3) qui donne une contribution

" 1 ) Ly(x) = 2™ [207]
n1_1>1$100 Z YT Z W# X € (Z/2k2+2Z) . 21x Lo(x) = 2k [2k212]
ko=0 0<k1,ks<keo<n—ko Q X) =9 |:2k‘3+2]

n meéme que ‘terminé par ix de x5 modu . méme raisonnemen

On a de méme que x; est déte é par le choix de odulo 2. Le méme raisonnement
R ! ! N . N

que ci-dessus donne exactement n(ky, kg, k3) 2o modulo 2m#(*2:53)+2 (o7 i] est & noter qu’on
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ne sait pas si on a encore k} > k%) ce qui donne 2F2~max(+2:k5) valeurs de x5 modulo 2k2+2
puis pour chacune de ces valeurs on a 2¥27%1 valeurs de z;, ce qui fournit 1a encore

n

) 1 n(k1, ks, ks)
ngﬁf‘w Z 92ko Z o1+ max(kj,k5)+2

ko=0 0<ky,kz3<ka<n—ko

On traite le dernier cas de la méme facon et en regroupant les trois contributions, on
obtient finalement que

Z kl,kz,kg) _1 Z n(lﬁ,k%k:&)
92ko oki+max(ky,k3)+2 3 k1 +max(kb,kj) °

ko>0 k1,k2,k3>0 k1,k2,k3>0

O

On a vu qu'on avait ki, ke et k3 < log(X’) mais cela ne sera pas suffisant et on a
besoin de réduire l'intervalle dans lequel varient les k; de fagon a le rendre acceptable. On
écrit pour ce faire

—k —k
=) > ScPX)+> 0 Y S (27MX)
ko=>0 0<k1,k2,k3<loglog X ko>0 loglog X <k;

ol la notation loglog X < k; signifie ici qu’au moins un des k; est stritement supérieur a
loglog X. D’apres ce qu’on a fait ci-dessus, on a également

27 M X) Z Sica (277X)
ou « parcourt les n(ky, ko, k3) possibilités et ou

Ska (X) = Y (L1 (Mx')r (Ly (Mx))r (Q (Mx')),
R

avec Ry = {x' € R? | Mx’' € R}. On a que MZ? = {Mx' | x' € Z?} est un réseau
de covolume

det(MZ?) = det(M) det(Z?) = det(M).
On peut donc en considérer une base réduite (eq, e3), ¢’est-a-dire une base telle que
e1 = arginfy | xI| et ey = arginfycyggn e,z Ix]
ot ||x|| = max(|x1], |zs]). On écrit donc tout x € Z* N XR,
x = Mx' = \e; + pey

pour deux entiers A et p. On pose alors Li(\, pu) = L;(x) et Q'(\, u) = Q(x), de sorte
qu’on ait

Sica (X) < Y (LY () (Ly (A ) (Q (A ).

ALX/leq
wX/|lezll

On utilise ici un cas particulier d’un résultat de Davenport ([32]).
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Lemme 12. Soit I' un réseau de R? et (ei,e;) une base réduite. Alors si (x1,12) =
Aep+pes €1, on a

1| 1|

A et p<< . (1.59)
lleal| |lea||
Démonstration.— On pose s; = ||e1]] et 32 = |les|]. On a det(I") = sys9in(6) on O est
I’angle entre les vecteurs e; et e; et 5159 < det( ). On a que
d(e1, Vect(ey))? = ||e; — e1.ey||* = sTsin*(6),
d’ou det(T
d(ey, Vect(eq)) = et )
52
On obtient
det (T
d(x, Vect(es)) = d(Aey + pes, Vect(ez)) = d(Aey, Vect(eq)) = |A| et( )
52
On a donc, puisque (0,0) € Vect(ez), que
det(T ) V3
Il = [ = (0,011 > dx, Veet(e) = WS > L,

ce qui implique

<N <« —

On démontrerait de méme la deuxieme inégalité en regardant des projections sur Vect(ey).
OJ

On introduit alors, en notant rg = ir une fonction multiplicative r; définie de la maniere

suivante (p) (p)
. ro(p) =1+x(p) siv=1
Vpe P, Vv >1, 7"1(17):{ ((1]+1/)3 sinon.

On a ainsi que pour tous k, m et n entiers,
ro(k)ro(m)ro(n) < ri(kmn).

En effet, par multiplicativité, il suffit de le vérifier sur k = p**, m = p”? et n = p*3. Or,

0 sip=2
ro(p")ro(P)ro(p”) = ¢ (i + (e +1)(n+1)  sip=1[4]
A=) A(=)"3) o o
- :
puisque
) 0 sip=2
ro(p) =D x(p)' =q v+1 sip=1[4]
p =D ginon.

Si p=2oup=1[4], on a trivialement

ro(p" )ro(p”?)ro(p™) < ri(p”tts)
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puisque
(1/1 + 1)(V2 + 1)(V2 + 1) < (1/1 + v+ 13+ 1)3

comme on le constate en développant. Enfin, si p = 3[4], on a ro(p”) positif et ro(p”) <
(v + 1) et donc le résultat reste vrai. On déduit de cela la majoration

Sia (270X) < D 1 (FOm)

ALX/leq ]
wLX/|lez]|

ou F'= LiLyQ" est un polynoéme de Z[z1, xs] de degré 4. On a alors
max(|| L[], |Q']]) < [IM]* Lo

ou |[M|| désigne le plus grand coefficient de la marice en valeur absolue. Ici, & partir de
I’expression de la matrice M et des intervalles dans lesquels sont chacune des variables,
on voit immédiatement que ||M|| < 2kFmax(h2ks) On a donc les inégalités

||F|| < 24(/€1+maX(k2,/€3))Lio < (2k1+maX(k27k3)Loo)4-

On souhaite alors utiliser le Théoreme 4 avec la fonction r; qui appartient clairement a
la classe des fonctions multiplicatives admissibles et avec F. On a alors besoin du lemme
suivant qui est crucial mais pourtant jamais démontré dans aucune des références connues
de l'auteur.

Lemme 13. On a dans ce cas E < (det(M) L)%, ot E est donnée par (1.63).
Démonstration.— En utilisant la définition de E, on a

= I )<1+p%(p;x<p)> 111 <1+ dix(p))

d<p<min(X1,X2 1=1,2 p<X; p

On commence par remarquer que

1)

p

(on le déduit de L(1, x) et de ¢(2) sur 1 — 1/4). On a donc que les produits

dix(p))
14+ -2 ) <« 1
i:HLZng ( p

puisqu’on rappelle que d; € {0, 1}. Etudions maintenant la quantité

5t (p) = 2% #{ml,m) €Jo. pf? ‘ éiigfizﬁiolm}’

pour L(xy,z2) = axy + bry une forme binaire de degré 1 quelconque. Soit p|(a,b) et

dans ce cas 1a tous les couples tels que (x1,z2,p) = 1 sont solutions, on en a donc
(p—1)*+2(p—1)=(p+1)(p—1), soit ptaouptbet dans ce cas, on partitionne les
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solutions telles que plz; et p f o, celles telles que p|zy et p 1 21 et celles telles que xo et
x1 soient inversibles. Dans le premier cas, on a que

axy + bxe = 0[p]

équivaut a
ary = 0[p]

ce qui donne que si p|a, alors on a p — 1 choix de z; inversible et comme z est fixé, on
obtient p — 1 solutions et zéro sinon, de méme on obtient p — 1 solutions si p|b dans le
deuxieme cas et zéro sinon. Enfin, dans le dernier cas, on est ramené a résoudre dans un
corps

L(1,T722) = 0[p]

On a donc autant de solutions que de choix de x5 inversible car p { b car sinon p diviserait
aussi a ce qui est exclu, soit p — 1 solutions. On a par conséquent

p+1 sipl|(a,b)

“(p) = 1 sipla et ptb
PP=31 siplb et pta

1 sipta et ptb.

Etudions alors

po(p) = Z%# {(nl,nz) €]o, p]? (LH(ZSQTZS)E:Ol[p] } ’

pour une forme quadratique Q(x) = awx? + bx3 + cxiwy irréductible sur Q[i]. Le méme
raisonnement que pour une forme linéaire selon que les couples sont inversibles ou que
I'une des deux composantes est divisible par p donne

p+1 si p|(a, b, c)

2 si pla,b et ptc
pop) =4 1 sipla,c et pfb

1 siplb,c et pta

PQ1)(p) sipta,b,c.

En effet, si p divise a et b et pas ¢, on voit que x; ou x5 vaut 0 et 'autre est inversible
donc on a 2(p — 1) solutions par exemple, dans le dernier cas, tout le monde est inversible
et on est ramené a résoudre

Q(Tzx1,1) = 0[p]

qui donne p—1 choix de x5 fois le nombre de solutions. On relie a présent la quantité ,o*L/1 Lo
a des quantités du meéme type que celles que 1'on vient d’étudier. On peut commencer
par remarquer que le fait L;(\, u) = L;(x) et que le changement de variables via M, (la
matrice de eq, e;) soit dans GLg(Q) impliquent que @', L, vérifient les mémes hypotheses
que les L; et (). On commence alors par étudier les nombres premiers p ne divisant aucun
des contenus de Lq, Ly et @) et les couples tels que

Li(x1,23) =0[p] et Q'(x1,29) = 0[p)].
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Supposons que a; soit inversible modulo p, on a donc z; = —a1b;xs[p], ce qui donne que
r2Res(L1, Q) = 0[pl.

Puisqu’on doit avoir (z1, x9, p) = 1, soit Res(L1, Q) est divisible par p et on a p—1 couples
dans l'intersection, soit on en a zéro car si p divise x», il divise x1. On étudie désormais,
pour le méme ensemble de nombres premiers, les couples tels que

Li(z1,22) =0[p] et Ly(z1,z2) = 0p].
Si a; et ay sont inversibles, alors on a
Ty = —a1b1xe = —azboxs[p).

Soit donc Res(Lq, Lo) est divisible par p et on a p — 1 couples dans I'intersection, soit on
en a zéro. Le cas ou by et by sont inversibles est analogue. Supposons donc que a; et by
soient inversibles. On a donc

v = —aihizalp] et 22 = —baaama[p].

On en déduit que x; = ab;bsasz; [p], ce qui fournit & nouveau p— 1 solutions si Res(L;, L)
est divisible par p et zéro sinon. D’apres ce qu’on vient de voir, pour qu’il y ait des solutions
telles que

Li(z1,22) =0[p] ,  Lo(z1,22) =0[p] et Q'(z1,22) = 0[p|.

pour ces nombres premiers, il est nécessaire que p divise tous les résultants et dans ce cas
on obtient p — 1 solutions.

On est maintenant presqu’en mesure de montrer que sous nos hypotheses, £ < (det(IM) Ly )°.
On rappelle qu’il restait a étudier

T (1 . pE/ILgQ/(p)X(p)) |

4<p<X p

Si p divise § = c(L})c(Ly)e(Q'), alors tous les couples sont solutions, on a donc une
contribution de tels premiers majorée par

(p+1x(p) p+1 W) - se o e
0<H<1+—p )gg(u . )<3 < 0% < (det(M) Lo )°.

4<p
p|é

Intéressons-nous maintenant aux premiers p qui ne divisent pas . On a par I’étude qui
précede

P,y (P) = pL(P) + Py () + iy (P) — cp(p — 1)
ou ¢, est une constante positive telle que ¢, € {0, 1,2} (on doit enlever les contributions
des couples solutions de deux et pas de la troisieme et rajouter ceux qui sont solutions

des trois) nulle dés que p ne divise aucun des résultants. On en déduit une contribution
des p divisant le produit R des résultants majorée par

[T +¢) <30 < (det(M) Ly ).

p|R
p1o
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Il reste donc une contribution de

10 (1 . (o1, (p) + pL, (P) + Py (p))x(p))

4<p<X p
pté

La suite d’inégalité

1og(H<1+X< )) Zlog(lJr M) < ZX

p

permet de majorer (en fait les raisonnement précédents montrent qu’on peut se restreindre
en plus aux premiers qui ne divisent aucun des coefficients des formes) cette contribution
par

3 (07, (P) + P71, () + P () x ()

p

p

ou la somme porte en réalité sur 'ensemble P des nombres premiers privé d’un nombre
fini de premiers ce qui ne change rien a la convergence. Or, d’apres ce qui précede, on a

z“’ —ZX

p

Z PQ/ _ Z PQ(z,1)\P)X\P) x(p)

p

et

ou la encore la somme porte en réalité sur l’ensemble P des nombres premiers privé d’un
nombre fini de premiers. Il nous reste donc pour pouvoir conclure a montrer que

3 PQ1) ()X (P)

p

<1
P

sous I'hypothese que @ est irréductible sur Q[i]. On commence pour ce faire par constater
que si Q(X,Y) € k[X,Y] est homogene et irrductible sur un corps k, alors Q(1, X)) est
irréductible sur k[X]. En effet, si

Q(1, X) = R(X)S(X),
on homogénéise R et S en R et S de sorte que
Q(1,X)=R(1,X)S(1,X).
On a alors Q(X,Y) = R(X,Y)S(X,Y). Dans k(X,Y), on a
Y2Q(X,Y) = Q(1,X/Y) = R(1, X/Y)S5(1,X/Y)

donc

Q(X,Y) = R(X,Y)S(X,Y).

Puis, si f est irréductible sur Q[i] de degré 2, on peut obtenir une formule explicite pour
ps(p) et obtenir la convergence souhaitée. En effet, une équation du second degré modulo
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p différent de 2 repose sur le discriminant de f tout comme sur R ou C. Un tel f est
irréductible sur Q si, et seulement si, elle n’a pas de racine dans Q ce qui équivaut au fait
que le discriminant de f soit strictement positif et ne soit pas un carré ou qu’il soit négatif
strictement. Ensuite la forme est réductible sur Q[i] si, et seulement si, ce discriminant
est strictement négatif et que son opposé est un carré. De plus, on voit tout de suite que

h)

p

pi(p) =1+ (

ol <5> désigne le symbole de Legendre modulo p. On décompose disc(f) = efusvsotiey €

{—1,1}, vy est un carré et uy est positif sans facteur carré. On a alors par multiplicativité

pr(p) = 1+ x(p) " <%> :

p

On voit donc que si la forme est irréductible sur Q[i], on a soit ey = 1 soit ey = —1 et
dans les deux cas uy # 1. Dans le premier cas, on a

T x(p)]/;f(p) = x(p) (1 N <u7f>>

> p

On a donc affaire a un caractere de Dirichlet modulo u; non principal car sinon on aurait
uy = 1. Or, on sait que pour tout caractere de Dirichlet ¢ non principal, on a

Z@<<1,

ou on justifie 'invariance de la constante (qui dépend a priori des formes) par transfor-
mations linéaires comme dans la preuve du Lemme 4. On a donc bien

T X(p)gf(p) <l

Le cas ou £/ se traite de fagon analogue en ajoutant un facteur x(p). En revanche, lorsque
f est réductible sur Q[i], on a e; = —1 et uy =1 et donc

pr(p) =1+ x(p)

et

S @) = S0+ x@) =2 3 12229 1 0 (s exp(—cy/los@))

P p<T p=1[4]

ou Yo désigne le caractere principal, tandis que

> xXD)paza(p) = D1+ x(p) = Li(2) + O (wexp(—cy/log(@)) )

pszT pszT psT
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pour une certaine constante ¢ > 0 d’apres le théoreme des nombres premiers et le fait que

> x(p)

p<szT

< 4.

Remarque : On a également, si k (= Q[i]) est un corps de nombres et que f est un
polynéme irréductible sur Z, que si p 1 fodisc(f) avec fy le coefficient dominant de f,
alors en utilisant la décomposition en produit d’irrréductibles deux a deux non associés
de la réduction de f modulo p

f(z) = file)™ . fol)" p],

les polynomes f; étant de degré r; = Ny o(Bi) ot Pi = (p, fi(x)). Les polynomes étant
iréductibles, on en déduit que le polynome f admet autant de racines modulo p qu’il n’y
a de 7 tels que r; = 1. D’ou,

pr(0) =#{B | No(P)=p},

et donc I’étude de

> x()ps(p)

est reliée & celle de la fonction L :

o) — X (Niso(21))
Lk( aX) - XQ{: N—]g/Q(Ql)S .

On aurait alors pu utiliser le résultat suivant qui est démontré dans le survol d’Heilbronn
[33] si on suppose de plus la forme irréductible sur Q[i], ou on note yq le caractére

principal :
x x
> Xo(p)raa) (p) +o0 ( >

2 log(z)  * \log(x)

et

> XP)roua(p) = o ( ; )

— log()

si le caractere y n’est pas principal. On peut méme améliorer les termes d’erreur par

>~ o) (p) = Li(@) + 0 (v exp(—cy/log(@))

pszT

et

> xX(P)raam (p) < wexp(—cy/log(x))

pszT

avec ¢ une constante qui dépend des coefficients de la forme. Il est a noter que la premiere
expression reste vraie si la forme est réductible sur Q[i] mais pas la deuxiéme comme on
I’'a vu.

Pour revenir a la preuve, on obtient finalement que

3 PQ(.1)(P)X(D)

p

<1,
p
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ce qui permet de conclure la preuve du Lemme. 0

Appliquant alors le Théoreme 4 et le Lemme 13, on déduit la majoration

Sk N (X) < 26(k1+max(k2,k3))Lio ( + X1+€>

llex[[lles|
pour tout € > 0. Or, on sait que pour tout réseau I', on a
det(I") < 5159 < det(I)

en reprenant les notations de la preuve du Lemme 12. On a donc

1 __ 1 1
[lel]-[lexf| ~ det(M) = gmexthakaks)”

ce qui fournit finalement

2

(k1+max(k2,k3)) e —
Sk (X) < 277 2h3)) g <2max(k1,k27k3)

+ X1+8) )
Or, on avait écrit la décomposition suivante

S(X)=Y" > ScPX)+> 0 Y S(2RX).
ko=0 0<k1,k2,k3<loglog X ko>0 loglog X >k;

On déduit donc de ce qui précéde

X2

22k0+max(k1,k2,k3)

Sk (27%X) < n(ky, ko, k)2etrtmextheke)) fe ( + 2—<1+€>koxl+f) .

puis d’apres Uestimation de n(ky, ko, k3) < 1 obtenue ci-dessus

2

Sk (2—k0X) < 25(k1+max(k2,k3))Lio ( + 2—(1+a)k0X1+5) .

22k0+max(k1,k2,k3)

On utilise alors cette majoration pour estimer les termes tels que k; > loglog(X). Traitons
par exemple le cas de la somme

Sp = Z Z Z Sk (Q*kOX) )

ko=0 k2,kz<loglog(X) ki>loglog(X)

Sy oy e (o
00 22k0+max(k17k27k3)

ko>0 ko,ks<loglog(X) k1 >loglog(X)

_ ilLa X2 Z Qamax(kzg,kg) Z 2(5—1)k:1
370

k2,k3<loglog(X) k1>loglog(X)

car k; = max(ky, ko, k3). Quitte a prendre e < 1, on a

Z 2(8—1)k1 ~ oo 2 % 2(6—1) loglog(X) _ Z(IOg(X))—(l—a) log(2)
k1>loglog(X)
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et

Z 9¢ max(k2,k3) < Z 2€(k2+k3).

ka,k3<loglog(X) k2,ks<loglog(X)

Or, toujours avec la formule donnant la somme partielle d’une série géométrique, on voit
que
Z oek ~ oo 2510g10g(X) _ (10g<X))€10g(2).
k<loglog(X)

On obtient donc finalement la majoration

Z 9¢ max(ko,k3) Z 2(5—1)k1 < (log(X))?"g log(2)—log(2)
k2,k3z<loglog(X) k1>loglog(X)

et

Sy s (o X
o0 22k0+max(k1,k27k3)

k020 k2,k3<loglog(X) k1>loglog(X)
< LiOX2(log(X))Sslog(Z)flog@) < LZOXZ(IOg(X))Sslog@)fn
puisque 7 < log(2). On peut donc écrire une majoration du type
L, X*(log(X))™™

pour € assez petit, ce qui est convenable. On passe désormais a 1’étude de

Z Z Z 25(k1+max(k2,k3))Lio (Q_kOX) 1+ < LZOX1+E Z Z 25(k1+k2+k3).

k020 ko,k3<loglog(X) k1 >loglog(X) k2 ,ks<loglog(X) ki>loglog(X)
Le méme raisonnement fournit

Z 25(k2+k3) < (log(X))2slog(2)

k2,ks<loglog(X)

et en utilisant que loglog(X) < k; < log(X) et la formule donnant la série géométrique,
on obtient

Z 25191 < Qalog(X) _ Xelog(Z)‘
k1>loglog(X)

Finalement, on a

Z Z Z 2s(k1+max(k2,k3))Lio (2—k0X)1+5 < L;X1+s(1+log(2))(1Og(X))2slog(2)

ko=0 ka,ks<loglog(X) k1>loglog(X)

ou
(log(X))Qslog(Q) < (log(X)>2510g(2)

et
X 1He(l+log(2)) < X? log(X)_77

pour ¢ assez petit. On a donc obtenu que pour € assez petit, on a bien

S; < LE X (log(X))=".
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On traite de maniere exactement analogue les cas ks > loglog(X), ki, k3 < loglog(X) et
ks > loglog(X), k1, ko < loglog(X). Ensuite si & est plus grand que le “assez petit” dont
on a besoin, puisque

(log(X))*™" < (log(X))* ™,

on en déduit
S; < Lf X?*(log(X))=™"

pour tout £ > 0. Passons a 1’étude du cas

Sy = Z Z Z Sk (Q_kOX) )

ko020 ks<loglog(X) k1,k2>loglog(X)

LiOX1+5 Z Z 25(k’1+k2+k3)

k3<loglog(X) k1,k2>log log(X)

On étudie donc

pour obtenir facilement une contribution
< Lioxl+€(log(x))slog(2)x2s log(2)

qui est convenable pour ¢ assez petit. On traite ensuite

Z Z 2€(k1+k2+k3)—max(k1,k‘2,k3).

ka<loglog(X) k1,ka>loglog(X)

En effet, max(ko, k3) < ko + k3 et ensuite on regarde

Z Z Z 2€(k1+/€2+k3)*k1'

ks<loglog(X) ki >loglog(X) loglog(X)<ka<ki

Le terme
Z 25k:2 < Z 2£k2 < 25k1
lOglOg(X)<k2§k1 ko<k1
donc
Z Z 25(k1+k2)7k1 < Z 2(2571)]61 < 2(10g(X))7(1725)10g(2)
k1>loglog(X) loglog(X)<ka<k1 k1>loglog(X)
tandis que

Z ocks o (log(X))EIOg(Q).

ks<loglog(X)

On obtient finalement un terme en
LZOX2(10g<X))3€10g(2)_10g(2)

qui est a nouveau convenable pour ¢ assez petit. On obtient le méme terme d’erreur pour
les termes de la somme tels que &y < k9. On traite de méme la somme ou on inverse les
roles de ko, k3 et pour celle ot on inverse les roles de ki, k3 puisqu’une fois ky +max(ko, k3)
majoré par la somme des trois, les roles sont symétriques. Enfin, il reste a traiter

Sz 1= Z Z Sk (Z_kOX) .

ko>0 k1 ,k2,k3>loglog(X)
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La partie de la somme faisant intervenir le X'*¢ ne pose pas de probleme et se traite
exactement de la méme maniére mais en faisant apparaitre un facteur 3. Il suffit donc
d’étudier
e 2 8(k1+k:2+k3)—max(k‘1,k27k‘3)
L X E 2 .
k1,k2,k3>log log(X)

On sépare selon le maximum des k; et on est ramené a 1’étude de

Z Z Z 2€(k1+k2+k3)*k1

k1>loglog(X) loglog(X)<ka<ki loglog(X)<ks<ki

et tout marche comme ci-dessus.
On a donc

L X?
S(X) =Y > Sk (27X)+0 [ —25—
%) « )+ ((log(X))”‘€>
ko>00<ky ,k2,k3<log lOg(X)
qui donne bien

SX)=> 2 SEMN+0 <L§0(T°°T/ i Ti)X?)

n—e
ko>0 0<k1 ka2, k3 <log log(X) (log(X))

ou

Sic(X) =)~ Sk (X)
ou « parcourt les n(ky, ka, k3) solutions de (1.52) et (1.53) et ou

Ska (X) = Z Ly (X)) 1 (Lo (X)) 7 (Qm (X))

avec les notations qui ont été introduites plus haut et
Lim(x') = Li(Mx') et Qu(x)=Q(Mx).

Cette fois-ci, on a bien dans les sommes Sy, la condition ) = 1[4] qui permet d’appliquer
la décomposition exposée dans la section précédente. On a donc

S (X)=4> "> i1 4(X;k o) + 45 (X; k, o)

a 4+
ou
Sia+(Xk,a) = Z By (Lim(x)) Ax (Lom(x)) D (Qm(X))
x'€Z2NX Ry
af =1[4]
et

SoXika)= Y C(Lim)r (Lam(X)) r (Qu(x)).
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1.4.4 Traitement de S,

On commence par traiter la contribution des Sy(X; k, o) qui donne un terme d’erreur,
le terme principal provenant de la contribution des Sy i+ +(X;k,a). La contribution des
sommes So(X; k, ) est

So(X) = Z Z Z So (27" Xk, a).
ko>0 0<k1,ka,k3<loglog(X) «
On a clairement que

So (2_’“’X; k, a) < Z |C(L1,M(X/))| T (LQ,M(X/))T (@m(x)).

x/ €Z2NXRyg
zh =1[4]

On pose alors
E={mecZ | 3dm, telque Y <d< XY '}
(sinon C(m) est nul)
Ep={mcZ | Ixc2™XR telque L;(x)=m}
et
By, = EN Ey,

de sorte que
S() (2_k0X, k, Oé) <K Z SO,m (Q_kOX) |C(m>|

mEBkO

ou

Som (X) = Z r(La(x)) r (Q(x)) -

xE€Z2NXTR
Lqi(x)=m

On en déduit donc que

So(X) < (loglog(X))* >~ Y~ Som (277X) [C(m)] .

ko=>0 mGBkO
On utilise alors le lemme suivant
Lemme 14. Pour 2 < VX, on a

7’270 X log log(X")%/4
(log(X"))" '

S ()| <

meEBy,
Démonstration.— On applique le Lemme 6 de [24] pour obtenir la majoration

7’270 X log log(X')%/*
2 ICml < g n oy

mGBkO

Mais la condition 2% < /X implique I'inégalité
VX <27k x
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et par conséquent

7'27%0 X log log(X')¥* 7275 X log log(X")?/4
(log (2R X"))" (log(X"))" ’

ce qui est convenable. O

On en déduit la majoration

7' X log log(X")?1/4
(log(X"))"

I

So(X) <

Z 9~ ko rrggi;: {SO,m (Q_kOX)

ko=>0

dans le cas ou 2 < v/ X. Dans le cas contraire, ott 20 > /X, la majoration triviale
(1.12) fournit

So(X) < X? Y 2 < X
2k0 >/ X
qui fournit un terme convenable en vue du Théoreme 1. On montre alors le lemme suivant

qui permet de conclure que la contribution de Sy donne un terme d’erreur convenable.

Lemme 15. I existe une constante absolue co > 0 telle que
Som(X) < L5 o0 X (loglog(X")).
Démonstration.— On adapte ici la démonstration donnée dans [24]. On rappelle que
Som (X) = > r(Ls(x) 7 (Q(x)).
xEZ2NXR

Ly (x)=m

On sait que L; est non nulle donc a;b; # 0. Supposons que a; # 0, le cas ol a; = 0 et
by # 0 se traitant de maniere analogue. Si on a L;(x) = m, alors on a

m — bixo
T = —
ay
et donc 4 B
Ly(x) = 222220 i n, )
1

avec Ay = ag, By = a1by — ashy = Res(Ly, Lo) et n = x5 et

Asm? + Bsn? + Csmn
- 2
aj

Q(x) = Q'(m,n)
avec n = Ty et A3 = ag, Bz = azb? + bsa? — c3bia; = Res(Ly, Q) et
C3 = czaq — 2a3b; = Res (Lq,0:Q). On peut remarquer que By Bs # 0 par hypothese et
puisque

V(k, 1) €N, r(I) < r(k?)
qui résulte du fait que si [ = a® + b?, alors k*l = (ka)® + (kb)? et que pour deux
décompositions distinctes de [ on en obtient deux distinctes de k2. On en déduit les
inégalités

r(Ly(m,n)) < r(a1(Agm + Byn)) et 7(Q'(m,n)) < r(Asm? 4+ Bsn® + Csmn).
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On pose alors

B, Bs
B,=———"= __ e B.,=
2 gcd(AQm, BQ) ¢ 3 ng(A3TTL2, B3, Cgm)
et
A Asm?
Ayfm) M Ay(m) o et Cym) Com

~ ged(Aym, By)’ ~ ged(Aym2, By, Cym) ~ ged(Aym2, By, Cym)

de sorte que (B}, Ay(m)) = (B4, A5(m),Ch(m)) =1 et
ai(Asm + Ban) = ay ged(Aam, By)(Ay(m) + Byn)

et
Asm? 4 Bsn® + Csmn = ged(Asm?, Bs, Csm)(A5(m) + Bin? + Ci(m)n).

On introduit enfin A = 2 x 3 X a1B3B3H avec les notations précédentes et la fonction
multiplicative définie pour p premier et v un entier naturel par

(v +1)> siplh ou v>2
o (p”) =1+ x(p) sinon

r2 (p”) = {

Comme on 'a démontré plus haut (cf apres le Lemme 12), le choix de cette fonction
implique que
V(m,n) € N*,  r(m)r(n) < 16ry(mn).

On en déduit
r (La(x)) r (Q(x)) < 1672(Fin(n))

ol
F(n) = a1 ged(Agm, By) ged(Asm, By, Cam)(Ay(m) + Byn)(As(m) + Byn® + Ch(m)n)
est un polynome a coefficients entiers de degré 3. On pose
Gm(n) = (Ay(m) + Byn)(Ay(m) + Byn® + Cy(m)n)

qui est de degré 3 et primitif. En effet, par définition, les deux polynoémes dont G,, est le
produit le sont et on sait que le contenu du produit de deux polynomes est le produit des
contenus. De plus,

ay ged(Aam, Bs) ged(Asm, Bs, Csm)|h.

Montrons donc a présent que si k est un entier naturel et [ est un autre entier naturel
divisant h, alors

ro(kl) < 7(k)*ry(1).
En effet, si (k,1) = 1, alors

7”2(]%’[) = TQ(IC)TQ(Z) = T(k)%"g(l)
puisque dans ce cas ry(k) = 7(k)?. Sinon, on peut écrire [ = I'l"” avec (I",h) =1 et
T’Q(k’l) = TQ(k?l/)T2<l,,)
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par multiplicativité. On a alors puisque ro(kl’) = 7(kl')* et que 7(kl') < 7(k)7(I') comme
on le voit en écrivant la formule

r(M)rk) = [+ JJw+1)

pH|l Pk

et

k)= J] (w+v+1).

Pt
On a donc bien
ro(kl) < T(k)27'(l')2r2(l”)

ou 7(I')2 =ry(l") et (I',1") = 1 donc par multiplicativité
ro(kl) < 7(k)2ro(U1") = 7(k)*ro(1).
On applique donc cela pour obtenir la suite d’inégalités
F (L2(3)) 1 (Q(x)) < 167(h)?ra(Grn(n)) < Ligrs(Gon(n))

ou on a encore utilisé le fait que 7(n) < n°. On remarque enfin que n < roX et donc

Som(X) < L, > 12(Gm(n)).

N<roo X

On veut alors appliquer le Théoreme 5. On montre donc que G, n’a pas de racine multiple.
Tout d’abord, pour ce faire, on remarque que par définition, il suffit de le montrer pour

F(n) = (Aym? 4 Byn)(Asm? + Bsn® + Csmn).

Mais on a Asm?+ Bsn?+ Csmn = a?Q %11‘”2, n ) et donc si Asm? + Bsn? + Cymn était

réductible, on aurait I'existence de deux polynomes P,, et R,, tels que

—-b
Asm® + Byn® + Cymn = P, (n) R (n) = aiQ (m 12 n>

a1

donc
Q?Q(X) = PL1(x)<x2)RL1(x) (x2)

et en particulier Q(1,x) serit réductible ce qui est exclu. On en déduit donc que Azm? +
Bsn? 4+ Cymn est irréductible sur Q et donc puisqu’en caractristique nulle, tout polynome
irréductible est séparable, on en déduit que Asm? + Bsn? + Cymn n’a pas de racine
multiple. Pour conclure, il faut voir que Asm? + Bsn? + Cymn et Aym? + Byn n’ont pas

de racines en commun. S’il en avait une (mq, ng), alors on aurait xg = (”l‘);—i’l"o, no) tel

que La(Xo) = Q(X0) = 0 ce qui viendrait contredire le fait que Res(Ly, @) # 0. On a donc
bien obtenu le résultat annoncé, a savoir que GG,,, n’a que des racines simples. D’apres la
section 1.4.1, le polynome étant primitif de degré 3, seuls p = 2 et p = 3 peuvent étre des
premiers fixes. Si 3 est fixe par GG,,, on est en mesure d’appliquer le Lemme 7 a GG,,,. Dans
ce cas, puisque G, est de degré 3, le degré de ¢ dans (1.35) est nécessairement 0 donc
0= 0, Mo = 1let

Gm(3z+ 1)

Gm,l(«x) = 3
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(on fixe les k; tous égaux a 1) est a coefficient entier, est primitif et n’admet pas 3 comme
premier fixe. La remarque page 8 de [24] permet de voir qu’un premier non fixé reste non
fixé apres une telle transformation comme on le démontre juste ci-dessous. Si maintenant
Gm,1 admet 2 comme premier fixe, le degré de ¢ est inférieur & 1 donc il existe ¢’ € {0, 1}
et

po=po+ 1 <4

tels que

o G (2P 127 +1) Ga(3x 27 43 x 20 4 4)
m,Q(x) - o = 3 o8 ,

(ol on n’a éventuellement pas de +1 si ¢ = 0) autrement dit

Gm(3 x 22 + k)
3 x 2#

Gm’g (ill') =

pour un certain entier £ < 3 x2+4 < 10 est a coefficients entiers, primitif et n’admettant
pas 2 comme premier fixe. Il faut alors pouvoir garantir que cette transformation conserve
la propriété que 3 n’est pas un premier fixe. Or, lorsque = décrit toutes les classes modulo
3, on sait qu’il existe une valeur telle que G, 1(x) soit non nul et 3 étant inversible modulo
2, on en déduit que x — 2712z +29 +1 est une bijecton de Z /3Z et donc on en déduit qu’il
existe x tel que G, 1 (28 12+2% 4+1) # 0[3] et ainsi on a bien que 3 n’est pas fixe pour G, 5.
Ainsi
ro(Gm(n)) =r2(3 X 2¢Gna(3 X 2"n + k) < 7(3)°7(2)*r2 (G 2(3 x 2#n + k))

puisque 2 et 3 divisent h par le méme raisonnement que ci-avant. On en déduit, avec la
majoration de 1 donnée précédemment, que

r2(Gm(n)) K 12(Gm2(3 X 20+ k)).
Enfin, on note que lorsque n < roo X,
3x2Mn 4k <3 X 167, X + 10 K 1o X

pour X assez grand. On en déduit finalement la majoration
Som(X) < Ly, Y 13(Gra(n))
N rooX

ou on est désormais en mesure d’appliquer le Théoreme 5 puisqu’on n’a pas introduit de
racines multiples en se ramenant a un polynome sans premier fixe. On remarque que les
coefficients de G, (et donc ceux de G, ) vérifient

Loo(G) < (X)L,

Si rooX 5 L2 X3 (puisqu’a fortiori on aura roo X 5 ||Gyn2/|°), on peut donc appliquer
le Théoreme 5. On peut choisir 6 = £ de sorte qu’on va appliquer le Théoreme 5 pour
TooX > Looe X On en déduit donc dans ce cas la majoration

Som(X) < LireX ] (1_M) 3 r2(k)pg,.. (k)

k
P<To0 X p 1<k<r00 X
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ce qui donne par multiplicativité

Som(X) < LireX [] ((1 _ me; (P)) > m(p”)/;cymg (p”)> '

P<To0 X

On majore alors

Z TQ(pV)meg(py) < 2 + 9 + Z (V+ 1>2

v = - %
v>1 p p p v>3 p

en utilisant le Lemme 9. Or, on a pour tout 0 < x < 1

2 b 23(92% — 237 + 16)
Z(y+1):c = e :

v>3

On en déduit

(v+1)*  1((3/p)* —23/p +16)
; ps p (1-1/p)? '

(_gp  montrer qu’elle est décroissante sur [O, l}

On peut, en étudiant la fonction z +—
et qu’elle vaut 54 en x = % donc
54 Co

2 9
o442
p p P p

Z 72(P”) PG, 2 (D7)

v
v>1 p

oll ¢g = 65. On déduit de tout cela, en considéant les nombres premiers p qui divisent le
discriminant de G,, 2 ont une contribution & Sy, (X)

< LireX ]I (1 + C—“)

pldisC(Gm.2) P
en majorant 1 — Poma (P) par 1. Or,
1\
[ (=3)< T (1+])
. p . p
p|diSC(Gym.2) pldiSC(Gm.2)

On utilise ici le lemme suivant.
Lemme 16. Soit M € My(Z) N GLy(R), alors

disc(x — F(Mx)) = det(M)% 4 disc(F)
ou d est le degré de F'.

Démonstration.— La preuve figure dans [24]. O

Dans notre cas, on passe de F,, a G,,2 en utilisant des transformations linéaires qui
font apparaitre un m et les coefficients des formes initiales. On a donc d’apres le Lemme
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16 que disc(Gn2) < L2m?*. On remarque alors que la quantité 1+ ]lj est décroissante en

p et donc
1 1
| | 1+-] < | | 1+ —
. p . T2 o4 Di
p|diSC(Gom.2) i<w(LiZm21)

ol p; désigne le i-eme nombre premier. Par la formule de Mertens, on obtient

1
H 1+ —) < log(w(L2m*)).
pldiSc(Gon.2) b

Puis, on sait que si n = p{*...p%", alors 2" < n et donc w(n) < log(n). On en déduit donc

1
I1 (1 + —) < loglog(Lm*™) < L5, loglog(m)
p|disSC(Gom.2) P

et donc
Lo X ] <1 + @> < LE_roo X (loglog(m)).
pldiSC(Gon.2) p

Or, on a vu que pour que Sy ,,(X) soit non nulle, il est nécessaire que m < X’ donc

¢

LS roe X H (1 + —O) < L5 roo X (loglog(X")).
p|diSC(Gom ) b

On traite maintenant la contribution des p qui ne divisent pas le discriminant. Pour ces

premiers, on a une meilleure majoration de pg,, ,(p") < 1 puisque = 0. On en déduit
de la méme facon que ci-dessus les majorations

Z TQ(pV)me,2 (py) < Z (V + 1)2 1

v v 27
v>2 p v>2 p p

ce qui permet de négliger tous les exposants v < 2 qui donnent des termes convergents.
Le raisonnement effectué dans la preuve du Lemme 13 donne que si p > 5, puisqu’alors
P2 (D) = pa.,. (p) et que G, est le produit d'une forme linéaire et d'une forme quadratique
irréductible sur Q[i], on a

I <1+X(P)PGm(p)) <l

p

pgrooX

On en déduit donc finalement

Som(X) < LoraX (loglog(X)® ] (1 _ meTf(pU (1 N rz(p)p;;m,g(p)>

P00 X
pdiscic,, 2)

ol les deux termes qui apparaissent sont ceux pour v = 0 et v = 1. On obtient donc
Som(X) < L ree X (loglog(X )] rereox (1 + M)
pdiscic,, 2) p

(P)PG,, 5 (P) )
2

< LE oo X (log log(X)® T L e, (1 4 X < L5 oo X (log log( X))
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par définition de ry, ce qui prouve le lemme dans le cas ol 7o, X > L _X°®. Dans le cas
contraire, ou on a n < L _X*®, on ne peut plus appliquer le Théoreme 5 mais on a

ro(n) <€ n°
pour tout € > 0. Do,
T9(Gma2(n)) € Gua(n)® < LE(X)*LE X < L5 X°®
puisque les coefficients de G,, o sont en O ((X")*L2.). D’ou,
Som(X) < L5 X < L X (loglog(X"))®

pour ¢ assez petit. Dans tous les cas, on en déduit bien le résultat. On a donc pour conclure
(ot on peut toujours se restreindre aux indices tels que 2* < /X comme dans le Lemme
14)

LE 707" X2 log log (X ')2/4+e0
(log(X"))"

LE oo’ X% log log (X ') #/4+e0

SolX) < (log(X))"

Z 972k &

ko=0

On utilise alors que
log log(X')21/4<0 <« log(X')*

et donc
L roor' X2

ce qui est convenable puisque ’hypothése 7/ X~¢ > 1 garantit que

So(X) <

log(X') < log(X).

Ceci acheve le traitement de Sy.

1.4.5 Traitement des S. .. et fin de la preuve

On traite ici le cas de S_ _ _(X;k, ) qui est le plus délicat, les autres cas se traitant
de maniere similaire. On utilise toujours Vi =Y, Vo = vV X/, V3 = X' et

Q(Mx') > o

X

L Li(Mx) > r'd Y1,
RMA,d =q{x € Rwm LQ(MX/) > (T’)I/QdQX_l/Z, (1'60>
vy = 1[4]
On a
So——(X;k,a) = > X(didads)# (Am(d) N X Ry ) (1.61)
den3

d;<V;

ou Ap(d) = A(d, Ly v, Lom, @m)- En appliquant le Lemme 8 de géométrie des nombres,
on obtient ’égalité

X2 wl(Ry ™) pld)
S_’_’_<X7k’ a) B Z X(d1d2d3) k1 +max(ky,k3)+2 4 (d1d2d3)2

den3
d,L-SV,L-
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+0 (RIS (1 XVT 4 V) log(V)4)
ou

/
Ry~ = {X eER ‘ Q(x) > %d?’, Li(x) > r'd\Y ™!, Ly(x) > (7“’)1/2d2X_1/2}.

On commence par montrer que le terme d’erreur est convenable. En remplacant V' par
son expression, on obtient qu’il vaut

T = ohthatha) 1 (X (X?Y)V2 4 X'Y) log(X'Y)A.

Or, on a que

2v\1/2 X?
X(XPY)2 =y
) = gy
et X2
X?Y = (') —rs
") og(x)

D’ou on tire

T « 2ethaths) gy A U
0 \(log(X))“2=4  (log(X))“~4

Si 7' < roo(log(X))ATL, alors I'estimation précédente donne avec C' = 24 + 8 :

Tool’

(log(X))*

Tool” N "o
(log(X))* ~ (log(X))
On remarque alors en utilisant le Théoreme 4 que

T <8+ (Xik ) Y opey x T(L1(%)7(La(x))7(Q(x))

< 25(k1+k2+k‘3)LiorgoX2(10g(X))3'

T < 26(k1+k2+k3)L6 X2 ( ) < 26(1€1+k2+k3)L5 X2

Pour ce faire, on introduit la fonction multiplicative

n f2=T1@p") siv=1
To(p") = { (v+1)>  sinon.

On sait qu’alors

Si_+( X3k a) < Z To(L1(x) L2(x)Q(x))

X<Too X

et le résultat provient simplement du Théoreme 4 ou on a utilisé ici la majoration triviale
de FE par (log(X))? puisque

I (1 N pé(p)(ﬂ;)(p) - 1)) <] (1 N }9) < Tog(X)

p p

et



On en déduit donc que si 7’ > ro(log(X))4*!, alors
T < 2 Wthth) [2 r r' X (log(X))* 471 < 22tk i) e X2 (log (X))* .

Or, on peut toujours augmenter le A dans le résultat du Lemme 8 et supposer que A > 5
ce qui implique que dans ce cas également
Tool!

(log(X))*

Pour conclure le traitement du terme d’erreur, il ne reste plus qu’a remplacer X par 275X
puis a sommer

2- 2k0X2 (k1 +katks)
<K LE TOOT Z Z 28 LR2TRS Tl(k’l,kg,k;g).

ko >0 khkz,ksélog log(X)

T < 2€(k1+k2+k3)L5 X2

En utilisant n(ky, ks, k3) < 1, on obtient

log(X))3€ log(2) X2

Qo))

(log(X)) log(X)

pour ¢ < 1/log(2). Ceci est satisfaisant dans 1'optique du Théoréeme 1. On peut noter qu’il
s’est avéré crucial d’avoir restreint les intervalles de sommation des k; pour ici obtenir une
puissance de log et non une puissance de X.

< LEroor' X?

On passe maintenant a I’étude du terme principal. On pourrait raisonner comme dans
[23] mais dans notre cas il y a bon nombre de complications techniques et ’expression
de p(1,1,h) empéche la méthode d’aboutir. On exploite donc plutot les deux lemmes
élémentaires suivants sur les séries de Dirichlet associées a des convolutions pour étudier

p(dy,dy, d3)
dydyds) o "2 730 1.62
va< ) )2 (1.62)

Lemme 17. Soient A > 0, g, h deux fonctions arithmétiques et C, C', C" trois constantes
telles que

\log (2d)4 " @: C’
Z <C" et Y y c+o(—(10g(2x>)A).

d<z

On a alors que
(g% h)(n) <= h(d) C"(C + C")
2 ¢ +0(Toamrt )

n<x d=1

Démonstration— On écrit




On approche alors

>0 =0+ ()

m< g

car \/x < a. On a donc un terme

|h
CZ—+O (logZ\/_ <Y

d<v/@ N
ou
Z |h B O( c'c” )
= .
(log(2x/_ oy (log(2v/x))
Maintenant,
h(d) <= h(d) = h(d
D D B D D
d<y'z d=1 >z
Or,
f Z (log(2d))A < c’
S A
Zd S oA < ey
ce qui permet aisément de conclure la preuve du lemme. 0

Lemme 18. Soient g, h deux fonctions arithmétiques et C, C', C" trois constantes telles
que

fwéo” et Zg(dd) Clog(z) + O (C").

On a alors que

n<x d=1
Démonstration— La preuve est tres similaire a celle du Lemme précédent et nous ne la

rédigeons pas ici. 0

On a maintenant tous les outils pour pouvoir estimer la somme (1.62). On établit alors le
lemme suivant.

Lemme 19. Si on note Vi = max(V;), V,,, = min(V;) et V;, = {V, Vo, Vs} \ {Var, Vin },
on a

p(dy,ds, d3) 7\ 3 . (log(Vi,)log(V,)  log(Vi,) 1
> x(didady) (hdods)® (Z) [Io+0 (Lw( log(Var)A +1og<m)A+1og(vm>A)>’

d;<V; p>2

pour tout A > 0.
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Démonstration— On utilise les notations du Lemme 4 pour écrire

d1,d2,d3 h*R)(d1;d2,d3)
didod d d d
ZX(123) d1d2d3 ZX 23 dydods
d;<V; d; <V

ou

dy do d dy doy d
\(drdads) (h R)(dy, da, d) = 3 (—1—2—3) h (—1, ds —3) \(e1eaes)ra(es).

€1 €2 €3 €1 €2 €3
e;ld;

Supposons que V3 soit le maximum des V;. On commence alors par sommer sur ds et ez
si bien qu’on doit estimer la somme suivante

X () h (2,22 9y (e5)ra(es)
{8t )

d3<V3 es|ds

Le Lemme 17, avec g = xra et h = xh ou h est vue simplement comme fonction de sa
troisieme variable ici, et certains arguments de la preuve du Lemme 4 fournissent alors
que cette somme est

L(1,x)L(1, xxa) Z ’ e g ) +0 1 T Z ‘h <gi’ ‘Zi k3> ‘ log(2k3)"

T log(V3)* 4- ks
Or, on a
X(2n)=0 et x(2n+1)=(-1)"
et par conséquent
v xm) (D) 7
L(1,x) = ; = ; o7 = aetan(l) = o
On obtient donc
X(k )h (%7 (ei_;a 3) dy dy k3> log(ng)A

g ) (
T 3 e1’ ey’

k3 ks

Supposons alors que V,, = V5. On va alors maintenant sommer sur ds et ey. Le terme
principal ci-dessus, devient par une nouvelle application du Lemme 17 avec le méme h
vue comme fonction de la deuxieme variable uniquement mais avec g = x cette fois

(koks)h (d—kzkg) ‘h( 1 kg,kg)’log(ng)A
ks T og(va)A kzk: ks

(5) 200w Y

Pour traiter le terme d’erreur de la sommation sur ds et ez, on va utiliser le Lemme 18
avec g = 1 et h = |h| vue comme fonction de sa deuxiéme variable pour obtenir

loa(Va) s | (22, ) [108 (285 ) og(28)
log(V3)4 Z feoks
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On effectue alors la méme manipulation sur la somme sur d; et e; et on remarque qu'une
modification mineure de la preuve du Lemme 4 qui est d’ailleurs effectuée dans [27] dans
le cas 3A = 1 permet d’obtenir que les quantités de la forme

Z |h (k’l, k’g, k’g)| log(ng)A 1Og(2]{52)A 10g(2/{71)A
kikoks

k1,k2,k3

ont une contribution

‘h (k’l, k’g, kg)‘ 10g(2k1k2k3)3A
L
< 2 Fa ok & Lo

k1,k2,k3

ce qui permet de conclure la preuve du Lemme en utilisant ’expression obtenue dans le

Lemme 4 h(k) (k ok )
HUPZL(1>XAX)Z k'Xk}f2 ’ .
p>2 keN3 1283

L’argument clé pour effectuer cette modification est de majorer

Z |h (]{31, ]{32, k3)| log(2k1k,‘2k‘3)A

s k1koks
par P'/(log(2))* ou
, |h ’p pVJ)llog(pV1+V2+V3)A
P = P Ll’ LQ’ H L+ Z 1/1+1/2+1/3
V4 I/EZ>O

qui provient de l'inégalité (o on utilise le fait que pour p > 2, log(p) > 1)

Hp"”d log(p”) .

log(d) <
ld) < log(2)
Le reste des arguments n’étant presque pas modifiés. Pour conclure, il suffit maintenant
de voir que les autres cas se traitent de maniere parfaitement analogue. 0

Il ne reste donc plus qu’a introduire le terme vol(R;""). Pour ce faire, on écrit

vol(R // - (x)dx.

En réinjectant et en intervertissant les sommations, on aboutit a

x(didadsy)p(d)
//xeRd Z (didad3)? b

1<min(Y,Lq (x)r'~1Y),dy<min(r/ VX, Lo (x)r'~1v/X)
dggmin(r/X/,Q(x)r/_QX)

Or, on a que
Li(x)r <1, et Q) 2<1
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donc on obtient en choississant A = 3 dans le Lemme 19,

X(didady)p(d)vol(Ry™7)  /m\3
dgv (didads)? = (§) ol [T o+

p>2

O <Lio / /XER log(max(Ly (x)r'-1Y, LQ(}lc)r’—l/Q\/y’ QG X))dx) _

On a donc _
OO&/KWbQMQW%m“>:O<£§%?>

En effet, effectuant un changement de variables x = r,,z, on obtient que

1 , 1
fLM@@W“Mﬁg%/AmM@®@WW+WM

On peut alors constater qu'un changement de variables z = Ex fait sortir 'inverse de
det(E) que 'on peut majorer par 1. Ainsi, on peut intégrer plutot sur la forme J définie
par J(x) = Q(Ex) et obtenir grace a l'inégalité (lorsque a + b > 0)

1 1

< :
a+b ,/‘ab|

la majoration

2

7”'OO
dx < ,
log(r2.r'—2X)

//xeR log(Q(;)r’lX)dX S \/lqg(éw/%xu V] log(Jl(X) +2)|

puisqu’on a vu qu’on autorisait la constante a dépendre de la classe d’équivalence des
formes sous certaines transformations linéaires F. Le méme raisonnement que ci-dessus

permet d’obtenir

2 2

T, T, 1

< 1 1-
log(rZ,r'—2X)  (log(X))1 [log(rir'=2)|

Mais les inégalités 1’ /(2Ls) < 7o < 2Loor’ ol la premieére majoration est évidente et la
seconde provient des relations

_ boL1(x) — by La(x) ¢ as Ly (x) — ay La(x)

xy

Y

bra; — bras bias — baay

permettent de montrer la majoration

< L%,
| log(rZ,r'=2)|1

qui permet de conclure. Pour traiter les autres cas, on obtient de la méme facon

£ .2
LOOTOO

O(Lio//xen IOg(Lz(Xir'l/QX)dX) < \/log(roor’—l\/Y)
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qui se traite comme ci-dessus ou du type

O (L‘f / / L d ) « Lo
X
) Jxer log(Ly(x)r'~1Y) log(roor’ 1Y)

et pour conclure, il reste a remarquer que le terme

1
(log(Y))7
qu’on obtient est convenable grace a la définition de Y. On en déduit que
X2 7\ 3 vol(R) D &
S—--(Xik a) = 9k +max (kb k5)+2 (Z) 4 Hap +0 (L‘”T“m) '

p>2
En combinant tous les résultats obtenus, on conclut a ’égalité

272k0 X2 (ky, ko, k) /7\3 vol(R) 272k X2

_ 3 ) s V3 / 2

Sx)=3 3 8 ( g (1) - LLen+ o <Lio<w +’"oo>1og(X)n—a>
ko >0 k1, k2, ks >0 p>2

D’apres le Lemme 11, on aboutit au bon terme principal

21°vol(R) X0y H Tp

p>2

tandis que pour le terme d’erreur, les indices pour lesquels on a un k; > loglog(X)
donnent le bon terme d’erreur comme on ’a vu plus haut et les indices k; < loglog(X)
font apparaitre un terme

X?loglog(X)?
log(X )7

Flra +72)

qui en utilisant I'inégalité loglog(X) < log(X)® est convenable. Ceci acheve la preuve du
Théoreme 1.

1.5 Démonstration du Théoréme 2

1.5.1 Changement de variables

L’idée principale est bien siir de se ramener au Théoreme 1. On va commencer par se
ramener au cas ou (D;, ¢;) = (Ds,q) = 1 et relier les ensembles A(D) a des réseaux en
s'inspirant du travail de Daniel dans [22] et de La Breteche et Browning dans [27]. Avec
les notations de la premiere section, on a clairement

A(Da Lla L27 Q) = A(D/a LI? L; Q*)
On a également, en posant

AN (D) ={xe AD; L}, L;,Q%) | (x1,22,D1DyD5) =1},
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que
AD) = | | »A*(D"; LS, Lh, Q)

bly(D’)
oll
p@) = J[ s @@ @)/
p|D1D; Dy
et
b (P P D
(D1,b)" (D3,b)" (D5, %)
et enfin . 20
SR AN A)

En effet, on a
AD)={xeZ® | DjLi(x), D;|lQ"(x)}

et on partitionne cet ensemble suivant les valeurs de ged (1 (D'), 1, z2) qui parcourt tous
les diviseurs de 1(D’) lorsque x décrit Z2. On a donc

|_| {X € 7 ng(dj(D/)axlaxZ) = b> D;‘L:(X), DQ‘Q*(X)} :

bly(DY)

En écrivant que z; = bx!, D; = (b, D})D! et D} = (b?, D4) DY, on obtient que les conditions
deviennent

bL;(x' b2Q(x!
= | efxez | opnGnl ongtes oot 1}
blw(D) v e

car on remarque que b~')(D') = ¢(D”) et que (Y(D"),z1,79) = 1 si, et seulement si,
(DYDY DY, xq1,22) = 1. On a donc bien

AD) = || sA*(D" LS, L}, Q).
bl (D)

On rappelle que la somme que 1'on veut estimer est

S(X,dD)= Y v (LZ(IX)) r <L2(2X>> : (%?)

xeA(D)NXR

donc on peut la réécrire en utilisant ce qui précede

swan= 3 2 Ca) (e (50

blih(D’) xeA*(D)N

donc

wame 2 2 () (1) ()

bly(D’) xeA* (D")N(X/b)R



et finalement
w5 3 6 (4 (%)

ou

TR U M
(dlvglvb)7 (d27£27b)’ (d?”q’ b2)

l/- — (b7 D;) — (ba Dzagz) ot q/ _ <b27Dé) _ (b27D37q)

’ (ba dhgl) (b7 dugz) (bZﬂd?n(J) (bQ,dg,CI)
qui sont bien des entiers puisque d;|D;. On pose alors D' = D\ D, D} et D" = D{DJDY et
on définit la relation d’équivalence suivante sur x € Z? tel que (zy, o, D) = 1 par

et ou

x~y <= 3NeZ telque x=\y[D"].

On vérifie aisément qu’il s’agit d’une relation d’équivalence, la symétrie provenant du fait
que le \ vérifie nécessairement (A, D”) = 1 car si p divise D” et A, alors ce p divise x; et
x9 ce qui est absurde. On note U(D”) 'ensemble des classes d’équivalence et pour y € A,

avecA € U(D"), on a
A={xcZ* | x=ay[D"] avec a€Z et (a,D")=1}.
On peut constater que soit A C A*(D”) soit AN A*(D”) = & puisque par exemple
Li(ay) = aLi(y) = 0[D]]

si

Li(y) = 0[D!].

(2

On peut donc poser
V(D) ={AcUD") | AcA (D)}

et définir pour A € V(D”) et y, € A,

GA) ={x€Z | 3ac€Z telque x=ayD"]}.
L’interét de I'ensemble G(.A) est qu'il s’agit d'un réseau de déterminant D" et

A={xe G(A) | (x1,79,D")=1)}.

Il s’agit clairement d’un sous-Z-module de Z? non réduit & zéro. On a

G(A) = {(ayos + kD", ayoo +1D") | (a,k,1) € Z°}

mais ou en fait a est défini modulo D" seulement. On montre plus bas dans la preuve du
Lemme 21 que 'application

;. { 7)D"7 — (Z/D"Z)?
| @ = (ayo,1, a¥o,2)

64



est injective (c’est 1a que 'hypothese de coprimalité intervient). On en déduit que
Z)D"Z = Tm(f).
Or, clairement Im(f) est 'image de G(A) par la projection
m:2? — (Z/D"Z)’
et donc (D"Z x D"Z est bien un sous-module de G(.A))
G(A)/(D"Z x D"Z) = Tm(f)
ce qui conduit a

# (Z/D"Z)"

det(G(A)) = # (Z2/G(A)) = #G(A)/(D"Z x D"Z)

— DN.

On peut donc utiliser le fait que
A*<D//) _ |_| A
A (D//)

pour réécrire
Li(x) Ly(x) Q’( )
/ /
seap)= 5 S (65 () (1Y
bly(D’) A€V(D") x€AN(X/b)R
et en utilisant une inversion de Mobius pour exprimer la condition de coprimalité dans
A={xeGA) | (z1,72,D")=1)}
on obtient finalement 1’égalité
Ly (%) Ly(x) Q’( )
seap)= 3 Y Sue X o (w2 (44
blih(D’) AEV(D") e| D" x€G(AN(X/L)R 1

ou

G(A)=G(A)NeZ?* ={x€Z* | JaceZ telque x=ayo[D"]}.

Il s’agit d’un réseau de covolume eD"” (a préciser également). On a donc

S(X.dD)= > Y D ueT(X, Ae)

bly(D’) ASV(D") e| D"

(X, Ae) = Y (z’ d(,)) (l,L’d(/ ))r( Q’d(/ ))’

XEG(A)N(X/D)R

avec

et on est donc ramené a un probleme de comptage sur un réseau. On utilise alors notre
premier théoreme pour estimer 7'(X, A4, e). Pour ce faire, on effectue un changement de
variables E/ de sorte que

x€G(A) <= x=FEv avec veEZ (1.63)
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ou F = (e1,e) est la matrice d'une base réduite de vecteurs du réseau G.(A). Par
définition d’une base réduite, comme on a pu le voir plus haut, ||e;|| et ||es|| sont les
minima successifs des éléments du réseau G.(A). On a G.(A) C §6(D)Z? et puisque

5(D)ley, que
5(D) < [[eal] < les]

et on a comme on 'a déja vu
eD" = det(Ge(A)) < |lea]|[lez]]-
Si on pose R; = {veR?* | Ev e R/b}, on a clairement

vol(R)  vol(R)

VolRe) = 2 4en(®) ~ DPeD"

On peut donc écrire

T(X,Ae)= ) r(M(v)r(My(v))r (My(v))

2
vEZ2NR,

avec M;(v) = I[[Li(Ev)/d; et M3(v) = ¢'Q'(Ev)/dy. 11 est maintenant utile de savoir
comment se comportent les quantités intervenant dans le terme d’erreur du Théoreme 1.

On a
T/(M,R/E> = sup max (|M1 | |M2 | \/7>

vER

— sup max (111LL(x)1/dh, WL (x) /s, /T Q ()17 )

XER/b

et en raisonnant comme ci-dessus pour passer de L;/d; a [;L}/d}, on obtient

= supmax (| La ()l /. | La(o0) /o, /IQERNI/d3) = ria(Ln Lo, Q. R) = v,

On a d’autre part
Loo(M) = max(|| Mj[]) < D?||B]| max(]| L[, || L[|, ||QI]).

Or, on a aussi

eD" = det(Ge(A)) > |lea]||le|]

et en utilisant le fait que || E|| est le maximum des coefficients de e; et e; en valeur absolue,
on en déduit la majoration

[|E|| < eD" = det(G.(A)).

On en tire donc
Loo(M) < D*eD"Ly, < D* Ly,

car e|D”|D. Enfin, on a

To(R)  Teo

TOO(R/E) = Sup maX(|U1|7 |,02|) <
veR/ b b
E
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En effet, on a

reo(R) = sup |[E7'x]|
XER/b

et en utilisant la relation -
E~'= E
det(E)

ot E désigne la comatrice de E, on obtient

1 .
wo(R) = ——— "Ex||.
re(Ri) = i sup ' Ex]
Enfin, pour des matrices de taille 2, ||'E|| = ||E|| et en utilisant la multiplicativité des
normes matricielles,
re(R) < el s

bde t(E)
ce qui donne bien

Too(RE) < %o

en utilisant a nouveau ||E|| < det(E). Posant

X V1+V2+V3p pl/1 pl/2 pVB;M
o) = (1- —) > : )

2(v1+vatvs3)
vezZl,
pour p > 2 et
. B M;(x) € Exn
o 2n nry\2 ! 2
-t {reernt | RCE |

le Théoreme 1 nous fournit, puisque les formes M; vérifient bien les hypotheses NH le
Lemme suivant.

Lemme 20. Si on a r4 X' > 1, alors

e e / 2 2
T(X, A, e) = 2r°vol(R)X*W(E) + O (LooD (TooTy +15,)X ) |

b{log (X))~

o

W(E) = 15y [[oulB)

L’objectif est maintenant de voir qu’on ne somme pas trop de termes et qu’on obtient
bien apres sommation le bon terme principal. On commence par démontrer le lemme
suivant.

Lemme 21. On a
#V(D) < 8°(1P2Ps)q(D, A).
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Démonstration.— On utilise la relation

p*(D)

#V(D) = (D1 DyD3)’

En effet, si A € V(D) et yy est fixé dans A, alors il existe par définition a entier tel que
x = ayo[D] et la classe de a modulo D est uniquement déterminé par y car (yo1, %02, D) =
1. En effet, si yo1 = (30,1, D)yp,1, alors nécessairement (yo,1, D) divise z; et

‘ @il»@ﬁﬁbﬂ{@jDJ

et de meéme sur la deuxieme composante

@£Z%<@£iﬂ>hngJ'

D
(yo,l, D)

a

Or,
(v0,2, D)|

(par la condition de coprimalité) donc on a

= oy ey ) (s D)

’ @iﬂ»(@ii»)hmiDJ’

<ﬁ> (y072’D)) =1

donc par le théoreme chinois, on connait la classe de a modulo le produit des deux, soit
modulo D. Ainsi,

et

ou

p"(D)= > #(AN0, D) = o(D)#V(D)

AeV(D)

étant donné qu’on a

(D) = # (ANJ0, DJ?)

puisqu’un élément x = Ayo[D] est entierement déterminé par la classe de A inversible
modulo D. On a donc obtenu la formule souhaitée. Par multiplicativité, on en déduit que

B pr(p™, p”2, p”?)
#V(D)_ H QO(pV1+V2+V3) ’

p¥i||D;

ce qui permet de restreindre ’étude a des puissances de nombres premiers. D’apres 1’étude
de la fonction p* faite plus haut, il est nécessaire que

Vp(A12) = min(vy, 1) et 1,(Aj3) > min(y;, v3)
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pour que p*(p"*,p*?,p"3) # 0. Il faut alors & nouveau traiter tous les cas. On en traite
deux typiques, les autres s’obtiennent de la méme fagon. Supposons que vy > vy > 13,
alors

X (U1 V2 U3 )
pgp(?py:f]@;i)) < pu3+m1n(V1,V2,l/p(A12)) _ pI/3+V2 < 8p1/p(a(D,A))
car

vp(a(D, A)) = min(vy, v,(A1a))+min (v, v,(Aqz))+min(vs, v,(A)+min(v,(Ags), v,(A13))),

et ici min(vs, 1,(A12)) = 12 et v5 = min(vs, 1,(A) + min(v,(Ass), v,(A13))) puisqu’en
particulier v3 < min(Aj3, Agg). Supposons alors maintenant que vz > max(vy,v5). On
obtient ( )
P, p, p V142, min((vp(dISC(Q)) /2], v3/2)) vo(a(D,A))
‘P(p”1+uz+u3) S 8P ’ ’ < 8p™” .
En effet, v; < 1,(A;3) donc v; < min(v;, v,(As) + v,(A;5)) avec {7, 5} = {1, 2}. O

Sous la condition 7;X'7?¢ > 1 ,on a donc

S(X,d, D) = 27" vol(R)WX* + O <LZ°D€a'<D7 A)(rry + rzo>><2)

(log(X))~*

ou

W=D D D uew

bly(D’) A€V(D") e| D"

En effet, on majore p(e) par 1 en valeur absolue, ce qui fait sortir un 7(D") < 7(D) <« D,
puis la deuxieme somme fait sortir un #V(D”) que l'on peut majorer d’apres le Lemme
21 par

#V(DH) < SW(DIIDéDé)CLI(D, A)

puisque les D! divisent les D, (et car avec D” on a les formes primitives) et enfin on a
alors une
Z < ) 1=7@(D") < r(D{DyD}) < D7,

bW)(D’) bly(D’)
ce qui fournit bien le résultat escompté. Il ne reste alors plus qu’a traiter le rJ, introduire
le terme 6(D) et calculer W. On introduit alors la fonction multiplicative suivante
B B2 2B3) — max min(f8,61)+min(8,82)+min(25,83) =25

VolP™ P2 P2) = a2 s
Si on suppose que Dj est sans facteur carré, on a toujours 3 = 1 et [f3/2] = 0 et les
termes tels que § < min(fy, f2) donnent des facteurs 1, tandis que si on suppose que
b1 = P, alors B < B et les termes By < [ < 51 donnent des facteurs
pﬁ2—5+1
puisque 23 > B3 = 1. Le maximum de ces exposants pour 3 < [ < (1 vaut 1 et donc on
a obtenu

Yo(D1,Dy,Ds) =[] p= (D1, Dy, Ds)

p|D1,p| Do
p|D3
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puisque Dj est sans facteur carré. De plus, on a
wo(Dy, Da, D3) < (D1 Dy D3)'/?
puisqu’on a

min(3, B1) + min(3, B2) + min(28, B5) < 28 + W

que 'on peut vérifier cas par cas. On a également besoin de 'inégalité

D', b) (D, b)(D, b2
wO(D,lvD/%D/S)}( ! >( 22 )( s )

En effet, on a

(D5, b) (D5, b) (D5, b)
b2

— T oo e mintey (). 6 min( D5), 2 621, 0
p
et bly(D’) donc v,(b) < max(v,(D)), v,(D}), [v,(D5)/2]) et cela découle de la défintion
de 15. On a donc
b:D' D’

D//b2 — > )

On a alors besoin d’utiliser le Lemme 4 pour se débarrasser de 7} et passer a du r’. En
majorant W (E) par
%(Di,DéaDé)

D/
grace au Lemme 4 et & la remarque précédente pour majorer 1/D”b? on obtient de la
méme fagon qu’on a traité la sommation du terme d’erreur dans le Théoreme 1 que

L

W < L5 Dd' (D, A).
puisque
Yo(Dy, Dy, Dy) _ (D)2
D’ S D’
Or, on a clairement la suite d’inégalités

<L

/
r / /
<rg<r

dydyds

ce qui permet remplacer 4 par r’ dans le terme d’erreur. De plus, lorsque djdods < X,
la condition 7, X'7%¢ > 1 est une conséquence de ' X'7¢ > 1 et lorsque dydadz > X¢, en

passant aux logarithmes, on a
&€

log(X)

On cherche ici a obtenir la méme estimation que celle qui découle du Théoreme 1 sous la
condition " X17¢ > 1, & savoir :

1 <.

€ e/ 2 2
S(X,d,D) =0 (LooD @D, AJrp X >

log(X)
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Or, le méme raisonnement que dans le traitement de Sy y + en majorant par la somme
des 7 fournit que

> _X°

*log(X)

et donc on a bien le résultat voulu dans ce cas-1a également, ce qui fait que pour ' X1=¢ >
1, on a

S(X,d,D) <« L r2 X?*(log(X))* < L Dr

e e/ ;9 v
S(X,d,D) = 27°vol(R)WX* + O (LooD a'(D, A)(roor’ +12))X )

(log(X))7=*
Ensuite, en ce qui concerne le §(D) (ce ne sera nécessaire en réalité dans notre obtention
de la conjecture de Manin), il suffit de remarquer que

S(X,d,D, L17L2a QaR) = S(XadaDa 5L175L2752Q7R/6)

avec 0 = d(D) (car tous les éléments de A(D) sont de la forme (1, x9) = d(x), z}) avec
x' € R/§ par définition de 0) et que 7’ est alors inchangé par cette transformation quand
T'oo Se retrouve divisé par 6. Les D et d et X sont inchangés, on a donc du 1/6 qui apparait
du r'ro et du 1/6% < 1/§ du r2.. De plus, le L., est multiplié par § ou 6% mais on fait
alors apparaitre un 6° < D° car §|D1DyD5 € A(D) qui ne pose pas de probléme. En ce
qui concerne le terme principal, on a

vol(R)
vol(R/§) = TR
Ensuite, on montre que W(JL;,6°Q) = 6*W ce qui achéve de montrer que le terme

principal reste inchangé. On voit en effet avec la définition de W qu’il suffit de montrer
que

W(E;6L;,5°Q) = 8*W(E).
On s’intéresse donc aux o,(E;dL;,°Q). On commence par remarquer que si p {4, alors

p(0", 0", 0", 6 Li, 8°Q) = p(p*, ", 0™, Li, Q)
donc
0,(E;6L;,5°Q) = a,(E).
Ensuite pour p|d, on a
p(p" 0", 0L:, 6°Q) = p(p™, p*,p™, p O Ly, pP7 Q)

et
plp”, 2, p O L, p?? Q) 500" P, 0™, Li, Q)
p2(V1+V2+V3) =b p2(V1+V2+V3)

puisque
A(p",8L;,0°Q) = p P A(p*, L;, Q).
On obtient bien donc que
W(E;5L;, 6°Q) = [ [ op(E; 0L, 8°Q) = 8°W(E)
p

ce qui permet de conclure. On a ainsi

e Deg’ , 9\
S(X,d, D) = 270l (R)WX? + O (LooD a'(D, A)(roet’ +12)X )

6(D)(log (X))
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1.5.2 Une majoration uniforme de S(X,d,D) dans 'optique de
la conjecture de Manin

On donne maintenant une majoration uniforme de S(X,d, D) qui sera nécessaire dans
la deuxiéme section.

Lemme 22. Soit € > 0. Lorsque Ly, Ly et Q) vérifient les hypothéses du Théoréeme 2 et
(d,D) €D, ona

/ w()(l:/l’l:évl:é) 2 2 (TOO‘<)1+€
X,d,D DL )%a' (d, A X+ —.
5( Y Y ) << ( OO) a’( Y ) ( l)il)él)é TOO %_ 5(1))

Démonstration— On pose classiquement la fonction multiplicative suivante
1+ x(p) siv=1
ne v\
") = { (v+1)* sinon
de sorte qu’on ait

TX A< Y " (M()Ma(v)Ma(v))

vez?
vy Kroo X/(lez]b)
v KLroo X/ (le1b)

Appliquant le Théoreme 4 et utilisant le fait que F < (DL )¢, on obtient la majoration

(DLoo)® e (roe X)'**

T(Xa Aa 6) < D"p2 5(D)

12 X? 4+ (DLs)

car

7’30)(2
P X/ (lealb) x 1 X/ (ealt) < 20

et on majore 1/e par 1 et dans la deuxieme partie de 'inégalité, on utilise le fait que
6(D7 L17 L27 Q) = 5<D/) LT: L;a Q*) < b6<D”7 L/17 L/27 Q/>

pour majorer
(TOOX)1+€ . (TOOX)1+€

(D//eb2)1+a = (D//€b2)

et
LoD 15Q) D
b (S(D,Ll,LQ;Q) 5(D7L17L27Q)

pour obtenir la formule annoncée. Il ne reste alors plus qu’a sommer. Le nombre de termes
a sommer est majoré par

T((D)#V(D")7(D") < D*d'(d, A)

ce qui permet, avec la majoration que I’on a obtenu sur vy, d’obtenir le résultat du lemme,
ou, d’apres ce qu’on a déja démontré,
¢0<D117 DI27 Dé)

D D,D: si
1793
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1.5.3 Calcul de W et fin de la preuve

Il ne reste plus qu’a calculer W pour obtenir ’expression souhaitée pour conclure
la preuve du Théoreme 2. Pour ce faire, on étudie les termes sommés dans o,(£). On
introduit quelques notations supplémentaires :

,u; :VP(D;)> N;,:VP(D;/)’ )‘;:Vp(d;)7 M:VP(D)a “/:VP(D/)’

p=uv,(D"), e=uy,le), B=uvyb), et v=uv1+vy+us,

ou pour alléger les notations, on omettra la dépendance en p de ces valuations. On a alors

p(p™, p™,p" M) = # (N (p™, p™,p”) N B(p”))

ou
Npnp=p®) ={xeZ | p"Pp’Li(x) et p*™p*Q(x)}
et
Bp")={Ev | 0< v <p’}
puisque

p(pm’puz’pu‘g’ M) = {V € [[Ovpy[[Q | pVZ|M7,(V) et pV3|M3(V)}'

et il suffit alors de remplacer les M; par leurs expressions. Par le théoreme de la base
adaptée, on peut trouver une base (e;, e;) de Z? telle qu'il existe (6;p™!, dop™2) € N? pour
lequel la famille (§;p™ ey, dop™2e,) est une Z-base de EZ? avec (6102, p) = 1. De plus, on
a

5152pm1+m2 — det(E) — D//bQ

puisque le déterminant est invariant par changement de base. On a donc en particulier
my +ms = p” + . On peut alors remplacer B(p”) par

{w =wi01p™ e +wadop™ey | 0L w; <p”}

puis par
Bi(p™ ™, pm ) ={w = wip™er +wop™e; | 0<wi <p'}

car la condition de coprimalité implique que
w; — W;0;
est une isomorphisme de Z/p”Z sur lui-méme et ou
B (p™, p*) = {w' = wle; + whey, € EZ* | 0< wj < priY.
On en déduit alors
p(pt, p?, p? M) = # (N (p”, p2,p) N B (p™ ™, p™tY))

# (Al(pz/l , pu2 , pljg) N B/(pmlerngu’ pm1+m2+u))
pm1+m2 ’
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Ensuite d’apres ce qui précede

# (N (p7,p, p) N B (p'+etv, prtetry)
p/—L/l+6 .

p(p”, 0", p" M) =

On réécrit alors cette relation

p(p” 2 p M) # (N p p) N BI(p e p )
p21/2+21/2+21/3+1/p(eD”) - p2(u”+a+l/)

# (N, 2, p7) O B (p 1, pr 1)
PRI ‘

Justifions la derniere égalité qui est un peu subtile. Tout d’abord, la présence du p(e)
nous permet de nous restreindre aux entiers sans facteurs multiples et donc € ne peut
prendre que les valeurs 0 ou 1. Le résultat est clair dans le second cas et il ne reste qu’a
le justifier lorsque ¢ = 0. Pour cela, on observe que les conditions de A'(p™, p*2, p**) ne
dépendent que des valeurs des coordonnées modulo p*t#. En effet, si par exemple

Vit pIB Lz (X) ’

p

alors
pﬁLi(X + pV—HL k) _ pBLZ-(X) + pﬁpl’-ﬂt +VP(Zi)L2<(k)

et v, + N < v+ p" 4+ B+ v,(0). En effet, on montre que A\; < i + 84 1,(¢;). On sait que
A = N+ min(N;, 8, v,(6:)) < N+ v(6)
donc il suffit maintenant d’établir que X, < p + 8. Or, on a
X < ug
et par conséquent il suffit de montrer que p; < p/ + B. Or, pf = p} —min(f, ;) et puisque
B —min(B, ;) = 0,

on a bien le résultat et
pui—l-/\i |p6Li (X +pu+u k)

On voit donc que x € A’'(p”, p*2, p*3) si, et seulement si, sa classe modulo p*™*" y est. On
en déduit que

pZ# <A/(pl/17pl/27pl/3) N B/(pu/'-l—l/’pp//—i-u)) _ # (A/(pu17pu27pu3) N B/(pm1+m2+u7p,u”+1+y)>

puisque dans le second ensemble, on trie les élements selon leur classe modulo p*™#" et
on a # (A’ (p¥r, p2, p®) N B/ (pmtmaty p“”*”)) éléments qui vont convenir que 1’on releve
chacun en p? éléments dans Z/p"+*"+1Z. On en déduit donc lorsque € = 0 que

p<pV1 ) py2 ) st’ M) - # (A/<pl/1 ) pu2 ) pys) N Bl(p'“"‘H’» p/‘”+'/))
PR T eDT) 2]

4 (A/ (pl/l ,p2, pl/3) N B/(pu”Jru, pu”Jru))
p2(M//+V)+2

74



ce qui permet de conclure. On va alors sommer par rapport a e, A € V(D”) et b. On a
supprimé la dépendance en e, il reste alors le p(e) qui par multipilicativité donne pour un
p donné (—1)° puisqu’on a vu qu’on pouvait supposer e sans facteur multiple et donc on
obtient que (tout est multiplicatif, méme les sommes sur b|y)(D"))

E) = pr
p
ou

v1+vo+us 1 Vo V3
A7 5 —ZBX p) ! p(p Y Y 7M)
(R S SEED VD SIS

ﬂ<B’A eV(p uy p”Q pu3)€<m1n(1 w'y ueZ3

et ou B’ = max(u}, 15, [p#5/2]). On a donc d’apres ce qui précede

3
8
# (N (p,p=, ) N B (p T pr)

Z Z Z Z ) *25 p)ul+l/2+l/3 ’ Ev

PSB! Ayt pH2 pd) esmin(lu) veZl,

ou on se sert du fait qu’on ait fait disparaitre la dépendance en ¢ dans I’ensemble dans
lequel on compte (attention cependant on a encore une dépendance en ¢ cachée dans
I'ensemble B) de maniere essentielle pour estimer

# (N (pr, pr2, p=) N B (pH 1t pr'T140))

€
Z (_1> p2(u”+1+1/)

e<min(1,u’")

On suppose ici g” > 1 et on a donc

4 (N (7, p72, ps) N B (p" H i 1Y)

€ —
Z <_1> p2(u”+1+1/) -

e<min(1,u")

1

p—Z(u”-i-l-i-V) (# {W’ = wie; + w'Qeg € G(A)’ 0L wg < pu+u//+1 ’ w € A/(pzq’pm?pus)} _

# {w’ = wie; +whes € G(A), 0<w, <p ™ pw | we A'(pyl,pl'?,pw’)})

( = 0 car BZ? = G1(A) = G(A) pour A € V(p"',p'2, p"s) moins ¢ = 1 car EZ? =
G,(A)={x € G(A) | p|x}). On obtient donc

1 v+ +1 v 1% %
ey (#{W = wies +ues €GLAL 0wl < piw | W e NG ).
On a ici utilisé de facon crucial le fait qu'on n’ait pas des p**t*" et des p*™"*+! qui nous
auraient empéché de comparer les deux quantités. On remarque alors que w’ = M (w}, w})
avec M = (ey, ey) qui est dans GLy(Z) au sens ol son inverse est aussi a coefficients entiers.

On en déduit que |det(M)| =1 et donc en particulier pour tout p, M est inversible dans

M (Z/p"**"+1Z). On en déduit un isomorphisme via M de (Z/ p”*“”“Z)2 sur lui-méme
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qui implique qu’il y a une bijection entre les w’ que 'on considere dans notre comptage
et les
(1, b2) + " (ry, 7o)

avec (t1,ts) qui décrit (Z/]D"J”LNHZ)2 et pour certains (ry, ) € Z2. De plus, on voit que
w’ est dans G(A) et dans A'(p™, p*2, p*?) si, et seulement si, (f1,%2) y est et qu’il est non
divisible par p si, et seulement si, p 1 t. On en déduit donc qu’on a

Z (_1)5# (A’(p"l,pVQ,pV3) N B/(pﬂ/l+1+u’pu//+l+u>)

pQ(M”‘H‘H’)

e<min(1,u")

1 " 2 (. V1 Uy . Vs
W(#{teG(A)ﬂ(Z/p”“ HZ) , pft | teN(p™p >P3)})-

Or, la condition t € G(A) et p t t implique que t € A et donc en sommant sur les
A € V(p'',p"2,p"s) et en le faisant apparaitre comme une union disjointe et puisque
I'union des tels A est A*(p*1, p"2, p"3), on obtient

. E# (A/(pl’ljp 2’pl/3) N B/(p,u"-&-l—&-u’puﬂ-&-l-&-y)) B
//Z " " Z 17 (_ ) pQ(uH+1+V) Bl
AeV(pT ph2 pis) esmin(Lu’)

1 * " " " v 1 2 v % v
) (# {t € A(p,pe p) N (Z/p o +1Z> | te N, p”,p 3)}) :

Remplacant les expressions de A* et de L] et @' et A’ et en utilisant que D}|L si, et
seulement si, D;|L;, on voit qu’on compte les t € [0, p"+* +1[2 tels que

Vit Ll(t) et pV3+/\3|Q(t)

D

et

P Li(t) et p*|Q(t).

Finalement, on a donc obtenu que

3 vi4votvs [V 1% vy . v4+u+1
B X(p) x(p)rtretes ol (ph, pr2, pts pr )
u=(1-2) ¥ ¥
BéB’VGZgO

ol

P o ph) = L e [0 | p™MILit), p™IQ), pit),
avec N; = max(;, v; + \;).
Si p” = 0, on connait le cardinal de V(1,1,1) = 1, et ¢ = 0. Ainsi, on obtient bien, puisque
A (1,1,1) ={x€Z* | (x1,72,1) =1} =Z* (et donc dans ce cas m; = my = 0 et (e;)
est la base canonique),

Z Z (_1>€# (A/(pm,pm’pus) N B/(pﬂ/l+1+y,pﬂ//+1+u>) -

P2 +1+4v) B

Aev(pt pH2 pis) esmin(lu’)

—1 " 2 % Vo U
p2(#11+1+y) (# {t € ZZ N <Z/pl/+,u +1Z) | t € A/(p l,p ,p 3)})
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ot la condition p*i|L;(x) est équivalente & p“i|L*(x) et o puisque u/ = 0, on a que
p = pPin(B) par définition de D} donc u) < B et uy < 28 et donc en fait § = B’
nécessairement. La condition p#i|p® L;(x) est donc automatique, ce qui entraine qu’on a :

3 v1+votv v v V3. o vp
o — (1 Xx@) > X(p) vt o (pr, pv2, ptss pt )
P P pQ(V—l—u”—f—l—i—B’)
VEZ:;O

ou
PP P p i) = {t e [0,p° | PV Lit), PP Q1))
ot B' = v,((pP't1, pP'ta, ¥(p"r, p"2, p*3))) et donc ce cas-la rentre dans le raisonnement
qui suit.
Ensuite, si k£ > v + 1, on voit comme ci-dessus que

o (p*, p2, ps; p")
ka

est indépendant de k et donc puisque p” < ¢/ + B’ — 3, on peut réécerire

vidvodvs (v v v3. v+pu' +B' —B+1
Rt ol (p pr2, ptes pr B A

Wp = <1 - %)3 Z Z ) P20+ B )

BB’ UEZ;O

En faisant alors le changement de variables p°t = w (la valeur de 3 correspondant & la
valuation p-adique de (p°ty,p°ty, ¥(p1, p"2, p#s))). La somme en (3 (qui revient séparer
le comptage selon la valuation-p-adique) devient donc (w € [0, p***+'*5[2 quand on
multiplie w’ par p”)

1 g |
}m# {W e [0,p" R | M Li(w), PN3|Q(W)}
1 v
= p2(N1+N2+N3) H {W c [[ijN1+N2+N3 HQ | pNZ Li(W), pN3|Q(W)}

puisque les conditions de congruences qui définissent cet ensemble ne dépendent que de
la classe modulo N7 + Ny 4+ N3. On a donc bien obtenu ce qu’on souhaitait, a savoir

w, = o,(d, D).

Ceci conclut la preuve du Théoreme 2.

1.6 Démonstration du Théoreme 3 : interprétation
de la constante

Ce théoreme est capital dans 'optique d’obtenir la forme de la constante conjecturée
par Peyre pour la conjecture de Manin.
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1.6.1 Un Lemme utile

On commence par le lemme suivant.
Lemme 23. Pour A € Z, o € Zq et p" une puissance d’un nombre premier, on pose
Sa(4;p") = #{(w,y) € (Z/p'2)* | p*(@*+¢°) = A"}

Sia<n, ona

Sa(A;p") = p**So(A/p™; " %),
lorsque a < vy(A) et Sy(A;p™) = 0 sinon. 11 suffit donc de traiter le cas o = 0 et dans ce
cas, on a

n "+ np™(1—1/p) sivy(A) = n
So(A;p") =9 ¥ '
o(4;p") { (14 v,(A))p"(1 —1/p) sinon
si p = 1[4]. Lorsque p = 3[4], on a
p2ln/2] si vp(A) = n
So(A;p") =< p*(1+1/p) siv,(A) <n et 2|y,(A)
0 sinon

et enfin, das le cas p =2, on a

2" siw(A)=>n—1

So(A;2M) =< 2" sip(A) <n—1 et272WA=1[4]
0 sinon.
Démonstration.— La preuve est esquissée dans [24]. 0

1.6.2 Le cas p = 1[4]

On commence par traiter le cas p = 1[4]. On pose alors

M,(p") = #{x € (Z/p"Z)" | v(Li(x)=vi, 1(Q(X)) =wvs}
et
M,(p") = #{x € (Z/p"Z)* | v(Li(x) > vi, 1p(Q(x)) = vs}.

On a clairement lorsque n > v 4+ 15 + v3 que

MIIJ <pn) — p2n721/1 721/272V3p(p1/1’p1/2,p1/3)

et
M, (p") = Y (=Dt (o).
ec{0,1}3
En effet, on compte ceux dont la valuation est supérieure a v; puis on enléve ceux pour
lesquels un indice est supérieur a v; + 1 mais faisant ceci on enleve deux fois ceux pour
lesquels on a deux indices supérieurs a v; + 1 donc on les rajoute mais alors on a enlevé
trois fois et rajouté deux parmi trois fois, ¢’est-a-dire trois fois ceux pour lesquels les trois
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indices sont supérieurs a v; + 1 et donc il faut les enlever a nouveau, ce qui donne bien la
formule ci-dessus. Posant m; = max(\;, y1;), on obtient (ici x(p) = 1) que

Nau(p?) = p" e —1/p S M, (") [ (14— Ay) + O’p™).
m;<v;<n 1<5<3

Pour obtenir cette formule, on fixe la valuation p-adique et on utilise les formules de
Sao(A; p™) pour compter. On ne regarde pour commencer que les valuations strictement
inférieures a n qui vont donner le terme principal. Pour des valuations fixés, qui sont
nécessairement plus grandes que m; car p* divise L; et p*® divise () et on peut supposer
n > A, puisque la formule est asymptotique et donc on a des relations du type

Li(x) = pV (57 + ) [p"]

qui impliquent que A\; < v;. On a alors M, (p™) tels x et pour chacun de ces x, le nombre
de (s, t;) convenant est de Sy, (L;(x);p") et celui de (s3,t3) est Sy, (Q(x);p"). Or, on a
puisque v; < n,
S (Li(x);p") = p* (L + v — \)p™ (1~ 1/p)
ce qui fournit bien le terme
pITR A A (1 /)3 Z M, ( H (14+v; —A\)).

m;<v;<n 1<75<3

Maintenant, il ne reste plus qu’a prendre en compte la contribution des termes telles qu’il
existe un indice i tel que v; > n. Pour cet indice, on a

Sy (Li(x); p") < np™*
et pour les indices qui sont éventuellement v; < n, on a toujours
S (Li(x);p") = (1 +v)p"™ < np" ™
donc dans tous les cas, on obtient une contribution des termes restant

< n3p3n+)\1+>\2+)\3 Z My<pn)

]2””3
Jy; >n

On montre alors que la contribution des termes restants est

10 (n4p4n+)\1 +A2 +/\3p[Vp (A)/2] ) .

On traite d’abord 'un des deux cas parfaitement symétriques ot v; > n (repectivement
Vo > n), peu importe les autres indices. Alors les x comptés dans la somme sur les v des
M, (p™) est majorée par p(p",1,1) (respectivement p(1,p", 1)). On obtient donc que

ZM ) < p"

mj
3u1>n

ce qui fournit avec ce qui précede

9] (n3p4n+>\1 +A2+A3 )
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ce qui est satisfaisant. Si maintenant, on a v3 > n, alors on obtient

Z M, (p") < (n+ 1)ppts®)/2)
mj

3V2>n

ce qui fournit bien I'estimation annoncée

10 (n4p4n+)\1 +A2+A3 [Vp (A)/2] )

En utilisant les remarques précédentes, on obtient que dans le terme principal

ny _ . 2n e1teate p<pl/1+e1’puz+e2’py3+33>
Mu(p )_p Z (_1) 1Teé2Tes p2(l/1+e1+u2+62+y3+e3)
ecq{0,1}3

si bien que ce terme principal devient

Bt Ai Ao+ erteate p(p"irer, prter, prites) N
D 1A As 1/p Z Z 1+eates T H (14+v,— X))

wj<n ec{0,1}3 1<5<3
En divi PrtAitAetAs ot faj d I’infini déduit I’ i
n divisant par p et faisant tendre n vers l'infini, on en déduit l’'expression

e teste p(pV1+€1,pl/2+627pl/3+€3)
w)"“( ) 1 - 1/p Z Z e p2(l/1+61+l/2+62+l/3+63) H (1 Ty = Aj)

m; <V] eG{O 1}3 1<J<3

ol on a bien convergence puisqu’on sait que w) ,(p) existe et est fini. On effectue alors le
changement de variable n; = v; +e; — A; pour obtenir puisque v; +¢; < m; +¢; < m;

> (—1)ertertes T (14n—e;).

0<e;<min(1,\j+n;—m;) 1<5<3

p(pm +A1 ’ pnz +A2 , pn3+>\3 )

wru(p) = (1=1/p)* >

p2(n1 +A1+n2+A2+n3+A3)
mj—X\;<n;

Or, on a
1 siA+n—m=>=1
Z ()" +n—e)= {1—|—m A sidA+n—m=0.
0<e<min(1,A+n—m)

La deuxieme ligne de l'affirmaton est claire puisqu’on a un seul terme o e = 0 et que
n =m — \. La premiere ligne est claire aussi puisque dans ce cas, on a

l+n—(1+n—-1)=1.
Or, 14+m— X =#ZN[0,m— A], on voit que dans la somme ci-dessus, on obtient I’égalité
max (m1,A1+n1) pmax(mg,)\g—i-nz) 7 pmax(mg,)\3+n3))

p(p™, p" p(p
H #Zﬂ[O, mz_)\z] X p2(m1+m2+m3) Z 2(max mi,\1+n1)+max(ma,A2+n2)+max(ms,A3+n3))

=1 ni<mi—A;

On aboutit donc a

p max (m1,A1+n1) pmax(mg,)\Q—i—ng) pmax(mg,)\3+n3))

o <p) Z Q(max m1,A\1+n1)+max(ma,Aa+nz)+max(ms,A3+nz))
n; =0
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soit

wau(p) = (1= x(p)/p)*x

% p)max(ul,)\1+n1)+max(u2,)\2+n2)+max(u3,/\3+n3)p(pmax(u1,A1+n1)7pmax(u2,/\2+n2)7pmax(u3,/\3+n3)>
z : p2(max(,u1,)\1+n1)+max(u2,)\2+n2)+max(u3,/\3+n3))
n; >0
soit

W)\,u(p) = Up(dv D)

qui est bien ce qu’on cherchait a obtenir.

1.6.3 Le cas p = 3[4]

Passons maintenant a la preuve du méme résultat dans le cas ot p = 3[4]. Le méme
raisonnement que ci-dessus amene

viter potez V3+63>

n\ __ 5ntAi+A2+A3 el+62+6310(p » D » P
Nasls") =7 (1+1) ¥ % ot

ngl’z 96{0 1}3

2|y =X

puisque 2 doit diviser v,(L;(x)/p*) pour que
Sx(Li(x);p") # 0

et de méme pour (). Passant a la limite et effectuant le méme changement de variables

que dans le cas précédent, on obtient

1 3 p( ni+A1 pn2+)\2 pn3+>\3)
('L))\:N(p) = (1 + _) Z P 2(n1+A1+n2+A2+ns+As3)

p n; =mi;—N\;

Z (_1)61+ez+63’

0<e; <min(1,A;+n;—m;)
e;=n;[2]

car 2|v; — A; = n; — e;. On a alors

(=1)" siA+n—m=>1

Z (-1)=<1 siA+n—m=0 et2m-—A\
O<e<min(l Lpn—m) 0 siA+n—m=0 et2¢tm—A\

En effet, pour la premiere ligne, on ne prend nécessairement qu'un seul terme dans la
somme pour pouvoir respecter la congruence e = n[2] et si n est pair, on garde e = 0 alors
que si n est impair, on va garder e = 1 ce qui donne bien le résultat annoncé de (—1)". Si
maintenant A +n —m = 0, alors, si 2|m — A, on a que 2|n et donc e = 0 convient et on
obtient bien 1 tandis que dans le cas contraire, ¢ = 0 ne remplit pas les conditions, on a
donc une somme vide qui vaut 0. Puisque

n  J O si2fm—A
Z (=1) _{1 sinon,

on déduit 1’égalité

m m M
E (_1)€1+62+€3p(p LPT D 5)
p2(m1+m2+m3)
0<e; <min(1,X;+n;—m;)
ej=n;[2]
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p(pmax(ml A1+n1) 7 pmax(mg ,A2+n2) ’ pmax(mg ,Az3+n3) )

E (_1)n1+n2+n3
p2(max(m1 JA1+n1)+max(ma,A2+n2)+max(ms,Az+ns))
n;<m;—\;

On obtient alors donc

max(mi,A1+n1) ,,max(ma,Aa+n2) max(mg,)\g—i—ng))

w/\,u(p) =(1+ 1/p)3 Z>O(_1)nl+n2+n3 pg;(max(ml,,\1+n1;fmax(mQ,>\2+n2)47-flax(m3,)\3+n3))
soit
wiu(p) = (1= x(p)/p)*x
X(p)n1+n2+n3p(pmaX(u1,/\1+n1) 7 pmaX(uz,/\2+n2) ’ pmaX(us,)\erns))
Z p2(maX(u1,/\1+n1)+maX(u2,>\2+n2)+maX(u37>\3+n3))
n; =0
soit

W)\,,u<p) = Up(d7 D)

qui est bien ce qu’on cherchait a obtenir.

1.6.4 Lecasp=2
On traite maintenant le cas de p = 2. On montre que
wd(2) = 20’2((1)

ou

oy(d) =4 lim 272"# {X € (z/2"7)°

n——+o0o

Li (X) c dngn
Q(X) S dggzn ’

On obtient de 1'étude de S,(A;2") en séparant Ng(2") comme ci-dessus selon que la
valuation soit supérieure a n — 1 pour donner un terme qui tend vers 0 et un terme
concernant les valuations inférieures a n — 1 qui est donné par

3(n+1) nry\2 Ll(X) S dlgzn
) #{XE(Z/Q A ‘ oS e }

En divisant par 2°" et en passant & la limite, on obtient

o Li(x) € din
= i 2o fxczar | b |
soit
| Li(x) € dion
wa(2) =2 x4 lim 274 {x € (2/2"7)? ‘ ; ((;3 S } — 205(d)

ce qui est bien ce qu’il fallait démontrer.
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1.6.5 Le cas de la densité archimédienne

Enfin, pour terminer le traitement de la constante, il reste a regarder la densité
archimédienne. On remarque pour commencer que

olt w(00) est défini de la méme fagon que wg(co) avec les conditions supplémentaires

s; > 0 et t; > 0 pour tout 7. On utilise la forme de Leray en paramétrant par les ¢;. La
forme de Leray est par conséquent ici donnée par

(—23t1t2t3)*1d51d52d33dx1d$2.
En effet, la variété est définie comme le lieu des zéros des polynomes définis par

filx,s,t) = Li(x)/di — (5] +17) et f3(x,5,t) = Q(x)/d3 — (s5 +t3)

et on a on  on o
det BTl 8_752 8_t3 = det 0 —2t2 0 =-2 t1t2t3.
oh  oh 0f 0 0 -2

Ots Otg Ots

On utilise ici le calcul de I'intégrale suivante

/ﬂ ds_1/\/Z ds
o VA-s2 VA \/m

/”L _ [arcsm (Lﬂm_ m
0 \/A—82 \/Z 0 2

En substituant ¢; = v/d; 'L;i(x) — s? et t3 = \/d5 'Q(x) — s%, on obtient finalement

Vd; ' Li(x) ds: Vi3 Q) dss
CUR(OO) = 23/ H / T - / T dl‘ldxg
x€R \1<i<2 /0 Vi Li(x) —s2 Jo dy ' Q(x) — s2

soit

donc

wr(00) = T*vol(R).

Ceci acheve la preuve du Théoreme 3.
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Chapitre 2

Démonstration de la conjecture de
Manin

L’objet de cette partie est de démontrer la conjecture de Manin sur les surfaces de
Chatelets considérées.

2.1 Passage aux torseurs universels

2.1.1 Un peu de géométrie des surfaces de Chatelet

Ici, comme expliqué dans [7], on peut faire les choses & la main et on n’utilise donc pas la
construction des torseurs universels via les anneaux de Cox comme c’est fait par exemple
dans [18]. On ne rappelle pas ici les définitions d’un torseur et d’un torseur universel
([34], [7] ou [35]). Commengons par expliciter la norme et la hauteur (pour la définition
et les propriétés des hauteurs, voir [36]) avec lesquelles on travaille. On commence par
rappeler quelques éléments de la construction des surfaces de Chatelet. On considere ici
des surfaces de Chatelet qui peuvent étre définies comme modeles mimimaux propres et
lisses de variétés affines de la forme

Y+ 22 = f(z)

ou f est le produit de deux formes linéaires et d’une forme quadratique dans notre cas
(mais ce qui suit est général). On pose alors F/(u,v) = v*f (%) et on note X; C P? x A
I’hypersurface

2422 =t2F(u,1) pour ([y1: 2z :t],u) € P? x Al
et Xy C P? x Al 'hypersurface
ys + 25 = t5F(1,v) pour ([y2: 22 : ta],v) € P? x AL,

On peut alors montrer que les surfaces de Chatelet X considérées sont les surfaces
géométriquement intégres, lisses et projectives obtenues par recollement de X; et X,
via l'isomorphisme

X;\ {u=0} — X\ {v=0}
([yr: 21 : 1], u) — ([yr: 21 wPty],u™h).
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Puisqu’on a que f a un discriminant non nul, on sait que sur Q on a une factorisation

F(u,v) = (f1u — a1v)(Bou — aov)(Psu — azv)(Sau — aqv)

avec [, : f;] € PY(Q) distincts. Les morphismes

X —
([y1 : 21 - ta],u) — [u:l]

et
X5 — P!

([y2: 22 ta],v) +— [1:0]

se recollent pour donner un morphisme 7 : X — P! dont les fibres sont des coniques
et on voit quon a quatre fibres dégénérées sur Q correspondants aux p; = [oy : Bi.
La fibre géométrique au-dessus de p; est la sous-variété de X = X XSpec() Spec(Q)
définie par les équations u = «a; et y; £ iz; = 0, autrement dit c’est I'union de deux
diviseurs géométriquement integres qui s’intersectent transversalement et sont tous les
deux isomorphes a P! sur Q.

On notera Pic(X) le groupe de Picard de X, qui est un groupe abélien libre sans torsion

de rang px. On a alors le lemme suivant

Lemme 24. Si on suppose que f = fi...f, est la factorisation de f en produits d’irréductibles
deur a deux non associées sur Q (le discriminant étant nul, on n’a pas de facteurs multi-
ples). On note pour tout 1 <i < r, Qp = Q[X]/(f;) un corps de rupture de f;. Alors, on

a

px =2+#{1<i<r | i€Qy}.

Démonstration.— La preuve se trouve dans [37]. 0J

On notera dans la suite Z™ ’ensemble des vecteurs de Z™ premiers entre eux dans leur
ensemble (ou primitifs). On définit a présent la hauteur utilisée. On dispose de la hauteur
exponentielle sur P*(Q) qui est définie par

. { P@ — RI
’ [1'0137121'211'31254] — ||($o,$1,$2,$3>$4)||

des lors qu’on s’est fixé une norme de RS et si on choisit comme représentant de [zq : 77 :
T : T3 : x4] des z; entiers et premiers entre eux dans leur ensemble. On va alors montrer
qu’on a un morphisme 1 : X — P*(Q). En effet, suppsons que f(z) = coz* + ... + ¢4 avec
des coefficients ¢; entiers. On définit alors les applications suivantes

X, — P

([yr : 21 1), u) — [tz uty :u?ty oy c 2
et

X — P

(g2 - 22 s ta],v) +— [Vl i vty ity iyt 2]

2
ToTo = $17
T3+ 22 = 478 + 30T + CaToTy + 17179 + T3,
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que I'on notera Y et ol on posera Q(xg, x1, x3) pour la forme quadratique apparaissant a
droite de la seconde égalité. On définit alors notre hauteur H : X — R} par H = Hy o9
et notre probleme de comptage est alors ’estimation asymptotique, lorsque B tend vers
+o00 de

N(B) = #{z € X(Q) | H(x)<B}.

On transforme alors notre probleme de comptage en un autre probleme de comptage sur
des coniques (c’est 1a qu’on tire partie de la fibraton en coniques) grace au lemme suivant.

Lemme 25. On a N(B) = {T(B) ou
_ . 3 2 ||<U2t7uvt7u2t7y72))‘| < B7
T(B)_#{(yvzatvlLaU)EZ X Z Y2+ 22 = 2F (u,v) :

Démonstration.— Sur chaque droite D de P*(Q), il y a exactement deux points a
coordonnées entieres et primitives (ils sont opposés 'un de 'autre ce qui fait en particulier
que la hauteur est bien définie) et

N(B):%#{XEZS | [x]eY, |x||<B}.

On a alors une 1 : 2 correspondance entre les solutions de zozy = x7 et les (¢, u,v) avec
(u,v) premiers entre eux donnée par (xg, z1, T2) = t(v?, uv, u?) et le caractere primitif de
x est alors équivalent a celui de (t,x3,x4) (d’apres les expressions ci-dessus de g, x1 et
79 et le caractere primitif de w et v). En remarquant alors que Q(v?, uv,u?) = F(u,v), on
obtient bien le lemme annoncé. O

Dans notre cas, on a donc 'égalité

_ 1 . 3 2 ||(U2t7uvt7u2taya Z))H < B7
jwm_@#{%%tmmezxz v+ 22 = Ly (u,0)Lo(u, 0)Q(u,v) |
On choisit désormais la norme avec laquelle on va travailler (ce n’est pas une vraie perte
de généralité du fait de 'équivalence des normes puisqu’on travaille en dimension finie).
On pose § = +/(la1| + [b1])(laz| + |b2]) (Jas| + |bs| + |c3]) et on considere la norme suivante

|Ix[] = max(|zo, 21|, [z, 6~ as], 6~ [xa]).

Grace A ce choix de norme, on a une expression plus agréable de ||(v?t, uvt, u?t,y, 2))||.
On considere alors T C A® = Specly, 2, t, u, v] la sous-variété définie par I'équation

y? + 22 = 1Ly (u, v) Lo (u, v)Q(u, v)

avec les conditions (y, z,t) # 0 et (u,v) # 0. Il s’agit d’'un G2 -torseur sur X grace a
I’action induite par celle de G2, sur G2, donnée par

1) = (A 172, ).
Pour les (y, ,t,u,v) considérés, on a

(0%t wot, u?t,y, 2))]| = max(u?,v*)|¢].
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En effet, il est tout d’abord clair que

(u?+v?)[t] < max(u?, v?)|t].

N | —

lu?t] < max(u?, v?)[t], |v*t| < max(u?®, v?)|t] et |uvt| <

Il reste donc & voir que |y| et |z| < max(u?,v?)|t|. Traitons par exemple le cas de y, celui
de z lui étant parfaitement symétrique. On a

y* 4 2% = 2Ly (u, v) Ly (u, v)Q(u, v)

donc
y2 < t2L1 (U, U)LQ (U, v)Q(“? ’U).

On a alors
Li(u,v) = aju + bjv < (|ag| + |bi]) max(|ul, [v])

et de méme
Q(u,v) < (Jag| + |bs| + |es]) max(u®, v*) = (|ag| + |bs| + |cs]) max(|ul, [v])?

et ainsi
y? < t26° max(|ul, [v])*.
D’ou,
6yl < [t max(|ul, [v])* = max(u?, v*)|t].

On en déduit par symétrie sur le signe de t que
N(B) = %# {(y,z,t;u,0) € (Z° x Z°)NT | 0 < max(u®v*)t < B}.
On montre alors que la contribution des (y, z, t; u, v) tels que
Li(u,v)La(u,v)Q(u,v) =0

est O(1) ce qui convient et permet de supposer que Li(u,v)Ls(u,v)Q(u,v) # 0 dans la
suite. En effet, si on cherche les (u,v) premiers entre eux tels que

a;u+bv=0

alors on obtient que u = kb; et v = la; et en réinjectant, on obtient £ = —[ et pour que la
condition de coprimalité soit satisfaite, on voit qu’il n’y a que les solutions (b;/(a;, b;), —a;/(a;, b;))
et (=b;/(a;,b;),a;/(a;,b;) ce qui donne bien un O(1). Il reste donc a voir que les (u,v)
premiers entre eux tels que Q(u,v) = 0 donnent également un O(1). Par irréductibilité,

si on avait un tel couple, on aurait uv # 0 et donc Q(u/v, 1) = 0 ce qui est absurde.

On pose
D={deN | pld=p=14]},

ou on peut remarquer que si dy € D, alors tous les diviseurs de d, sont aussi dans
I’ensemble D. On introduit ensuite

r(n;m) = #{(a,b) € Z* | n=a*+b*, (m,a,b)=1}.
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On a alors clairement r(n;1) = r(n) au sens défini précédemment et on peut remarquer
que r(y*n;y) = 0 si y € D. En effet, soit y € D et supposons qu'il existe deux entiers a et
b tels que (y,a,b) = 1. Soit alors p un nombre premier divisant y non congru a 1 modulo
4. Si on n’a que p = 2 dans ce cas, alors on a y = 2% avec y' € D et on remarque que les
couples (a,b) tels que y*n = a® + b* sont ceux convenant pour y*n = a’? + v multipliés
par 2% (a,b) = 2%(a’, V') (on n’a qu'une seule facon d’écrire 2% comme somme de deux
carrés, 0 plus lui-méme, et on a le méme nombre de couples et cela réalise la bijection
entre les deux ensembles) et donc dans ce cas aucun couple ne vérifie (y,a,b) = 1. Si, en
revanche, il existe p = 3[4] divisant y, alors modulo p, le fait que y*n = a® + b* se réécrit

a? = —b*[p)
et puisque (y,a,b) = 1, a ou b est inversible modulo p, ce qui impliquerait que —1 est
un carré modulo p, ce qui est exclu puisque p = —1[4]. On a donc bien obtenu ce qu’on
désirait.

Utilisant une inversion de Mobius pour traiter la condition de coprimalité, on aboutit a

la formule suivante
roniy) = 3 ulh) ( !

kly
keD

ou on ne considére que les y € D d’apres ce qui précede et ou donc on a automatiquement
une somme sur des entiers k € D.

On voit que pour les (y, z,t; u, v) considérés, on doit avoir
Ll (u7 U)L2 (U, U)Q(ua U) >0

et donc cela nous invite a considérer pour €1, € et e3 € {—1,+1} et T' > 1 la région

Jul, [o] < VT,
eili(u,v) >0, e3Q(u,v) >0 [~

Puisque le nombre de (y, z,t;u,v) € (Z% x Z%)NT s'écrit r(t*>Li(u,v)La(u,v)Q(u,v);t)
pour chaque ¢ fixé plus petit que B et dans D (si on veut un terme non nul), pour chaque
couple (u,v) € xZ? tel que |ul, |v| < B/t, &;Li(u,v) > 0, et e3Q(u,v) > 0 pour tous choix
de ¢; tels que e169e3 = 1. En effet, on compte la les couples (y, z) tels que par définition
(y, z,t) soient premiers entre eux dans leur ensemble et (y, z,t;u,v) € T. On en déduit
donc 'expression

D> 3 P(# L (u,0) L(u, 0)Q(u, ) )

t<B g;€{1,+1} (u,v)EZ2NRE1:¢2:¢3 (B/t)
t€D g1e9e3=1

Reve23(T)) = {(u,v) eR’

— % Z Z Z T(t2€1L1(U,U)52L2(Uav>53Q(u’U);t)'

t<B g;€{—1,+1} (u,v)€EZ2NR*1:52:¢3(B/t)
t 81825321

On écrit alors

r(t*e1 Ly (u, v)ey Lo (u, v)e3Q(u, v) Z,u ( L (u,v) Ly (u,v)Q™ (u, v)>

k|t
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olt on note L] = g;L; et Q" = £3Q. Ecrivant ¢ = kl, on obtient

1
NB)=5 > nk) Y > r (PL (u,0) L (u.0)Q" (u,v))
kI<B i €{—1,41} (u,v)€Z2NR*1:52:23(B/kl)
(k‘,l)ED g1€2e3=1
donc
1
N(B) = 5 Z“(k) Z Z Z r (PLY (u,v) L3 (u,0)Q " (u,v)) .
keD ISB/k e;€{-1,41} (uw)EZ2NR*1:°2:¢3(B/kl)

leD g1eg9e3=1

2.1.2 Passage aux torseurs universels et reformulation du probleme
de comptage

Dans la suite, on notera pour éviter d’alourdir les notations w(ged(ao,...,a,)) =
w(ag, ..., a,). L’idée est maintenant de séparer le terme r (I*L{ (u,v) L (u, v)Q " (u,v)) en
un terme faisant intervenir %, un faisant intervenir L, un L et un dernier faisant inter-
venir T, c’est le passage aux torseurs universels. On passe d’un probléme de comptage
sur 7 & un probleme de comptage sur des variétés affines de A® d’équations de la forme

Li(x) = di(s? +#) ot Q(x) = dy(s3 +1£2), (2.1)

On verra qu’il n’y a qu’un nombre fini en fait de torseurs universels pour lesquels on a
des points rationnels, qui correspondent a un nombre fini de choix des d; dans la somme
du Théoreme 2. Pour faire cela, on a besoin d’établir une formule d’écalement permet-
tant de relier r(nynansng) avec des quantités du type r(n;/d;) qui pallie la non complete
multiplicativité de la fonction r5. On commence par poser

) = " = 3" v

dn

qui est multiplicative et ¢’est pour cette fonction qu’on va établir notre formule d’éclatement.
On I’établit pas a pas en établissant d’abord le résultat classique suivant

ro(mne) = Y u(d)x(d)ro (%) ro (Z—z> .

d|(n1,n2)

On peut établir cette relation en constatant que les deux membres de 'égalité sont des
fonctions multiplicatives égales sur les couples de puissances de nombres premiers. On
regarde selon la congruence de p modulo 4. Si p = 2 tout est nul et on a égalité. Si
p = 3[4], alors 74(p*) = 0 si k est pair et 1 sinon ce qui montre bien qu’on va avoir égalité
puisque x(p) = —1. Et si, p = 1[4], on a x(p) = 1 et ro(p*) = k + 1 donc on a & nouveau
égalité puisque (ny + 1)(ng + 1) — niny = ng +ne + 1 et on a obtenu 'identité souhaitée.
On pouvait aussi I'obtenir comme un cas particulier d’une situation plus générale : on a
de telles formules d’éclatement pour toute fonction multiplicative qui s’écrit la convolée
de deux fonctions strictement multiplicatives comme c’est fait dans [38]. On en déduit
alors la formule suivante valable pour trois entiers.
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Lemme 26. Soient ny, no et n3 trois entiers naturels. Alors, on a la formule suivante

Z X dldgdg (dg) (dldg) ny %) ns
o) < 2Bmrelhm) "\ dods ) "\ @y ) " \ s
dd N

ot on a {i,j,k} qui parcourt les permutations de l’ensemble {1,2,3}.

Démonstration.— On part bien entendu de la formule pour deux entiers qu’on vient
d’établir pour obtenir que

ro(ningng) = Z u(d)x(d)ro ( d > o <E> .

d|(n1n2,n3)

On peut alors, a cause de la présence du p(d) se restreindre aux d sans facteurs carrés.
Pour de tels d, le nombre de facon d’écrire d = dydy avec d;|ny et da|n; est égal & 2«(@n1n2),
En effet, les premiers intervenant dans les décompositions en produit de facteurs premiers
de d; et dy divisent nécessairement ged(d, ny,ns) et pour un tel nombre premier p qui
divise ny et no, on a le choix de le mettre dans la décomposition de d; ou dans celle de
ds. Pour les autres premiers qui ne divisent que d et n; par exemple, on n’a pas d’autre
choix que de les mettre dans dy,. On remarque alors que

2w(d,n1 ,ng) — 2w(d1 N1 )+w(d2 ,ng)

d’apres ce qui précede et car (dy,dy) = 1 puisqu’on n’a pas de facteurs multiples. On en
déduit donc que

,U(dld2)X(d1d2) ny N2 ns
rolmmana) = >, i dd ) °\didy )

dydg|ng

di|ng,dalng
On remplace alors
1 Ny ny N2
—— | = d d _— —
K <d2 dl) ol () <d1d3) " (dldg)
3|(n1/d2n2/d1)
pour obtenir que

o X d1d2d3 (dg) (dldg) 1 %) ng
ro(mnang) = Y ) getdzn)raldiny) O\ dods )0 \dyds ) O \ dudy

dijdglng  dydz|ng

dy|ng,dglny dadz|ng

qui est bien la formule recherchée puisque y est complétement multiplicative. O

On est alors désormais en mesure d’établir la formule qui nous sera utile avec quatre
entiers. On auait aussi pu utiliser uniquement la formule avec deux entiers en écrivant
N1NoN3Ny = NNy X N3Ny et on aurait obtenu une autre formule mais elle est moins adaptée
que celle qu’on va établir pour la suite. On a donc le lemme suivant.

Lemme 27. Soient ny, ny, n3 et ny quatre entiers naturels. Alors, on a la formule suivante

7’0(”1”2”3”4) =
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s p(drdadz)pu(ds db)p(dy)x(didadzd] dyds)

x
3w(d,n2,n3)+w(dy,n1,n3)+w(dz,ny,ng)ow(d],n1/d1)+w(dy,na/da) j)—w(djng np)tw(dj,ng)—w(dj,ngng)

w(dy,n
I (i k) =(1,2,3) 2%
i<j

T o T e r s r M
"\didyd, ) O\ dodidly ) ° \dsdidy ) O \ dydads

ou {1, j, k} parcourt ’ensemble des permutations de {1,2,3}.

d,d’end
dydodsg \n4,did,; djIn;

Démonstration.— Utilisant la formule d’éclatement pour deux entiers, on obtient
n1Nang Ty
ro(ninengng) = d dr(—)r(—).
o(n1nanzny) Z p(d)x(d)ro d 0\
d|(ninang,ng)

Comme précédemment, on peut se restreindre aux entiers d sans facteur carré, et on va
compter le nombre de décompositions d = dydsds avec dy|ny, ds|ns et dz|ns. Pour les
nombres premiers p divisant (d, nq,n9,n3) qui divisent chacun des n;, on a trois choix ce
qui donne un terme

3w(d,n1 n2,n3 3w(d1 ,n2,n3)tw(dz,ni,n3)+w(ds,ni,n2)

puisque le fait que d soit sans facteur carré implique que les d; soient premiers entre eux
deux a deux. Ensuite, on va traiter les p premiers qui divisent deux des n; exactement
(pour ceux qui en divisent un exactement il n’y a pas de choix). On en a par exemple
pour ceux qui divisent exactement n, et nsy :

W(d7 ny, TLQ) - w(d, ni, ng, n3) =

w(dyi, ng) + w(de,n1) + w(ds, na,ny) — (w(dy, ne, ng) + w(de, ny, n3) + w(ds, ny,ny))

soit
w(d,n1,ny) — w(d, n1,n9,n3) = w(di, nz) — w(di, Nz, n3)) + w(dz, n1) — w(dz, n1,n3).
On a alors le choix de mettre ce premier dans d; ou dans dy et on obient un facteur

2w(d1 ,ng)—w(dl ,n2 ,ng)-i—w(dg 7n1)—w(d2 ,n1 ,n3)

ce qui donne finalement

rTo(ningngng) =
Z H(d1d2d3)X(d1d2d3) %
Sw(dl,n2,n3)+w(d2,n1,n3)+w(d3,n1,n2) H (i k) ={1,2,3) 2w(di,nj)—w(di,nj,nk))-i-w(dj,ni)—w(dj,ni,nk)
dydgdg|ng i

dy|ny,dalng,d3|ng

o (TanzmsY
"\didyds) " \didods)
On remplace alors

. (m ny ns) B X(dydyds)pldy) p(dads) | ( n >T < ny )r < n3 )
o\ ————F— | = 7 7 0 0 0 )
dy dy ds did . /di 2eldyma/ o)l ma/da) drdydy dydydy dsdyd;
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et finalement on obtient bien la formule souhaitée. O

On commence par poser pour alléger les notations

c(d,d’, Ly (u,v), Ly(u,v), Q(u,v)) = c(d, d’, L (u,v), LT (u,v), Q" (u,v)) =
3w(d1,L2 (u,0),Q(u,v))+w(d2,L1 (u,v),Q(u,v))+w(d3,L1(u,v),Lg(u,v))2w(d’1,L1 (u,v)/d1)+w(dy,La(u,w)/d2) %

H 9w (di, Lj (u,0)) —w(di, Lj (w,0), L (w,0)) 4w (dj, Li(u,0)) —w(d;, Li (u,0), L (u,0))

{i,3,k}={1,2,3}
i<j

ou on a ici adopté la notation Lz = () pour simplifier dans le produit. On a donc

pldrdads) p(dydy) pu(ds) x (drdadsdy dyds)

1
r (2L} (u,v) L3 (u, v) QT (u,v)) = =
(I2LF (u, 0) L (1, 0)Q* (u,v)) > o(d, ', L (w, 0), Lo(u, 0), Q(u, 0))

26

d,d’eN3
d1d2d3\l2,did;d§c |L;

. Ly(u,v) . Ly(u,v) . Q(u,v) . 2
ddyd, bd d, bd d, ) \didads )

On écrit m = dydads qui divise nécessairement [ et est dans D. En particulier, x(m) = 1.
On écrit | = ms et on obtient

1 B
NB) = 5 X plmu) 5 v Y () Saar (- )
mk<B s<2 d,d’eN3
k,meD se%k m—=dy dods

r <Li~_(u,v)) r (L;'(u,v)) , <Q+(u7v)>
Sd7d/ (T) = Z Z didhdl dod —d3d/1d’2

C(d, d/, Ll(u, ’U), Ly (u, U)a Q(uv U))

eie{—1,+1} (U,U)EZQQREIYSQ’ES(T)
e1e2e3=1 dydd}|Ly (u,w),dad)dy|La(uw),dsd)dh|Q(u,v)

pour 7" > 1. Puisque par exemple, d}|ged(Lo(u,v), Q(u,v)) pour (u,v) premiers entre
eux, on a déja vu que cela impliquait que d|Res(Ls, Q)) = Ags et donc en particulier on
en déduit qu’on a un nombre possible de d, majoré par H = AjpA;3A3.

Si on pose, pour d € N fixé,

fa(n) =) pla)r(db?)

ab=n
on obtient (écrire n = ks)
N(B _ 1 dydy) p(dy) x (dydyds)S, B
(B) = o7 Z p(m) fn(n) Z p(dydsy) p(dy) x (dydayds) Sa,ar msk )
nd i iy 1

On a vu dans la preuve de la formule d’éclatement que

c(d,d’, Ly(u,v), Ly(u,v), Q(u,v)) = c¢(m,d’, Ly (u,v), La(u, v), Q(u,v))

3w(m,L1 (u,v),La(u,0),Q(u,v)) Qw(d'l dy,L1(u,v)/dy,La(u,v)/d2) 2w(m,L1 (u,v),La(u,w))—w(m,Li (u,v),La(u,0),Q(u,v)) %
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2w(m,L1 (u,),Q(u,v))—w(m,L1 (u,v),La(u,v),Q(u,v)) 2w(m,Q(u,v),L2 (u,v))—w(m,L1(u,v),La(u,0),Q(u,v)) .

On obtient alors en utilisant la remarque précédente sur les diviseurs du pged de L;(u, v)
et L;(u,v) que

1
Saa(T) = Z Z Z (k) 9o (ko) +eo (k) oo (k) o (ka) <

Eie{*l,ﬁ’l} k:1| ng(Agg,m) k3| ng(Alg,m)
€1€263=1 kg|gcd(A13,m) ks| gcd(A12,d)db)
ka| ged(ged(A12,A13,A23),m)

Z LT(U,’U) L;(U,,U) QJr(uvv)
"Caaa, ) \Caaa )" \Cada )

(u,w)EZ2NRE1-52:53(T)
dydhdl| L1 (u,v),dod) df| La(u,w),d3d) d5|Q(u,v)

ou la somme intérieure porte sur les couples (u,v) tels que

( Q(u,v))/ ged(m, Li(u, v), La(u, v), Q(u, v)),
Q(u,v))/ ged(m, Ly (u, v), Ly (u, v), Q(u, v)),

, Lo(u,v))/ ged(m, Ly (u,v), La(u, v), Q(u,v)), (2.2)
ky = ged(m, Ly (u,v), La(u,v), Q(u,v)),

ks = ged(dydy, Ly (u,v)/dy, La(u,v)/ds).

k1 = ged(m, La(u,v),
ky = ged(m, Ly(u,v),
(u,v)

)

(
(
ks = ged(m, Ly (u,v
(
(

\

On utilise alors le raisonnement suivant :

#ref | file)=1}=> wd)#{z e | di|f(x), filx)=1 (i>1)}

d1>0

et
#le el | di|f(x), file)=1 (i>1)}=

doud)#z e | dilf(x), doffax), filz)=1 (i>2)}

do>0

donc en itérant

#loes | filn)=1=) > ) wlduldy)..p(d)fH{z €€ | dilfi(x)}.

d1>0d2>0 d>0

On applique ce raisonnement a ky = ged(m, Ly, L, Q) (on note la nouvelle variable k)
et a ky = ged(m, Ly, @)/k1 (on note la nouvelle variable k), etc... On obtient alors

Saa(T) =
Z Z Z pu(ky) pe (k) (k) pky) plks) %
Jw(ka) Qw(ks)+w(ky)+w(kz)+w(ks)
EiG{—l,-'rl} k‘4k1k‘/1| ng(Ag:g,m) k4k3ké‘ ng(Alg,m)
€1€2e3=1 k4/€2k’2| ged(Aqz,m) k5k'5| ng(Am,d’ldé)

kak)| ged(ged(A12,A13,A23),m)

Z r Lf—(uﬂ]) r L;(u7 U) r Q+(U,U)
drdydl dod, dsd,dy )

(u,v)EZ2NR*1-52:°3(T')
dydhdl| Ly (u,v),dod) df| Lo (u,v),d3d] d5|Q(u,v)
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ou la somme intérieure porte désormais sur les couples (u,v) tels que

( kykiK]| ged(m, La(u,v), Q(u,v)),

kykokb| ged(m, Ly (u,v), Q(u,v)),
kakskl| ged(m, Ly (u,v), La(u,v)), (2.3)
k| ged (m, La(,0), La(u, 0), Q(u, ),

| ksht] ged(dydy, Ly (u,0)/dy, Ly(u, v) /dy).

On peut alors réécrire cette somme sous la forme (les nouvelles conditions étant équivalentes
aux anciennes)

Saa(T) =
Z Z Z pu(ky) pu(ky) (k) pky) plks) %
3w(k4)2w(k5)+w(k1)+w(k2)+w(k3)
EiE{—l,-i-l} k‘4/€1kz’1| ng(Agg,m) k4k‘3k‘é‘ ng(Alg,’m)
51626321 k4k2k,2| gcd(A13,m) k5k‘é| ng(Alz,dlldé)

kak))| gcd(ged(A12,A13,A23),m)

Z r LT(U,U) P L;—(U,U) r QJr(ua,U)
drdy dod, dsdid, )

(u,v)EZ2NR1-52:23(T)

ou la somme intérieure porte sur les (u,v) tels que

[dldgdg, k4]€2]€é, ]{Z4]{Z3ké, k4k§l, d1k5]€g] ‘Ll(u, ’U),
[dgdlldg, ]{54]{?1]{51, ]{Z4k3ké, ]{34]{32, d2k5k’é] ‘LQ(U, ’U), (24)
[dsddby, kaki kY, kakakh, kak]|Q(u, v).

I nous reste encore a enlever la condition de coprimalité sur les couples (u,v) au moyen
d’une derniere inversion de Mobius. On notera dans la suite

Li.=eLlf =egiL; et Q.=e*Qt = e’s30,
pour tout entier naturel e. La somme

! q/ TR 7 1
(u,v)EZ2NRE152:53(T) d1d2d3 d2d1d3 d3d1d2
[dydhdl kakokl kakskl kakly,dikskL]| L1
[dod) df kak1 k) kaksk} kak)),dokskL]| Lo
[d3d} dfy kaki k] kakokly,kak}]|Q

(o on note L; et @ en indice a la place de L;(u,v) et Q(u,v) pour ne pas alourdir
les notations) est alors égale a (on écrit (u,v) = e(x,y) avec e = ged(u,v) et donc
vy <e?T):

S wOUET) = Y pled(e 1)
0<e<VT e=1

puisque U(T') est nulle pour 7' < 1 étant donné qu’on n’a aucun point dans la région dans
laquelle on compte et ou
UT) = U g5k (T)
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an-n () () (%) o

(2,y)EZ2NRE1+52:53(T)
[dy dlydsy kakok kakskl kak! dykskl]| L1 o
(dod’ dly kakr K, kakskl kak!,,dokskL]| Lo,
(dad) d} kak k! kakak,kak})|Qe
On a ainsi démontré le lemme suivant.

Lemme 28. On a

NB) = g >nle) S um) Y ful) S Y

meD n<N e;€{—1,41} kak1k]| gcd(A23,m)
neD e16263=1  kykokl| ged(A13,m)
/‘(kll)M(ké)/‘(k)g):u(kil)u(kg) ’ g / BT B
Z Sw(k4)Qw(k5)+w(k1)+w(k2)+w(k3) Z lu’(dle)M(dS)X(dldeS)u me2n,
kaksky| ged(Ar2,m) d,d’en?
kskl| ged(Aya,d,d)) m=dydads,d’|H
kak}| ged(ged(A12,A13,A23),m)
\ £1,82,€ _ B
ou U(T) = Ug'y o o(T) et N = =%

Démonstration.— En effet, on a e < \/% et donc, quand on intervertit, on a bien e et

m qui varient dans NN D et ensuite n < %.

O

On a alors besoin dans la suite d’un résultat un peu plus fin. En fait, on peut remar-

quer que U(T) est nulle si on n’a pas
di < (Jay| + |ba)eT?,  dy < (|ag| + |ba|)eT? et ds < (|as| + [bs] + |es])e*T
puisque par rexemple, on a

Le(z,y) < (Jar| + [bi])e max(|], [y]) < (las] + [br])eT?

dans la région considérée. On a donc en réalité, puisque dans notre somme, 7' = —5-
B2
m = d1d2d3 g (52 5 9
m?n
et donc
3
m2n < B,

ce qu’on peut réécrire
3 1 1
min2 < 0B>2.

B
me?n

Mais pour que U ( ) soit non nulle, il faut aussi imposer
me?n < B

et par conséquent,
11 1
m2enz < B2,
ce qui, combiné avec l'inégalité précédente, implique 'inégalité

5
mien < 0B

et donne lieu au lemme final suivant.
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Lemme 29. On a

NB) = o >nle) S um) Y fuln) Y

meD n<N EiE{—L-‘rl} k4k1k’1|gcd(A23,m)

neD e1€2e3=1 k4k2ké|gcd(A13,m)
,U(kJI)M(ké)u(ké)ﬂ(ki)ﬂ(kg) r g / TR B
) 3w(ka) 9w (ks)+w(ki)+w(kz)+w(ks) > (o) p(da)x(dy dads U me2n
kaksky| gecd(Ar2,m) d,d’enN?®
kskg| ged(Aiz,dydy) m=dydads,d’|H

kak)| ged(ged(A12,A13,A23),m)

ou U(T) = U335 (T) et N = 22—

mie

On a ainsi utilisé une méthode de descente pour passer d’un probleme de comptage sur
une variété définie par une équation a une variété définie par quatre équations. Autrement
dit on est passé d'un probleme de comptage sur notre variété de départ a un probleme de
comptage sur des torseurs universels associés a cette variété.

2.2 Fin de la preuve de la conjecture de Manin

On utilise évidemment le Théoreme 2 pour estimer la somme U(7") définie dans la
section précédente en (2.5). Si on pose

€1 = dldédlg, €9 = dgdlldg et €3 = dgdlld/Q
et
By = [didydy, kakakly, kaksks, kakly, dikskl], By = [doddy, kakr Ky, kaksks, kakly, dokskd]

et
E3 == [dgdlldé, k4k'1k’/1, k'4k’2]€/2, k’4]€ﬁ,

alors les triplets e et E vérifient bien les hypotheses d’application du Théoreme 2 et on a
avec ces notations

- 5, ()

XEA(E;L1 ¢,L2.¢,Qe)NWTR

oit R = R*>%3(1) de sorte que VTR = R#243(T). On déduit donc du Théoreme 2 le
lemme suivant.

Lemme 30. Soit € > 0 tel que 7'(v/T) ¢ > 1. On a alors

U(T) = 2e*vol (R (1) T [ [ 5% (e, E. d, d' k. K, &)+

p

o [ Eoe(Lies Lo.e, Q) B (rog (R <2< (1)1 (Lo, Loy Qes R0 (1) + 10 (R5(1)))a (B, A, d, 4 k, K, )T
: S(B, L., Lo, Qc) (log(T))"* ’

o

3 v1+votus N1 N2 N3
051’52’83(e,E,d,d’,k,k’,e)=( ——X<p)) Y ) CAARY et A3 R

p2(N1+N2+N3)

3
I/EZ20



avec N; = max(v,(E;), vi + vp(e;)) et

0_21,52,53 (e, d, dl, k’ l{/7 6) — 4ng]1100 27277«# {X (- (Z/ZTLZ>2 | Zg;fé;?}z)eeeéfézn } .

De plus, on a

H Op(ea Ea da d/> ka k/a 6) < Loo(Ll,e> L2,e7 Qe)EEaa/(Ea A> 9 d> d/a k> kla 6)' (27)

p

On peut alors utiliser le fait que e169e5 = 1 et que dy = dy = d3 = 1[4] (car ils sont
tous dans D puisque leur produit m y est) pour réécrire

e2Q(x) € djdhe3Ean

. /, ! . n
0.51762783 (e7 d, d/,k, k/, 6) —4 hr+n 2—2n# {X c (Z/2nZ)2 ‘ eLz(X) € d]dk&gQ } )
n—-+0oo

Puisque E = E| FEyE3 et par définition des k;, on peut majorer E par une puissance de L.,
fois m2d|dyd} mais puisque d’|H (ou on rappelle que H = Aj3A13A53A), on peut aussi
majorer d}dyds par une puissance de L, et enfin en remarquant que Log(Ly e, Lo, Qc) <
e?Loo(L1, Ly, @), on obtient la majoration

[[op(e.BE.d,d' kK, e) < LS (me)d'(E, A,d, d kK e),

p

uniforme en tous les parametres d, d’, k, k', ¢;, e, e, E et m.

En réutilisant I’estimation uniforme de S(X, e, E) obtenue grace au Lemme 22, on a

R817€2,83(1>>1+8T%+6
U(T) < (ELs (L1, Lye, Q) d (B, A, d,d' k, K (Reverea(q)2 4 el
(T) < (Bl L2 Q) (B, A ., K ,e><r< Wy + B

En fait, suivant la méme preuve que celle du Lemme 22, on utilise ici une majoration
dfférente de det(G¢(A)). On remarque que (ou ici il faut faire attention au fait que les
et ¢ correspondent aux contenus des formes L; . et Q)

E

E/l — E//E//El/ — )
P72 ged(ES, b) ged (B, £) ged(EY, b) ged(Ey, £o) ged (B4, b?) ged(Fs, q)

Commencons alors par voir que

E1 El
> .
ged(Ey,b) ged(Eq, 6) ~ ged(Eq, bly)

En effet, si pt**2|| ged(E}, b) ged(EL, £1) avec p*t|| ged(Er, £1) et p*2|| ged(E7,b), alors on
a
E; =p"k et ged(Ey,ly) =p"h

donc puisque E; = E| ged(Ey, 1), on en déduit que p”* 2| E; et de méme p**2|b¢; donc

ng(Ei, b) ng(El, €1)| ng(El, bgl)
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et on en déduit bien que

By . B
ng(Ei, b) ng(El, 61) - ng(El, b€1) ’

puis raisonnant de la méme fagon avec F) et E}, on obtient

E
i
> .
~ ged(Ey, bly) ged(Fsy, bly) ged(Fs, b2q)

On s’intéresse alors pour commencer a la quantité

Ey _ [dydydy, kakokl, kakskl, kakly, dikskL]
ng(El, bgl) ng([dldlzdg, 1{34]{?2]{?5, ]{54]{?3]{?5, ]{341{32, d1k5]€g], bgl) )

On montre tout d’abord l'identité valable pour tout (a,b,c,d) quadruplet d’entiers na-
turels

min(max(a + b, ¢), d) < min(max(b, ¢), d) + min(a, d). (2.8)
En effet, sid < a, on a
min(max(a + b,¢),d) =d et min(max(b,c),d) + min(a,d) = min(max(b,c),d) + d

donc I'inégalité (2.8) est bien vérifiée. Supposons donc désormais a < d. Soit a < d < b <
at+betd<cetona

min(max(a + b,¢),d) =d et min(max(b,c),d)+ min(a,d) =d+ a
et (2.8) est a nouveau vérifiée. Dans le cas ot a < b < a+b < ¢ <d, on abien
c—a<c
tandis quesia < b<c<a+b<d, ona
a+b—a=bb<c
etsia<c<b<<a+b<d ona
a+b—a=b<b
et 14 encore (2.8) est vraie. Il reste alors les cas a < ¢ < b < d < a+ b qui donne
d—a<b
puis a < ¢ < d < b< a+bqui donne
d—a<d

eta<b<c<d<a+bdonne d—a < cquiest bien vérifiée car d —a < b < ¢. On peut
alors conclure puisque la position de a par rapport a b et ¢ ne change rien au fait qu’on
a bien

min(max(a + b, ¢), d) < min(max(b, ¢), d) + min(a, d).
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On utilise cette inégalité (2.8) pour établir que

ged([dydydy, kakokly, kakskl, kakl, dikskL], bly)

acd(dy, bly) ged([dydy, kakokly, kaksks, kakly, ksk), bly).

Pour ce faire, on regarde les valuations p-adiques. Pour établir le résultat il suffit de
montrer 'inégalité

min(max(v,(di) + vp(dady), vp(kakaks), vy (kaksks), vp(kaky), vp(di) + vp(ksks)), v, (b))
—min(v,(ds), vp(bl1)) < min(max (v, (dody), vp(kakaks), vy (kaksky), vp(kaky), vp(ksks)), vp(b61))
qui découle bien de (2.8) en remarquant les égalités

max(vp(di) + max (v, (dyds), vy(kakaky), vp(kaksks), vp(kaky), vp(di)vp(ksks)) =

max(vy(dy) + max(vy(dydy), vp(ksks)), max(vy(kakaky), vp(kaksks), vp(kak})))

et

max (max (v, (dydy), vy (ksks)), max (v, (kakoks), vp(kaksks), vy (kaky), vp(ksks))) =

max (v,(dyds), vp(kakaky), vp(kaksks), vp(kaky), vp(KskS)).
On en déduit, puisqu’on a également
[dydbdy, kakaks, kaksky, kaky, kski] > di,

I'inégalité

By dy
> .
ng(El, bgl) ng(dl, b£1> ng([d/Zdé, k4k2k’é, k‘4k’3kg, k’4kﬁl, k5k’g], bgl)

Or, d’apres ce qui précede,
ged([dydy, kakokly, kaksky, kakly, ksks], bl1)|[dody, kakoky, kaksky, kaky, kski]|H
puisque tous les éléments dont on prend le ppcm divisent H. D’ou,

El 1 d1
- > =
ng(El, bgl) H ng(dl, bfl)

Procedant au méme raisonnement avec les indices 2 et 3, on obtient finalement

1 m

~ H3 ged(dy, bly) ged(da, bls) ged(ds, b2q)

1

En notant ¢(P) le contenu d’un polynéme P, on a les relations
li=ec(L;) et q=e*c(Q)

ou cette fois les ¢(L;) et ¢(Q) sont indépendants des parametres d, d’, k, k' et e, ce qui
va nous permettre ensuite de pouvoir sommer. On remarque alors qu’on a l'inégalité

min(a + b, ¢) < min(e, a) + min(c, b).
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En effet, si ¢ < a, b, alors on a bien ¢ < 2¢. Par symétrie entre a et b, on peut supposer sans
perte de généralité que a < b. Alorssia < b<a+0b< ¢, onabien a+ b < a—+ b, tandis
que sia < b<c<a+b, on aégalement bien ¢ < a+b. Et enfin, sia <c<b<a+b,
on a toujours bien ¢ < a + b. On en déduit la relation de divisibilité

ng(dl, bél)

gcd(dl be) ng(dl, C(Ll))

Il suffit au niveau des valuations de vérifier

min(vy(d), vp(be) + vp(c(L1))) — min(v,y(ds ), vp(be)) < min(vy(di), vp(c(L1)))

qui découle de I'inégalité juste ci-dessus. Puisque ged(dy, ¢(Lq))|e(Lq), on obtient alors

1 m
c(Ly)e(Le)c(Q)H? ged(dy, be) ged(da, be) ged(ds, b2e?)’

E// >

Etant donné que m = didsds est sans facteur carré, ds ’est aussi et donc
ged(ds, b*e?) = ged(ds, be)

et
1 m

c(Ly)e(La)c(Q)H? ged(dy, be) ged(ds, be) ged(ds, be)

Pour finir, on utilise le fait que

E// >

ged(dy, be) ged(da, be) ged(ds, be) = ged(didads, be) = ged(m, be).

En effet, toujours en utilisant le fait que m soit sans facteur carré, on a nécessairement
que di, dy et dz sont premiers entre eux deux a deux et donc

ged(dy, be) ged(ds, be) ged(ds, be) H H Hp

plbe p|be p|be
pldy  pldy  pldg

tandis que
ged(dydads, be) H p= H H Hp
plbe plbe plbe  plbe
pldydods pldy  pldy  pldg

ce qui prouve le résultat. On a finalement obtenu l'inégalité

1 m
c(Ly)e(Lo)e(Q)H? ged(m, be)

E// 2

ce qui entraine que
1 mf
(L1) (L2)C<Q)H3 ng(m7 be) '

En reprenant la preuve du Lemme 22 en utilisant cette minoration plutot que celle utilisant
g, on déduit que

det(Gr(A)) >

U(T) < (ELoo(Lie, Loe,Qe))° > #V(E")x
bl (E)
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T r(Rame())eris
o (REVE2E3 (] 2
(7’ (R ( )) b2 det(Gf(.A)) b5(E, Ly, Loy, Qe)

et on majore alors

< C(Ll)C(LQ)C(Q)HSM < C(Ll)c(LQ)c(Q)H3ng(m’be)

1
b% det(Gf(A)) mfb? mb

ou on remarque que ged(m, be) < ged(m, b) ged(m, e) pour obtenir
(m, )

M(T) < C(Ll)C(LQ)C(Q)HS(ELOO(Ll,ea LQ,ea Qe))g ng<m7 6) Z %
by (E)

#V(E")x

£1,E2,E1 14¢ %""5
rm(R€1’52’53(1))2z N Too(R (1) T
m S(E, L1, Loe, Qc)

ged(m,b)
U=

En majoran par 1 et en concluant comme dans la preuve du Lemme 22, on aboutit

a l'estimation

U(T) < c(Ly)e(Ly)c(Q)H? (meLy )¢ ged(m, e)d (E, A, d, d’, k, K/, e) x

o T oo (RO (1) T o
m S(E, Lie, Lo, Q)

<rm<R€1v€2@3<1>> ~+
en recyclant la remarque faite sur le lien entre E et me.

On a ensuite besoin de quelques résultats concernant la fonction f,, définie ci-dessus
pour m € D et en particulier le suivant est essentiel.

Lemme 31. Soit m € D sans facteur carré. Alors on a

n)  r(m)ef(m
Z fmT(L ) = ( ):: (m) (log(z) + O (log*(2 + w(m)))) ,

n<x
neD

ot

olm) =] (1 + 1>_1-

p
plm
Démonstration.— On considére la série de Dirichlet associée

Fm(S) _ Z fm(n)

nS
neD

et posant ro = ir, par définition de f,,, on a

Fin(s) = 42 /vb]i]:) Z 7”0(777;” )

keD neD
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On pose alors 0 = 6, = v,(m) € {0,1} et 6 = 1 si, et seulement si, pjm et p = 1[4].
Décomposant en produit eulérien, il vient

"0 (1+z ST (-5

keD p=1[4] v>1 =1[4]
et 5
ro(mn? To(p - 14 2v+
26;) ];[4 Z pvs l_[ Z pvs :
n p=1[4] v=0 p=1[4] v=0
D’ou,
1420+ (5
I (- ) TS
p=1[4] p=1[4] v=0
Or,
Z 1+46  1+9
= pus 1 _ p—s
et
v p~*
= pvs (1 _ p—s)2
en dérivant la série géométrique. On en déduit 1’égalité
Z 1+2v+6 (1+0)(1—p~°)+2p~°
pe pus (1 _ p—s)2
et donc
1406 +2p~* —F
Fu(s)=4 [] 1 -» )L+ ) _32 P :4II<1+5+2 p_s)
- —p7%) (1—p*)
p=1[4] p=1[4]
Or,
H 1—|—p_5 H 1+5+(1—5)p_5_ H 1+p_s+5(1—p_s)
1—ps 14+p=s o 1= p=s
p=1[4] p=1[4] p=1[4]

et en écrivant 1 +p~° =1 —p~° 4+ 2p~°, on obtient bien

Fu(s) =4 [ 14p* I L+0+ (-0

=i P i L
On a alors )
C(s)L(s,x) 1 11 1—p
(14+27)¢(2s) 1+2= 2L (1 —p*)(1—x(p)p~*)
Si p = 3[4],
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et vu que si p = 1[4], x(p) =1 et que x(2) =0, on a

1— p—s>2

C(s)L(s,x) 11 L—p _ 11 l4p®
14 27%)((2 ‘
T+2c@) AL

Ensuite, si p ne divise pas m, alors § = 0 et

I+0+(1—-0)p~°

=1
l4p~s
fone ((5)L(5,%)
B s)L(s,x
Fnls) = 44 omy¢ 2y Am(s)

T+1+(1—1)p* 2 1\
| e | P =) | (R

plm plm plm

puisque m est sans facteur carré et donc ro(m) =[] 2. Le méme raisonnement fournit

la relation

plm

¢(s)L(s, x)
(1+2)C(25)
et donc en notant que Hy(s) = 1, on en déduit que F,,(s) = Fi(s)H,,(s). La série de
Dirichlet F} est méromorphe dans le demi-plan Re(s) > % avec un pole simple en s = 1

(quotient de fonctions L et ¢) et on note h,,(n) la fonction arithmétique telle que

Fl(S) =

nS
neD
On a en particulier f,, = fi * h,,. On fait alors appel a un théoreme taubérien. En
effet, le théoréme taubérien de Hardy-Littlewood-Karamata ([39]) permet de relier le
comportement de ) -, a,/n? et Y a,/n. Ici, en notant ¢ =4/, on a bien

c+o(1)
F =
1(s) oc—1
avec w = 1 puisqu’on connait le pole en 1. Comme I'(2) = 1! = 1, on en déduit bien le
résultat voulu a condition de vérifier que
fl (n> > _K7

pour une certaine constante K. Or, on sait que n € D donc dans ce cas

filn) =" n (%) r(d?).

din

Calculons alors
A7) = pM)T(™) + pp) (V)

qui donne
Al) =2w+1-@2v-1)+1)=2=2"

103



et par multiplicativité, on en déduit
fi(n) =24 >0
et on peut bien appliquer le théoreme taubérien cité plus haut.

On en déduit alors 'estimation souhaitée dans le cas général. On a

m 1 hy (k) (4log(x/k
Zf Z k Zf 72 kf)( g7(r/>+0(1>>7

n<T k<z n<z/k k<z
neD keD neD keD

soit

5 ) 7 lh) (L8 4 01ogan) ).

n<x k<z
neD keD

ou on utilise le fait que log(k) < log(2k). On obtient bien ainsi le bon terme principal et
il ne reste plus qu’a vérifier qu’on a un terme d’erreur adéquat. On étudie

)| log(2k
Z |g)

Le développement en produit eulérien de H,, montre que h,,(k) est éventuellement non
nul si, et seulement si, les nombres premiers intervenant dans la décomposition de k
interviennent dans celle de m. On a

H —To

ks

|WLV>0

On en déduit donc les relations

et

On va alors majorer le terme

log(2k)  log(2pY".. p?’“)
k Pyt

ol les p; sont tous les diviseurs premiers de m et les 1; des entiers positifs ou nuls. On
sait alors qu’on a toujours k < 2¥7! < p*~!, on en déduit donc la série d’inégalités

Vpb(plljl' pZT) <i<l

SERZER
pl . 7‘ b; Di

et on a donc

1ogl(€2k:) _ 1ogk(2) N Z # log(p) <1+ Z logp(p)

plm plm
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ce qui entraine, puisque H,,(0) = ro(m) et de méme H,,(0) = ro(m), la majoration

p
plm

ce qui convient. On a alors

Z log \ Z log

plm j<w(m)
ou p; désigne le i-eme nombre premier. Le premier théoreme de Mertens fournit
log(p)
Z » < log(w(m)) < log(2 + w(m)).
plm

On en déduit donc

Z‘h “Og %) < ro(m) log(2 + w(m)).

On écrit alors 1 = goT(m)cpT(m)_ et on remarque que
)1 1
e'(m)~" = H 1+ 5 < log(w(m)) < log(2 + w(m)).
plm

On en conclut donc que
him (k)| log(
> P P IIIOER) < )t (m) 022 2 + co(m).

ce qui permet d’achever la preuve du lemme. 0

Utilisant le lemme qu’on vient de montrer, on déduit pour € > 0 et 0 < 0 < 1, que

Z ’fm n) i OZ ’fm << mE =0 log(m).

n<x n<x
neD neD

On a utilisé n < = pour majorer n~% par ' ~%n~! et on a également utilisé le fait que la
fonction arithmétique rogoT est majorée par m°. En effet,

ro(p”) Sv+1

et 1
TV —
') =1+~
(") 5
donc
ro(@)e () _ (v+ 1)1 +p) 0
P = p1+5u pr—too

On en déduit a présent la conjecture de Manin pour les surfaces de Chatelet considérées.
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L’idée est bien évidemment d’injecter la formule asymptotique obtenue grace au Théoreme
2 de U(T') dans 'expression de N(B) que 'on a obtenue dans le Lemme 28. La difficulté
réside alors en la non-uniformité de cette formule asymptotique en les parametres sur
lesquels on somme. Pour parer a cette difficulté, on pose

S(B) = Zfi?lii/,e(B):me(n)U< b )

me3n
n<N
neD

avec N = 2B de telle sorte que

mie

1 2
N(B) =3 Y _ule) Y n(m) > Y nldydy)pldy)x(dydyds) %
e=1 meD eie{-1,+1}  d,d’eN3

e1e2e3=1 m=d1d2d3,d/|H

3 3 pu(ky) pe(ky) (k) pky) plks) S(B)
Jw(ka) Qw(ks)+w(ky)+w(kz)+w(ks) ’
kak1k] | ged(A23,m) kakskf| gcd(A12,m)
kakokh| ged(Aqs,m) ksk.| ged(Aqa,d, d))
kak}| ged(ged(A12,A13,A23),m)
Posant
0% (e, B, d,d kK, e) = [[oi"**(e.E.d. d kK ¢),

p

on voit que le terme principal attendu pour S(B) est donné par

B fn(n)
27m3vol Re1e2:83( ] €1,62,E3 Ed.d.k. K m
POl (1) o B d K K 5 5
neD
soit d’apres ce qui précede
Blog(B)

21%vol(R*°3 (1)) o *>% (e, E, d, d’, k, K/, e)r(m) o' (m)

me?

On pose par conséquent
Efv2s3(e E,d, d kK e) =
1

W S(B) — 27r2vo1(R51,62,83(1))0.61,62,63 (e’ E, d, d/, k, k/, e)r(m)d(m)

Commencons par voir que

Blog(B)
me? |’

E25(e, B d, d kK, e) — 0,

B—+00

ae, E d, d, k, k' et e fixés. On utilise bien stir pour cela le Lemme 31 et la formule
asymptotique donnée par le Théoreme 2. Pour ce faire, on écrit

Ere2ei(e,E,d, d', kK, ) <

1 B fin(n)
B)—2 3 1(RE 2223 ( €1,E2,E3 Edd. k. K
Blog(B) S( ) TVO (R ( ))U (e, L,y K, 7e>m62; n
neD
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fm(n)

B
———— [27%vol(RV*2%3(1) )0 %23 (e, E, d, d’  k, K, e) — —
+B10g(B) VO ( ( ))U (ea s My 5 Iy 7e)me2 ; n
nED
Blog(B
2mvol(R¥14293 (1)) o123 (e, E, d, d’, k, K/, e)r(m)gp*(m)—Ogg ) ‘ .
me
Commencons par traiter le premier terme qui est
Z | By 2m3vol(RE1 253 (1)) 0> (e, B, d, d', k, K/, e) b
BlOg — m me2n y iy M Sy By By me2n
’Zeo
Or, l'estimation du Théoreme 2 fournit que
B 3 £1,€2,€ €1,€2,€ B
‘U (meQn) — 2mvol(R7°2°3 (1)) o 3(e,E,d,d',k,k’,e)me2n

< B
me?nlog(B)n—=’

ol ici on néglige les dépendances de la constante en les formes et en les parametres e, E,
d, d’, k, k' et e qui sont fixés. On a donc que le premier terme est

Ifm
10g 1+n 5 Z

n<N
neD

On utilise alors le Lemme 31 pour obtenir

()l (m)

< Tlog(B)-

Or, m est indépendant de B et on effectue le calcul avec tous les parametres fixés ici donc
on a bien que le premier terme tend vers 0 lorsque B tend vers l'infini. Regardons alors
ce qu’il en est du deuxieme terme. Pour les mémes raisons, on a qu’il a une contribution

fm(n) _ r(m)e'(m) r(m)e’(m)log®(2 + w(m))
log ; a T log(B)) < log(B)

qui, comme ci-dessus, tend vers 0 a m fixé, ce qui permet bien d’obtenir

Efv23(e B d, d kK e) — 0.

B—+400
D’ou,
S(B) = 2n*vol(RE24(1))0*1°2% (e, E, d, d', k, K/, e)r(mwm)m;;iim +o(Blog(B)),
soit encore
S(B) ~ 2n*vol(Re*>°3(1))o 23 (e, B, d, d', k, K/, e)r(m)@T(m)m;;i(Qm.
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On voudrait maintenant remplacer cette estimation de S(B) dans le formule donnant
N(B) qu’on a obtenue. On utilise pour cela un théoreme de convergence dominée et il
suffit donc pour pouvoir conclure de montrer la majoration

Y YSOOY % > o~

e=1 meDe;e{-1,+1} d,d’eN3  kski1k]|gcd(A23,m) kaksks
1283=1 m=didad3,d’|H kakaks| ged(A13,m) kskg| ged(A12,m)
kak)| ged(ged(A12,A13,A23),m)

pu(ky) k) (k) (k) () c1ease
3w(k1)2w(k§)+w(k?;)+w(kt)+w(ki) M(e)ﬂ(m”}“(d,ldé)u(dg)X(dlld/Qdé)E R (ev E> d> d/a k> kIa 6) <1

ou la encore on n’explicitera pas la constante puisqu’on en n’aura pas besoin. Pour cela,
puisque tout les termes apparaissant dans la somme sont inférieurs a 1, il suffit de montrer

400
> > > > - Erees(e B d,d kK, ) < 1.

e=1 meDe;e{-1,+1} d,d’eN? kak1k] | ged(A23,m) kaksks| gecd(A12,m)
e1£263=1 m=dydods,d’|H kskokl| gcd(A13,m) kskl] ged(Ar2,did))
kak)| ged(ged(A12,A13,A23),m)

Pour établir cela, on va majorer E°12% (e, E d,d’, k, k', e). On avait obtenu la majora-
tion

B
Uu ( ) < (me)® ged(m,e)d (E,A,d,d k, X e) (7’00(}2‘517‘22753(1))2

B Tm(Rel,az,eg(l))1+sB%+s
me2n +

T 1
me2n m3en2te

(on1 on remarque qu’on n’a pas besoin du §). Mais, puisque la somme sur les ¢; est finie,
cela ne pose pas de probleme de convergence et on peut donc écrire

B . B Bate
U (mezn) < (me)® ged(m,e)d’ (E, A, d,d’ k, k', e) <m262n + méené+5> )

Prenant cette fois N = -8

5 (Lemme 29), on obtient grace au Lemme 31 (6 ne dépend

que des formes et d’aucun des parametres) que
/ / / 1 1_ B%—i_a
S(B) < (me)® ged(m,e)d'(E, A, d,d", k, K, e) | Blog(B)—— + B2 “log(B) 5+
m-e e

soit

S(B) < (me)® ged(m,e)d' (E, A, d,d k, k', e) (B log(B)

m2e?

ce qui implique

1
Blog(B)

1 1
|S(B)| < (me)® ged(m,e)d’ (E, A, d,d’ k, k', e) +— |-
m2e2  mzesd

En utilisant a nouveau la remarque que ce qui dépend des ¢; peut passer dans la constante
et les faits que
r(m)e'(m) < m?
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et que
gE1E2:E3 (e7 E, d, d/, k, k/7 6) < Lio(me)s

ou la constante L. est ici indépendante des parametres sur lesquels on somme, on obtient

Blog(B)

me?

1
2n?vol(RE1°23 (1)) o152 (e, E, d, d’, k, K/, ¢)r(m) ' (m) ‘ < (me)*—.
me

On peut donc en conclure

1 1 1
Efv2%3 (e BE,d,d' kK e) < (me)® ged(m, e)d' (e, A, d,d’ k, k', e) ( + —— + 2) .
Se2

m2e?  mze me

On l’'a vu, la somme sur les ¢; ne pose pas de probleme puisqu’elle est finie, de méme
les sommes sur les k, k’ et d’ sont finies donc ne posent pas de probleme. Passons a la
somme sur les d. On somme sur les triplets vérifiant m = didsds et a m fixé, on a un
nombre de tels triplets < m®. Commencons par le remarquer pour les couples tels que
m = dydy. On en a exactement 7(m) = 2™ (m sans facteur carré) car en effet, il suffit
de se fixer un diviseur d; de m quelconque et alors d, est automatiquement fixé. Pour
trois entiers, on se fixe un diviseur de m et pour chaque diviseur, on a autant de couples
tels que m/dy = dads, on obtient donc

D r(m/k) =) 2etme®)

puisqu’on est sans facteur carré. On a en fait 7 % 1 triplets d et

T*l(p”):i(/ﬂ—l-l):y—l—l—F—V(V;l)

k=0

et donc 7x1(m) < m*. Pour conclure a I’application du théoreme de convergence dominée,
il ne reste alors plus qu’a voir que

+o0
1 1 1
Z Z:(me)6 ged(m,e)d (E, A, d,d' kK, e) (mgeg + 53 + )

e=1 meD

converge. Cependant, on a pour l'instant

_|_

1 1
(me)® ged(m, e)d (e, A,d,d’ k, k' e) <m2€2 3
ms

1
= + ) < (me)® ged(m, e)d (e, A,d,d" k., k' e)—
2

me2 me2

e

ce qui n’est pas assez bon pour obtenir une convergence. On améliore donc I’estimation
qu'on a utilisé de o253 (e, E,d,d’, k,k’, ). On a clairement que

H loc=2%3 (e, B, d,d' k. K, e)| < 07> (e,E,d,d’ kK, €) < (Lome)”.
ptm

On améliore en revanche notre estimation de

[Tlo5 = (e, E,d,d" k. K e)] .

plm
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Sip =2, onavuquil n’y avait pas de problemes puisqu’on peut majorer par 4 et faire
rentrer ¢a dans la constante. Pour les p impairs, on utilise la majoration donnée par le
point f) du Lemme 3 :

PPN, p2 pN5) & (N + 1)pin (2N N2) 253 20N Ny -No 2(Nok N+ N1 ) (2.9)
On a alors
£1,€2,€3 i ! p Nl N2 )
|02 (e,E,d,d’ kK, Z N1+N2+N3)
vENS

ou les N; = max(v,(E;), v; + vp(e;)) ont été définis plus haut. On a donc

+587

o e B )| & 3t 1)

veNs

oz =

En effet, on utilise la majoration (2.9) et dans le cas ou
3N3 3N.
N1+ No) + =7 S 2Ni+ Ng) + Ny et 2Ny + N) + 73 < 2(Ny + N3) + N

ou de maniere équivalente

N. N.
Nl < _3 et N2 < _37
2 2
on obtient la majoration
pAN1+N2)+ 252 1
< P2(Ni+Na+Ns) o

et en écrivant

N3 B N3 N3 Nj < Nz N; n N,
2 6 6 6 ~ 6 3 3’
on obtient bien la conclusion souhaitée. Dans le cas ou

3N.
2Ny + N3) + No < 2(Ny + N3) + Ny et 2(Ny + Ns) + Ny < 2(Ny + Ny) + 73
ou de maniere équivalente
N.
Ni <Ny et 73 Ny,
on obtient la majoration
pQ(N1+N3)+N2 1
<K

p2(N1+N2+N3) - W

et on écrit N N N N N N
2 2 2 3 1 2
Np=22+2+222242+2
>3 73 "376 3 3
pour conclure. Le dernier cas étant parfaitement symétrique avec ce dernier, on a bien
obtenue la majoration annoncée. On tire alors partie du fait que m soit sans facteur carré.
On note m = dydads et 0; = v,(d;) de sorte qu'on peut supposer 6; + 03 + d3 = 1 lorsque

p|m. De plus, par définition de E; et N;, on voit que N; < v; + 6; et donc on a

H‘O_a,egeseEdd/kk/ |<<Hp 61+62+63HZ N3—|—1

plm plm p|m veNs
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1
6

H _ 81495433 _1 _
p 6 e Hp 6 =M
plm

On a alors
plm
toujours puisque m est sans facteur carré. D’autre part,
1

> (N3 +1) T S > (vs+vp(es) +1) e

UEN3 p 3 3 6 V€N3 p 3 3 6
Or,

1
Z(V3+1> v va_ V3 <1
p3TETE

veNs

et

< Vp(eg).

1
vp(es) Y =
veNs

Or, v,(e3) < vp(m) puisque les d’ sont bornées uniformément en les parametres sur

lesquels on somme. On a donc les majorations
T+ vp(m) = mer(m) < m#

1 €

plm veNs
€1,€2,E3 / / -,
o, (e, E,d,d k, k' e)| < m 67",

plm

et finalement
plm

3
2

On a par conséquent
9
mse

015253 (e, E, d, d kK, e)| < mf%Jrses’
et en utilisant plutot cette estimation, on obtient finalement
1 1 £ / li !
+—5 7+ 5 ) <(me) ged(m,e)a’(E,A,d,d" kK e)
ge2 'rnZe2

1
€ ged "(E,A,d,d kK
(me)® e, )’ (B, A, . K') (1 +
ol on a bien au dénominateur uniquement des exposants strictement supérieurs a 1, si
on choisit € assez petit, qui vont permettre d’obtenir la convergence souhaitée. Ensuite,
on remarque que
d(E,A,d,d kK e)
concerne les formes primitives, donc en fait on n’a pas de dépendance en e et on a plutot

d(E,A,d,d kK, e)=d(E A,dd k).

Par définition de cette quantité en (1.20), on obtient que
d(E,A,d,d k k) <1

ou la constante est une puissance de L., et donc en particulier est indépendante des

parametres de sommation. On en déduit alors qu’on peut appliquer le théoreme de con-

< 1.

N|w

vergence dominée si
+o0

YD (me) ged(m,e)—

mse

e=1 meD
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On peut choisir € de facon a ce que les exposants au dénominateur restent strictement

supérieurs a 1 et donc il suffit par exemple de prouver la convergence de

Zchdme T3
mse2

e=1 meD
Pour le voir, on tire partie de la multiplicativité et on regarde le comportement des facteurs

min(a,b)

eulériens qui sont donnés par
min(a,b)

Fy _Zp9a+3b =1+ Zb:oppgga+3b

a,b=0

=1+ o
a=1 b=0 8 2
La premiere somme donne
+oco a—1 +oo a—1 +o00
1 1 1 a _9
9a b w2, T S Z w <P °
a=1 b=0 ps 2 a=1DP?® b=0 p2 a=1P?
La deuxieme somme donne
+oo a 400 b +o0
1 1 b _3
DD DD DD Dherws D D TS
a=0 b=0 P* 2 b=1 a=0 P® ? b=1 P2
On en déduit que \ )
F,<l+ps=1+p's
et donc que
400 1
Zchd(m,e) 3 é_HFP<<1
msez2 »

On peut donc appliquer le théoreme de convergence dominée pour obtenir
Ly ona

Théoreme 6. Posant ro = 37,
N(B) i coBlog(B),
S () (i) x

avec
@T(m> Z vol (REI 82755(1))
d,d’eN?
m=dydads,d’|H

PP ule)
RETD DR e B
meD g, €{-1,+1}
g1€2e3=1
/ / / / /
(k ) (k2>/’b<k3)lu’(f;4)/"t(k5> 0_81,82,63 (e,E,d,d/7k,k/, )

Z Z w(ka)+w(ks)
kakzkl| ged(A12,m)
kski| ged(Aq2,d)dY)
7m)

kak1k]|gcd(A23,m)
5
kaky| ged(ged(A12,A13,A23)
Ceci démontre donc la conjecture de Manin dans le cas des surfaces de Chatelet con-

1%
3w(k4)2w(k5)+w(k1)+

kakokl| ged(A1z,m)

sidérées.
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Chapitre 3

La conjecture de Peyre

Pour conclure le traitement de ces surfaces de Chatelet, il reste a montrer que la
constante ¢y obtenue dans le Théoreme 6 est en accord avec la conjecture de Peyre. On
va noter cx la constante conjecturée par Peyre.

3.1 La constante de Peyre

3.1.1 Généralités

Si on note Cl4(X) le cone de Pic(X)®zC engendré par les classes de diviseurs effectifs
et Cog(X)Y le cone dual défini par

Coa(X)" ={y € Pic(X) @z R" | Va € Cy(X), (x,y) >0},

ot {.,.) désigne la forme d’intersection. Si wy' désigne I'inverse du faisceau canonique sur
X, alors a(X) est le volume du polytope P(X) suivant

P(X)={y € Cu(X)" | (ywy')=1}
ot hyperplan (y,wy') = 1 est muni d’une mesure adéquate ([3]). Ensuite on a
B(X) = #H' (Gal(Q, Q), Pic(X)) = Coker (Br(Q) — Br(X)),
ou X =X XSpec(@) Spec(Q). On rappelle alors que conjecturalement, on a

Cx = Oé(X)ﬁ(X)WH(m>>

ot wy (X (Q)) est un nombre de Tamagawa que I'on explicitera plus tard.

3.1.2 La constante de Peyre dans le cas des surfaces de Chatelet
considérées

Dans le cas des surfaces de Chatelet, on peut montrer qu’'on a toujours a(X) = 1
et pour calculer 5(X), on utilise le résultat suivant tiré de [34] dont on ne donne pas la
preuve ici.
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Proposition 1. Soit k un coprs parfait et X la compactification naturelle et lisse de la
surface donnée par

y* — b2* = aP(v),
avec P € k[z] un polynéme de degré pair et a et b dans k*. Soit dy,...,d,, les classes modulo
2 des degrés des facteurs irréductibles de P, alors le groupe H'(k, Pic(X)) est isomor-
phe au quotient de l'orthogonal de ((dy, ...,d,,)) dans (Z/2Z)"™ pour la forme diagonale
classique par ((1,...,1)).

En particulier, icib = —1,a =1 et £k = Q et P est de degré 4. Si P est irréductible, on
a (dq,...,dn) = (0) et donc 'orthogonal de {0} dans Z/27Z est tout I’espace et lorsqu’on
quotiente par un sous-espace e dimension 1, on va obtenir {0} et donc

#H'(Gal(Q,Q), Pic(X)) = 0.
De méme, lorsque P = LC, on a (dy, ...,dy,) = (1,1) et Porthogonal dans (Z/2Z)* est de

dimension 1 donc le quotient est nul et on a toujours

#H'(Gal(Q, Q), Pic(X)) = 0.

Dans le cas P = LiLyL3Ly, on a (dy,...,d,) = (1,1,1,1) et I'orthogonal dans (Z/27Z)"
est de dimension 3 donc le quotient est de dimension 2 donc isomorphe & (Z/2Z)* et on
a bien

#H'(Gal(Q,Q), Pic(X)) = 4,
tout ceci étant conforme aux cas précédemment étudiés. Enfin, dans notre cas, on a
P = L1 L,Q donc (dy, ...,d,,) = (1,1,0) et Porthogonal dans (Z/2Z)* est de dimension 2

donc le quotient est de dimension 1 donc isomorphe a (Z/2Z) et on a alors

#H'(Gal(Q, Q), Pic(X)) = 2.

D’apres [35] et [7], on déduit que l'ensemble des classes d’isomorphismes de torseurs
universels au-dessus de X possédant au moins un point rationnel est fini, ce qui permet
d’exhiber une partition finie de I’ensemble des points rationnels de X, indexée par toute
famille de représentants de ces classes d’isomorphismes. La constante de Peyre s’écrit alors
comme la somme des constantes relatives a chaque élément de la partition. Considérons
un point rationnel @ = (y, z,t,u, v) tel que (y, z,t) = (u,v) =1 et

tQLl <u> U)LZ(U7 U)Q(“v U) = y2 + 22'

Alors, on peut déja déduire I'existence d’un unique triplet (¢, e9,e3) € {—1,+1} (le signe
de L;(u,v) et Q(u,v)) tels que e1e9e3 = 1 et

giLi(u,v) >0 et e3Q(u,v) >0,

puisqu’on avait vu que la contribution des termes tels que Li(u,v)Ls(u,v)Q(u,v) = 0
était O(1). Puis, on pose

A=l p et Ax=T]r

Pl plA; j
p=1[4] p=3[4]
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Le fait que Lj(u,v)Lo(u,v)Q(u,v) soit une somme de deux carrés (t # 0 car sinon y =
z =0 et on a une contradiction sur la coprimalité) implique que si p = 3[4], on ait

Vp(La(u, 0) La(u, 0)Q(u, v)) = vp(La(u, v)) + vp(La(u, v)) + 1p(Q(u, v)) = 0[2].

On pose alors

my = H p, My = H p et mz= H D,

p=3[4] p=3[4] p=3[4]
vp(L1(u,v))=1[2] vp(Lo(u,v))=1[2] vp(Q(u,v))=1[2]
de sorte que m;|L;(u, v) et ms|Q(u, v). Mais on a mieux, si p|my, alors puisque v,(L; (u,v) >
17 p’Ll(u7 /U) et

Vp( L1 (u, v) Lo(u, v)Q(u,v)) = vp(L1(u, v)) + vp(La(u, v)) + 1,(Q(u,v)) = 0[2],

il existe un et un seul des deux indices {2, 3} tel que v,(La(u, v)) ou v,(Q(u, v)) soit impair
(et Pautre est donc pair). On a donc que p|m; et p|my par exemple et puisque (u,v) =1
comme on 'a vu précédemment, cela implique que p|ATs¢, si bien qu’on en déduit les

relations
my|[AT5 AT mal[ATY AR et m|[ATS, Ay,

pour tous les nombres premiers p = 3[4]. De plus, m;mams est un carré car on a pour
chaque premier p qui le divise, p?||mimaoms d’aprés ce qui préceéde. On montre alors
de maniére analogue a la proposition 4.9 de [18] qu'on obtient ainsi un systeme de
représentants des classes d’isomorphie de torseurs universels (tout point rationnel de X
apartient a un et un seul torseur) indexée par les tels triplets € et m. On a donc en
particulier

et

eex
meM
ou
Y= {E € {—1, +1}3 | E1E9€3 — 1}
et

M={m e N3 | omy|[ATS A], ma|[ATSS ARl /mamemg € N, (my,ma, mg) = 1},

Si on suppose 1'abscence d’obstruction de Brauer-Manin, alors un résultat de [19] montre
que si X a des points rationnels dns chaque complété de Q, alors il existe un torseur
Tem pour lequel il en est de méme. Or, un des intéréts des torseurs est qu’ils sont
géomériquement plus simples et en particulier, ils vérifient le principe de Hasse. On peut
donc en déduire l'existence d'un point rationnel de T¢ m(Q) et donc de X (Q) et donc de
X, ce qui montre que X vérifie la principe de Hasse sous 'hypothese précédente.

On déduit de la décomposition



que la constante de Peyre ([26]) s’écrit

Cx — 2 Z wH(XE,m(@))7

ecxy
meM

ou par définition de la mesure de Tamagawa,

WH(Xe,m(@)) = woo(e, m) pr(é', m)7

p

0l Woo(€, m) et wy(e, m) sont respectivement les densités archimédiennes et p—adiques
ssociées a la partie Xe m(Q) de X(Q). Cette formule découle de la vérificaton du principe
de Hasse sur les torseurs universels, la densité de points rationnels est alors un produit
de densités.

On donne alors des expressions pour les wa, (€, m) et w,(e, m). Supposons dans un premier
temps que p 1 2A7CATCALC. Alors dans ce cas la, on a

L _dn 5 t2 Ly (u, v) Ly (u, v)Q(u, v) = y* + 2>
wp(e;m) = lim p=s {W’W”ﬁ) SED | b, pt e }

On utilise I'expression de S(A;p"™) donnée dans le Lemme 23 pour calculer ce terme. On
commence par traiter le cas p = 3[4]. Dans ce cas, on a nécessairement (¢, p) = 1 car sinon
on obtiendrait

y* 4 2% = 0[p]

ce qui impliquerait que —1 serait un carré dans [F,. On a donc
pt(y,zt) <=pft

de sorte que le cardinal

ummencamar | frs )

est donné par

(p") X # {(u,v,y, 2) e (Z/p"z)* ‘ ;%;%Lz(uav)Q(u,v) = y? + 22 } .

En effet, on choisit un ¢ inversible et ensuite on a
Ly (u,v) Ly (u, v)Q(u,v) = (y/t)? + (2/t)%
Utilisant que ¢(p") = p" (1 — %), on obtient ’égalité

1

L {w,y,z) e (z/p'z)* ‘

wlem = e

Ly (u,v)Lo(u, v)Q(u,v) = y* + 2*
p1(u,v) '
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On suit alors le méme raisonnement que dans la section 1.6 en séparant selon la valuation
p—adique de Lj(u,v)La(u,v)Q(u,v) pour obtenir

Z 4 { € (Z/p"Z)? ‘ Vp(L1(u,v)Lo(u,v)Q(u,v)) =k } |

wp(E, m) n1—1>r—11-1c>o p

0<k<n pj( (u’v)

2|k

puisque So(Lq(u,v)La(u, v)Q(u,v),p™) = p"(1 + }D) si k <net2lk. Or, pour k > 1, on a

i {(“”” e /2y ‘ sl ) Lafu, 1)Q ) = & } _

on /)*(kaLILZQ) _ p*(pk+1;L1L2Q>
p P2 204D ;

ou

P05 L LaQ) = #{x € (Z/p'L) | PR L(x)QX), (w1,22,p) = 1}.

En effet, on compte les couples tels que la valuation p-adique soit plus grande que k et on
enléve ceux de valuation strictement plus grande que k. Et enfin, le facteur p?* vient du
fait qu’on a

2np (p LlLQQ)

o #{x e (Z/p'D)" | PILi(x)La(x)Q(x), (21,22,p) = 1},

puisque tout ne dépend que de la classe de x modulo p*. Dans le cas ot k = 0, on prend
tous les couples (u,v) tels que pt (u,v). On a

oM™ + p o) — e(p")* = p*" (1 — ]%)

tels couples et on obtient donc

Finalement

1 1 p*(p; L1L2Q) p*(p"; L L2Q) P*(le;LlLQQ)
wp(e, m) = (1 - —> l=5- p— + e
1<k

2k

Puisque dans ce cas, on a x(p¥) = (—1)", on en déduit que (grace a la condition k|2 qui
implique qu’on n’a pas de simplification) que

wy(e, m) = (1 . pi) (1 S xX(@)p* (p"; L1L2Q)>

1<v

Passons désormais au cas p = 1[4]. On ne peut plus effectuer la simplification par ¢ comme
précédemment. On raisonne donc selon la valuation p-adique de t. Commencons par traiter
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le cas 1,(t) = 0. Dans ce cas, t est inversible modulo p et donc on peut faire comme
précédemment mais en utilisant cette fois la formule So((Ly(u,v)La(u,v)Q(u,v),p") =
(1 +k)(1— %) si k < n de fagon a obtenir, si on note wy,(e, m)(l) la contribution de
wy(e, m) des termes tels que v,(t) =1 > 0, 'expression

wp(e,m)(0) = (1 — 1) <1 1 rphil.Q) + Z(k +1) (p*(pk? LiL,Q) P*(pkH;LlLQQ)))

2 2 2k 2(k+1
p p p = p pHEHD)

Par téléscopage, on en déduit

wy(€,m)(0) = (1 _ 1) (1 _ ]% £y X(0)p* (0 LleQ)> |

P = p21/

Il reste alors a traiter les cas [ > 1. Dans ce cas pl|t et donc

pt(y,2,t) <= pt(y,2)

et on sépare a nouveau suivant k = v,(Ly(u,v)La(u, v)Q(u,v)). Cette fois, on utilise la
formule So(t*L1 (u, v) La(u, v)Q(u,v),p") = p™(1 + k + 21) (1 — %) pour k + 2] < n pour

obtenir 'égalité
n—I

wp(e,m)(l) = lim —- X
e p4 OSI;Ql<n
Vp(L1(u, v)Lo(u, v)Q(u,v)) =k
#1 (u,0.y.2) € (Z/p L)’ ‘ t2 Ly (u,v) La(u, 0)Q(u, 0) = y* + 22

pt(uv), pty2)

On choisit ¢ de valuation [ dans Z/p"Z et ensuite il reste le choix de (y, z, u, v), donc on a
p"~! choix pour ¢ en particulier. Puis on va choisir les (u, v) selon la valuation p—adique

et ensuite le S(A;p™) donne les (y, 2), le reste donnant une limite nulle. On a alors

yp(Ll(uvv)LQ(ua U)Q(U,’U)) =k 1
# < (u,v,y,2) € (Z/p"Z)* ‘ 2Ly (u, v) Lo (u, ) Q(u,v) = y? + 2% 3 = p" (1 - —) (k4+1+420)x
p1(u,v) P

wnrcirar | pfetgaes =]

ou

Vp( L1 (u, v) Lo(u, v)Q(u,v)) = k
Pt (u,0),

# {(% v) € (Z/p"L)*

on [ P° (Pk; Ly LzQ) p* (pkH; LleQ)
p ez 204D

lorsque k > 1 et

# {(U,U) c (Z/p"Z)2 ' ;p{(?;f%jj)LQ(u’U)Q(u’v)) =0 } — p¥ (1 b P (p; LleQ)) .
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Cependant, jusqu’a présent, on a compté tout le monde et pas seulement les couples tels
que p 1t (y, z). Il faut donc retrancher a ces quantités ceux qui s’écrivent y = py’ et z = pz’
et on veut donc compter les (y, z) € (Z/p"Z)” tels que

(%) Li(u,v)La(u,v)Q(u,v) = (y/)Q . (Z,)Q[p”_Q]‘

On paut appliquer la formule des que 2(I — 1) + &k < n—2 soit 2[+ k < n donc exactement
pour les mémes indices que dans la somme ci-dessus. De plus, pour pour (u,v) tels que
Vp( L1 (u, v) La(u, v)Q(u,v)) = k avec k vérifiant cette inégalité, on obtient

So(Ly(u,v) Lo (u, v)Q(u,v), p"~ %) = p" 2 (1 - %) (k+1+2(l—-1)).

Or, pa’ = px” si, et seulement si, 2’ et 2” sont égaux modulo p"~! donc les solutions
(2',y') se remontent en p* couples modulo p"~! qui, multipliés par p, donnent tous les
x,y) divisibles par p. On obtient par conséquent

Y

w2y (-1 _ o wgp | e(La(0) Lo, 0)Q(u,v)) = K
pp <1 p) (k+1+2(1 1))#{( ) € (Z/p"7Z) ‘ 1t (), }

et en réexploitant les formules précédentes, on en déduit finalement I’expression

wy(e,m)(l) = <1__§>2 ((Ql L) <1 B % I LlLQQ)) )

P! p p?

> (k+1421)

0<k

p2k p2(kt1)

(p*(p’“;LleQ) p*(p’”l;LleQ))_(z(_) )(1 1 p*(p;LleQ))_

S (k41420 - 1) (p*(pk;LlLQQ) _ p*(pk+l5L1L2@>)> .

2k 2(k+1)
0<k p p

Ainsi, on a

P2k p2(k+1)

2( B 5>2 (1 1 p(p LaLeQ) n Z <P*<pk; LiL,Q)  p*(p"th LlLQQ))> 7

par téléscopage. Or,

et donc d’apres ce qui précede, on a

e m) = <1 . %) (1 . p; S X(p'/)p*(g;; L1L2Q>> " <1 ) %) (1 . p;) Sy

1<v
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On calcule alors

stem = (1- 1) 5 () (1 (- ) (1),

ou ) )
1—-1 11
p
donc )
x(p p LleQ) 1
slem = (1-1) T 1) )
1<v p

En particulier, on remarque que dans ces cas wp(s, m) = w, ne dépend ni de € ni de m.

Examinons alors le cas ou p|2AT5¢ATSALC et commengons par le cas p impair. Alors
dans ce cas, si on note y; = v,(m;), on doit rajouter la condition 2|v,(L;(u,v)) — u; et
2|, (Q(u,v)) — ps, de sorte qu'on a

t2Ly (u, v) Lo (u, v)Q(u, v) = y* + 22[p"]
wp(ea m) = lim p—4n# (U, v, 2,9, t) € (Z/an)5 ‘ pjf (U’7 U)a p /(y7 2 t)

n—+o00 2|Vp(LZ‘(U, U)) — M, 2|Vp(Q(U7 U)) ]
1 \ Li(u,v) Lo(u, v)Q(u,v) = y* + 22[p"]
= lim_ = (u,v,2,y) € (Z/p"Z) ‘ pt(u,v)

2[vp(Li(u,v)) = piy 2|p(Qu,v)) — g
comme ci-dessus puisque nécessairement p = 3[4], qui ne dépend ici que de m et pas de
€. Passons alors au cas p = 2. Les choix des m; impliquent que

Li(“?”) et Q(U,U)
my ms3
s’écrivent comme sommes de deux carrés étant donné qu’on a rendu les valuations des
premiers congrus a 3 modulo 4 paires. Les conditions
Li(u,v) € ggmiEaxm et Qu,v) € e3mz&an
sont donc nécessairement remplies pour tout entier naturel n. On en déduit 'expression
2L (1, 0) Lo, 0) Q(u,v) = y? + 22[27

wr(e,m) = Tim 274 { (u,0,2,4,1) € (2/27)° ‘ 24 (u,0), 2 [y, 1)
nes Li(u,v) € egmiEn, Qu,v) € e3mszEan

On sait que 2 /t car sinon on aurait y? + 2*> = 0[2] mais puisque 2 1 (y, z,t), alors 2 ne
pourrait dviser (y, z) et donc y? + 22 serait congru & 2 et non 0 modulo 2. On a donc
Ly (u,v) Lo (u, v)Q(u,v) = y* + 22[27]
wrlem) = Tim 279771 (w0, 5) € (Z/2°2) | 24 (u,0)
nes Lz(u, U) & 6imi82n, Q(U, U) € €3m352n
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comme ci-dessus car ¢(2") = 2"l Et en utilisant Sp(A4,2") = 2" sous les bonnes
conditions, on obtient comme ci-dessus

BT —2n n 2 'f (U, U)
wa(e, m) = 2 " {(u’ v) € (Z/2'2)° | Li(u,v) € egmi€an,  Q(u,v) € e3mzEon }

Noter ici qu’il n’y a pas besoin d’extraire selon la valuation p-adique et qu’on a une
dépendance en les deux variables € et m.

Intéressons-nous a présent a la densité archimédienne. Grace a la symétrie du probleme,
on peut se restreindre a y > 0 et z > 0 et donc

w(em) =2 lim 1 / dudvdtdy
oAy B—+oo Blog(B) Jp 2\/t2L1(U, ) Ly (u, v)Q(u, v) — y?

ol on a utilisé une forme de Leray en paramétrant en z de sorte que I'inverse du jacobien
soit (22)71 car

22 = tle (U, U)L2(Ua U)Q(“’? U) - yQ’

et ou

D = {(u,v,y,t) €ER* | (u,v) € /B/tRe, 0<y <t\/Li(u,v)Llo(u,v)Q(u,v), 1<t< B},
ol
Re={x€R* | max(|zy],|z2]) <1 et & Li(x)>0, eolo(x)>0, e3Q(x)>0}.

En utilisant la formule

VAL qn .
/0 VA—22 2
on obtient
o 1 B
Woo(€, m) = 3 Blirfoo W(B)/l dt/ . dudv.
Or,
/ dudv = EVOI(RE)
VETiR t
donc

Woo(€, m) = gvol(Re),

qui ne dépend que de € et pas de m. Réinjectant cette expression, on obtient 1’égalité

cx = Y vol(Re) x [ [wy(e, m), (3.1)

eex
meM

ouon a Re = Re253(1).
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3.2 Vers la validation de la conjecture de Peyre

3.2.1 Transformation de la constante ¢

On revient dans cette section a l'expression de la constante ¢y obtenue grace au
Théoreme 6 que l'on met sous une forme similaire a celle de c¢x en (3.1). On réécrit
cette constante ¢y sous la forme

7T2 m)rolm Tm ' gt ! T
&= Z pm) (m)go (m) Z vol (R°V*23(1)) Z p(dydy) p(dy) x (dydydsy) X

meD e €{—1,+1} d,d’eN?
e1e2e3=1 m=dydads,d’'|H
/ / / / /
/’l’(kl)lu(k2)l’b<k3)lu(k4)/"t(k5) 0,81782,63<e E d d/ k k/)
E: E: Fw(ka) 9w (ks)tw(k)+w(kz)tw(ks)  * et D by
k‘4k1k:/1| ng(Azg,m) k:4k‘5k:é| ng(Alz,m)
kakokl| ged(A1z,m) kskf| ged(A12,did))
k4]€4’1‘ ng(ng(Alz,Alg,A23),m)
ol
< #i(e)
£1,E2,E / AN £1,€2,E / /
o2 (e, B d, d kK) = Y =50 e, Bod. d kK e).
e=1

On rappelle qu’on a

oE1E2E3 (e7 E, d, d/, k, k/, 6) — H 0-21,82753 (e, :E)7 Cl7 d/’ k, k/, e)

p

avec

3 vi+ve+vs N1 N2 Ns.
£1,€2,E ! / o X(p> X(p) ! p(p P oD 7L1,eaL2,e;Qe)
o515 (e, B, d, d k, K, €) = (1——p ) > T

veNs

ou N; = max(v,(e;) + v, vp(E;)) sip > 2 et

0_51,62,63(67E’d’d17k’ k/, 6) —4 IIIE 2—271# {X c (Z/2HZ)2 ' eL’L<X) € ei€i(€2n } ‘
n—+00

Puisque chaque terme 05> (e, E, d, d’, k, kK, ¢) ne dépend que de v,(e) car dans p(p™*, p™2, p™3; Ly ., Ly
p?©) L, et de méme pour @) avec du p*»), on peut écrire

on a des conditions du type p'Vi

0?,82,83 (e’ E,d, d/, k, k/) = H 0211;22’53 (e, E.d, d/, k, k,)
p

Soit dans un premier temps p > 2. On a alors un facteur eulérien donné par

3 (=D* (, _ x(p) ’ 3 X(p) 2t p(p™ p™e pMe Ly e, Lo e, Q)
ka p p2(N1+N2+N3)

0<k<1 veNs

ce qui donne

(1 _ X(p)>3 (Z x(p)r et p(ph phe pNei Ly, Lo, Q) ) x(p)”*”*”sp(le,pNz,pN%Ll,p,Lz,pva)> .
P

p2(N1+N2+N3) p2(N1+N2+N3+1)

veNs veEN3
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On a vu que pour k < Nj + Ny + N3, les conditions ne dépendant que la congruence
modulo pM+N2FNs (cf preuve du Théoréme 2), on a

N;

N- N Ns.
,O(p 17p2(j\;pNSy []/VI;L% Q) — p*2(N1+N2+N3+1)#{X - (Z/pN1+N2+N3+1Z)2 |
P 1+N2+N3

L;(x), pN3|Q(X)}‘

p

Et enfin, en effectuant le changement de variable x’ = px dans

2 .
p(™N, p™2 p™ Ly, Loy, Q) = #{x € (Z/p™+7z)" | pNiLi(px), p™Q(px)},

on obtient

2 .
p(p™, p™, ™5 Ly, Loy, Q) = #{x € (Z/p™ Tt NsH1Z)™ | pli

Finalement, on aboutit a I’expression suivante

1/1+V2+V3 N1 N2 N3 1 T
0i}é€2’83(e,E,d,d’,k,k’):(1— ) ZX p(p YD 5D L, 27@)

(N1+N2+N3+1)
veNs

Li(x), p™Q(x), plx}.

ou

- t : 2 .
pp™, p™, p" Ly, Ly, Q) = #{x € (2/p™ 7)™ | pMLi(x), pMIQ(X), p fx}.
Traitons alors le cas p = 2. On obtient un facteur eulérien

. —2n nrz\2 Lz(x) € 6161?52" _ o9—2(n+1) nry\2 ZLZ(X) € 61162'52"
4nll>r-ir-loo (2 # {X < (Z/2 Z) ‘ Q(X) S 635352n } 2 # X< (Z/2 Z> QQQ(X) S 63€3€2n

et ensuite

Ll(X> ~ 61'81'5271
075> (e, E,d,d' k, K) =4 lim 27"#{ x € (2/2"Z) ‘ Q(x) € e3e3lan
2

n—-+o0o /{/X

par le méme raisonnement.

On écrit alors ¢y sous la forme

co = Z vol(Re)co(e, m).
me
On décompose la somme sur d’ en une somme sur m € M et une somme sur ¢ dans
un ensemble que l'on va préciser dans un instant. Tout d’abord, la présence du terme
w(d)dy)p(dy) implique qu’on peut restreindre la somme aux d; sans facteur carré et tels
que (d},d,) = 1. De plus, si on examine attentivement comment on a obtenu ’expression
de N(B) dans la section 2.1.2, on a exprimé

r(PLy (u, v) L (u,0)Q" (u, )

a I'aide de la formule d’éclatement avec quatre entiers donnée par le Lemme 27. On peut

donc supposer que
P2LT (u,0) L (1, 0) Q' (u,0)) £ 0
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sinon on a une contribution nulle & la somme et donc a la constante. On a donc comme
ci-dessus que pour les nombres premiers p = 3[4], on a nécessairement

vp(Ly (w,0)) + vp(L3 (u,v)) + vp(Q " (u, v)) = 0[2].
De plus, la formule nous fournissait

pi(didads) p(dydy) p(ds) x (dr dadsdy dydy)
c(d,d’, Ly(u,v), Ly (u,v), Q(u,v))

PP ) L (0@ ) = 55 Y

d,d’en3
d1d2d3\n4,did9d;€\ni

(L) (L (o) QT (w )\
dydld dod, d dsd, d, dydyds )

On peut également restreindre la sommation aux d’ tels que

LT LT +
. 1(1/6,31) . 2(1/@3)) (9 (TIL,ZJ) £0.
Dans un tel cas, on a nécessairement, puisque d; € D (et donc tous ses facteurs premiers
sont congrus a 1 modulo 4), que

vp(Li (u, v)) = wp(dyds) (2], wp(Ly (u, ) = wp(didy)[2] et 14(Q7 (u,v)) = vp(dyd5)[2].
Le fait que d} et dj soient sans facteurs carrés donne que v,(dsds) € {0, 1,2} et le fait que

di|Aj avec {i,7,k} = {1,2,3} implique que dhd;|A12A15. O peut alors écrire dyd); sous
la forme d,d = c;my avec

Cl fry H pyp(dédé) H p2
pldydy p=114] Pl p=3{4]v, (dy ) =02]

car v,(dydy) = 0[2] implique que v,(dyds) = 0 ou 2 et ot pour p = 1[4}, on a v,(dyd}) =1
ou 2, et

my = 11 pllATE, AT

pldyds,p=3[4],vp (dyd3)=1[2]

puisque la condition v,(dyds) = 1[2] implique ici que v,(dhd;) = 1. De méme, on peut
écrire dydy = comy avec

o= [ @ 11 2

pld; dy.p=1[4] pld; i p=3[4] vy (d} dy)=0[2]

et
ms = 11 PIIATS, A3,
pld} dy,p=3[4],vp(d; d3)=1[2]
Enfin, le fait que (d},d,) = 1 implique que d|d, est sans facteur carré et donc on peut
écrire dyd, = c3ms avec
=[] sliag. A
pldydy,p=1,2[4]
et
my = 11 PIIATS, A3,

pld dy,p=3[4],vp(d}d3)=1[2]
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La condition
V(L7 (u,0)) + v(L3 (u,0)) + 1(Q " (u, v)) = 0[2]

implique comme précédemment que si p|m;, il existe un unique indice iy parmi j et k
tel que ptmio. On a donc bien que (mq,mg,m3) = 1 et que mymgms est un carré, ainsi
m € M. A tout d’ qui donne une somme non nulle et donc une constante non nulle, on peut
associer m € M et ¢ comme ci-dessus. Les (cq, ¢2, ¢3) ne sont pas nécessairement premiers

sc sc nsc nsc],

entre eux mais c3|[AfG, AsS], ensuite co = 2105, avec c21|AGAS; et oo [ATE, ALY
tandis que ¢; = ¢ 1¢3 5 avec

Sc sc nsc nsc
112 12875 et c1al] 1,25 1,3]'
De plus, on doit avoir cs|cica. On voit également que

m1m2 — (m17m2)2

ms

miZHPHp-

pl(mi;m;)  pl(mimg)

car

Enfin, on pose ¢3 = ¢31 ce qui est cohérent puisque (dy,dy) =1, et on a bien ¢35 = 1. On
examine a présent les propriétés vérifiées par les ¢; = (¢11,¢21,¢31). On a les relations
de divisibilités explicitées ci-dessus et on a vu qu’ils n’étaient pas nécessairement premier
entre eux dans leur ensemble. En revanche, on a que c¢; 1c21¢3,1 est un carré. En effet, on
a

€1,1C2,1C3,1 = H pQ(VP(d&)JFVp(d/z)JFVp(dg))'

! gl g/
pldydydy
p=1,2[4]

On pose donc

C={cr e N’ | 1287505, 12075455, ¢31(2[A7%, ASS],  V/ericaics: € N},

et la discussion qui précede montre que c; € C. Passons a une conséquence de ces con-
ditions. Montrons que nécessairement cs1|cq 121 (en fait le résultat est vrai pour toute
permutation des indices sous ces hypotheses) et méme que

w = (01,17 02,1)2.
3,1

On démontre le résultat pour trois entiers a, b et ¢ dont le produit est un carré et dont
les valuations p-adiques ne dépassent pas 2 pour a et b et pas 1 pour ¢ comme c’est le cas
pour un triplet ¢; € C. On écrit alors

a:sz‘aiv b:Hpii et b:Hpi%’
Pi Dbi pi

avec a;, B; < 2 et v, < 1. On a a; + B; + v = 0[2] par hypothese et on peut se restreindre
aux premiers p; tels que «; + 5; + v; > 2. Ainsi
i+ B =7 >2(1—7v) >0

ce qui montre bien que c|ab. Si 7; = 0, alors la valuation du quotient est de «; + [3; mais
a; + B; > 2 et sous les hypotheses, a; + 3; + v < 4 donc «; + 5; +v; = 2 ou 4. Dans le
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premier cas, on a nécessairement «; = ; = 1 (en fait on a nécessairement que si pl¢; il
divise au moins un des autres ¢; donc (0,2) ou (2,0) est exclu) et donc

@i + B — v = 2= 2min(ay, B),
et de méme dans le second cas o; = 3; = 2 et
a; + Bi — 7 = 4 = 2min(ay, 5).

Supposons alors v; = 1, dans ce cas les conditions donnent que a; + 5; = 1 ou 3. Dans le
premier cas, on a par exemple, a; =0 et §; =1 et

a; + Bi — i = 0= 2min(«;, B;),
et enfin lorsque «o; + 3; = 3, on a par exemple a; =1 et §; =2 et
a; + Bi —vi = 2 = 2min(q;, 5;)

ce qui achéve bien de montrer que (ab)/c = (a,b)?. Notons que ce résultat s’applique
également aux m € M. Intéressons-nous maintenant aux co = (c1,9,¢22). Soit p divisant

c12 ou on rappelle que
Ci2 = H b-

pl(dh,db)
p=3[4]

Alors, par définition c¢;3|(me, m3) et de méme coo|(my,m3) ou il n'y a pas égalité en
général. De plus, par construction (c12,m;) = 1 et (c22,m2) = 1 et en particulier
(€12, C€22) = 1. De la relation

’ 2 2 2
C31M3ds” = €11C21C) 9C 91 M,
on tire d’apres ce qui précede 1'égalité
!
dy = (m1,mz)(c11, c21)C12022.

On déduit alors de d|dj et d,d; I'expression

d — ma C21
01,2(7711, mz) (01,1, 02,1)

ou le fait que (c12,m1) = 1 implique bien que ¢y 2(my, m2)|ms et de maniere analogue

my C1,1

02,2(77”&1, mz) (01,1, 02,1) '

dy =

On a donc que réciproquement, la donnée de m € M, ¢; € C et de ¢y € D((mg, m3)) X
D((my, m3)) donne un triplet d’ qui convient. La correspondance étant univoque, puisque
par exemple si

dls = (m1,ma)(C11,C21)C12C22 = (mf, m'g)(clu, 0'2,1)0/1,20/2,2

on a en regardant les décompositions en facteurs premiers les égalités (¢} 1, ch 1) = (c1,1,¢2,1)
et (m},my) = (my,ma), €5 = 12 €t cap = ¢4 5. Les égalités de d) et d; donnent alors que
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c11 =y et ¢y, = coq et donc ¢y = c3 grace a l'expression de ¢z en fonction du produit
de c11 et coq et de leur pged. On a alors

my m)

Ca2(m1, ma) 0/2,2(7”,17 ms)

mais on déduit de (m},m))c] o¢h o = (M1, ma)c1 2C22 que cela implique 1'égalité

— =
Ci2 Cig
et de méme /
— =2
C22 Gy

On a donc m} = my et mj = my et on en déduit mz = mj. On a donc montré

¥-Yy ¥

meM c1€C caeD((ma,m3))xD((m1,m3))

Il est a noter qu'on aura peut étre des termes nuls parce que les hypotheses sur les
sommes de droite ne permettent pas de déduire a priori que d;|A; ;. On remplace ainsi les
dépendances en d’ dans la constante

ost<2% (e, B, d, d', k, k)

en remplacant les dgd;- par leurs expressions en fonction des m, c; et ¢y, et on remplace

de méme dans
H(didé) = p(cs1)p(ms)

et
(dy) = p((ma, ma))p((crs c21))p(crz) p(ca2)

et
x(dydy x dz) = x(ms)x((m1, m2))x(c12)x(ca2)

puisque x((c11,c21)) = x(c3) = 1. Cela permet donc d’écrire

co = Z vol(Re) X co(e, m)

ees

meM
2 lm)ro(m)i!(m)

T w(m)ro(m)e'(m
Co(E, m) = ? Z m Z X
meD dens
m=djdgdg
> > ez, ) p(m) p((ma, ma)) (e, ea,1))p(er2) p(ez,2)x (ms) x ((ma, ma))x(e1,2)x(c2,2) x
c1€C c2€D((ma2,m3))xD((m1,m3))
pu(ky) k) () p (k) p(ks) e, e e
Z Z w(ka) Qw(ks)+w(ki)+w(kz)+w(ks) o (e’ E.dd.kk )

kak1k]|gcd(Az,3,m) kakzkl| gcd(Ar,2,m)
kakokl| ged(A1,3,m) kskl| ged(Arz,did))

kak}| ged(ged(Aq,2,A1,3,A2 3),m)
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Intéressons-nous alors a

o2 (e, B d,d' k, k)
lorsque p = 1[4]. On rappelle qu’on a

V1+V2+V3 Nt No pNs. 1 T
Ui}p’€2783<e,E,d,d/,k, k/) — ( p ) Z X ,0(]9 P 5D 7 L, 27@)

(N1+N2+N3+1)
veN3

avec INV; = max(v,(e;) + vy, vp(E;)) ol
e1 = didydy, ey = dodidy et ez = dsdyd,
et
By = [dydyd, kakokly, kakskly, ki, dikskl],  Es = [dad,dl, kakio k), kakky, kaky, dokskl]

et
FEs = [dgd'ldg, k;4k;1k:’1, k:4k:2k§, k4kf1].

Avec la somme sur >, | et o, on va avoir
= dic1,163 = dy9,163 t es=d
€1 = A1C11C oMy, €2 = U2C21Cy oMM €L €3 = A3C3,11M3
et
/ / / / / / / /
El = [617 k4k2k27 k4k3k37 k4k47 d1k5k5]7 E2 = [627 k4k1k17 k4k3k37 k4k47 d2k5k5]

et
E3 = [63, k’4k’1]€/1, k4k32]{3;, k?4]€£1]

D’apres notre choix des p considérés, on va avoir

£1,E2,€: / N = gf1e2:83 (! R '
0‘*,1p2 3(eaE7d7d;k7k)_g*}p2 3(e’E7d7m’C17c2’k7k)

ou
6/1 = dlcl,l 612 = dQCQ’l et eg = d3C3’1
et
Bl = (€}, kakokh, kakskyy, kikly, dikskl],  Eby = [eh, kaki k', kakskl, kyk), dokskt]
et

E:,z = [eé, k4k51k17 k4k2k§7 k4kﬁl],

puisque v,(e;) = vp(el) et v,(E;) = v,(EY). En enlevant les dépendances inutiles, on obtient

O-i,lg;emag’ (ev E7 d7 dlu k7 k,) - U*,p(e/, d, E,, Cq, k7 k,) =

( ) ZX (p)rrtretvsp(pht pNe, pNs; Ly, Ly, Q)

2(N1+N2+N3+1)
veNs

avec N; = max(v,(e}) + v, vp(EY)).
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On passe désormais a ’étude analogue pour les nombres premiers p = 3[4]. De la méme
facon on pose
2 /" 2 "
=diciogmy €y = daCyomy et €3 = dzmg

et
E” = [61, k4k2k2, k4]€3]{7é, ]{74]{74, k5l€/] E// = [62, k’4k’1]€/1, k’4]€3]€é, k4]{74, k5/€/]

et
E” = [63, kaky k’l, k4k:2k:2, k:4k4]

de sorte que v,(e) = v,(e;) et v(EY) = v,(E;). Mais, on sait que les kf, k; pour i < 4 et
d; divisent m € D donc les facteurs premiers qui interviennent dans leurs décomposition
sont congrus a 1 modulo 4 tandis que kskf|csms = d)d), de sorte que 'on peut remplacer
les e et les E! par

ef =clymy e =c5,my et ef =m;y

et
E/l — [ell kSkg] E// — [6//, k5k/] et E// — e//

puisqu’on a toujours v,(e!) = v,(e;) et v,(EY) = v,(E;). Ainsi, en supprimant & nouveau
les dépendances inutiles, on obtient

O_i}I;EQ’E3 (ea E7 d7 dl) k7 k/) = U*,p(e//a EH? C27 m? <k57 k/{:’)) =

2(N1+N2+N3+1)

( ) ZX (p)rrtvetys p(pht pN2e phs: Ly, Ly, Q)
veN3

avec N; = max(v,(e!) + v, v,(EY)) ce qui est indépendant des k, k' et d.

De la méme fagon, on obtient que (la condition = 2¢[2¢72] ou x27» = 1[4] ne dépend que
des premiers congrus a 3 modulo 4 et de ceux qui ne sont pas au carré) donc

0';12’82,63 (e7 E) d) d/7 k, k/> _ O_i712,€2763 (m)

avec
LZ(X) € mi€i52n
oi5%(m) =4 lim 27"#{x € (Z/QnZ)z Q(x) € mzez&an
’ n——+o0 9 XX

3.2.2 Stratégie pour valider la conjecture de Peyre

On pose alors

_ 3 > p (k1) k) k) () p (k) g :
Vi(d,er) = 3w (k) 9w (ks ) tw(ky ) +w(ka)+w(ks) H orp(€’ d, B e, kK,
k4k1k'1|gcd(A23,m) k4k3ké‘ ng(Alg,m) p21[4]
k4k2k};| ng(Alg,}m) k?5k7g| ng(Alz,Cg)

kak)| ged(ged(Ar2,A13,A23),m)
puis
Vi(m, cy) = > [T oon(e” B co,m, (s, kL))
kskl| ged(A12,m3) p=3[4]
et enfin

1
‘/2(67 m, C2> = _gfle2es

47 %P (eﬂv C2, m)
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de sorte qu’on ait

2

m
co(e,m) = pu(ms)p((ma, ma))x (ms)x((m1, me)) - > p(c12)p(c2,2) x(c1,2) X
CQGD((mQ,mg))X'D((m1,m3))

m)rim t m
(eaa)Vale m)Va(m, e0) 37 AOUDEUD) S S e (e ean) Vil ).

meD den3 c1eC
m=dqdods

Mais mg est sans facteur carré et tous ses diviseurs premiers sont congrus a 3 modulo 4
donc

x(ma3)p(ms) = (—1)2w(m3) =1
et de méme
p((ma, me))x((m1, m)) =1
et
perz)x(erz) = p(ca2)x(co2) = 1.
Par conséquent, on a

co(e, m) = %Vg(s,m) D Va(m, cs)x

CQED((MQ,MS))XD((ml,mg))

m)rim f m
Z lm) im)gp (m) Z Z plesn)p((ers ca1))Va(d, cr).

meD deN3 c1eC
m=d; dyds

La stratégie pour conclure a la validation de la conjecture de Peyre est alors, suivant [18]
et [26], de décomposer cy(e, m) sous la forme

cole,m) = H ¢y(e, m)

p

et d’établir que pour tout nombre premier p, on a c¢,(e,m) = w,(e,m). Cependant, a
I’heure actuelle, il reste un certain nombre de complications techniques a régler du fait que
la formule d’éclatement en quatre entiers, et par conséquent le systeme de représentants
des classes d’isomorphie de torseurs universels choisis, soient plus compliqué. Il est a noter
qu’on aurait probablement facilité cette partie du travail si on avait fait le passage aux
torseurs de maniere plus théorique comme dans [18].
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Conclusion

Pour conclure, on rappelle que le traitement de la conjecture de Manin sur les surfaces
de Chatelet Y2 4+ Z? = f(X) dépend du type de factorisation du polynome et que tous
les cas possibles sont listés ci-dessous.

(i) P = LiLyL3Ly, oules L; sont des formes linéaires de Q[X|;

(i) P = Ly1L2Q oules L; sont des formes linéaires, et () une forme quadratique irréductible
sur Q mais réductible sur Q[i] ;

iii) P = L1 L,Q oules L; sont des formes linéaires, et () une forme quadratique irréductible
j

sur Qi) ;

(iv) P = LC, ou L est une forme linéaire, et C' est une forme cubique irréductible sur
Q;

v) P = (0102, ou les Q; sont des formes quadratiques irréductibles sur @, mais dont

(v) : j q q :

I'une au moins est réductible sur Q[i] ;

(vi) P = Q1Q2 ou les @); sont des formes quadratiques irréductibles sur Q[i] ;
(vii) P est irréductible sur Q, mais est réductible sur Q[i] ;
(viii) P est une forme irréductible sur QJi].

La méthode générale par les torseurs universel et 1'utilisation de la géométrie des nombres
a travers le Lemme 8 est commune a tous les types de factorisation. Ce sont les outils de
théorie analytique des nombres qui varient d’un cas sur I'autre. Ensuite, tous les cas pour
lesquels une forme linéaire apparait dans la factorisation de f donnent lieu a des méthodes
similaires a celles développées dans ce rapport, méme si chaque cas donne évidemment
lieu a des spécificités et des complications techniques particulieres. Ils sont traités dans
[21], [24], [18] et dans ce rapport. Les cas vi) et vii) sont traités dans [26] et font appel a
des outils assez différents et notamment a la fonction A de Hooley tordue par un caractere
([25] et [40]). Dans chacun des cas, mis a part le cas iii) traité dans ce rapport, la conjec-
ture de Peyre a été vérifiée. Pour terminer le programme de recherche sur les conjectures
de Manin, puisque les cas ii), v) et vii) peuvent étre considérés comme dégénérés, il reste
a 'auteur a terminer les investigations en cours afin de valider la conjecture de Peyre dans
ce dernier cas également.

Enfin, on peut citer que la question de la conjecture de Manin sur les surfaces de
Chatelet Y2 — aZ? = f(X) avec a > 0 ou encore une tentative de généralisation des
méthodes utilisées ici a des variétés fibrées en coniques pourraient ultérieurement con-
stituer des pistes de recherche tres intéressantes.
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