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4.5 Compĺement: composantes connexes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

5 Espaces Complets 29
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8 Approximation des fonctionsà valeurs dans un espace vectoriel de dimension finie 41

8.1 Introduction et notations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

8.2 Th́eor̀emes d’approximation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41
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16.4 Syst̀emes lińeaires d’ordre 2̀a coefficients ŕeels . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 140

3



17 Equations différentielles 143
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1

Espaces Ḿetriques

Ces notes constituent un résuḿe de notions usuelles. Les définitions eténonćes sont donńes en d́etail. Les d́emonstrations de
nombreuses affirmations, entre autre de celles préćed́ees du signe♠ sont laisśees au lecteur. Le signe� indique la fin d’une
démonstration.

1.1 Espaces ḿetriques

1.1.1 Distance

DEFINITION 1.1.1
Soit X un ensemble non vide. On appelle distance surX une applicationd : X × X → R vérifiant les trois propríet́es
suivantes:

(1) ∀x, y ∈ X, d(x, y) > 0 etd(x, y) = 0⇔ x = y

(2) ∀x, y ∈ X, d(x, y) = d(y, x)

(3) ∀x, y, z ∈ X, d(x, z) 6 d(x, y) + d(y, z) (inégalit́e triangulaire).

On appelle espace ḿetrique un couple (X,d) oùX est un ensemble non vide etd une distance surX.

De (3), on d́eduit

(4) ∀x, y, z ∈ X, |d(x, z)− d(y, z)| 6 d(x, y)

EXEMPLE 1.1.1
1. R ouC muni de la distanced(z, z′) = |z − z′|. Sauf mention explicite du contraire, on considérera toujoursR ouC

muni de cette distance.

2. La droite nuḿerique achev́eeR = R ∪ {−∞,+∞} peutêtre munie d’une distanced(x, y) = |arctanx− arctan y|, en
convenant de poserarctan(−∞) = −π/2 etarctan(+∞) = π/2

3. SoitX un ensemble quelconque ayant au moins deuxéléments ; l’applicationeX : X×X → R définie pareX(x, x) = 0
pour toutx eteX(x, y) = 1 si x 6= y est une distance surX que l’on appelera distance discrète.

1.1.2 Boules

DEFINITION 1.1.2
Soit (X,d) un espace ḿetrique,r un ŕeel positif eta ∈ X.

On appelle boule ouverte de centrea et de rayonr l’ensembleB(a, r) = {x ∈ X | d(a, x) < r}.

On appelle boule ferḿee de centrea et de rayonr l’ensembleB′(a, r) = {x ∈ X | d(a, x) 6 r}

On appelle sph̀ere de centrea et de rayonr l’ensembleS(a, r) = {x ∈ X | d(a, x) = r}.
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On notera que sir = 0,B(a, 0) = ∅ etB′(a, 0) = S(a, 0) = {a}.

1.1.3 Sous espaces ḿetriques

Soit (X,d) un espace ḿetrique,Y un sous ensemble non vide deX. La restrictiondY ded àY × Y définit une distance surY .
Le couple(Y, dY ) est appeĺe le sous espace métriqueY deX. En pratique, on notera encored au lieu dedY la distance ainsi
définie surY .

Si a ∈ Y , la boule ouverte (resp. ferḿee) de centrea et de rayonr dans l’espace ḿetriqueY est l’intersection avecY de la
boule ouverte (resp. ferḿee) de centrea et de rayonr dansX: BY (a, r) = B(a, r) ∩ Y .

1.1.4 Parties borńees

♠ Soit (X,d) un espace ḿetrique non vide etA une partie non vide deX. Les propríet́es suivantes sontéquivalentes:

1. ∃a ∈ X, ∃r > 0, A ⊂ B(a, r)

2. ∃a ∈ X, ∃r > 0, A ⊂ B′(a, r)

3. ∀a ∈ X, ∃r > 0, A ⊂ B(a, r)

4. ∀a ∈ X, ∃r > 0, A ⊂ B′(a, r)

5. La restriction ded àA×A est majoŕee.

On dit qu’une partie non videA est borńee si elle v́erifie l’une (et donc les cinq) propriét́es ci dessus. SiA est une partie borńee
non vide, le diam̀etre deA est diam(A) = sup

x,y∈A
d(x, y). Par convention, la partie vide est bornée.

1.1.5 Distance d’un pointà une partie

Soit (X,d) un espace ḿetrique,A une partie non vide deX et x ∈ X. On appelle distance dex à A, le nombre
d(x,A) = inf

y∈A
d(x, y).

SiA etB sont deux sous ensembles non vides deX, la distance deA àB est le nombred(A,B) = inf
(x,y)∈A×B

d(x, y). On a

doncd(x,B) = d({x} , B).

Attention! Ceci n’est pas une distance sur l’ensemble des parties non vides deX.

1.1.6 Fonctions lipschitziennes

DEFINITION 1.1.3
Soient (X,d) et (Y ,d′) deux espaces ḿetriques etf une application deX dansY . Si k est un ŕeel positif, on dit quef est
k-lipschitzienne si∀x, x′ ∈ X, d′(f(x), f(x′)) 6 kd(x, x′).

On dit quef est lipschitzienne si il existe unk > 0 telle quef soitk-lipschitzienne.

♠ La compośee de deux applications lipschitziennes est lipschitzienne.
♠ SiA est une partie non vide d’un espace métrique(X, d), l’applicationx→ d(x,A) est 1-lipschitzienne.

1.1.7 Distanceśequivalentes

DEFINITION 1.1.4
Soit X un ensemble non vide etd et δ deux distances surX. On dit qued et δ sont équivalentes (on précise quelquefois
fortementéquivalentes) si il existe des réels positifsa et b tels qued 6 aδ et δ 6 bd.
Il revient au m̂eme de dire qu’il existe des réels strictement positifsk etk′ tels quekδ 6 d 6 k′δ.
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♠ Deux distancesd et δ surX sontéquivalentes ssi les applicationsIdX : (X, d) → (X, δ) et IdX : (X, δ) → (X, d) sont
lipschitziennes.

♠ La relationd estéquivalentèa δ est une relation d’équivalence sur l’ensemble des distances surX.

♠ Soit (X ′, d′) un espace ḿetrique etd et δ deux distanceśequivalentes surX. Alors f : (X, d)→ (X ′, d′) est lipschitzienne
si et seulement sif : (X, δ)→ (X ′, d′) est lipschitzienne.

1.1.8 Espaces produits

Soientp un entier,p > 2, (Xi, di), 1 6 i 6 p, p espaces ḿetriques etX = X1 ×X2 × ∙ ∙ ∙ ×Xp.

Pourx = (x1, x2, ∙ ∙ ∙ , xp) ety = (y1, y2, ∙ ∙ ∙ , yp) dansX, on d́efinit

D1(x, y) =
i=p∑

i=1

di(xi, yi); D2(x, y) =

√
i=p∑

i=1

di(xi, yi)2 et D∞(x, y) = sup
16i6p

di(xi, yi).

D1,D2 etD∞ sont des distances surX qui sontéquivalentes. On a en effetD∞ 6 D1 6 pD∞ etD∞ 6 D2 6
√
pD∞.

Soit, pour chaquei, Fi ⊂ Ei et F = F1 × ∙ ∙ ∙ × Fp. Notonsδi la distance induite surFi pardi. Sur l’espace produitF ,
on dispose des distancesΔ1, Δ2, etΔ∞ fabriqúesà partir desδi comme lesD1, D2, etD∞ à partir desdi. Les distances
Δ1, Δ2, etΔ∞ sontégales aux distances induites parD1, D2, etD∞ surF ⊂ E.

♠ Les projectionsx = (x1, ∙ ∙ ∙ , xp)→ xi sont alors lipschitziennes pour chacune des distances ci dessus.

♠ Soit (X,d) un espace ḿetrique. Lorsqu’on munitX ×X de l’une quelconque des distances définies ci dessus, l’application
d : X ×X → R est lipschitzienne.

1.2 Topologie d’un espace ḿetrique

Soit (X,d) un espace ḿetrique.

1.2.1 Ouverts

DEFINITION 1.2.1
On dit qu’un sous ensembleΩ deX est ouvert si∀a ∈ Ω, ∃r > 0, B(a, r) ⊂ Ω.

♠ Toute boule ouverte est un ouvert.

♠ SiΩ ⊂ X, les trois propríet́es suivantes sontéquivalentes:

1. Ω est ouvert.

2. ∀a ∈ Ω, ∃n ∈ N∗, B(a, 1
n
) ⊂ Ω

3. Ω est ŕeunion de boules ouvertes.

THEOREME 1.2.1
SoitO = O(X, d) ⊂ P(X) la famille des ouverts de l’espace métrique (X,d).

1. O est stable par réunion quelconque.(i.e. toute réunion d’ouverts est un ouvert).

2. O est stable par intersectionfinie.(i.e. toute intersectionfinie d’ouverts est un ouvert).

3. ∅ etX appartiennent̀aO . (L’ensemble vide et l’espace tout entier sont ouverts).

Remarque: On appelle topologie sur un ensembleX toute famille de parties deX vérifiant les propríet́es 1), 2) et 3). Ainsi, la
donńee d’une distance surX définit une topologie surX.

Attention. Il est faux qu’une intersection quelconque d’ouverts soit un ouvert.
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THEOREME 1.2.2
Deux distanceśequivalentesd et δ sur l’ensembleX définissent la m̂eme topologie. Autrement dit, sid et δ sontéquivalentes,
on aO(X, d) = O(X, δ).

Preuve

Il suffit de montrer queδ 6 kd⇒ O(X, δ) ⊂ O(X, d) puis d’́echanger les rôles ded etδ . SoitΩ ∈ O(X, δ). On veut montrer
queΩ est un ouvert pour la topologie définie pard. C’est le cas siΩ = ∅. Sinon, soita ∈ Ω. PuisqueΩ ∈ O(X, δ), il existe
ρ > 0 tel queBδ(a, ρ) ⊂ Ω où Bδ(a, ρ) est la boule ouverte de centrea de rayonρ pour la distanceδ. L’in égalit́e δ 6 kd
implique l’inclusionBd(a, ρ/k) ⊂ Bδ(a, ρ) On en d́eduit queBd(a, ρ/k) ⊂ Ω. �

Attention . La réciproque est fausse. Deux distances sur le même ensembleX peuvent d́efinir la même topologie sanŝetre
équivalentes.

Exercices:

1. Pourx, y ∈ R, on poseδ(x, y) = inf (|x− y| , 1). Montrer queδ est une distance surR, qu’elle d́efinit la même
topologie que la distance usuelle, mais qu’elle n’est paséquivalentèa cette distance.

2. La topologie deR consid́eŕe comme sous espace métrique de l’espace ḿetriqueR = (exemple 1.1.1 ) est la topologie
usuelle.

3. SiX est un ensemble quelconque munie de la distance discrèteeX (définie exemple 1.1.1) toutes les parties deX sont
ouvertes. On a doncO(X) = P(X) ; la topologie ainsi d́efinie s’appelle la topologie discrète surX.

1.2.2 Ferḿes

DEFINITION 1.2.2
Une partieF deX est ferḿee si son complémentaireF c = X \ F est ouvert.

Du théor̀eme 1.2.1 on d́eduit imḿediatement :

THEOREME 1.2.3
Une intersection quelconque de fermés est un ferḿe. Une ŕeunionfinie de ferḿes est un ferḿe. ∅ etX sont ferḿes.

♠ Toute boule ferḿee, toute sph̀ere, tout singleton est une partie fermée.

1.2.3 Voisinages

DEFINITION 1.2.3
SoitA une partie quelconque deX. On appelle voisinage deA toute partieW deX qui contient un ouvert contenantA.

SiW etW ′ sont deux voisinages deA, W ∩W ′ en est un. Sia ∈ X, on appelle voisinage dea tout voisinage deA = {a}.
On noteraV(a) l’ensemble des voisinages dea.

THEOREME 1.2.4
Soit (X, d) un espace ḿetrique etΩ une partie deX. Ω est ouvert si se seulement si il est voisinage de chacun de ses points.

preuve
SoitΩ un ouvert; six ∈ Ω, Ω contient un ouvert (Ω lui même) contenantx, doncΩ ∈ V(x). Réciproquement, supposons que
Ω soit voisinage de chacun de ses points et montrons queΩ est ouvert. Soita ∈ Ω ; il existe un ouvertU tel quea ∈ U et
U ⊂ Ω. CommeU est ouvert, il existe unr > 0 tel queB(a, r) ⊂ U ⊂ Ω. Finalement, pour touta ∈ Ω, il existe unr > 0 tel
queB(a, r) ⊂ Ω ce qui prouve queΩ est ouvert.�

THEOREME 1.2.5
♠ Soient(X, d) un espace ḿetrique,a ∈ X etV(a) l’ensemble des voisinages dea. On a

1. ∀V ∈ V(a), a ∈ V
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2. ∀V ∈ V(a), ∀W ⊂ X, V ⊂W ⇒W ∈ V(a)

3. V(a) est stable par intersection finie.

4. SoitV ∈ V(a) . Il existeU ∈ V(a), U ⊂ V tel que∀x ∈ U, U ∈ V(x)

On appelle système fondamental de voisinages dea (ou base de voisinages dea ) tout sous ensembleV0(a) deV(a) tel que,
pour toute partieW deX on ait l’équivalenceW ∈ V(a)⇔ ∃U ∈ V0(a) U ⊂W .

Par exemple, l’ensemble des boules ouvertes (resp. fermées) de centrea et de rayon1/n (n entier naturel strictement positif)
est un syst̀eme fondamental de voisinages dea.

THEOREME 1.2.6 (Séparation)
Soienta eta′ deux points distincts de l’espace métrique(X, d). Il existe un voisinageV dea et un voisinageV ′ dea′ tels que
V ∩ V ′ = ∅. On dit que la topologie deX est śepaŕee.

preuve
PrendreV = B(a, r/2), V ′ = B(a′, r/2) où r = d(a, a′).

1.2.4 Topologie d’un sous espace

Soit (X, d) un espace ḿetrique etY une partie non vide deX. Y est un espace ḿetrique (comme sous espace deX, c.f. 1.1.3).
Les ouverts (resp. les ferḿes)deY sont les intersections avecY des ouverts (resp. des fermés) deX.
Prouvons le pour les ouverts ; on sait que pour touta ∈ Y on aBY (a, r) = B(a, r) ∩ Y . On en d́eduit facilement que siU
est un ouvert deX alorsU ∩ Y est un ouvert deY . Montrons la ŕeciproque ; soitW un ouvert deY que l’on peut supposer
non vide ; soitx ∈ W ; il existe r > 0 tel queBY (x, r) ⊂ W . NotonsBx = B(x, r) de sorte queBx ∩ Y ⊂ W . Soit
Ω =

⋃
x∈Y Bx ; c’est un ouvert deX et on aW = Ω ∩ Y . �

De même, sia ∈ Y et siW ⊂ Y , W est un voisinage dea dansY si et seulement si il existe un voisinageV dea dansX tel
queW = V ∩ Y .

1.2.5 Topologie produit

Soientp un entier,p > 1, (Xi, di)16i6p p espaces ḿetriques etX = X1 × ∙ ∙ ∙ × Xp. Les trois distances usuelles (§1.1.8)
surX sont équivalentes donc définissent la m̂eme topologie, apelée topologie produit. SoitΩ ⊂ X et a ∈ Ω. Ω est un
voisinage dea pour la topologie produit si et seulement si il exister > 0 tel queBD∞(a, r) ⊂ Ω, ce qui revient̀a dire que
B1(a1, r)× ∙ ∙ ∙ ×Bp(ap, r) ⊂ Ω, ou encore qu’il existe des voisinagesVi deai dansXi tels queV1 × ∙ ∙ ∙ × Vr ⊂ Ω. Comme
la notion de voisinage dansXi ne d́epend que de la topologie deXi, on voit que la notion de voisinage dansX ne d́epend que
de ces topologies, ce qui justifie le nom de topologie produit donnéeà la topologie deX.

Plus ǵeńeralement, une notion qui ne dépend que de la topologie deX (et non de la distance définissant cette topologie) est
dite topologique. Le fait pour un sous ensemble deX d’être ferḿe, par exemple, est une notion topologique. Par contre, le fait
pour un sous ensemble d’être borńe d́epend de la distance (cf exercice 1 du§1.2.1). On dit que c’est une notion métrique.

SoientFi ⊂ Ei pouri = 1, ∙ ∙ ∙ , p etF = F1 × ∙ ∙ ∙ × Fp ⊂ E. Il résulte de 1.1.8 queF consid́eŕe comme sous espace deE a
la même topologie queF consid́eŕe comme produit desFi.

1.3 Sous ensembles d’un espace métrique

1.3.1 Intérieur

DEFINITION 1.3.1
Soient(X, d) un espace ḿetrique,A ⊂ X. On dit qu’un pointa ∈ X est int́erieuràA si A est un voisinage dea. Ce qui
revientà dire qu’il existe unr > 0 tel queB(a, r) ⊂ A.
On appelle int́erieur deA et on noteÅ l’ensemble des points intérieursàA.

PROPOSITION 1.3.1
L’int érieur deA est le plus grand ouvert (au sens de l’inclusion) deX contenu dansA. En particulierA est ouvert ssiA = Å.
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preuve
Soit a intérieuràA et r > 0 tel queB(a, r) ⊂ A ; la bouleB(a, r) est un ouvert donc voisinage de chacun de ses points.
Donc toutx deB(a, r) est int́erieuràA, soitB(a, r) ⊂ Å. Ceci prouve que que l’intérieur deA est un ouvert deX. SiU est
un ouvert deX contenu dansA, par d́efinition tout point deU est int́erieuràA doncU ⊂ Å. Å est donc le plus grand ouvert
contenu dansA.

Attention! Ecrire ”le plus grand ouvert” ayant telle propriét́e (ici contenu dansA) nécessite de montrer que ce plus grand
ouvert existe. La d́emonstration ci dessus prouve entre autres choses cette existence. On peut aussi montrer directement cette
existence de la manière suivante: d’une part il existe des ouverts contenus dansA (l’ensemble vide) et d’autre part la réunion de
tous les ouverts contenus dansA est encore un ouvert contenu dansA et c’est manifestement le plus grand (pour l’inclusion).

1.3.2 Adh́erence

DEFINITION 1.3.2
Soient(X, d) un espace ḿetrique etA ⊂ X. On dit que le pointa ∈ X est adh́erentàA si tout voisinage dea rencontreA.
On apelle adh́erence deA et onnoteA l’ensemble des points adhérents̀aA.

On a donca ∈ A ⇐⇒ (∀V ∈ V(a), V ∩A 6= ∅) ⇐⇒ (∀r > 0, ∃x ∈ A, d(a, x) < r).

PROPOSITION 1.3.2
L’adhérence deA est un ferḿe et c’est le plus petit ferḿe contenantA. En particulierA est ferḿe ssiA = A.

preuve
SoitU = X\A. Il s’agit de montrer queU est ouvert. Soitx ∈ U . Par d́efinition,x n’est pas adh́erentàA donc il exister > 0
tel queB(x, r) ∩ A = ∅. Si y est un point quelconque deB(x, r), B(x, r) est un voisinage dey qui ne rencontre pasA. Par
conśequenty /∈ A; autrement ditB(x, r) ⊂ U , ce qui prouve queU est ouvert doncqueA est ferḿe. Il estévident queA ⊂ A.
DoncA est un ferḿe contenantA. Enfin, soitF un ferḿe contenantA. Si x /∈ F , l’ouvertX\F est un voisinage dex qui ne
rencontre pasA, doncx /∈ A et par conśequentA ⊂ F .

PROPOSITION 1.3.3
♠ SoitA une partie d’un espace métrique(X, d). OnaA = {x ∈ X|d(x,A) = 0}.

Attention! L’adhérence de la boule ouverteB(a, r) est contenue dans la boule ferméeB′(a, r). Mais dans un espace métrique
quelconque on n’a pas l’égalit́e en ǵeńeral. Par exemple, soitX = Z muni de la distance induite par celle deR. La boule
ouverte de centre 0 et de rayon 1 est le singleton{0} qui est ferḿe (comme tout sigleton dans un espace métrique). Son
adh́erence est donc elle m̂eme. Mais la boule ferḿee de centre 0 de rayon 1 estB′(0, 1) = {−1, 0, 1} 6= B(0, 1) = {0}.

PROPOSITION 1.3.4
♠ Soient(X, d) un espace ḿetrique,A ⊂ X, B = X \A. On aB̊ = X\ A et B = X\Å

PROPOSITION 1.3.5
SoientA etB deux parties d’un espace métrique(X, d). On a :

(1)
˚︷ ︸︸ ︷

A ∩B = Å ∩ B̊ et Å ∪ B̊ ⊂
˚︷ ︸︸ ︷

A ∪B

(2) A ∩B ⊂ A ∩B et A ∪B = A ∪B

preuve

(1) L’int érieur deA ∩B est un ouvert contenu dansA donc dans l’int́erieur deA et dansB donc dans l’int́erieur deB ; par

conśequent
˚︷ ︸︸ ︷

A ∩B ⊂ Å∩ B̊. Inversement,̊A∩ B̊ est un ouvert (intersection de deux ouverts) contenu dansA et dansB

donc dansA ∩B. D’où Å ∩ B̊ ⊂
˚︷ ︸︸ ︷

A ∩B.

De même, l’int́erieur deA (resp. deB) est un ouvert contenu dansA ∪B ; doncÅ ∪ B̊ ⊂
˚︷ ︸︸ ︷

A ∪B

10



(2) résulte de la proposition préćedente, ou peut faire l’objet d’une démonstration directe.

Remarque

On n’a pas, en ǵeńeral, l’égalit́e entre
o

A∪
o

B et

o
︷ ︸︸ ︷
A ∪B ni entreA ∩B etA ∩B. Un exemple est donné parX = R,A = Q et

B = R \Q. L’int érieur deA et celui deB sont vides, alors que l’intérieur deA∪B estR. D’autrepart,A ∩B = ∅, alorsque
A = B = R

DEFINITION 1.3.3
Soit (X, d) un espace ḿetrique,A ⊂ X. On appelle frontìere deA, et on note Fr(A) ou∂A l’ensembleA ∩X −A.

Un pointx est dans la frontière deA si et seulement si tout voisinageV dex contient des points appartenantàA et des points
n’appartenant pas̀aA. La frontière deA est un sous ensemble fermé deX.

DEFINITION 1.3.4
Soit (X, d) un espace ḿetrique,A ⊂ X. On dit queA est partout dense dansX siA = X.
Plus ǵeńeralement, siB ⊂ A ⊂ X, on dit queB est dense dansA siA ⊂ B.

A est partout dense dansX si et seulement si tout ouvert non vide deX rencontreA.

EXEMPLE 1.3.1
Q etR \Q sont denses dansR.

DEFINITION 1.3.5
Soit (X,d) un espace ḿetrique,A ⊂ X Un pointa deX est un point d’accumulation deA si tout voisinage dea rencontre
l’ensembleA \ {a}. Un point d’accumulation deA est donc ńecessairement adhérentàA.
Un pointa deA est dit isoĺe dansA si il existe un voisinageV deA tel queV ∩A = ∅.

♠ Soita ∈ X. a est un point isoĺe deA si et seulement sia ∈ A eta n’est pas un point d’accumulation deA.

♠ a est un point d’accumulation deA si et seulement si pour tout voisinageV dea, l’ensembleV ∩A est infini.

♠ L’ensembleA′ des points d’accumulation deA est un ensemble ferḿe et onaA = A ∪A′.

1.4 Suites dans un espace ḿetrique

1.4.1 D́efinition, suites extraites

Si X est un ensemble quelconque, une suite d’éléments deX est une applicationu : N → X. On noteun = u(n) ou aussi
u = (un)n>0.
Etant donńee une suiteu d’éléments deX, une sous suite (ou suite extraite) deu est une suitev de la formev = u ◦ϕ oùϕ est
une applicationN→ N, strictement croissante.ϕ est donc une suite strictement croissante d’entiers naturels.
Si on notenk = ϕ(k), on avk = uϕ(k) = unk . Toute sous suite d’une sous suite deu est une sous suite deu.

Remarque importanteSiϕ : N→ N est une application strictement croissante, on a pour toutk ∈ N, ϕ(k) > k.

EXEMPLE 1.4.1
Si u est une suite, les suites(vp = u2p)p>0 et (wp = u2p+1)p>0 sont des suites extraites deu.

1.4.2 Limites, valeurs d’adh́erence

DEFINITION 1.4.1
Soit (X, d) un espace ḿetrique,u une suite d’́eléments deX et λ ∈ X. On dit que la suiteu converge versλ si pour tout
voisinageV deλ il existe un entierN tel queun ∈ V pourn > N . Il revient au m̂eme de dire queun appartient̀aV sauf pour
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un nombre fini d’indices.
On dit que la suiteu est convergente si il existe unélémentλ, appeĺe limite deu tel queu converge versλ.
Doncλ est limite deu si et seulement si

∀ε > 0, ∃N ∈ N, ∀n ∈ N, n > N ⇒ d(un, λ) < ε

♠ Si une suite est convergente, sa limite est unique. (utiliser le théor̀eme 1.2.6). On peut doncécrireλ = limun.
♠ Si une suiteu converge versλ, toute sous suite deu converge aussi versλ.
♠ Toute suite convergente est bornée.
♠ Si les suites(u2p) et (u2p+1) ont une m̂eme limiteλ, la suiteu converge versλ.

DEFINITION 1.4.2
Soit (X, d) un espace ḿetrique,u une suite d’́eléments deX et λ ∈ X. On dit queλ est valeur d’adh́erence de la suiteu si
pour tout voisinageV deλ et tout entier naturelN il existe un entiern > N tel queun ∈ V .
Cela revient̀a dire que pour tout voisinageV deλ, il existe une infinit́e d’entiersn tels queun ∈ V .
λ est valeur d’adh́erence de la suiteu si et seulement si

∀ε > 0, ∀N ∈ N, ∃n ∈ N, n > N etd(un, λ) < ε

Attention! Etant donńee une suiteu, on peut consid́erer l’ensembleA0 des termes de la suite. Il faut prendre gardeà ne pas
confondre un point adh́erentàA0 et une valeur d’adh́erence de la suiteu. Cette dernìere notion fait intervenir l’application
u : N→ X alors que la première ne fait intervenir que l’ensembleu(N). On a en fait :

PROPOSITION 1.4.1
Soit (X, d) un espace ḿetrique,u une suite d’́eléments deX. Posons, pourp entier,Ap = {un;n > p}. L’ensemble des
valeurs d’adh́erence de la suiteu est

⋂

n>0
An.

En effet,λ est valeur d’adh́erence deu si et seulement si pour toutn et toutV voisinage deλ on aV ∩ An 6= ∅, c’està dire si
et seulement si pour toutn , λ ∈ An.

Exercice
Soit λ une valeur d’adh́erence de la suite(un). On suppose queλ /∈ A0 = {un, n > 0}. Montrer queλ est un point
d’accumulation deA0. Inversement, siλ est un point d’accumulation deA0 (appartenant ou noǹa A0), λ est une valeur
d’adh́erence de la suite.

PROPOSITION 1.4.2
Soit (X, d) un espace ḿetrique,u une suite d’́eléments deX etλ ∈ X. λ est valeur d’adh́erence de la suiteu si et seulement
si il existe une sous suite de la suiteu qui converge versλ.

preuve
Soitλ une valeur d’adh́erence de la suiteu. On a donc :

(P ) ∀ε > 0, ∀N ∈ N, ∃n ∈ N, (n > N etd(un, λ) < ε)

On va construire par récurrence, une suite strictement croissante d’entiers(nk) telle qued(unk , λ) <
1
k+1 pour toutk. En

appliquant la propríet́e (P) avecε = 1 , etN = 0, on obtient un entiern0 tel qued(un0 , λ) < 1. Supposons d́etermińes des
entiersnk pour0 6 k 6 p tels quen0 < n1 < ∙ ∙ ∙ < np etd(unk , λ) <

1
k+1 pour0 6 k 6 p. On applique (P) avecε = 1

p+2

etN = np + 1. On obtient un entiernp+1 > np tel qued(unp+1 , λ) <
1
p+2 . La suite(un)n>0 ainsi construite est extraite de

la suiteu et converge versλ.
♠ Réciproquement, si il existe une suite extraite deu qui converge versλ, λ est valeur d’adh́erence deu.

1.4.3 Suites de Cauchy

DEFINITION 1.4.3
Soit (X, d) un espace ḿetrique,u une suite d’́eléments deX. On dit que la suiteu est une suite de Cauchy si elle vérifie la
propríet́e suivante:

∀ε > 0, ∃N ∈ N, ∀p, q ∈ N, (p > N et q > N)⇒ d(up, uq) < ε
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ce qui s’́ecrit aussi, de manièreéquivalente et plus facilèa manipuler

∀ε > 0, ∃N ∈ N, ∀p, q ∈ N, p > N ⇒ d(up, up+q) < ε

Toute suite convergente est de Cauchy.
Toute suite de Cauchy est bornée.

DEFINITION 1.4.4
On dit que l’espace ḿetrique(X, d) est complet si toute suite de Cauchy d’éléments deX est convergente.

Les propríet́es des espaces complets serontétudíees ult́erieurement.

1.4.4 Caract́erisation de l’adhérence par les suites

THEOREME 1.4.1
Soit (X, d) un espace ḿetrique,A une partie deX eta ∈ X. Le pointa est adh́erentàA si et seulement si il existe une suite
(xn) de points deA qui converge versa.

preuve
Supposonsa ∈ A. Pour tout entiern, l’ensembleB(a, 1

n+1 ) ∩ A est non vide. Choisissons un pointxn dans cet ensemble.
On obtient ainsi une suite de points deA telle qued(xn, a) < 1

n+1 , donc qui converge versa. Réciproquement, supposons
qu’il existe une suite(xn) de points deA convergeant versa. Pour toutr > 0, il existe un entierN tel qued(xn, a) < r pour
n > N . On a doncxN ∈ A ∩ B(a, r) ce qui prouve que cet ensemble est non vide. Ceciétant valable pour toutr > 0, on a
a ∈ A.

COROLLAIRE 1.4.1
Soit (X, d) un espace ḿetrique,A une partie deX. A est une partie ferḿee deX si et seulement si toute suite de points deA
qui converge dansX a sa limite dansA.

COROLLAIRE 1.4.2
Soit (X, d) un espace ḿetrique,A une partie deX et (xn) une suite de points deA. Toute valeur d’adh́erence de la suite(xn)
appartient̀a l’adh́erence deA.

1.5 Limites

DEFINITION 1.5.1
Soient(X, d) et (Y, δ) deux espaces ḿetriques. SoientA une partie deX, f : A → Y une application,a un point deX
adh́erentà A et λ un élément deY . On dit queλ est limite def en a si pour tout voisinageW deλ dans Y, il existe un
voisinageV dea dansX tel quef(V ∩A) ⊂W . Ce qui s’́ecrit aussi:

∀ε > 0, ∃η > 0, ∀x ∈ A, d(x, a) < η ⇒ δ(f(x), λ) < ε

La limite def ena si elle existe est unique ce qui justifie l’écritureλ = lim
x→a

f(x).

Remarque
Cette d́efinition appliqúeeàX = R, A = N, et a = ∞ qui est bien adh́erentàN lorsqu’onmunitR de la distance d́efinie
exemple 1.1.1 2 redonne la définition de la limite d’une suite.

Supposons queY soit un produit dep espaces ḿetriques(Yi, δi), muni d’une des distances définissant la topologie produit.
L’applicationf s’écrit f = (f1, ∙ ∙ ∙ , fp), où fi : A → Yi. Si λ = (λ1, ∙ ∙ ∙ , λp) ∈ Y , on aλ = lim

x→a
f(x) si et seulement si,

pour touti entre 1 etp , λi = lim
x→a

f(x).

THEOREME 1.5.1 ( Composition)
SoientX, Y etZ trois espaces ḿetriques,A une partie deX, B une partie deY , a un point deX adh́erentàA, b un point de
Y et c un point deZ. Soientf : A → Y et g : B → Z deux applications. On suppose quef(A) ⊂ B et quelim

x→a
f(x) = b.

Alors b est adh́erentàB. Si en outrelim
y→b

g(y) = c, on a lim
x→a

g ◦ f(x) = c .
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preuve

• Soit V un voisinage deb. Il existe un voisinageU de a tel quef(U ∩ A) ⊂ V . Commef(A) ⊂ B, on a en fait
f(U ∩A) ⊂ V ∩B. Puisquea est adh́erentàA, U ∩A est non vide, doncV ∩B est non vide, doncb ∈ B.

• Supposonslim
y→b

g(y) = c ; soitW un voisinage dec. Il existe un voisinageV deb tel queg(V ∩ B) ⊂ W . SiU est un

voisinage dea tel quef(U ∩A) ⊂ V , on ag ◦ f(U ∩A) ⊂W .

Si f et g sont des applications deA ⊂ X dansR ouC les th́eor̀emes usuels sur la limite d’une somme, d’un produit, d’un
quotient restent valables.

THEOREME 1.5.2 (Utilisation de suites)
Soient(X, d) et (Y, δ) deux espaces ḿetriques,A une partie deX, f : A→ Y une application eta un point deX adh́erentà
A. Alors f a une limite quandx tend versa si et seulement si pour toute suite(xn) de points deA convergeant versa, la suite
(f(xn)) converge dansY .

preuve
Si f(x) tend versλ quandx tend versa, il est imḿediat, par composition, que pour toute suite(xn) de points deA convergeant
versa, la suite(f(xn)) converge versλ.
Montrons maintenant la réciproque. On suppose donc que pour toute suite(xn) de points deA convergeant versa, la suite
(f(xn)) converge dansY .

• Soient(xn) et (yn) deux suites de points deA qui convergent versa. Alors lim f(xn) = lim f(yn).
En effet, d́efinissons une suite(zn) de points deA parz2p = xp et z2p+1 = yp. La suite(zn) converge versa donc la
suite(f(zn)) converge dansY . Les suites de termes géńerauxf(xn) = f(z2n) etf(yn) = f(z2n+1) sont extraites de la
suite(f(zn)) donc convergent vers la m̂eme limite.

• Notons d́esormaisλ cette limite commune, et montrons par l’absurde quelim
x→a

f(x) = λ. Si ceci est en d́efaut, il existe

un ε0 > 0 tel que pour toutη > 0 il existe unx ∈ A vérifiantd(x, a) < η et δ (f(x), λ) > ε0. En appliquant ceci avec
η = 1

n+1 , pourn ∈ N , on obtient un pointxn ∈ A tel qued(xn, a) < 1
n+1 et δ (f(xn), λ) > ε0. (xn) est une suite de

points deA qui converge versa et la suitef(xn) ne converge pas versλ. L’hypothèse quef ne tend pas versλ quandx
tend versa conduità une contradiction, donc elle est fausse.

1.6 Continuité. Continuité uniforme

DEFINITION 1.6.1
Soient(X, d) et (Y, δ) deux espaces ḿetriques etf : X → Y . On dit quef est continue ena ∈ X si lim

x→a
f(x) = f(a).

On dit quef est continue surX si elle est continue en tout point deX.

Si f est lipschitzienne, elle est continue.
Soit g une application deY dans un troisìeme espace ḿetrique; sif est continue ena et g en f(a), l’applicationg ◦ f est
continue ena.
Soient(Yi, δi) p espaces ḿetriques(i = 1, ∙ ∙ ∙ , p) et Y leur produit muni de l’une des trois distances usuelles définissant la
topologie produit. Les projectionsπi : Y → Yi sont continues. Une applicationf : X → Y est continue ena si et seulement
si lesp applicationsfi = π ◦ f : X → Yi sont continues ena.

THEOREME 1.6.1 (Caractérisation de la continuité en un point)
Soient(X, d) et (Y, δ) deux espaces ḿetriques etf : X → Y . f est continue ena ∈ X si et seulement si pour toute suite(xn)
de points deX convergeant versa, la suite(f(xn)) converge versf(a).

Résulte imḿediatement du th́eor̀eme 1.5.2.

THEOREME 1.6.2 (Caractérisation de la continuité globale)
Soient(X, d) et (Y, δ) deux espaces ḿetriques etf : X → Y . Les propríet́es suivantes sontéquivalentes:

1. f est continue surX.
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2. L’image ŕeciproque parf de tout ouvert deY est un ouvert deX.

3. L’image ŕeciproque parf de tout ferḿe deY est un ferḿe deX.

preuve

• (1)⇒ (2) SoitV un ouvert deY etU = f−1(V ). Soitx0 ∈ U . V est un voisinage dey0 = f(x0) etf est continue en
x0, donc il existe un voisinageW dex0 tel quef(W ) ⊂ V . On en d́eduitW ⊂ U ce qui prouve queU est un voisinage
dex0. U est voisinage de chacun de ses points, donc est ouvert.

• (2) ⇒ (1) Soit x0 ∈ X, y0 = f(x0) et V un voisinage dey0. Il existe un ouvertω deY tel quey0 ∈ ω ⊂ V . Par
hypoth̀eseU = f−1(ω) est un ouvert, contenantx0, donc un voisinage dex0 qui vérifie f(U) ⊂ V , ce qui prouve la
continuit́e def enx0.

• (2)⇔ (3) résulte de la relationf−1(Y \B) = X \ f−1(B) pour tout sous ensembleB deY .

Exercice
Montrer l’équivalence :f continue surX si et seulement si pour toute partieA deX f

(
A
)
⊂ f(A).

DEFINITION 1.6.2
Soient(X, d) et (Y, δ) deux espaces ḿetriques etf : X → Y . On dit quef est uniforḿement continue surX si

∀ε > 0, ∃η > 0, ∀x, x′ ∈ X, d(x, x′) < η ⇒ δ (f(x), f(x′)) < ε

Le point important́etant bien entendu que le réelη ne d́epend que deε (et def ) mais pas du pointx.
♠ Toute application lipschitzienne est uniformément continue.
♠ Une application uniforḿement continue est continue.
♠ La compośee de deux applications uniformément continues est uniformément continue.
♠ Si (xn) est une suite de Cauchy deX et sif est uniforḿement continue, la suite(f(xn)) est de Cauchy deY .

Remarque
La notion de continuit́e est une notion topologique ; celle de continuité uniforme n’est pas une notion topologique, mais une
notion ḿetrique qui d́epend essentiellement des distances utilisées.

Exercice
SoitY = Rmuni de la distance usuelle. SoitX = R∗+. On peut munirX de deux distances: la distanced1 induite par celle de
R : d1(x, x′) = |x− x′| et la distanced2 définie pard2(x, x′) = |x2 − x′2|. Vérifier que ceci d́efinit bien une distance surX.
Montrer que la topologie d́efinie par cette distance est la topologie usuelle. Soitf : X → Y l’applicationf(x) = x2. Montrer
que si on munitX de la distance usuelled1, l’applicationf n’est pas uniforḿement continue. Montrer que si on munitX de la
distanced2, f est uniforḿement continue.

1.7 Homéomorphisme

DEFINITION 1.7.1
Soient(X, d) et (Y, δ) deux espaces ḿetriques. On appelle hoḿeomorphisme deX surY toute bijectionf : X → Y telle que
f et la bijection ŕeciproquef−1 soient continues. Deux espaces métriques sont dits hoḿeomorphes si il existe un homéomor-
phisme de l’un sur l’autre.

La compośee de deux hoḿeomorphismes est un homéomorphisme. Soit(X, d) un espace ḿetrique. L’ensemble des homéo-
morphismes deX sur lui même, muni de la composition des applications est un groupe.
Soientd1 et d2 deux distances surX ; d1 et d2 définissent la m̂eme topologie surX si et seulement si l’application identique
IdX : (X, d1)→ (X, d2) est un hoḿeomorphisme.

Soitf est un hoḿeomorphisme de(X, d) sur(Y, δ).
L’applicationf∗ qui à une partieA deX associe la partief∗(A) = {f(x) ; x ∈ A} (not́ee habituellementf(A)) induit une
bijection de l’ensembleO(X, d) des ouverts deX sur l’ensembleO(Y, δ) des ouverts deY . De m̂eme pour l’ensemble des
fermés.
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2

Espaces vectoriels norḿes

Dans tout ce qui suitK désigne le corpsR des nombres réels ou celuiC des nombres complexes.

2.1 Espaces vectoriels norḿes

2.1.1 Norme et distance associée

DEFINITION 2.1.1
SoitE unK-espace vectoriel. On appelle norme surE une applicationn : E → R vérifiant

1. ∀x ∈ E, n(x) > 0 etn(x) = 0⇔ x = 0E

2. ∀λ ∈ K, ∀x ∈ E, n(λx) = |λ|n(x)

3. ∀x, y ∈ E, n(x+ y) 6 n(x) + n(y). (Inégalit́e triangulaire).

UnK-espace vectoriel norḿe (K-evn) est un couple(E,n) où E est unK-ev etn une norme surE. Soient(E,n) unK-evn
etF un sous espace vectoriel deE. La restrictionnF den àF est une norme surF , que l’on notera encoren sauf mention
expresse du contraire.(F, n) est un sous espace normé de(E,n).

Soitn une norme sur leK-evE. L’applicationd : E × E → R définie pard(x, y) = n(x − y) est une distance surE, dite
distance associéeà n. Muni de cette distanceE devient un espace ḿetrique, et est donc muni d’une topologie, qui sera dite
topologie de l’evn(E,n). Si (F, nF ) est un sous espace normé deE, la distance surF assocíeeà la normenF est la distance
induite surF par la distance deE. Muni de cette distance,F est donc un sous espace métrique deE.

2.1.2 Normeśequivalentes

DEFINITION 2.1.2
Deux normesn1 etn2 sur un m̂emeK-evE sontéquivalentes si il existe deux réelsa et b positifs tels que

∀x ∈ E, n1(x) 6 an2(x) et n2(x) 6 bn1(x)

Il revient au m̂eme de dire qu’il existe des réelsstrictement positifsk etk′ tels quekn1 6 n2 6 k′n1.

Les normesn1 etn2 sontéquivalentes si et seulement si les distances associées le sont.

2.1.3 Norme sur un produit

Soient(Ei, ni), 1 6 i 6 p, desK-evn etE = E1 × E2 × ∙ ∙ ∙ × Ep le K-ev produit. Six = (x1, . . . , xp) ∈ E , on d́efinit

N1(x) =
∑

16i6p
ni(xi), N2(x) =

√ ∑

16i6p
n2i (x) etN∞(x) = sup

16i6p
ni(xi). N1, N2 etN∞ sont trois normeśequivalentes

dont les distances associées sont les distancesD1, D2 etD∞ définies sur le produitE à partir des distancesdi assocíees aux
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normesni. (cf 1.1.8 ). Les topologies définies par ces trois normes sur le produit sont donc les mêmes.E muni d’une de ces
normes sera appelé produit des evnE.
Désormais on utilisera souvent le symbole‖ ‖ pour d́esigner une norme.

PROPOSITION 2.1.1
Soit (E, ‖ ‖) unK-evn.

• L’applicationE → R, x→ ‖x‖ est 1-lipschitzienne.

• Si on munitE × E d’une des normes produit, l’applicationE × E → E, (x, y)→ x+ y est lipschitzienne.

• Si on munitK× E d’une des normes produit, l’applicationK× E → E, (λ, x)→ λx est continue.

2.1.4 Exemples

1. SurR ouC l’application valeur absolue (ou module) est une norme.

2. SurRp (resp.Cp) on d́efinit les trois normeśequivalentes

‖x‖1 =
∑

16i6p

|xi|, ‖x‖2 =
√ ∑

16i6p

|xi|2 et ‖x‖∞ = max16i6p
|xi| (où x = (x1, . . . , xp))

La deuxìeme est la norme euclidienne (resp. hermitienne).

3. SoitX un ensemble non vide etE = B(X,C) l’espace vectoriel des fonctions définies surX, à valeurs dansC et
borńees. L’applicationf → ‖f‖∞ = sup

x∈X
|f(x)| est une norme surE appeĺee norme de la convergence uniforme.

4. SoitX = [a, b] un intervalle ferḿe borńe deR (a < b) etE = C ([a, b],C) leC-espace vectoriel des fonctions continues

surX à valeurs dansC . Soitf ∈ E. Posons‖f‖1 =
∫ b
a
|f(t)| dt, ‖f‖2 =

√∫ b
a
|f(t)2| dt et ‖f‖∞ = sup

a6t6b
|f(t)| . On

définit ainsi trois normes surE et ces normesne sont paśequivalentes. La premìere s’appelle norme de la convergence
en moyenne, la seconde norme de la convergence quadratique et la dernière norme de la convergence uniforme.

5. Soit l1(N ) l’ensemble des suitesx = (xn)n>0 de nombres complexes telles que la série
∑
|xn| converge. On d́efinit

une norme surl1(N ) en posant‖x‖ =
∑

n>0
|xn|.

2.2 Applications linéaires continues

THEOREME 2.2.1
SoientE etF deuxK-evn etf : E → F linéaire. Les propriét́es suivantes sontéquivalentes :

1. f est continue.

2. f est continue en0E .

3. Il existe un ŕeelc > 0 tel que∀x ∈ E ‖f(x)‖F 6 c ‖x‖E .

4. f est borńee sur la boule unité ferḿee deE.

5. f est borńee sur la sph̀ere unit́e deE.

preuve

• (2)⇒ (4): la continuit́e def en0E implique l’existence d’unr > 0 tel que∀z ∈ E, ‖z‖E 6 r ⇒ ‖f(z)‖F 6 1. Si x
est unélément deE tel que‖x‖E 6 1, z = rx vérifie‖z‖E 6 r, donc‖f(z)‖F 6 1 soit‖f(x)‖F 6 1/r.

• (5)⇒ (3) si f est borńee sur la sph̀ere unit́e deE il existek > 0 tel que∀z ∈ E, ‖z‖E 6 1⇒ ‖f(z)‖F 6 k . Six est
un élément deE non nul,z = x

‖x‖E
est de norme 1, donc‖f(z)‖F 6 k soit‖f(x)‖F 6 k ‖x‖E . Cette ińegalit́e subsiste

si x = 0.
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• Les implications(1) ⇒ (2), (4) ⇒ (5) sont triviales. Enfin,f étant lińeaire, (3) implique quef estc lipschitzienne et
en particulier continue. Donc(3)⇒ (1) et le th́eor̀eme est prouv́e.�

On noteraLc(E,F ) l’ensemble des applications linéaires continues deE dansF . C’est unK-ev .
Soientk > 0, f ∈ Lc(E,F ), B = {x ∈ E ; ‖x‖E 6 1}, etS = {x ∈ E ; ‖x‖E = 1}. Il résulte imḿediatement de la
démonstration pŕećedente que:

∀x ∈ B, ‖f(x)‖F 6 k ⇒ ∀x ∈ S, ‖f(x)‖F 6 k ⇒ ∀x ∈ E ‖f(x)‖F 6 k ‖x‖E ⇒ ∀x ∈ B, ‖f(x)‖F 6 k

On obtient donc l’́egalit́e des quatre nombres suivants:

sup
‖x‖E=1

‖f(x)‖F = sup
‖x‖E61

‖f(x)‖ = sup
x 6=0

‖f(x)‖F
‖x‖E

= inf {k > 0 ; ∀x ∈ E ‖f(x)‖F 6 k ‖x‖E}

THEOREME 2.2.2
L’application qui à f ∈ Lc(E,F ) associe|||f ||| = sup

‖x‖E=1
‖f(x)‖F est une norme surLc(E,F ). On a pour toutx ∈ E,

‖f(x)‖F 6 |||f ||| ∙ ‖x‖E et |||f ||| est la plus petite constante positivek telle que pour toutx ∈ E, ‖f(x)‖F 6 k ∙ ‖x‖E .

La deuxìeme affirmation ŕesulte de ce qui préc̀ede ; la preuve de la première est laisśee au lecteur.�

THEOREME 2.2.3
SoientE, F ,G, troisK-evn etf ∈ Lc(E,F ), g ∈ Lc(F,G) ; alorsg ◦ f ∈ Lc(E,G) et |||g ◦ f ||| 6 |||g||| ∙ |||f |||.

preuve
Soitx ∈ E. On a‖(g(f(x))‖G 6 |||g||| ∙ ‖f(x)‖F et‖f(x)‖F 6 |||f ||| ∙ ‖x‖E donc‖g ◦ f(x)‖G 6 |||g||| ∙ |||f ||| ∙ ‖x‖E , ce
qui avec le th́eor̀eme 2.2.2 prouve le résultat.�

On en d́eduit que siu ∈ Lc(E), on a pour toutn ∈ N∗, |||un||| 6 |||u|||n (où un = u ◦ u ◦ ∙ ∙ ∙ ◦ u︸ ︷︷ ︸
nfois

) et aussi|||IdE ||| = 1.

Application :́equivalence des normesOn sait que deux normeséquivalentes d́efinissent la m̂eme topologie. Nous allons main-
tenant prouver la réciproque(r éciproque qui est fausse pour les distances).

THEOREME 2.2.4
Deux normesN1 etN2 sur unK-evE sontéquivalentes si et seulement si elles définissent la m̂eme topologie surE.

preuve
(E,N1) et(E,N2) ont la m̂eme topologie si et seulement siIdE : (E,N1)→ (E,N2) est un hoḿeomorphisme, ce qui revient
à dire que cette application et son inverse:IdE : (E,N2)→ (E,N1) sont continues.
Or IdE : (E,N1) → (E,N2) est lińeaire; elle est continue ssi il existe une constante positiveb telle que, pour toutx ∈ E
N2(x) 6 bN1(x). De m̂eme,IdE : (E,N2) → (E,N1) est continue si et seulement si il existec > 0 telle que pour tout
x ∈ E, N1(x) 6 cN2(x) . D’où le th́eor̀eme.

2.3 Applications multilin éaires

THEOREME 2.3.1
SoientE1, ∙ ∙ ∙ , Ep, F (p + 1) K-evn etΦ : E1 × E2 × ∙ ∙ ∙ × Ep → F une applicationp-linéaire. On munit le produit
E1 ×E2 × ∙ ∙ ∙ ×Ep d’une quelconque des normes définissant la topologie produit. Les propriét́es suivantes sontéquivalentes:

1. Φ est continue .

2. Φ est continue en(0, ∙ ∙ ∙ , 0).

3. Il existeK > 0 tel que∀ (x1, . . . , xp) ∈ E1 × E2 × ∙ ∙ ∙ × Ep ‖Φ(x1, . . . , xp)‖ 6 K ‖x1‖E1 ∙ ∙ ∙ ‖xp‖Ep .

4. Φ est borńee sur le produit
i=p∏

i=1

B′Ei(0, 1) des boules unité ferḿees desEi .

♠ La preuve est analogueà celle du th́eor̀eme 2.2.1
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2.4 Exemples

1. SoitE = Kn muni de la norme‖x‖1 =
∑

16i6n
|xi| (où x = (x1, . . . , xn)) ; soitB = (e1, . . . , en) la base canonique de

E. SoitB∗ = (ε1, . . . , εn) la base deE∗ duale de la baseB. Soitϕ : E → K linéaire, et(λi)16i6n les coordonńees de
ϕ dans la baseB∗ de sorte queϕ(x) =

∑

16i6n
λixi pour toutx ∈ E.

On a|ϕ(x)| 6

(

max
16i6n

|λi|

)

‖x‖1.

Il en résulte queϕ est continue et que|||ϕ||| 6 max
16i6n

|λi|.

Si k est tel que|λk| = max
16i6n

|λi|, on a|ϕ(ek)| = |λk| =

(

max
16i6n

|λi|

)

‖ek‖ de sorte quemax
16i6n

|λi| 6 |||ϕ|||, d’où

l’ égalit́e.

Par conśequent, on aE∗ = Lc(E,K) et pourϕ =
∑

16i6n
λiεi on a|||ϕ||| = ‖(λ1, . . . , λn)‖∞.

2. SoitE = C ([a, b],R) l’espace vectoriel des fonctions continues de l’intervalle[a, b] dansR muni de la norme de la
convergence uniforme :‖f‖∞ = sup

t∈[a,b]
|f(t)|. Pourf ∈ E, on noteI(f) =

∫ b
a
f(t) dt. Alors I est une application

linéaire continue deE dansR et |||I||| = b− a.

3. SoientI un intervalle deR, etE l’espace vectoriel des fonctions continues surI et int́egrables ; pourf ∈ E, on pose
‖f‖1 =

∫
I
|f | ; ‖ ‖1 est une norme surE et pour cette norme l’applicationf →

∫
I
f est lińeaire continue de norme 1.

4. Soit(E,< >) un espace euclidien etJ : E → E∗ l’isomorphisme canonique:J(x) =< x, >. Si on munitE de la
norme euclidienne, toute application linéaire deE dansR est continue et l’isomorphismeJ est continu, de norme 1. En
fait c’est une isoḿetrie deE sur son dual : pour toutx ∈ E, on a‖J(x)‖E∗ = |||J(x)||| = ‖x‖E .
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3

Compacité

3.1 Définitions

DEFINITION 3.1.1
On dit qu’un espace ḿetrique(X, d) est compact si il possède la propríet́e suivante (Bolzano Weierstrass) :

(BW) Toute suite de points deX poss̀ede une valeur d’adhérence.

Une partieA d’un espace ḿetrique(X, d) est dite compacte si le sous-espace métrique(A, d) est compact.

DoncA est compacte si et seulement si de toute suite de points deA, on peut extraire une sous-suite convergente dansA (c’est
à dire une sous-suite convergente dansX dont la limite est dansA).

Exemples

1. Tout intervalle ferḿe borńe deR est compact.

2. Soient(xn)n>0 une suite convergente de points d’un espace métrique(Y, d), λ = limxn etX = {xn, n > 0} ∪ {λ}.
X muni de la distance induite par celle deY est compact.
preuve
Soit (uk)k>0 une suite de points deX. Distinguons deux cas.

• L’ensemble{uk ; k > 0} est fini. Il existe alors une suite extraite de la suite(uk)k>0 qui est une suite constante.

• L’ensemble{uk ; k > 0} est infini ; il existe alors une suite extraitevj = unj de la suite(uk)k>0 dont tous les
termes sont distincts. Montrons que cette suite extraite converge versλ. SoitV un voisinage deλ. Par hypoth̀ese,
il existe un entierN tel que pour toutn > N on aitxn ∈ V . Puisque tous lesvj sont distincts, il existe un entier
K tel que pourj > K ⇒ vj 6∈ {x0, ∙ ∙ ∙ , xN−1}. Alors, pour un telj, vj est soitλ, soit un desxn avecn > N ,
doncj > K ⇒ vj ∈ V .

On a donc montŕe que dans tous les cas la suite(uk)k>0 avait une valeur d’adh́erence dansY. �

Du dernier exemple on déduit, en utilisant 1.5.2 le résultat suivant important dans la pratique.

PROPOSITION 3.1.1
Soient(X, d) et (X ′, d′) deux espaces ḿetriques,f : X → X ′ une application.f est continue si et seulement si sa restriction
à tout compact deX est continue.

PROPOSITION 3.1.2
Tout espace ḿetrique hoḿeomorphèa un espace compact est lui même compact.

3.2 Propriétés

THEOREME 3.2.1
Toute partie compacte d’un espace métrique(X, d) est ferḿee et borńee.
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preuve
SoientY une partie compacte deX eta ∈ X.

• SupposonsY non borńe ; alors, pour tout entiern, il existe unyn ∈ Y tel qued(a, yn) > n. Toute suite extraite(ynk)k>0
vérifie alors∀k, d(a, ynk) > nk > k donc est non borńee et ne peut converger. Contradiction. DoncY est borńe.

• Montrons ensuite queY est ferḿe: soitz ∈ Y ; il existe une suite de points(yn) deY qui converge versz. Y étant
compact, cette suite possède une sous-suite(ynk)k>0 convergeant dansY ; or cette suite converge nécessairement versz,
doncz ∈ Y , ce qui prouve queY est ferḿe.�

THEOREME 3.2.2
Toute partie ferḿee d’un espace ḿetrique compact(X, d) est compacte.

preuve
SoitY une partie ferḿee deX compact. Soit(yn) une suite de points deY . C’est une suite de points deX compact, donc on
peut en extraire une sous-suite(ynk)k>0 convergeant vers unz ∈ X. Mais pour toutk, ynk ∈ Y , doncz = lim

k→∞
ynk ∈ Y , et

Y étant ferḿe,Y = Y . Donc de toute suite de points deY on peut extraire une sous-suite convergeant vers un point deY etY
est compact.�

COROLLAIRE 3.2.1
Une intersection de compacts est compact.

THEOREME 3.2.3
Soient(Xi, di), 1 6 i 6 p , p espaces ḿetriques compacts. L’espace métrique produitX =

i=p∏

i=1

Xi est compact. (Rappelons

qu’il est muni d’une des trois distanceD1 D2 ouD∞).

preuve(pourp = 2)
NotonsY et Z les deux espaces compacts etX = Y × Z. Soit (xn) = (yn, zn) une suite de points deX. PuisqueY est
compact, il existe une applicationϕ : N → N strictement croissante telle que la suitey ◦ ϕ =

(
yϕ(n)

)
n>0

converge vers
un élémenta ∈ Y . PuisqueZ est compact, de la suitez ◦ ϕ on peut extraire une sous-suite qui converge dansZ : il existe
ψ : N→ N strictement croissante telle que la suitez ◦ ϕ ◦ ψ converge vers uńelémentb ∈ Z. La suitey ◦ ϕ ◦ ψ extraite de la
suitey ◦ ϕ converge encore versa. Par conśequent, la suitex ◦ ϕ ◦ ψ extraite de la suitex converge vers(a, b) ∈ X.�

COROLLAIRE 3.2.2
Les compacts deRn ( resp. deCn ) (muni de l’une des trois normes usuelles) sont les fermés borńes.

preuve
Compte tenu du th́eor̀eme 3.2.1 il restèa montrer que les ferḿes borńes sont compacts. On munitRn de la norme‖ ‖∞. Soit
F un ferḿe borńe deRn. Il existea > 0 tel queF ⊂ B′(0, a) = [−a, a]n. D’après 1.2.5 le sous espace[−a, a]n deRn est
identiqueà l’espace produitn fois des[−a, a]. On sait que[−a, a] est compact, donc d’après le th́eor̀eme 3.2.3, il en est de
même de[−a, a]n. F est ferḿe contenu dans un compact donc est compact (théor̀eme 3.2.2). Enfin,Cn muni de la norme‖ ‖2
est isoḿetriqueàR2n muni de la norme‖ ‖2 .

En particulierD′ = {z ∈ C ; |z| 6 1} est compact.

THEOREME 3.2.4
Soit (Kn)n>0 une suite d́ecroissante de compacts non vides d’un espace métrique(X, d).

⋂

n>0
Kn est un compact non vide.

preuve
On sait qu’une intersection de compacts est compacte. Il resteà montrer que l’intersection considéŕee est non vide. Choisissons
pour chaquen un pointxn ∈ Kn. La suite(xn) est une suite de points du compactK0 donc elle admet une valeur d’adhérence
λ dansK0. Soit k → xnk une suite extraite convergeant versλ. Pour tout entierp, on a pourk > p, nk > np > p donc
xnk ∈ Kp. On en d́eduitλ ∈ Kp = Kp pour toutp, doncλ ∈

⋂

n>0
Kn.�
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3.3 Fonctions continues sur un compact

THEOREME 3.3.1
”L’image d’un compact par une application continue est compacte”. Plus préciśement, sif : X → Y est une application
continue entre deux espaces métriques(X, d) et (Y, δ), et siK est un compact deX, alorsf(K) est un compact deY .

preuve
Soit(yn) une suite de points def(K). Pour chaquen on peut choisir un antéćedent parf , xn ∈ K deyn. K est compact, donc
il existe une suite extraite(xnk)k>0 de la suite(xn) qui converge vers uńelémenta ∈ K. Alors, f étant continue au pointa,
on a lim

k→∞
f(xnk) = f(a) ∈ f(K). Donc la suite(ynk) extraite de la suite(yn) converge vers uńelément def(K).�

THEOREME 3.3.2
Une bijection continue d’un espace métrique compact(X, d) sur un espace ḿetrique(Y, δ) est un hoḿeomorphisme deX sur
Y ( etY est compact).

preuve
Soitf : X → Y une bijection continue deX surY . Il s’agit de montrer queg = f−1 est continue. On va montrer que l’image
réciproque parg de tout ferḿeF deX est un ferḿe deY . On ag−1(F ) = f(F ) ; or F est ferḿe dansX compact, donc est
compact (th́eor̀eme 3.2.2). Doncf(F ) est compact (th́eor̀eme 3.3.1) donc ferḿe (th́eor̀eme 3.2.1).

THEOREME 3.3.3
”Toute fonction nuḿerique continue sur un compact (non vide) est bornée et atteint ses bornes”.
Plus pŕeciśement, soient(X, d) un espace ḿetrique etf : X → R une application continue. SoitK un compact non vide de
X. Alors f est borńee surK et atteint ses bornes, i.e. :

∃ a, b ∈ K, f(a) = inf
x∈K

f(x), f(b) = sup
x∈K

f(x)

preuve
f(K) est un compact non vide deR donc un ferḿe borńe non vide;f(K) est borńe non vide donc possède une borne supérieure
M et une borne inf́erieurem ; f(K) étant ferḿe, ces bornes appartiennentàf(K).�

THEOREME 3.3.4
”Toute fonction continue sur un espace compact est uniformément continue.”
Si (X, d) est un espace ḿetrique compact et sif est une application continue deX dans un autre espace métrique(Y, δ) f est
uniformément continue surX.

preuve
On suppose le contraire : il existeε0 > 0 tel que∀η > 0, ∃ x, y ∈ X, d(x, y) < η et δ (f(x), f(y)) > ε0. Appliquons
ceci avecη = 1/n, pourn ∈ N∗. Il existe doncxn, yn ∈ X tels qued(xn, yn) 6 1/n et δ (f(xn), f(yn)) > ε0. De la suite
(xn) on peut extraire une sous-suite(xnk)k>0 convergeant vers uńelémenta ∈ X. Comme∀k, d(xnk , ynk) 6

1
nk
6 1

k
, on a

aussi lim
k→∞

ynk = a. Commef est continue ena, les suites(f(xnk)) et (f(ynk)) convergent toutes les deux versf(a), donc

δ (f(xnk), f(ynk)) tend vers 0, ce qui est contradictoire avecδ (f(xnk), f(ynk)) > ε0 pour toutk.�

3.4 Application aux espaces vectoriels norḿes de dimension finie

THEOREME 3.4.1
SoitE unK-ev de dimension finie. (K = R ouC) . Alors

1. Toutes les normes surE sontéquivalentes.E poss̀ede donc une unique topologie d’evn.

2. Pour cette topologie, les parties compactes deE sont les parties ferḿees borńees. De toute suite bornée deE on peut
extraire une sous-suite convergente

3. Si(F, ‖ ‖) est un autre evn, toute application linéaire deE dansF est continue.
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preuve

1. Préliminaire
On rappelle qu’il áet́e prouv́e (corollaire 3.2.2 ) que dansKn muni de la norme‖ ‖∞, les boules ferḿees sont compactes,
et que par conśequent, les compacts sont les parties fermées borńees.

2. Premìereétape
On va montrer que toute normep surKn estéquivalentèa la norme‖ ‖∞

• L’applicationp : Kn → R est continue lorsqu’on munitKn de la norme‖ ‖∞ .
En effet, soientx = (x1, . . . , xn) , y = (y1, . . . , yn) et (ei)16i6n est la base canonique deKn ;
on a0 6 p(x− y) 6

∑

16i6n
|xi − yi|p(ei) 6 C ‖x− y‖∞ où C =

∑

16i6n
p(ei) est une constante.

• L’ensembleS = {x ∈ Kn ; ‖x‖∞ = 1} est un ferḿe borńe de(Kn, ‖ ‖∞) donc est un compact de(Kn, ‖ ‖∞).

• L’applicationp : Kn → R continue sur le compactS est borńee et atteint ses bornes. Il existe donc des réelsa et b
et unélémentx1 ∈ S tels quea = inf

x∈S
p(x) = p(x1) > 0 et b = sup

x∈S
p(x). On a donc0 < a 6 b. Pour toutx non

nul deKn, on aa 6 p (x/ ‖x‖∞) 6 b soita ‖x‖∞ 6 p(x) 6 b ‖x‖∞ ; cette ińegalit́e reste valable six = 0, d’où
le résultat.

3. Deuxìemeétape
Deux normes quelconques surKn sontéquivalentes.
Cela ŕesulte de la premièreétape et du fait que l’équivalence des normes est une relation transitive.

4. Troisièmeétape
Deux normes quelconques surE sontéquivalentes. Soit(εi)16i6n une base deE. SoientN etN ′ deux normes surE.

Soitx = (x1, . . . , xn) ∈ Kn. On posep(x) = N

(
∑

16i6n
xiεi

)

etp′(x) = N ′
(
∑

16i6n
xiεi

)

. Commex→
∑

16i6n
xiεi

est un isomorphisme d’espaces vectoriels deE surKn, on v́erifie facilement quep et p′ sont deux normes surKn. Il
existe donc0 < a 6 b tels queap 6 p′ 6 bp. On en d́eduit∀v ∈ E, aN(v) 6 N ′(v) 6 bN(v) ce qui ach̀eve la preuve
du 1) du th́eor̀eme.

5. Démonstration des points 2 et 3
Les points (2) et (3) sont vrais dansKn muni de‖ ‖∞. Si p est une norme surKn elle estéquivalentèa‖ ‖∞ , donc (2)
et (3) sont vrais dans(Kn, p).

SoientN une norme surE, (εi)16i6n une base deE et p la norme surKn définie parp(x) = N

(
∑

16i6n
xiεi

)

(cette

norme d́epend du choix de la baseε deE). L’applicationh : x →
∑

16i6n
xiεi deKn surE est une isoḿetrie par

construction ; elle est donc continue ainsi queh−1. C’est donc un hoḿeomorphisme deKn surE. Une partieK deE
est compacte (respectivement fermée, borńee) dansE si et seulement sih−1(K) est compacte (respectivement fermée,
borńee ) dansKn muni dep. D’où la caract́erisation des compacts deE. D’autre part, une applicationϕ : E → F est
continue si et seulement siϕ ◦ h l’est. Or siϕ est lińeaire,ϕ ◦ h : Kn → F est aussi lińeaire, donc continue.

La preuve du th́eor̀eme suivant est laissée au lecteur.

THEOREME 3.4.2
SoientE1, ∙ ∙ ∙ , Ep p K-espaces vectoriels de dimension finie, etF un espace vectoriel norḿe quelconque. Toute application
p-linéaireΦ : E1 × ∙ ∙ ∙ × Ep → F est continue (pour l’unique topologie d’evn du produit).

3.5 Application: théorème de d’Alembert-Gauss

THEOREME 3.5.1
Tout polyn̂omeà coefficients complexes de degré au moinśegalà 1 poss̀ede une racine dansC.

preuve
SoitP (z) = anz

n + ∙ ∙ ∙ + a1z + a0 un polyn̂omeà coefficients dansC, de degŕen > 1. (an 6= 0). La d́emonstration se fait
en deux́etapes: dans un premier temps, on va prouver l’existence d’unz0 ∈ C tel que la fonctionz → |P (z)| ait un minimum
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enz0. Ensuite, on prouvera que siz0 est un minimum pour la fonctionz → |P (z)| , nécessairementP (z0) = 0. Dans cette
deuxìeme partie, nous utiliserons le fait que tout nombre complexe admet, pour tout entierp > 2 une racinep-ième. Ce ŕesultat
se prouvèa l’aide de la forme trigonoḿetrique des nombres complexes, autrement dit au moyen de l’exponentielle complexe.

1. Premìereétape: existence d’un minimum de la fonction|P |.

• Ecrivons pourz 6= 0

P (z) = anz
n

(

1 +

n−1∑

k=0

ak

an

1

zn−k

)

Le terme entre parenthèses tend vers 1 quand|z| tend vers l’infini et par conśequent|P (z)| tend vers l’infini avec
|z|. Il existe donc unR > 0 tel que

|z| > R⇒ |P (z)| > |P (0)|

• SoitK le disque ferḿe de centre 0 et de rayonR. K est compact, etz → |P (z)| est continue donc cette fonction
atteint son minimum surK en un pointz0 ∈ K. Pour toutz ∈ C, on a|P (z)| > |P (z0)|. En effet, ou bienz ∈ K
et cela ŕesulte de la d́efinition dez0, ou bienz 6∈ K et alors|z| > R, donc|P (z)| > |P (0)| > |P (z0)| car0 ∈ K.

2. Deuxìemeétape:P (z0) = 0.
Nous allons supposerP (z0) 6= 0 et montrer que cela conduità une contradiction.

• On se ram̀ene au casz0 = 0 etP (z0) = 1.

Consid́eronsQ(w) = 1
P (z0)

P (z0 + w). Q est un polyn̂ome de m̂eme degŕe queP et on voit que

|P (z0)| = inf
z∈C
|P (z)| ⇒ 1 = Q(0) = inf

w∈C
|Q(w)|

• On peutécrire

Q(z) = 1 + bpz
p +

k=n∑

k=p+1

bkz
k = 1 + bpz

p



1 +
k=n∑

k=p+1

bk

bp
zk−p



 avecbp 6= 0 etp > 1

Soit ζ une racinep-ième de−bp de sorte queQ s’écritQ(z) = 1− (ζz)ph(z) aveclim
z→0

h(z) = 1.

• On termine avec une technique de développement limit́e : consid́erons, pourt > 0 :

f(t) = Q

(
t

ζ

)

Il vient
f(t) = 1− tph1(t) avec lim

t→0
h1(t) = 1

On a :
|f(t)|2 = 1− 2tpRe (h1(t)) + t

2p|h1(t)|
2

Puisquep > 1, le troisìeme terme est ńegligeable devant le second lorsquet tend vers 0, de sorte que|f(t)|2 − 1
estéquivalent, quandt tend vers 0̀a−2tp (carRe (h1(t)) tend vers 1 quandt tend vers 0). Il en ŕesulte que pourt
suffisamment petit|f(t)|2 − 1 < 0, ce qui contredit le fait que le minimum du module deQ est 1.

L’hypothèseP (z0) 6= 0 conduità une contradiction, doncP (z0) = 0 et le th́eor̀eme est prouv́e.�

3.6 Compĺement : caract́erisation de Borel Lebesgue des compacts

NB: Ce paragraphe est hors du programme officiel du concours.

Soit (X, d) un espace ḿetrique. Un recouvrement ouvert deX est une famille d’ouverts(Ui)i∈I , (index́ee par un ensembleI
quelconque) telle queX =

⋃

i∈I
Ui

DEFINITION 3.6.1
On dit qu’un espace ḿetrique(X, d) poss̀ede la propríet́e de Borel-Lebesgue (B.L.) si de tout recouvrement ouvert(Ui)i∈I , de
X on peut extraire un recouvrement fini, i.e. il existeJ ⊂ I, J fini, tel queX =

⋃

i∈J
Ui.
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En passant aux complémentaires, on voit que la propriét́e (BL) estéquivalentèa la suivante (BL’) :

Soit (Fi)i∈I une famille de ferḿes deX . Si pour tout sous-ensemble finiJ deI l’intersection
⋂

i∈J
Fi est non vide, alors

⋂

i∈I
Fi

est non vide.

THEOREME 3.6.1
Soit (X, d) un espace ḿetrique.X est compact ssi il possède la propríet́e de Borel-Lebesgue.

preuve

1. SiX poss̀ede la propríet́e (BL), il est compact.
Soit (an) une suite d’́eléments deX. SoitAn = {ak ; k > n}. Si J est une partie finie deN, de plus grand́elémentm,
on a

⋂

i∈J
Ai = Am 6= ∅ car pour toutk on aAk+1 ⊂ Ak doncAk+1 ⊂ Ak. D’après (BL)’ l’intersection

⋂

n>0
An est non

vide, donc la suite(an) poss̀ede une valeur d’adhérence.X est compact.

2. SiX est compact, il possède la propríet́e (BL). SoitU = (Ui)i∈I un recouvrement ouvert deX.

(a) Nous allons d’abord montrer qu’il existe un nombreε > 0 (nombre de Lebesgue du recouvrementU ) tel que pour
toutx deX, il existe un indicei ∈ I tel queB(x, ε) ⊂ Ui.
Supposons le contraire. Alors, pour toutε > 0 il existex ∈ X tel que∀i B(x, ε) 6⊂ Ui. Appliquons ceci avec
ε = 1/n, n ∈ N∗. On obtient un pointxn tel que pour touti, B(xn, 1n ) 6⊂ Ui. De la suite(xn) on peut extraire
une suite(xnk) convergente. Soitλ sa limite.

PuisqueU est un recouvrement deX, il existej ∈ I tel queλ ∈ Uj . PuisqueUj est ouvert, il exister > 0 tel que

B(λ, r) ⊂ Uj . La suite(xnk)k∈N converge versλ. Choisissons un entierK tel qued(xnK , λ) <
r
2 etnK > 2r .

On a alors

B

(

xnK ,
1

nK

)

⊂ B

(

λ,
1

nK
+ d(λ, xnK )

)

⊂ B(λ, r) ⊂ Uj

ce qui est contrairèa l’hypoth̀ese. Le ŕesultat annonće est donc prouv́e par l’absurde.

(b) Fin de la d́emonstration
Supposons qu’il n’existe pas de recouvrement ouvert fini deX extrait deU . Soit x0 ∈ X. Il existe un indice
i0 ∈ I tel queB(x0, ε) ⊂ Ui0 . Par hypoth̀ese,Ui0 6= X, donc il existex1 ∈ X \ U0. Il existe un indicei1 tel
queB(x1, ε) ⊂ Ui1 ; par hypoth̀eseUi0 ∪ Ui1 6= X. De proche en proche, on construit une suite(xn) de points
deX et une suite(in) d’éléments deI tels queB(xk, ε) ⊂ Uik etxk 6∈

⋃

06j<k
Uij pour toutk entier. Il en ŕesulte

que pour tout couple(p, q) d’entiers distincts on ad(xp, xq) > ε. Donc, si(xnk)k>0 est une suite extraite de la
suite(xn) on a encorek 6= m ⇒ d (xnk , xnm) > ε. La suite(xnk)k>0 n’est pas de Cauchy, donc ne converge
pas. On a donc construit une suite(xn) n’admettant aucune valeur d’adhérence, ce qui entre en contradiction avec
la compacit́e deX. L’hypothèse ” il n’existe pas de recouvrement fini extrait deU ” conduit à une contradiction,
donc cette hypoth̀ese est fausse etX poss̀ede la propríet́e (BL).
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4

Connexité

4.1 Définition et propri étésélémentaires

THEOREME 4.1.1
SoitA une partie d’un espace métriqueX. Les propríet́es suivantes sontéquivalentes :

1. Les seules parties̀a la fois ouvertes et ferḿees deA sont∅ etA.

2. Il n’existe pas de partition deA en deux ouverts deA.

3. Il n’existe pas de partition deA en deux ferḿes deA.

4. Toute fonction continue surA à valeurs dans{0, 1} est constante.

DEFINITION 4.1.1
Une partieA qui vérifie l’une de ces propriét́es (et donc les quatre) est dite connexe.

Attention! Dans cette d́efinition, les ouverts et ferḿes sont des ouverts ou fermés deA pour la topologie induite. La propriét́e
(1) se traduit donc de la manière suivante : soitY une partie deA telle qu’il existe un ouvertO deX et un ferḿeF deX tels
queY = O ∩A = F ∩A ; alorsY = A ouY = ∅
De même (2) peut s’́ecrire ainsi: soientO1 etO2 deux ouverts deX tels queA ⊂ O1 ∪ O2 etA ∩ O1 ∩ O2 = ∅. Alors on a
A ∩O1 = ∅ ouA ∩O2 = ∅.

preuve
Leséquivalences entre (1), (2) et (3) sont triviales. NotonsE = {0, 1} muni de la distance induite par celle deR. {0} et {1}
sont ferḿes dansE. Supposons (3) v́erifiée; soitϕ : A→ E continue ; chacun des deux ensemblesϕ−1(0) etϕ−1(1) est ferḿe
dansA etA = ϕ−1(0)∪ϕ−1(1); par (3) l’un des deux ensemblesϕ−1(0), ϕ−1(1) est vide etϕ est constante. Ŕeciproquement,

supposons (4) ; soit{F0, F1} une partition deA en deux ferḿes. Soitϕ la fonction indicatrice deF1 : ϕ(x) =

{
0 si x ∈ F0
1 si x ∈ F1

.

Les ferḿes deE sont∅, {0}, {1} etE ; leurs images ŕeciproques parϕ sont∅, F0, F1, etA tous ferḿes dansA doncϕ est
continue. Contradiction.�

THEOREME 4.1.2
SoientA une partie connexe deX etB une partie deX telle queA ⊂ B ⊂ A. B est connexe.

preuve
Soitϕ : B → {0, 1} continue ;A étant connexe, la restrictionϕA deϕ àA est constante, par exempleégaleà 0. Tout pointb
deB est limite d’une suite de points(an) deA etϕ étant continue on aϕ(b) = lim

n→∞
ϕ(an) = 0, doncϕ est constante surB.

THEOREME 4.1.3
Soit (Ai)i∈I une famille de parties connexes deX d’intersection non vide. La réunion

⋃

i∈I
Ai est connexe.
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preuve
SoientA =

⋃

i∈I
Ai, a ∈

⋂

i∈I
Ai etϕ : A→ {0, 1} continue ; soitx ∈ A ; il existe uni ∈ I tel quex ∈ Ai ; Ai étant connexe,

la restriction deϕ àAi est constante, doncϕ(x) = ϕ(a) ; ϕ est constante doncA est connexe.�

THEOREME 4.1.4 (Image continue d’un connexe)
SoientA une partie connexe deX eth : A→ Y une application continue deA dans un autre espace métriqueY . Alors h(A)
est une partie connexe deY .

preuve
Soitϕ : h(A)→ {0, 1} continue. La fonctionϕ ◦ h est continue surA connexe,̀a valeurs dans{0, 1}, donc est constante; sic
est sa valeur on a pour touty = h(x) ∈ h(A), ϕ(y) = ϕ ◦ h(x) = c, doncϕ est constante.�

4.2 Connexes deR

THEOREME 4.2.1
Les parties connexes deR sont les intervalles.

preuve
SoitA une partie deR. On va montrer :A connexe⇒ A convexe⇒ A est un intervalle⇒ A connexe.

• A connexe⇒ A convexe
SupposonsA non convexe ; alors il existea et b dansA etx0 ∈]a, b[ tels quex0 6∈ A. Les ensembles] −∞, x0[∩A et
]x0,∞[∩A constituent une partition deA en deux ouverts. Contradiction.

• A convexe⇒ A est un intervalle
On peut supposerA non vide ; soitx0 ∈ A et β = sup(A) (la borne suṕerieure est prisedansR : on peut avoir
β = +∞). Si y ∈]x0, β[, il existe unx1 ∈ A tel quey < x1 < β par d́efinition de la borne suṕerieure.A étant convexe,
[x0, x1] ⊂ A, doncy ∈ A. Il en résulte que[x0, β[⊂ A ; doncA ∩ [x0,+∞[ est soitégalà [x0, β[, soit égalà [x0, β]
(avec dans ce casβ fini). DoncA ∩ [x0,+∞[est un intervalle. De m̂eme pourA∩] −∞, x0]. DoncA réunion de deux
intervalles ayant un point commun est un intervalle.

• A est un intervalle⇒ A connexe
SupposonsA non connexe. Il existe deux fermés deR, F1 etF2 tels queA ⊂ F1 ∪F2,A∩F1 ∩F2 = ∅, F1 ∩A 6= ∅ et
F2 ∩A 6= ∅. Soientai ∈ Fi ∩A, i = 1, 2 avec, par exemplea1 < a2. On a[a1, a2] ⊂ A carA est un intervalle. Soient
Ki = [a1, a2]∩Fi, i = 1, 2. On aK1∪K2 = [a1, a2].K1 est un ferḿe borńe non vide deR doncM = sup(K1) ∈ K1.
On aK1 ∩K2 = ∅ eta2 ∈ K2 doncM < a2 et ]M,a2] ⊂ K2 ce qui impliqueM ∈ K2 = K2 (carK2 est un ferḿe de
R). Contradiction avecK1 ∩K2 = ∅. DoncA est connexe.

4.3 Connexit́e par arcs

DEFINITION 4.3.1
SoitA une partie d’un espace métrique(X, d). On dit queA est connexe par arcs si pour tout couple de points(x, y) deA il
existe une fonction continueγ : [0, 1]→ A telle queγ(0) = x etγ(1) = y.

THEOREME 4.3.1
Toute partie connexe par arcs d’un espace métrique(X, d) est connexe.

preuve
SoitA ⊂ X connexe par arcs. On peut supposerA 6= ∅ ; soienta ∈ A etϕ : A→ {0, 1} continue. Soitx ∈ A etγ : [0, 1]→ A
continue telle queγ(0) = a et γ(1) = x. La fonctionϕ ◦ γ : [0, 1] → {0, 1} est continue, donc constante puisque[0, 1] est
connexe :ϕ ◦ γ(1) = ϕ ◦ γ(0) soitϕ(x) = ϕ(a) ; ϕ est constante doncA est connexe.
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COROLLAIRE 4.3.1
Toute partie convexe d’un espace vectoriel normé est connexe. Toute partie convexe d’un espace affine réel de dimension finie
est connexe.

THEOREME 4.3.2
SoitE unK-evn etU un ouvert deE. AlorsU est connexe si et seulement si il est connexe par arcs.

preuve
Lemme
SoitA une partie d’un espace métriqueX et ρ la relation binaire surA définie par(xρy) ⇔ ∃γ : [0, 1] → A, γ continue,
γ(0) = x, γ(1) = y. ρ est une relation d’équivalence surA.

• Preuve du lemme :
Nous noteronsγx,y une fonctionγ : [0, 1]→ A continue telle queγ(0) = x etγ(1) = y.
La relationρ est ŕeflexive (pourx dansA, prendreγx,x(t) = x).
Elle est syḿetrique : sixρy on ayρx (prendreγy,x(t) = γx,y(1− t)).

Enfin, elle est transitive: supposonsxρy etyρz ; soith définie parh(t) =

{
γx,y(2t) si 0 6 t 6 1/2
γy,z(2t− 1) si 1/2 < t 6 1

h est une application continue deI dansA et vérifieh(0) = x eth(1) = z.

• Preuve du th́eor̀eme : Il s’agit de montrer queU ouvert connexe impliqueU connexe par arcs. On peut supposerU non
vide. Soitρ la relation d’́equivalence surU définie dans le lemme ci dessus etC une classe d’équivalence.
C est un ouvert deE ; en effet, soitx ∈ C et soitr > 0 tel queB(x, r) ⊂ U . Toute boule dans un evn est convexe donc
connexe par arcs. Tous les points deB(x, r) sont donc líesàx parρ. DoncB(x, r) ⊂ C.
Soita ∈ U etC la classe d’́equivalence dea. Le compĺementaire deC dansU est une ŕeunion de classes d’équivalence,
donc une ŕeunion d’ouverts deE ; c’est donc un ouvert deE ; il en résulte queC est ferḿe dansE donc dansU . OrUest
connexe, etC est non vide, ouvert et ferḿe dansUdoncC = U ; tout point deU est líe à a parρ doncU est connexe
par arcs.�

4.4 Applications

4.4.1 Th́eorème des valeurs interḿediaires

THEOREME 4.4.1
Soit (X, d) un espace ḿetrique connexe etf : X → R continue.f(X)est un intervalle.

C’est une conśequence imḿediate des th́eor̀emes 4.1.4 et 4.2.1. En particulier, sif : [a, b] → R est continue et v́erifie
f(a)f(b) 6 0 alors il existec ∈ [a, b] tel quef(c) = 0.

4.4.2 Hoḿeomorphismes d’intervalles

THEOREME 4.4.2
Soit I un intervalle deR etf : I → R continue et strictement croissante. AlorsJ = f(I)est un intervalle.

1. SiI = [a, b] , J = [f(a), f(b)].

2. SiI = [a, b[ avec−∞ < a < b 6 +∞, J = [f(a), lim
x→b

f(x)[.

3. SiI =]a, b] avec−∞ 6 a < b+∞ , J =] lim
x→a

f(x), f(b)].

4. SiI =]a, b[ avec−∞ 6 a < b 6 +∞, J =] lim
x→a

f(x), lim
x→b

f(x)[.

L’applicationf est un hoḿeomorphisme deI surJ et l’homéomorphisme ŕeciproquef−1 est strictement croissant..
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Enonće analogue,mutatis mutandis, dans le cas òu f est strictement d́ecroissante.

preuve
D’après le th́eor̀eme des valeurs interḿediaires,J est un intervalle. Le casI = [a, b] est facile. Consid́erons par exemple le
casI = [a, b[. Puisquef est croissante, elle a une limite (finie ou infinie) quandx tend versb, soitβ. Soitx ∈ I. Choisissons
y ∈ I, y > x. On af(a) 6 f(x) < f(y) 6 β, doncf(x) ∈ [f(a), β[ d’où J ⊂ [f(a), β[. Prouvons l’inclusion ŕeciproque :
soit z ∈ [f(a), β[. Puisqueβ = lim

x→b
f(x), il existey ∈ I tel quez < f(y). Par le th́eor̀eme des valeurs interḿediaires,

[f(a), f(y)] ⊂ f ([a, y]) ⊂ J , doncz ∈ J .
Montrons maintenant la continuité def−1 surJ . Soit[u, v] ⊂ J eta = f−1(u), b = f−1(v) ; la restriction def à [a, b] est une
bijection continue du compact[a, b] sur [u, v] ; c’est donc un hoḿeomorphisme (th́eor̀eme 3.3.2). La bijection réciproque qui
n’est autre que la restriction def−1 à [u, v] est donc continue sur[u, v]. Or tout compact deJ est inclus dans un intervalle de la
forme[u, v] ; donc la restriction def−1 à tout compact deJ est continue. Il en ŕesulte quef−1 est continue surJ (proposition
3.1.1).
Le taux de variation def−1 entre les pointsu, v deJ est l’inverse de celui def entre les pointsf−1(u), f−1(v) deI donc il
est strictement positif, ce qui prouve quef−1est strictement croissante.�

Exercice Démontrer la continuit́e def−1 sur J de manìere élémentaire, c’est̀a dire sans faire intervenir les théor̀emes
utilisant la compacit́e.

THEOREME 4.4.3
SoientI un intervalle deR etf : I → R continue et injective.f est strictement monotone.

preuve
SoientΔ = {(x, y) ∈ I × I | y > x} et T : Δ → R définie parT (x, y) = f(y)−f(x)

y−x . Δ est convexe donc connexe.
L’applicationT est continue surΔ (carf l’est ) et ne s’annule pas carf est injective. Donc (thm des valeurs intermédiaires)T
garde un signe constant surΔ ce qui prouve quef est strictement monotone.�

4.4.3 Structure des ouverts deR

THEOREME 4.4.4
SoitΩ un ouvert deR. Ω est la ŕeunion d’une famille finie ou d́enombrable d’intervalles ouverts deuxà deux disjoints.

preuve
On supposeΩ non vide. On d́efinit une relation binaireρ surΩ par∀x, y ∈ Ω, xρy ⇔ ([x, y] ⊂ Ω ou [y, x] ⊂ Ω) ; c’est une
relation d’́equivalence. SoitC une classe d’équivalence. Par définition, six, y ∈ C, avecx < y, on a[x, y] ⊂ C, autrement
dit C est convexe, donc c’est un intervalle. Soitx0 ∈ C ; Ω étant ouvert, il existea > 0 tel queJ =]x0 − a, x0 + a[⊂ Ω. Si
x ∈ J , on ax0ρx doncx ∈ C ; on a doncJ ⊂ C ce qui prouve queC est ouvert. C’est donc un intervalle ouvert.
SoitE = Ω/ρ l’ensemble des classes d’équivalence deρ ; leséléments deE forment une partition deΩ en intervalles ouverts.
Chacun de ces intervallesI contient un rationnelrI . Puisque les intervalles sont deuxà deux disjoints, ces rationnels sont deux
à deux distincts. On dispose ainsi d’une application injectiveE → Q. CommeQ est d́enombrable,E est fini ou d́enombrable.

4.5 Compĺement: composantes connexes

NB : Cette notion ne figure plus au programme.

Soit (X, d) un espace ḿetrique,A une partie quelconque non vide deX. Consid́erons la relation binaireρ surA définie par
xρy si et seulement si il existe une partie connexeC deA qui contientà la foisx et y ; ρ est une relation d’équivalence. (la
transitivit́e d́ecoule du th́eor̀eme 4.1.3).

DEFINITION 4.5.1
Les composantes connexes deA sont les classes d’équivalence deρ.

PROPOSITION 4.5.1
SoitA une partie non vide d’un espace métriqueX. SiB est une partie non vide et connexe deA, B est contenu dans une
composante connexe deA et une seule.
Les composantes connexes deA sont connexes et ferḿees dansA.
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preuve
NotonsΓ(x) la composante connexe deA contenant l’́elémentx deA.

• Soitx0 ∈ B. Pour touty ∈ B, on ax0ρy par d́efinition deρ , doncB ⊂ Γ(x0). L’unicité est triviale.

• Soit x ∈ A et ϕ : Γ(x) → {0, 1} continue. Siy ∈ Γ(x), il existe une partie connexeCy deA qui contientx et y ;
ϕ restreintèaCy est constante et vautϕ(x) ; on a donc∀y ∈ Γ(x), ϕ(y) = ϕ(x) doncϕ est constante. Ceci prouve que
Γ(x) est connexe.

• On aΓ(x) ⊂ Γ(x) ∩ A ⊂ Γ(x). PuisqueΓ(x) est connexe, il en est de mêmeΓ(x) ∩ A (thm 4.1.3 ). Comme cet
ensemble contientx et est contenu dansA, il est contenu dansΓ(x) ce qui prouvequeΓ(x)∩A = Γ(x), donc queΓ(x)
est un ferḿe relatif deA.�

EXEMPLE 4.5.1
• Les composantes connexes deQ sont les singletons.

• SiA est un ouvertΩ deR la relationρ est la relation d́efinie au§ 4.4.3. Les composantes connexes deΩ sont donc les
intervalles ouverts cités dans le th́eor̀eme 4.4.4.
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5

Espaces Complets

5.1 Définitions et propri étésélémentaires

DEFINITION 5.1.1
On dit qu’une suite de points(xn)n>0 d’un espace ḿetrique(X, d) est une suite de Cauchy si elle vérifie:

∀ε > 0, ∃N = N(ε), ∀p, q ∈ N p > N ⇒ d(xp+q, xp) 6 ε

Propriét́esélémentaires

Soit (X, d) un espace ḿetrique.

1. ♠ La suite(xn) de points deX est de Cauchy ssi il existe une suite réelle(εn) de limite nulle telle que pour toutn et
p ∈ N, d(xn+p, xn) 6 εn.

2. ♠ Toute suite convergente de points deX est de Cauchy.

3. ♠ Toute suite de Cauchy dansX est borńee.

4. Toute suite de Cauchy dansX qui poss̀ede une valeur d’adhérenceλ n’en poss̀ede qu’une et converge vers cette valeur
d’adh́erence.
En effet, soitε > 0. Puisqueλ est valeur d’adh́erence, il existe un entiern > N(ε/2) tel qued(xn, λ) 6 ε/2. Si p est
suṕerieur ouégalàn, on ad(xp, λ) 6 d(xp, xn) + d(xn, λ) 6 ε.

5. ♠ Soit (xn)n>0 une suite de points deX etAn = {xk | k > n}. La suite(xn)n>0 est de Cauchy si et seulement si
diam(An) tend vers 0 quandn tend vers l’infini.

6. ♠ Soientd1 etd2 deux distances fortementéquivalentes (ad1 6 d2 6 bd1, a > 0) sur un m̂eme ensembleX et(xn)n>0
une suite de points deX. (xn)n>0 est de Cauchy dans(X, d1) ssi elle est de Cauchy dans(X, d2).

7. ♠ Soient(X, d) et (X ′, d′) deux espaces ḿetriques. SoientY = X ×X ′ muni de l’une des distancesδ définissant la
topologie produit. Une suite(yn) = (xn, x′n) de points deY est de Cauchy dans(Y, δ) ssi les deux suites(xn) et (x′n)
sont de Cauchy dansX etX ′ respectivement.

DEFINITION 5.1.2
On dit qu’espace ḿetrique(X, d) est complet si toute suite de Cauchy de points deX est convergente. Si(X, d) est un espace
métrique, une partieA deX est dite compl̀ete si l’espace ḿetrique(A, dA) (où dA est la distance induite pard surA ) est
complet.

5.2 Propriétés des espaces complets

THEOREME 5.2.1
Toute partie complète d’un espace ḿetrique(X, d) est ferḿee.
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preuve
SoientA une partie complète deX eta ∈ A. Il existe une suite(xn) ∈ AN qui converge versa. Cette suite est de Cauchy ;A
étant complet, elle converge dansA donca ∈ A etA = A. A est ferḿe.

THEOREME 5.2.2
Toute partie ferḿee d’un espace ḿetrique complet est complète.

preuve
SoitF fermé deX complet ; soit(xn) ∈ FN une suite de Cauchy d’éléments deF . X étant complet, elle converge dansX
vers une limitea. On aa ∈ F = F , donc toute suite de Cauchy deF converge dansF . F est complet.

THEOREME 5.2.3
Tout espace ḿetrique compact est complet.

En effet toute suite dans un espace compact possède une valeur d’adhérence. La conclusion résulte de 5.1 assertion 4.

THEOREME 5.2.4
Le produit de deux espaces métriques complets est un espace métrique complet.

Résulte de 5.1 assertion 7.

COROLLAIRE 5.2.1
Rn etCn sont complets.
Tout espace vectoriel norḿe de dimension finie est complet.

THEOREME 5.2.5
Soient(X, d) un espace ḿetrique complet et(Fn) une suite d́ecroissante de ferḿes non vides deX, dont le diamètre tend
vers 0. L’intersection desFn est un singleton.

preuve
Choisissons, pour chaquen un pointxn ∈ Fn. SoitAn = {xk | k > n} ; on aAn ⊂ Fn, donc diam(An)→ 0 et la suite(xn)
est de Cauchy. Soita sa limite. Pour toutp > n, xp ∈ Fp ⊂ Fn, donca ∈ Fn = Fn ; a appartient̀a l’intersection desFn qui
est donc non vide. Sia et b sont dans cette intersection, on ad(a, b) 6 diam(Fn) pour toutn doncd(a, b) = 0 soita = b.

Attention! La condition sur le diam̀etre est indispensable. Une suite décroissante de ferḿes non vides dans un espace métrique
complet peut avoir une intersection vide, comme le prouve la suiteFn = [n,+∞[ dansR.

THEOREME 5.2.6 (Crit ère de Cauchy pour les fonctions)
SoientA une partie d’un espace métrique(X, d), a ∈ A, etf une application deA dans un espace ḿetrique completY ; alors
f a une limite quandx tend versa si et seulement si :

(C) ∀ε > 0, ∃V ∈ V(A) tel que diam(f(V ∩A)) < ε

preuve
Dans le sens non trivial, on prend une suite arbitraire de points(xn) ∈ AN qui converge versa. Grâceà la condition (C) , on
voit facilement que la suite(f(xn)) est de Cauchy dansY complet, donc converge. On sait que ce fait implique quef a une
limite quandx tend versa.

5.3 Théorème du point fixe

THEOREME 5.3.1
SoientA une partie complète non vide d’un espace métrique(X, d) et f : A → A une application contractante (c’està dire
k-lipschitzienne aveck < 1).
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Alors f a un point fixea ∈ A et un seul.
Pour toutx0 ∈ A, la suite(xn) de premier termex0 telle que∀n xn+1 = f(xn) converge versa et

∀n d(xn, a) 6
kn

1− k
d (x0, f(x0))

preuve
Soit x0 ∈ A et, pour toutn, xn+1 = f(xn). La suite(xn) est une suite bien définie d’́eléments deA. Par hypoth̀ese, on a
d(xn+1, xn) 6 kd(xn, xn−1) pour toutn > 1 donc∀nd(xn+1, xn) 6 knd(x1, x0). Soit alorsp entier,p > 1. L’in égalit́e
triangulaire donne:

(∗) d(xn+p, xn) 6
j=p∑

j=1

d(xn+j , xn+j−1) 6
j=p∑

j=1

kn+j−1d(x1, x0) 6
kn

1− k
d(x1, x0)

Commek est inf́erieur à 1, kn tend vers 0, donc la suite(xn) est de Cauchy. Elle converge donc vers unélémenta ∈ A.
Commef est continue ena, de l’égalit́e valable pour toutn xn+1 = f(xn), on d́eduit, en passantà la limite,a = f(a), donc
a est un point fixe def .
En faisant tendrep vers l’infini dans (*), on obtientd(xn, a) 6 kn

1−kd(x1, x0).
Enfin, supposonsf(a) = a et f(b) = b. On ad(a, b) = d (f(a), f(b)) 6 kd(a, b) soit (1 − k)d(a, b) 6 0, ce qui implique
d(a, b) = 0 soita = b. �

5.4 Espaces de Banach

DEFINITION 5.4.1
On appelle espace de Banach unK-espace vectoriel norḿe complet. En particulier, toutK-ev de dimension finie est un espace
de Banach.
On appelle alg̀ebre de Banach sur le corpsK uneK-algèbre associative unitaireA, munie d’une norme‖ ‖A vérifiant
‖1A‖A = 1 et∀u, v ∈ A, ‖uv‖A 6 ‖u‖A ∙ ‖v‖A, et telle que l’espace norḿe (A, ‖ ‖A) soit complet.

THEOREME 5.4.1
SoientE un espace de Banach, etF un sous-espace vectoriel deE. F est un espace de Banach si et seulement siF est ferḿe
dansE.

Conśequence imḿediate des th́eor̀emes 5.2.1 et 5.2.2.

THEOREME 5.4.2
SoitE unK-evn, etF un sous-espace vectoriel deE de dimension finie.F est ferḿe dansE.

preuve
F muni de la norme induite par celle deE est un espace vectoriel normé de dimension finie, donc complet. Le résultat d́ecoule
du th́eor̀eme 5.2.1.

THEOREME 5.4.3 (Un théorème de prolongement)
SoitG un espace vectoriel norḿe,F un sous espace vectoriel deG partout dense dansG etu : F → H une application lińeaire
continue deF dans un espace de BanachH. u se prolonge de manière unique en une application linéaire continueU : G→ H.
De plus,‖U‖ = ‖u‖.

preuve

• Soitx ∈ G. Par hypoth̀ese, il existe une suite(xn) de points deF qui converge versx.
On a‖u(xp)− u(xq)‖H 6 ‖u‖ ∙ ‖xp − xq‖G. Il en résulte que la suite(u(xn)) est de Cauchy dansH complet, donc
elle converge. D’apr̀es le th́eor̀eme 1.5.2, la fonctionu : F → H admet une limite enx. Notons l̀aU(x). Soitx ∈ F et
(xn) la suite constante telle quexn = x pour toutn. On aU(x) = lim u(xn) = u(x). DoncU prolongeu.

• Soientx, y ∈ G, λ ∈ K, (xn) et (yn) deux suites de points deF convergeant respectivement versx et y. On a
U(x+ λy) = lim u(xn + λyn) = lim (u(xn) + λu(yn)) = U(x) + λU(y). U est lińeaire.

35



• Avec les m̂emes notations, on a‖u(xn)‖H 6 ‖u‖ ∙ ‖xn‖G. Par continuit́e de la norme,‖u(xn)‖H tend vers‖U(x)‖H
quandn tend vers l’infini. On obtient donc en passantà la limite, ‖U(x)‖H 6 ‖u‖ ∙ ‖x‖G ce qui prouve queU est
continue et que‖U‖ 6 ‖u‖. CommeU prolongeu on a (le v́erifier!) ‖u‖ 6 ‖U‖ d’où l’ égalit́e.�

Exercice
En s’inspirant de la preuve du théor̀eme ci dessus, prouver le résultat suivant :
Soient(X, d) et (X ′, d′) deux espaces ḿetriques,Y une partie deX dense dansX et h : Y → X ′ une application uni-
formément continue. Si l’espace(X ′, d′) est complet,h admet un unique prolongement continuH : X → X ′ et ce prolonge-
mentH est uniforḿement continu.

DEFINITION 5.4.2
Soient(E, ‖ ‖) un K-evn et(un) une suite d’́eléments deE. On dit que la śerie

∑

n>0
un converge si la suite des sommes

partiellesSn =
k=n∑

k=0

uk a une limite dansE.

On dit que la śerie de terme ǵeńeralun est absolument convergente si la série nuḿerique
∑
‖un‖ converge.

THEOREME 5.4.4
Toute śerie absolument convergente d’éléments d’un espace de BanachE est convergente dansE.

preuve

Soitε > 0. Il existe unN ∈ N tel que, pour toutp > N, q > 0 on ait
k=p+q∑

k=p+1

‖uk‖ 6 ε. Alors

∥
∥
∥
∥
∥

k=p+q∑

k=p+1

uk

∥
∥
∥
∥
∥
6 ε et donc la suite

des sommes partiellesSn =
k=n∑

k=0

uk est de Cauchy.E étant complet, elle converge.

Attention! Ce ŕesultat est faux dans unK-evn qui n’est pas complet. En fait, on peut démontrer le ŕesultat suivant : unK-evn
E est complet si et seulement si toute série absolument convergente d’éléments deE est convergente. Autrement dit, siE n’est
pas complet, on peut trouver une série absolument convergente d’éléments deE qui n’est pas convergente. (Voir l’exercice 2
ci dessous)

Exercice 1
Soit E=R[X] leR-ev des polyn̂omesà coefficients ŕeels. On pose, pourP ∈ E, ‖P‖ = sup

06x61
|P (x)|. Vérifier que l’on d́efinit

ainsi une norme surE. Soitun(X) = Xn/n! ; montrer que la śerie de terme ǵeńeralun est absolument convergente, mais ne
converge pas dans(E, ‖ ‖).

Exercice 2
Soit (E, ‖ ‖) unK-espace vectoriel norḿe tel que toute śerie absolument convergente d’éléments deE est convergente.

1. Soit (xn) une suite de Cauchy d’éléments deE. Montrer qu’il existe une suite extraite(xnk) telle que, pour toutk,
d
(
xnk+1 , xnk

)
6 2−k.

2. En d́eduire que la suite(xn) poss̀ede une valeur d’adhérence puis queE est complet.
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6

Suites et śeries de fonctions
à valeurs dans un espace vectoriel norḿe

6.1 Convergence simple et convergence uniforme d’une suite de fonctions

SoientX un ensemble,(E, ‖ ‖) unK-evn,(un)n>0 une suite d’applications définies surX à valeurs dansE etu une applica-
tion deX dansE.

DEFINITION 6.1.1
On dit que la suite(un) converge simplement versu si pour toutx deE la suite(un(x)) converge versu(x). Ce qui signifie:

(CV S) ∀x ∈ X, ∀ε > 0, ∃N = N(x, ε) ∈ N, ∀n ∈ N, n > N ⇒ ‖un(x)− u(x)‖ 6 ε

Il est essentiel de bien noter que le rangN à partir duquel l’ińegalit́e ‖un(x)− u(x)‖ 6 ε est v́erifiée d́epend deε mais aussi
dex. La convergence sera dite uniforme si on peut choisir leN indépendant dex, plus pŕeciśement :

DEFINITION 6.1.2
Une suite(un) de fonctions d́efinies sur un ensembleX à valeurs dans unK-evnE est uniforḿement convergente (surX)
vers une fonctionu : X → E si pour toutε > 0 il existe un entierN(ε) tel que, pour toutx ∈ X et tout entiern > N ,
‖un(x)− u(x)‖ 6 ε. Ce qui s’́ecrit

(CV U) ∀ε > 0, ∃N = N(ε) ∈ N, ∀x ∈ X, ∀n ∈ N, n > N ⇒ ‖un(x)− u(x)‖ 6 ε

On d́efinit de la m̂eme manìere la convergence uniforme sur un sous ensembleA deX. Il est évident que toute suite uni-
formément convergente versu est simplement convergente versu.

REGLE PRATIQUE
La suite(un) d’applications deX dansE converge uniforḿement versu : X → E si et seulement si il existe un entiern0 et
une suite nuḿerique(an)n>n0 de limite nulle telle que pour toutn > n0, ∀x ∈ X, ‖un(x)− u(x)‖ 6 an.

DEFINITION 6.1.3 ( Crit ère de Cauchy pour la convergence uniforme)
SoientX un ensemble,E unK-evn et(un) une suite de fonctions définies surX et à valeurs dansE. On dit que cette suite
vérifie le crit̀ere de Cauchy pour la convergence uniforme si on a :

(C) ∀ε > 0, ∃N = N(ε), ∀p, q ∈ N, p > N ⇒
(
∀x ∈ X ‖up+q(x)− up(x)‖ 6 ε

)

Si la suite(un) converge uniforḿement versu, elle v́erifie le crit̀ere de Cauchy uniforme. La réciproque est vraie siE est
complet :

PROPOSITION 6.1.1
SoientX un ensemble,E un espacede Banachet (un) une suite de fonctions définies surX à valeurs dansE et satisfaisant
le critère de Cauchy uniforme. La suite(un) converge uniforḿement vers une applicationu : X → E.
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preuve
D’après (C), pour toutx deX, la suite(un(x)) est de Cauchy dansE complet, donc converge vers unélément deE, soitu(x).
On d́efinit ainsi une applicationu : X → E. Soitε > 0 etN défini par la condition (C). En faisant tendreq vers l’infini dans
(C), on obtient‖u(x)− up(x)‖ 6 ε pour toutx deX et toutp > N .�

Remarque
Toutes les d́efinitions pŕećedentes ont un sens en remplaçantE par un espace ḿetrique(Y, δ), et les conditions de la forme
‖u(x)− up(x)‖ 6 ε parδ (u(x), up(x)) 6 ε.

6.2 Conservation de la continuit́e

THEOREME 6.2.1
Soient(X, d) un espace ḿetrique,E un evn et(un) une suite de fonctions définies surX et à valeurs dansE et vérifiant les
propríet́es suivantes :

1. Pour toutn, la fonctionun est continue enx0 (resp. est continue surX).

2. La suite(un) converge uniforḿement surX vers une fonctionu : X → E.

Alors, la fonctionu est continue enx0 (resp. est continue surX).

preuve
Soientx0 ∈ X et ε > 0. La convergence uniforme deun versu implique l’existence d’un entierN tel qu’on ait, pour tout
x ∈ X : ‖un(x)− u(x)‖ < ε/3 dès quen > N . La continuit́e au pointx0 de la fonctionuN assure l’existence d’un voisinage
V dex0 tel quex ∈ V ⇒ ‖uN (x)− uN (x0)‖ 6 ε/3. Alors, pour toutx ∈ V on a

‖u(x)− u(x0)‖ 6 ‖u(x)− uN (x)‖ + ‖uN (x)− uN (x0)‖ + ‖uN (x0)− u(x0)‖ 6 ε

Doncu est continue enx0.�

Remarques
Dans l’́enonće du th́eor̀eme, on peut remplacer la condition 1. par : “ il existe un rangn0 tel que pour toutn > n0, un est
continue surX ”.
Le théor̀eme reste vrai si les fonctionsun sontà valeurs dans un espace métrique(Y, δ).

DEFINITION 6.2.1
Soient(un) une suite de fonctions définies sur l’espace ḿetrique (X,d) à valeurs dans l’evnE et u : X → E. On dit que la
suite(un) converge uniforḿement sur tout compact versu si, pour tout compactK deX, la suite(un|K) des restrictions de
un àK converge uniforḿement vers la restriction deu àK.

THEOREME 6.2.2
Soient(X, d) un espace ḿetrique,E un evn et(un) une suite de fonctions continues définies surX, à valeurs dansE et
convergeant uniforḿement sur tout compact versu : X → E . La fonctionu est continue surX.

preuve
D’après le th́eor̀eme pŕećedent, pour tout compactK deX la restriction deu àK est continue.X étant un espace ḿetrique,
on sait que cela implique la continuité deu surX. (proposition 3.1.1) .�

6.3 Echange de limites

THEOREME 6.3.1
Soient(X, d) un espace ḿetrique,A ⊂ X, a ∈ A etE un espace de Banach.
Soit (fn) une suite d’applications deA dansE vérifiant les propríet́es suivantes :

(1) Pour toutn, fn(x) a une limiteλn quandx tend versa : λn = lim
x→a

fn(x).

(2) La suite(fn) converge uniforḿement vers une fonctionf : A→ E.
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Alors,

1. La suite(λn) a une limiteλ.

2. La fonctionf a une limite quandx tend versa.

3. λ = lim
x→a

f(x).

Autrement dit, on alim
x→a

(
lim
n→∞

fn(x)
)
= lim
n→∞

(
lim
x→a

fn(x)
)

.

preuve

1. Soitε > 0. Il existe un entierN(ε), tel que∀p, q ∈ N, p > N(ε) ⇒ ‖fp+q(x)− fp(x)‖ 6 ε pour toutx ∈ A. En
faisant tendrex versa pourp, q fixés, on obtient‖λp+q − λp‖ 6 ε dès quep > N(ε). La suite(λn) est de Cauchy dans
E complet, donc converge vers unélémentλ deE.

2. Soit p = N(ε/3). En faisant tendreq vers l’infini dans les ińegalit́es ci dessus, on obtient‖λ− λp‖ 6 ε/3 et
‖f(x)− fp(x)‖ 6 ε/3 pour toutx ∈ A. Puisqueλp = lim

x→a
fp(x), il existe un voisinageV dea tel que pourx ∈ V ∩A

on ait‖fp(x)− λp‖ 6 ε/3 . On en d́eduit que pourx ∈ V ∩A, on a‖f(x)− λ‖ 6 ε.

Remarques

a) Sia ∈ A, on a ńecessairementλn = fn(a), lesfn sont continues ena et le th́eor̀eme n’est autre que le théor̀eme 6.2.1
et l’hypoth̀eseE complet est inutile.

b) La preuve ci dessus montre que la complétude deE n’a servi que dans le point 1. Donc si on suppose (dans les hypothèses
du th́eor̀eme) que la suite(λn) converge dansE vers une limiteλ, il n’y a pas besoin de supposerE complet. En fait ce
cas est un cas particulier du préćedent, obtenu en remplaçantA parA′ = A ∪ {a} et lesfn par leurs prolongements par
continuit́e àA′ obtenu en posantfn(a) = λn.

6.4 Śeries de fonctionsà valeurs dans un Banach

SoientX un ensemble,E un evn, etun une suite d’applications deX versE. On pose, pour toutn, Sn =
∑

06k6n
uk.

DEFINITION 6.4.1
On dit que la śerie

∑
un converge simplement si pour toutx ∈ X, la śerie

∑
un(x) converge, c’est̀a dire si la suiteSn

converge simplement vers une fonctionS : X → E. On dit que la śerie
∑
un converge uniforḿement si la suite(Sn)

converge uniforḿement versS.

Donc,
∑
un converge uniforḿement ssi 1)

∑
un converge simplement et 2) la suiteRn =

∑

k>n+1
uk, qui est donc d́efinie,

converge uniforḿement vers 0.

DEFINITION 6.4.2
On dit que la śerie converge absolument simplement si la série

∑
‖un(x)‖ converge pour toutx.

SiE est complet, la convergence absolue simple de la série entrâıne la convergence simple.

DEFINITION 6.4.3
On dit que la śerie

∑
un converge normalement si les fonctionsun sont borńees et si la śerie nuḿerique de terme ǵeńeral

‖un‖∞ = sup
x∈X
‖un(x)‖ converge. On d́efinit de la m̂eme manìere la convergence normale sur un sous-ensembleA deX en

consid́erant les restrictions deun àA.

REGLE PRATIQUE
La śerie

∑
un est normalement convergente ssi il existe une suite numérique(an)n>0 telle que :
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1. La śerie
∑

n>0
an converge.

2. ∀x ∈ X, ∀n ∈ N, ‖un(x)‖ 6 an.

THEOREME 6.4.1
SoientE un espace de Banach etun : X → E une suite d’applications bornées d’un ensembleX dansE. Si la śerie

∑
un est

normalement convergente surX, elle est uniforḿement convergente surX.

preuve
La convergence normale implique, de manièreévidente, la convergence absolue simple, donc,E étant complet, la convergence
simple. SoientRn =

∑

k>n+1
uk : X → E le reste d’ordren de la śerie etρn =

∑

k>n+1
sup
x∈A
‖un(x)‖. La suite(ρn) tend vers 0

et pour toutx ∈ X, ‖Rn(x)‖ 6 ρn ce qui assure la convergence uniforme surX de la suite(Rn) vers 0.�

Les ŕesultats du paragraphe préćedent se traduisent pour les séries par les th́eor̀emes suivants.

THEOREME 6.4.2
Soient(X, d) un espace ḿetrique,E unK-espace vectoriel norḿe,un : X → E une suite de fonctions continues telles que la
série

∑
un converge uniforḿement. La sommeS =

∑

k>0
un est continue surX.

Attention! Ici, on doit supposer quetoutes lesun sont continues pour̂etre sur de la continuité des sommes partielles.

COROLLAIRE 6.4.1
Soit (X, d) un espace ḿetrique,E un espace de Banach, un : X → E une suite de fonctions continues telles que la série∑
un soit normalement convergente surX. La sommeS =

∑

k>0
un existe et est continue surX.

THEOREME 6.4.3
Soient(X, d) un espace ḿetrique,E unK-espace vectoriel norḿe,un : X → E une suite de fonctions continues telles que la
série

∑
un converge uniforḿement sur tout compact deX. La sommeS =

∑

k>0
un est continue surX.

COROLLAIRE 6.4.2
Soit (X, d) un espace ḿetrique,E un espace de Banach, un : X → E une suite de fonctions continues telles que la série∑
un soit normalement convergente sur tout compact deX. La sommeS =

∑

k>0
un existe et est continue surX
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7

Exemples d’espaces de Banach

7.1 L’espaceB(X,E)

SoientX un ensemble etE unK-evn ; on notera comme d’habitudeEX l’espace vectoriel des fonctions définies surX à
valeurs dansE. B(X,E) désignera le sous espace deEX formé des applications bornées surX.

THEOREME 7.1.1
L’applicationf → ‖f‖∞ = sup

x∈E
‖f(x)‖ est une norme surB(X,E), appeĺee norme de la convergence uniforme.

SiE est un espace de Banach,B(X,E) muni de la norme de la convergence uniforme est un espace de Banach.

preuve
Le fait que‖ ‖∞ soit une norme est facile. Montrons la complètude. Soit(fn) une suite de Cauchy dans(B(X,E), ‖ ‖∞). On
a donc :

∀ε > 0, ∃N = N(ε) ∈ N, ∀p, q ∈ N, p > N ⇒ ‖fp+q − fp‖∞ 6 ε

Soiit ε > 0. Pour toutx ∈ X et toutp > N(ε), ‖fp+q(x)− fp(x)‖ 6 ε. La suite(fn(x)) est de Cauchy dansE complet,
donc convergente ; notonsf(x) sa limite. En faisant tendreq vers l’infini dans l’ińegalit́e pŕećedente, on obtient que pour tout
x et toutp > N(ε), ‖f(x)− fp(x)‖ 6 ε. On en d́eduit d’une part quefN(ε) − f ∈ B(X,E), donc quef ∈ B(X,E), et
d’autre part que‖f − fp‖∞ 6 ε pourp > N(ε), ce qui prouve que(fn) converge versf dans(B(X,E), ‖ ‖∞). �

Remarque
Si (fn) est une suite d’éléments deB(X,E) et f ∈ B(X,E), fn converge versf dans(B(X,E), ‖ ‖∞) si et seulement si la
suitefn converge uniforḿement versf . Mais si on se donne une suite de fonctions(un), un ∈ EX convergeant uniforḿement
versu ∈ EX , les fonctionsun et u ne sont pas ńecessairement bornées. Par contre la différenceun − u ∈ B(X,E) à partir
d’un certain rang et tend vers 0 dans cet espace muni de la norme‖ ‖∞.

Dans les casE = K la multiplication des fonctions (quìa f et g associefg telle que(fg)(x) = f(x)g(x)) munit l’espace
B(X,K) d’une structure deK-algèbre. Pourf, g ∈ B(X,K) on a‖fg‖∞ 6 ‖f‖∞ ∙ ‖g‖∞ et aussi‖1‖∞ = 1 en d́esignant par
1 la fonction constantéegaleà 1. C’est donc une algèbre de Banach.

Exemple
On d́esigne parl∞(K) le sous-espace vectoriel deKN formé des suites bornées. Siu = (un)n>0 ∈ l∞(K), on pose
‖u‖∞ = sup

n>0
|un|. L’espacel∞(K) muni de la norme‖ ‖∞ est un espace de Banach.

On d́esigne parc0(K) l’espace des suites d’éléments deK qui convergent vers 0. C’est un sous-espace vectoriel fermé de
l∞(K) muni de‖ ‖∞ (cela ŕesulte du th́eor̀eme d’́echange des limites 6.3.1) donc, muni de cette norme, c’est un espace de
Banach.

7.2 L’espaceCB(X,E)

THEOREME 7.2.1
Soit (X, d) un espace ḿetrique etE un espace de Banach. L’espaceCB(X,E) des applications continues et bornées deX
dansE muni de la norme de la convergence uniforme est un espace de Banach.
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preuve
(B(X,E), ‖ ‖∞) étant complet, pour montrer que(CB(X,E), ‖ ‖∞) est un espace de Banach, il suffit de montrer que c’est un
sous espace ferḿe de(B(X,E), ‖ ‖∞). C’est clairement un sous espace vectoriel. Montrons qu’il est fermé. Soitu ∈ B(X,E)
un élément adh́erentàCB(X,E). Il existe une suite(un) d’éléments deCB(X,E) qui converge versu dansB(X,E), i.e. qui
converge uniforḿement versu. D’après le th́eor̀eme 6.2.1u est continue, doncu ∈ CB(X,E).�

CB(X,K) avec la multiplication usuelle des fonctions est une algèbre de Banach.

COROLLAIRE 7.2.1
Soit (X, d) un espace ḿetrique compact etE un espace de Banach. L’espaceC(X,E) des applications continues deX dansE
muni de la norme de la convergence uniforme est un espace de Banach.

7.3 L’espaceLc(E,F )

THEOREME 7.3.1
SoientE etF deuxK-evn,F étant complet. L’espaceLc(E,F ) des applications lińeaires continues deE dansF muni de la
norme subordonńee aux normes deE etF est un espace de Banach.

preuve
Soient(fn) une suite de Cauchy d’éléments deLc(E,F ) etB la boule unit́e ferḿee deE.

• Pour toutx deE l’in égalit́e‖fn+p(x)− fn(x)‖F 6 ‖fn+p − fn‖ ∙ ‖x‖E montre que la suite(fn(x))n>0 est de Cauchy
dansF complet, donc elle converge vers unélémentf(x) ∈ F .

• Si x, y ∈ E etλ ∈ K , on af(λx+ y) = lim fn(λx+ y) = lim (λfn(x) + fn(y)) = λf(x) + f(y) ; f est lińeaire.

• Soit ε > 0 etN entier tel que‖fn+p − fn‖ 6 ε pour toutn > N, p > 0. Par d́efinition de la norme dansLc(E,F ), on
a pour toutx ∈ B ‖fn+p(x)− fn(x)‖F 6 ‖fn+p − fn‖ 6 ε. En passant̀a la limite, quandp tend vers l’infini,n étant
fixé, on obtient‖(f − fn)(x)‖ 6 ε pour toutn > N et toutx deB. On en d́eduit d’abord que l’application lińeaire
(f − fN ) est continue, donc aussi quef est continue, puis que‖f − fn‖ 6 ε pourn > N ce qui prouve la convergence
de la suite(fn) versf dansLc(E,F ). �

COROLLAIRE 7.3.1
SoitE unK-evn ; le dual topologiqueE′ =

déf
Lc(E,K) est un espace de Banach.

SoitE un espace de Banach. NotonsLc(E) = Lc(E,E) l’ensemble des endomorphismes continus deE. Muni des oṕerations
usuelles, c’est une algèbre associative unitaire, dont l’unité estIdE . La norme subordonnéeà celle deE vérifie‖IdE‖ = 1 et
∀u, v ∈ Lc(E,F ), ‖uv‖ 6 ‖u‖ ‖v‖. Enfin, d’apr̀es le paragraphe préćedent, c’est un espace complet. On a prouvé :

THEOREME 7.3.2
L’algèbre des endomorphismes continus d’un espace de BanachE muni de la norme subordonnéeà celle deE est une alg̀ebre
de Banach.

7.4 L’espacel1(K)

DEFINITION 7.4.1
On d́esigne parl1(K) l’ensemble forḿe des suites(un)n>0 ∈ KN telles que la śerie

∑

n>0
|un| converge.

C’est unK-ev et l’applicationu→ ‖u‖1 =
∑

k>0
|uk| est une norme surl1(K).

THEOREME 7.4.1
L’espacel1(K) muni de la norme‖ ‖1 est complet.
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preuve
Soit

(
u(p)

)
p>0

une suite de Cauchy d’éléments del1.

Chaqueu(p) est donc une suiteu(p) =
(
u
(p)
n

)

n>0
telle que la śerie

∑

n>0
|u(p)n | converge.

L’hypothèse que la suite
(
u(p)

)
est de Cauchy se traduit par : pour toutε > 0, il existe un entierP (ε) tel que, pour tout

p > P (ε) et toutq > 0 on ait
∥
∥
∥u(p+q) − u(p)

∥
∥
∥
1
=

∞∑

n=0

∣
∣
∣u(p+q)n − u(p)n

∣
∣
∣ 6 ε

Fixonsε. Pour toutn ∈ N, p > P (ε), q > 0, on a
∣
∣
∣u
(p+q)
n − u(p)n

∣
∣
∣ 6 ε, ce qui prouve que la suite(u(p)n )p>0 est (n fixé) de

Cauchy dansK. Soitλn sa limite etλ = (λn)n>0.
On va montrer queλ ∈ l1 et que la suite

(
u(p)

)
p>0

converge dansl1 versλ.

SoientN ∈ N fixé etp > P (ε) ; pour toutq > 0 on a
n=N∑

n=0

∣
∣
∣u
(p+q)
n − u(p)n

∣
∣
∣ 6

∥
∥u(p+q) − u(p)

∥
∥
1
6 ε. Si on fait tendreq vers

l’infini, on obtient

(∗)
n=N∑

n=0

∣
∣
∣λn − u

(p)
n

∣
∣
∣ 6 ε

Pour toutp > P (ε) fixé, cette ińegalit́e a lieu pour tout entierN ; la suite des sommes partielles de la série à termes positifs
xn = |λn − u

(p)
n | est borńee. Donc cette śerie converge. Il en résulte que

(
λ− u(P (ε))

)
∈ l1 donc queλ ∈ l1.

Ensuite, en faisant tendreN vers l’infini dans l’ińegalit́e (*) on obtient
∞∑

n=0

∣
∣
∣λn − u

(p)
n

∣
∣
∣ 6 ε, soit

∥
∥λ− u(p)

∥
∥
1
6 ε, et ceci pour

toutp > P (ε), ce qui prouve que la suite
(
u(p)

)
converge versλ dansl1. �
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8

Approximation des fonctions
à valeurs dans un espace vectoriel de dimension finie

8.1 Introduction et notations

Dans tout ce chapitre,K= R ouC. E désigne unK-espace vectoriel de dimension finie. On sait que touutes les normes surE
sontéquivalentes. On choisiràa chaque fois que l’on en aura besoin une norme surE qui sera not́ee‖ ‖.
Toute application lińeaire deE dans un autreK-espace vectoriel est continue ; en particulier, toutes les formes linéaires surE
sont continues. SiB = (e1, . . . , en) est une base deE et si(ε1, . . . , εn) est la base duale, les applicationsεi sont continues.
Si (X, d) est un espace ḿetrique et sif : X → E est une application qui s’écrit en coordonńeesf(x) = f1(x)e1 + ∙ ∙ ∙ +
fn(x)en, f est continue ssi lesn applicationsfi : X → K sont continues. Lesfi = εi ◦ f sont les applications coordonnées
def dans la baseB. On a un ŕesultat similaire pour l’existence d’une limite en un point.
SoitX un ensemble non vide etEX l’ensemble forḿe de toutes les applications deX dansE. Si f, g ∈ EX et λ ∈ K on
définit f + g et λf par (f + g)(x) = f(x) + g(x) et (λf)(x) = λ ∙ f(x). Muni de ces oṕerationsEX a une structure de
K-espace vectoriel.

8.2 Théorèmes d’approximation

8.2.1 Subdivisions

SoitJ = [a, b] un intervalle compact deR. Une subdivisionσ deJ est un sous ensemble fini deJ contenant les extrémit́esa et
b ; on notera une telle subdivisionσ = {x0 = a, x1, . . . , xn = b}. On supposera toujours, le plus souvent implicitement, que
x0 < x1 < . . . < xn. Une subdivisionτ est plus dite plus fine que la subdivisionσ si σ ⊂ τ .

8.2.2 Fonctions en escalier

Une fonctionϕ : J → E est dite en escalier si il existe une subdivisionσ = {x0 = a, x1, . . . , xn = b} telle queϕ soit
constante sur chacun des intervalles]xi, xi+1[ pour0 6 i 6 n− 1. Une telle subdivisionσ sera dite adaptéeàϕ. Si τ est une
subdivision plus fine queσ, τ est aussi adaptéeàϕ.
Soientϕ, ψ deux fonctions en escalier,σ, τ des subdivisions adaptées respectivementà ϕ et ψ. La subdivisionσ ∪ τ est
adapt́eeà la foisàϕ et àψ. On en d́eduit que l’ensembleE(J,E) des fonctions en escalier surJ à valeurs dansE est un sous
espace vectoriel deEJ . Siϕ ∈ E(J,E) alors la fonctionx→ ‖ϕ(x)‖ appartient̀aE(J,R). Siϕ ∈ E(J,E) eth ∈ E(J,K), la
fonctionx→ h(x)f(x) est en escalier. En particulier,E(J,K)muni en outre de la multiplication usuelle des fonctions est une
K-algèbre.

8.2.3 Fonctions continues par morceaux

Une fonctionf : J → E est dite continue par morceaux surJ si il existe une subdivisionσ = {x0 = a, x1, . . . , xn = b} deJ
et des fonctionscontinuesfi : [xi, xi+1]→ E, 0 6 i 6 n− 1 telle quef coincide avecfi sur l’intervalleouvert ]xi, xi+1[.
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Il revient au m̂eme de dire quef est continue surJ \ σ et qu’elle admet en chaquexi des limites finies̀a droite (sauf pour
i = n) et à gauche (sauf pouri = 0).

Toute fonction continue surJ (respectivement en escalier surJ) est continue par morceaux.
L’ensembleCM (J,E) des fonctions continues par morceaux surJ à valeurs dansE est un sous espace vectoriel deEJ qui
contient comme sous espaceE(J,E) et l’espace vectorielC0(J,E) des fonctions continues surJ à valeurs dansE.
Si f ∈ CM (J,E), la fonctionx→ ‖f(x)‖ appartient̀aCM (J,R).

CM (J,K) est uneK-algèbre dontE(J,K) etC0(J,K) sont des sous algèbres.

On notera, lorsqu’il n’y a pas d’ambiguı̈tésCM , C0, E pourCM (J,E), C0(J,E), E(J,E)

Attention! Une fonction en escalier ou une fonction continue par morceaux est par définition d́efinie sur un intervalle ferḿe
borńe deR.

PROPOSITION 8.2.1
♠ Toute fonction continue par morceaux surJ est la somme d’une fonction continue et d’une fonction en escalier. Cette
décomposition n’est pas unique. Autrement dit on aCM (J,E) = C

0(J,E) + E(J,E) la somme n’́etant pas directe.

♠ Toute fonction continue par morceaux surJ est borńee.

L’expression‖f‖∞ = sup
t∈J
‖f(t)‖ définit une norme surCM (J,E) (norme de la convergence uniforme).

Remarque et exercice Cette norme surCM (J,E) dépend de la norme choisie surE. Montrer que si on remplace la norme
‖ ‖ par une norme‖ ‖′ les normes obtenues surCM (J,E) sontéquivalentes.

THEOREME 8.2.1 (Approximation des fonctions continues par morceaux par des fonctions en escalier)
Pour toutef ∈ CM ([a, b], E) et toutε > 0 il existe une fonctionϕ ∈ E([a, b], E) telle que‖f − ϕ‖∞ 6 ε, i.e. telle que
‖f(x)− ϕ(x)‖ 6 ε pour toutx ∈ J .
Ce th́eor̀eme admet les deux́enonćeséquivalents suivants:
(1) E est dense dansCM pour la topologie d́efinie par la norme‖ ‖∞.
(2) Pour toutef ∈ CM , il existe une suite(ϕn)n>0 de fonctions en escalier convergeant uniformément versf .

preuve
Soit f continue par morceaux surJ . Il existe une fonction en escalierψ1 et une fonction continueg telles quef = g + ψ1. Il
suffit donc de montrer qu’il existe une fonction en escalierψ telle que‖g − ψ‖∞ 6 ε . La fonctionϕ = ψ+ψ1 vérifiera alors
‖f − ϕ‖∞ 6 ε .
g est continue surJ = [a, b] compact donc uniforḿement continue ; il existe unη > 0 tel qu’on ait‖g(u)− g(v)‖ 6 ε pour
toute paire de pointsu, v ∈ J vérifiant |u− v| < η. Soitn ∈ N∗ tel que(b− a)/n < η et pourk = 0, ∙ ∙ ∙n, xk = a+ k b−an .
Soitψ la fonction en escalier d́efinie surJ parψ(x) = g(xk) si xk 6 x < xk+1 etψ(b) = g(b). On v́erifie facilement que
pour toutx ∈ J on a‖g(x)− ψ(x)‖ 6 ε. �

8.2.4 Fonctions continues et affines par morceaux

Nous dirons qu’une fonctionF : [a, b]→ E est affine par morceaux si il existe une subdivisionσ = {x0 = a, x1, . . . , xn = b}
deJ et des fonctions affinesAk, 0 6 k 6 n− 1 telles queF (x) = Ak(x) pourxk < x < xk+1. (Les fonctionsAk sont donc
de la formeAk(x) = xuk + vk, avecuk, vk ∈ E). Si en outre la fonctionF est continue, on áevidemmentF (x) = Ak(x)
pourxk 6 x 6 xk+1 et donc ńecessairementAk(xk) = Ak−1(xk) pour1 6 k 6 n− 1.

THEOREME 8.2.2
Soit f : [a, b] → E continue. Pour toutε > 0 il existe une fonctionF : [a, b] → E affine par morceaux et continue telle que
‖f − F‖∞ 6 ε.

preuve
Par continuit́e uniforme def il existe unn > 0 tel que‖f(v)− f(u‖ 6 ε pour|v−u| 6 (b−a)/n. On pose comme ci dessus
xk = a + k b−a

n
. Il existe alors une unique fonctionF affine par morceaux et continue surJ telle queF (xk) = f(xk) pour

0 6 k 6 n. Soitx ∈ I. Si x est l’un desxk on aF (x) = f(x). Sinon, il existe un uniquek tel quexk < x < xk+1. On a
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alors‖f(x)− f(xk)‖ 6 ε et ‖f(x)− f(xk+1)‖ 6 ε. Il existe un uniquet ∈]0, 1[ tel quex = txk + (1 − t)xk+1. Puisque
F est affine sur[xk, xk+1] on aF (x) = tF (xk) + (1 − t)F (xk+1) = tf(xk) + (1 − t)f(xk+1) et donc‖f(x)− F (x)‖ =
‖t (f(x)− f(xk)) + (1− t) (f(x)− f(xk+1)‖ 6 tε+ (1− t)ε = ε. �

8.2.5 Fonctions polyn̂omes

THEOREME 8.2.3 (Théorème de Weierstrass)
SoitJ = [a, b] un intervalle ferḿe borńe deR etf : [a, b]→ R continue. Pour toutε > 0, il existe un polyn̂omeP ∈ R[X] tel
que∀x ∈ [a, b], |f(x)− P (x)| 6 ε.

Ce th́eor̀eme est admis par le programme. Donnons deuxénonćeséquivalents:

• Pour toute fonctionf : [a, b]→ R continue, il existe une suitePn de polyn̂omes tels que la suite des fonctions polynômes
Pn converge uniforḿement sur[a, b] versf .

• Le sous espace vectoriel des fonctions polynômes sur[a, b] est dense dans l’espace vectorielC0 ([a, b],R) des fonctions
continues sur[a, b], à valeurs ŕeelles, muni de la norme‖ ‖∞ de la convergence uniforme.

Attention! L’ énonće analogue est faux si on remplace[a, b] par un intervalle non compact. Par exemple, la fonctionx → ex

n’est pas approch́ee uniforḿement par des polynômes sur[0,+∞[. En effet, si on suppose|ex − P (x)| 6 ε pour toutx > 0,
on obtient en divisant parex, |1− e−xP (x)| 6 e−xε pour toutx > 0 d’où une contradiction en faisant tendrex vers l’infini.

Nous dirons qu’une fonctionP : J → E est polynomiale si il existe une baseB = (e1, . . . , en) deE telle que les fonctions
coordonńees deP dans cette base soient des fonctions polynômes. Il en est alors ainsi dans toute base deE (le vérifier!). Du
théor̀eme de Weierstrass on déduit imḿediatement :

COROLLAIRE 8.2.1
Soitf : [a, b]→ E continue ; pour toutε > 0 il existe une fonction polynomialeP : [a, b]→ E telle que‖f − P‖∞ 6 ε.

8.3 Compĺement : polynômes de Bernstein

On se propose de donner une preuve du théor̀eme de Weierstrass.
Soit I = [0, 1] etf : I → R continue. On d́efinit la suite des polyn̂omes de Bernstein def ,Bn(f) par

Bn(f)(x) =

k=n∑

k=0

Cknf

(
k

n

)

xk(1− x)n−k

THEOREME 8.3.1
Sous les hypoth̀eses ci dessus, la suiteBn(f) converge uniforḿement versf sur[0, 1].

preuve
Soitε > 0. On veut prouver l’existence d’un entierN tel qu’on ait, poour tout entiern > N

(C) ∀x ∈ I, |Bn(f)(x)− f(x)| 6 ε

CommeBn(f)(0) = f(0) etBn(f)(1) = f(1), l’in égalit́e figurant dans (C) est valable pour toutn, pourx = 0 ou 1. On peut
donc se limiter̀ax ∈ ]0, 1[.

La fonctionf est continue surI intervalle compact, donc uniforḿement continue. Soitη > 0 tel que

∀u, v ∈ I, |v − u| 6 η ⇒ |f(v)− f(u)| 6
ε

2
(8.1)

Fixons unx arbitraire dans]0, 1[. SoitXn une variable aĺeatoire de loi binomiale de paramètresn etx : Xn prend ses valeurs
dans{0, 1, . . . , n} etP (Xn = k) = Cknx

k(1− x)n−k. On a alorsBn(f)(x) =
∑

06k6n
f(k/n)P (Xn = k). On voit donc que

Bn(f)(x) est l’esṕerance de la variable aléatoireYn = f(Xn/n).
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Par conśequent,Bn(f)(x)− f(x) = E (f(Xn/n)− f(x)).
SoitA l’ événement|Xn/n − x| > η. Si A n’est pas ŕealiśe, on a d’apr̀es (8.1),|Yn − f(x)| 6 ε/2 alors que, dans le cas
contraire on a|Yn − f(x)| 6 2 ‖f‖∞. Introduisons la variable aléatoireZ égaleà2 ‖f‖∞ surA et à ε2 sur le compĺementaire
deA. On a

|Yn − f(x)| 6 Z

donc
|E(Yn)− f(x))| 6 E (|Yn − f(x)|) 6 E(Z) = (1− P (A))ε/2 + 2 ‖f‖∞ P (A) 6

ε

2
+ 2 ‖f‖∞ P (A) (8.2)

On majoreP (A) grâceà l’inégalit́e de Tchebycheff :A est l’événement|Xn/n− E(Xn/n)| > η donc

P (A) 6
1

η2
Var

(
Xn

n

)

=
nx(1− x)
n2η2

6
1

4nη2

ChoisissonsN ∈ N tel queN > ‖f‖∞ /εη2. Cet entierN est ind́ependant dex et pourn > N on aP (A) 6 ε
4‖f‖∞

donc

compte tenu de (8.2)|Bn(f)(x)− f(x)| = |E(Yn)− f(x)| 6 ε d’où la conclusion.�

On en d́eduit le th́eor̀eme de Weierstrass dans le cas géńeral au moyen d’un changement de variable affine. Sig : [a, b] → R
est continue, soith définie parh(t) = a + t(b − a). C’est une bijection affine de[0, 1] sur [a, b]. La fonctionf = g ◦ h est
continue sur[0, 1] donc la suite de polyn̂omesPn = Bn(f) converge uniforḿement versf sur [0, 1]. On en d́eduit facilement
que la suite de polyn̂omesQn = Pn ◦ h−1 converge uniforḿement sur[a, b] versg.

8.4 Compĺement : une autre d́emonstration du théorème de Weierstrass

On va donner une autre preuve du théor̀eme de Weierstrass, utilisant le produit de convolution des fonctions. Une preuve du
même type est utiliśee dans la th́eorie des śeries de Fourier pour prouver que les sommes de Fejer d’une fonction périodique
continue convergent uniforḿement vers cette fonction.

1) On commence par le cas d’une fonctionf : R→ R continue et nulle hors de l’intervalleJ = [−1/2, 1/2].
Soit, pourn ∈ N∗, ϕn la fonction d́efinie surR par

ϕn(x) =

{
1
an
(1− x2)n si |x| 6 1

0 si |x| > 1
où an =

∫ 1

−1
(1− x2)n dx

etfn : R→ R la fonction d́efinie par

fn(x) = f ∗ ϕn(x) =
∫ +∞

−∞
f(x− t)ϕn(t) dt =

∫ 1

−1
f(x− t)ϕn(t) dt

∗ Propríet́es de la suiteϕn.

1. ∀ t ∈ R, ϕn(t) > 0 .

2.
∫
R ϕn(t) dt =

∫ 1
−1 ϕn(t) dt = 1 par d́efinition dean.

3. an >
∫ 1
−1 |t|(1− t

2)n dt =
∫ 1
0
(1− t2)n2tdt = 1/(n+ 1).

∗ La suite de fonctions(fn) converge uniforḿement versf surR.

Soit ε > 0. f est continue surR et nulle hors de l’intervalle compactJ , donc est uniforḿement continue. Soitη > 0 tel que
|x− y| 6 η ⇒ |f(y)− f(x)| 6 ε/2. On a alors

|fn(x)− f(x)| =

∣
∣
∣
∣

∫ 1

−1
[f(x− t)− f(x)]ϕn(t) dt

∣
∣
∣
∣ en utilisant 2.

6
∫ −η

−1
|f(x− t)− f(x)|ϕn(t) dt+

∫ 1

η

|f(x− t)− f(x)|ϕn(t) dt

+

∫ η

−η
|f(x− t)− f(x)|ϕn(t) dt
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Pour|t| > η on aϕn(t) 6 (1− η2)n/an 6 ρn := (n+ 1)(1− η2)n donc chacune des deux premières int́egrales est majorée
par2 ‖f‖∞ ρn. La dernìere est majoŕee par(ε/2)

∫ η
−η ϕn(t) dt 6 ε/2.

On obtient finalement pour toutx ∈ R |fn(x) − f(x)| 6 4ρn ‖f‖∞ + ε/2. Commeρn tend vers 0, il existe un entierN tel
quen > N ⇒ 4ρn ‖f‖∞ 6 ε/2. Pour un teln, on a|fn(x)− f(x)| 6 ε pour toutx ∈ R.

∗ Il existe un polyn̂omePn tel quefn(x) = Pn(x) pourx ∈ J .
Le changement de variablesu = x− t donne

fn(x) =

∫ +∞

−∞
f(x− t)ϕn(t) dt =

∫ ∞

−∞
f(u)ϕn(x− u) du =

∫ 1/2

−1/2
f(u)ϕn(x− u) du

|x| 6 1/2, et |u| 6 1/2⇒ −1 6 x− u 6 1 doncϕn(x− u) =
[
1− (x− u)2

]n
d’où l’expression defn pour|x| 6 1/2 :

fn(x) =
1

an

∫ 1/2

−1/2
f(u)

(
1− (x− u)2

)n
du

En d́eveloppant par la formule du binôme sous l’int́egrale, on voit quefn(x) s’écrit bien comme un polyn̂ome enx, soitPn.

∗ Conclusion : on a trouv́e une suite de polyn̂omes(Pn) convergeant uniforḿement versf surJ .

2) Passons au cas géńeral : soitg : [a, b] → R continue. Soientc, d tels quec < a < b < d. SoitG le prolongement deg à
R tel queG(x) = 0 pourx 6 c et pourx > d, etG affine sur chacun des intervalles[c, a] et [b, d]. La fonctionG est continue
surR.
Soith : R→ R définie parh(u) = c+ (d− c)(u+ 12 ). C’est une bijection affine deR sur lui même qui envoieJ sur[c, d]. La
fonctionF = G◦h est continue surR, nulle hors deJ . Pour toutε > 0, il existe un polyn̂omeP tel que|P (t)−F (t)| 6 ε pour
tout t ∈ J . AlorsQ := P ◦ h−1 est un polyn̂ome et|Q(x)−G(x)| 6 ε pour toutx dans[c, d]. A fortiori, |Q(x)− g(x)| 6 ε
pour toutx ∈ [a, b].
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9

Dérivation

9.1 Définition et propri étésélémentaires

On d́esigne toujours parE unK-espace vectoriel de dimension finie,K = R ouC.
Si I ⊂ R eta ∈ R on noteI − a = {x− a ; x ∈ I}

DEFINITION 9.1.1
Soit I un intervalle non trivial deR , f : I → E.

Soita ∈ I. On dit quef est d́erivable au pointa si la fonctionTa : I \ {a} → E définie parTa(x) =
f(x)−f(a)

x−a a une limite
quandx tend versa. Cette limite si elle existe est unique et sera notéef ′(a).
f est d́erivable surI si f est d́erivable en chaque point deI ; dans ce cas l’applicationx→ f ′(x) est appeĺee fonction d́erivée
def .
On dit quef est de classeC1 surI si elle est d́erivable surI et si sa d́erivéef ′ est continue surI.

♠ Les propríet́es suivantes se vérifient facilement :

1. Si (f1, . . . , fn) sont les applications coordonnées def dans la baseB = (e1, . . . , en), f est d́erivable ena (resp. surI)
ssi chacune des applicationsfi est d́erivable ena (resp. surI) et on a alorsf ′(a) = f ′1(a)e1 + ∙ ∙ ∙+ f

′
n(a)en.

2. f est d́erivable ena ssi la fonctionf admet ena un d́eveloppement limit́e d’ordre 1, i.e. si il existe uńelémente ∈ E et
une fonctionε : I − a→ E vérifiant

f(x) = f(a) + (x− a)e+ (x− a)ε(x− a) et lim
t→0

ε(t) = 0

On a alorsf ′(a) = e.

3. Toute fonctionf dérivable ena est continue ena.

Comme pour les fonctions numériques, on d́efinit par ŕecurrence la notion de fonctionsk fois dérivable, de classeCk pour
k > 2 : f estk fois dérivable (resp. de classeCk) si f est d́erivable et si sa d́erivéef ′ estk − 1 fois dérivable (resp. de classe
Ck−1). f est de classeC∞ si elle est de classeCk pour toutk.
Les ensemblesDk(J,E), Ck(J,E), etC∞(J,E) des fonctionsk fois dérivables (resp. de classeCk, C∞) sont desK-
espaces vectoriels. La dérivation est une application linéaire deCk(J,E) dansCk−1(J,E) pourk > 1, deDk(J,E) dans
Dk−1(J,E) pourk > 2, deD1(J,E) dansEJ et deC∞(J,E) dans lui m̂eme.

9.2 Cas des fonctions nuḿeriques (rappels)

On rappelle ci dessous quelques propriét́es particulìerement importantes des fonctions réelles d’une variable réelle.

1. SoitI un intervalle deR et f : I → R dérivable. Sif poss̀ede un extremum local atteint en un pointc int érieur à I ,
f ′(c) = 0.
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En effet, pourx assez voisin dec, le taux d’accroissement entrex etc a un certain signèa gauche dec et le signe oppośe
à droite. Sa limite est donc nulle.

2. Théorème de Rolle Soit f : [a, b] → R continue sur[a, b], dérivable sur]a, b[ et telle quef(a) = f(b). Il existe
c ∈ ]a, b[ tel quef ′(c) = 0.
En effet,f continue sur le compact[a, b] atteint son minimum et son maximum. Sif est constante, tout pointc convient ;
sinon le maximum et le minimum sont atteints en des points distincts. Puisquef(a) = f(b) l’un de ces points est
intérieurà ]a, b[. D’où le ŕesultat en utilisant 1.

3. Théorème des accroissements finis Soit f : [a, b] → R continue sur[a, b], dérivable sur]a, b[. Il existec ∈ ]a, b[ tel
quef(b)− f(a) = (b− a)f ′(c).
Il suffit, pour le voir, d’appliquer le th́eor̀eme de Rollèa la fonctionx→ g(x) = f(x)− f(b)−f(a)

b−a x.

4. Sif : I → R est d́erivable sur l’intervalleI et si∀x ∈ I f ′(x) = 0, f est constante surI.

5. Si f : I → R est d́erivable sur l’intervalleI et si ∀x ∈ I f ′(x) > 0 (resp. f ′(x) 6 0), f est croissante (resp.
décroissante) surI.

6. In égalité des accroissements finis Soit f : [a, b] → R continue sur[a, b], dérivable sur]a, b[. Si il existek > 0 tel
que∀x ∈ ]a, b[, |f ′(x)| 6 k, on a|f(b)− f(a)| 6 k(b− a).
Les trois dernìeres propríet́es ŕesultent imḿediatement du th́eor̀eme des accroissements finis.

PROPOSITION 9.2.1
SoitE unK-espace vectoriel de dimension finie,I un intervalle deR f : I → E dérivable surI telle quef ′(x) = 0 pour tout
x ∈ I. f est constante surI.

preuve
On fixe une base deE. Si f ′ est identiquement nulle, il en est de même de chacune des applications coordonnées def ; ces
applications sont donc constantes, doncf aussi.

9.3 Oṕerations

9.3.1 Formule de Leibnitz

THEOREME 9.3.1
SoientE,F, etG troisK-espaces vectoriels de dimension finie etB : F × G → E une application bilińeaire. SoientI un
intervalle non trivial deR, f : I → F , g : I → G deux applications etΦ : I → E définie parΦ(x) = B (f(x), g(x)).

1. Sif etg sont d́erivables enx ∈ I, Φ aussi etΦ′(x) = B (f ′(x), g(x)) +B (f(x), g′(x)).

2. Sif etg sont de classeCn surI, Φ aussi et

Φ(n)(x) =
k=n∑

k=0

CknB
(
f (k)(x), g(n−k)(x)

)

où par conventionf (0) = f .

preuve

1. Par hypoth̀ese, pourh assez petit pour quex+ h ∈ I, on a

f(x+ h) = f(x) + hu(h), g(x+ h) = g(x) + hv(h) avec lim
h→0

u(h) = f ′(x) et lim
h→0

v(h) = g′(x)

On en d́eduit

Φ(x+ h)− Φ(x)
h

=
1

h
(B (f(x) + hu(h), g(x) + hv(h))−B (f(x), g(x)))

= B (f(x), v(h)) +B (u(h), g(x)) + hB (u(h), v(h))

Les espacesF etG étant de dimension finie,B est continue.
DoncB (f(x), v(h)) →

h→0
B (f(x), g′(x)) B (u(h), g(x)) →

h→0
B (f ′(x), g(x)) hB (u(h), v(h)) →

h→0
0

d’où la conclusion.
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2. On d́emontre par ŕecurrence surn la propríet́e

(HRn) Si f etg sont de classeCn surI, Φ aussi etΦ(n)(x) =
k=n∑

k=0

CknB
(
f (k)(x), g(n−k)(x)

)

La premìere partie montre (HR1) car sif et g sontC1, la continuit́e deB implique la continuit́e deΦ′ = B(f ′, g) +
B(f, g′). Soitn > 1 et montrons que (HRn)⇒ (HRn+1). Soient doncf etg de classeCn+1. Les fonctionsf ′ etg sont
de classeCn, donc d’apr̀es l’hypoth̀ese de ŕecurrence, il en est de m̂eme deB(f ′, g). De m̂eme pourB(f, g′). DoncΦ′

estCn etΦ estCn+1. Enfin, on aΦ′ = B(f ′, g) +B(f, g′). Toujours d’apr̀es l’hypoth̀ese de ŕecurrence, il vient

Φ(n+1)(x) =

k=n∑

k=0

CknB
(
f (k+1)(x), g(n−k)(x)

)
+

k=n∑

k=0

CknB
(
f (k)(x), g(n+1−k)(x)

)

=
m=n+1∑

m=1

Cm−1n B
(
f (m)(x), g(n−m+1)(x)

)
+
m=n∑

m=0

Cmn B
(
f (m)(x), g(n+1−m)(x)

)

= B
(
f(x), g(n+1)(x)

)
+

m=n∑

m=1

(
Cm−1n + Cmn

)
B
(
f (m)(x), g(n−m+1)(x)

)
+B

(
f (n+1)(x), g(x)

)

=

m=n+1∑

m=0

Cmn+1B
(
f (m)(x), g(n+1−m)(x)

)

ce qui ach̀eve la preuve.

Le point 1 du th́eor̀eme se ǵeńeralise bien entendùa des applicationsk linéaires.

APPPLICATIONS
Ce th́eor̀eme a de tr̀es nombreuses applications. En voici quelques unes.

1. En prenant pourB l’applicationK× E → E, (t, v)→ tv on obtient :

Soientu : I → E etλ : I → K de classeC1. Alors la fonctionλ ∙ u : x→ λ(x)u(x) estC1 et

(λ ∙ u)′(x) = λ′(x)u(x) + λ(x)u′(x)

2. Soit(E,< , >) un espace euclidien etB : E × E → E le produit scalaire. On obtient :

Soientu, v : I → E de classeC1. La fonctionϕ : x→ ϕ(x) =< u(x), v(x) > est de classeC1 et

ϕ′(x) =< u′(x), v(x) > + < u(x), v′(x) >

On en d́eduit en particulier que siu : I → E est de classeC1 et vérifie ‖u(x)‖ = Cte (la normeétant la norme
euclidienne), alors pour toutx les vecteursu(x) etu′(x) sont orthogonaux.

3. Soit(E,< , >) un espace euclidien de dimension 3 orienté etB le produit vectoriel. On obtient :

Soientu, v : I → E de classeC1. La fonctionu ∧ v : x→ u(x) ∧ v(x) est de classeC1 et

(u ∧ v)′(x) = u′(x) ∧ v(x) + u(x) ∧ v′(x) (attention à l’ordre! )

4. SoitB l’applicationMn(K)×Kn → Kn (M,X)→MX. On obtient :

SoientA : I →Mn(K) etV : I → Kn de classeC1. L’applicationF : x→ A(x)V (x) est de classeC1 et

F ′(x) = A′(x)V (x) +A(x)V ′(x)

On a des ŕesultats analogues pour les divers produits matriciels possibles, et aussi en remplaçantKn par unK-espace
vectoriel de dimension finieE etMn(K) parL(E).

5. SoitM : I → Mn(K) une application de classeC1. NotonsC1(x), ∙ ∙ ∙ , Cn(x) les colonnes de la matriceM(x).
C1, . . . , Cn sont des applications de classeC1 deI dansKn. La fonctionx→ D(x) = detM(x) est de classeC1 et

D′(x) = det (C ′1(x), C2(x) + ∙ ∙ ∙ , Cn(x)) + det (C1(x), C
′
2(x), ∙ ∙ ∙ , Cn(x)) + ∙ ∙ ∙+ det (C1(x), C2(x), ∙ ∙ ∙ , C

′
n(x))

Il suffit d’apliquer le th́eor̀eme (ǵeńeraliśe aux applications multilińeaires)̀a l’applicationn-linéairedet : (Kn)n → K.
On a unénonće analogue en remplaçant les colonnes de la matrice par ses lignes.
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9.3.2 Fonctions compośees

THEOREME 9.3.2
SoientI etJ deux intervalles non triviaux deR, u : I → J etf : J → E.

1. Siu est d́erivable ena ∈ I etf dérivable enb = u(a) ∈ J , g = f ◦ u est d́erivable ena etg′(a) = u′(a)f ′ (u(a)).

2. Sif etg sont de classesCn (n ∈ N∗ oun =∞) il en est de m̂eme def ◦ u.

preuve

1. Soitθ : J → E définie parθ(y) = f(y)−f(b)
y−b poury 6= b etθ(b) = f ′(b). La d́erivabilité def enb implique la continuit́e

deθ enb. On a alors, pour toutx ∈ I, x 6= a

g(x)− g(a)
x− a

=
u(x)− u(a)

x− a
θ(u(x))

En effet, l’égalit́e est triviale siu(x) 6= u(a) et siu(x) = u(a) les deux membres sont nuls. On obtient le résultat en
prenant la limite quandx tend versa.

2. Le ŕesultat se prouve par récurrence surn ∈ N. Siu etf sontC1, il en est de m̂eme deg etg′ = u′ ∙ (f ′ ◦u). Supposons
prouv́e que siu etf sontCn alorsg estCn. Soientu etf de classeCn+1. Alors f ′ estCn, u aussi, donc par hypothèse
de ŕecurrencef ′ ◦ u aussi. Ensuite,u′ estCn, donc d’apr̀es le th́eor̀eme de Leibnitz, le produitu′ ∙ (f ′ ◦ u) aussi ; par
conśequentg′ estCn etg est de classeCn+1.�

9.4 Inégalité des accroissements finis et conséquences

THEOREME 9.4.1
SoitE unK-espace vectoriel de dimension finie,‖ ‖une norme surE. Soient[a, b] un intervalle compact deR, f : [a, b]→ E
continue sur[a, b] et d́erivable sur]a, b[. On suppose qu’il existe un réel positifk tel que, pour toutx ∈]a, b[ on ait‖f ′(x)‖ 6 k.
Alors ‖f(b)− f(a)‖ 6 k(b− a).

preuve
On va prouver que, pour toutε > 0 on a‖f(b)− f(a)‖ 6 (k + ε)(b− a) + ε.
Le résultat en d́ecoulera en faisant tendreε vers 0.
Soitε > 0. DéfinissonsIε = {x ∈ [a, b] | ‖f(x)− f(a)‖ 6 (k + ε)(x− a) + ε}.

• Soitϕ définie parϕ(x) = ‖f(x)− f(a)‖ − (k + ε)(x − a) − ε. Iε est l’image ŕeciproque du ferḿe ] −∞, 0] par la
fonction continueϕ. C’est donc un ferḿe.

• On aϕ(a) = −ε < 0. Par continuit́e deϕ, il existea′, a < a′ < b tel queϕ(x) < 0 poura 6 x < a′. Donc[a, a′[⊂ Iε

• Iε est non vide et majoré. Soitx0 = sup Iε. CommeIε est ferḿe,x0 ∈ Iε.

• Le théor̀eme sera prouv́e si on montre quex0 = b. Supposons le contraire. On aa < a′ 6 x0 < b ; par conśequentf est
dérivable enx0. Il existe donc unη > 0 tel quex0 + η < b et tel que pourx ∈]x0, x0 + η[ on ait

‖f(x)− f(x0)− (x− x0)f
′(x0)‖ 6 ε(x−x0) donc ‖f(x)− f(x0)‖ 6 (‖f

′(x0)‖ + ε) (x−x0) 6 (k+ε)(x−x0)

Commex0 ∈ Iε on a
‖f(x0)− f(a)‖ 6 (k + ε)(x0 − a) + ε

donc,
‖f(x)− f(a)‖ 6 ‖f(x)− f(x0)‖ + ‖f(x0)− f(a)‖ 6 (k + ε)(x− a) + ε

ce qui prouve quex ∈ Iε. Orx > x0 = sup Iε. L’hypothèsex0 6= b conduità une contradiction, doncx0 = b. �

On peut retrouver ainsi le résultat d́ejà prouv́e (prop. 9.2.1) :

COROLLAIRE 9.4.1
Soit I un intervalle non trivial deR etf : I → E une fonction.f est constante ssif est d́erivable de d́erivée nulle.
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preuve
Il est clair que sif est constante, elle est dérivable de d́erivée nulle. Inversement, supposonsf ′(x) = 0 pour toutx ∈ I. Soit
a ∈ I fixé. Pourx ∈ I on applique l’ińegalit́e des accroissements finis sur l’intervalle d’extrémit́esa et x aveck = 0 pour
conclure quef(x) = f(a).

THEOREME 9.4.2 (Prolongement des fonctions de classeC1)
SoientE unK-espace vectoriel de dimension finie,f : ]a, b] → E continue, d́erivable. Si‖f ′(x)‖ est borńe pourx ∈]a, b], f
admet une limite quandx tend versa.

preuve
Soit (xn) une suite de points de]a, b] convergeant versa. SiK est un majorant de la norme def ′ on a d’apr̀es l’inégalit́e des
accroissements finis‖f(xn)− f(xn+p)‖ 6 K|xn−xn+p| ce qui prouve que la suite(f(xn)) est de Cauchy.E étant complet,
elle converge, d’òu le ŕesultat.( 1.5.2).

Remarque
Dans le casE = R le résultat peut se prouver de manière plus élémentaire ; en effet, dans ce cas la fonction
g(x) = f(x) − Kx est d́ecroissante sur]a, b] puisque sa d́erivée est ńegative. D’autre part elle est bornée car, par exem-
ple, |g(x)| 6 |g(x)− g(b)|+ |g(b)| 6 2K(b− a) + |g(b)|. Donc elle admet une limite finie quandx tend versa.

COROLLAIRE 9.4.2
Soitf : ]a, b]→ E de classeC1. SiL := lim

x→a
f ′(x) existe,f se prolonge par continuité ena, le prolongementF est de classe

C1 sur[a, b] etF ′(a) = L.

preuve
f ′ est continue sur]a, b] et a une limite ena donc est borńee sur]a, b]. Doncf se prolonge par continuité ena. SoitF le
prolongement.

Soitε > 0. Il s’agit de montrer qu’il existeη > 0 tel quea 6 x 6 a+ η ⇒ ‖F (x)− F (a)− L(x− a)‖ 6 ε(x− a).
Consid́erons la fonctionϕ définie sur]a, b] parϕ(x) = F (x)−F (a)−L(x−a). Cette fonction est continue sur[a, b], dérivable
sur]a, b[ et sa d́erivée estϕ′(x) = f ′(x)−L. Par hypoth̀ese, il existeη > 0 tel quea < x 6 a+ η ⇒ ‖f ′(x)− L‖ 6 ε. On a
donc, poura 6 x 6 a+ η, ‖ϕ(x)− ϕ(a)‖ 6 ε(x− a) soit‖F (x)− F (a)− L(x− a)‖ 6 ε(x− a).

Par une ŕecurrence facile, on en déduit :

COROLLAIRE 9.4.3
Soitf :]a, b]→ E de classeCn. Si lim

x→a
f (n)(x) existe,f se prolonge ena en une fonction de classeCn sur[a, b].
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10

Int égration des fonctions continues par
morceaux

sur un intervalle compact

SoitE un espace vectoriel de dimension finien > 1 sur le corpsK = R ouC. On munitE d’une norme‖ ‖. Soit d’autre part
un intervalle compactJ = [a, b] deR où a < b. Ce chapitre se propose de présenter la th́eorie de l’int́egration des fonctions
continues par morceaux surJ à valeurs dansE. Ceci englobe bien entendu le cas des fonctions numériques (en prenantE = R
ou C muni de la valeur absolue comme norme).
On utilisera les notations du chapitre 8. En particulier,E(J,E), CM (J,E), etC0(J,E) désignent respectivement leK-espace
vecoriel des fonctions en escalier , continues par morceaux, continues surJ , à valeurs dansE. On omettraJ etE si il n’y a
pas d’ambigüıtés.

10.1 Intégration des fonctions en escalier

Soitϕ ∈ E(J,E) et σ = {x0 = a, x1, . . . , xn = b} une subdivision adaptéeàϕ. Soit, pour0 6 i 6 n − 1, ci la valeur de
ϕ sur ]xi, xi+1[. Le nombreI(ϕ, σ) :=

∑
06i6n−1 (xi+1 − xi)ci ne d́epend pas deσ. En effet, sit ∈ J on vérifie facilement

queI(ϕ, σ ∪ {t}) = I(ϕ, σ), donc par ŕecurrence queI(ϕ, σ ∪ {t1, . . . , tp}) = I(ϕ, σ), si t1, . . . , tp sont des points deJ .
Alors, siσ et σ′ sont deux subdivisions adaptéesàϕ on aI(ϕ, σ) = I(ϕ, σ ∪ σ′) = I(ϕ, σ′). Cet élément deE est appeĺe
intégrale deϕ sur[a, b] et est not́e

∫
J
ϕ ou

∫ b
a
ϕ ou enfin

∫ b
a
ϕ(x) dx

♠ Les propríet́es suivantes se vérifient sans difficult́es :

1. L’applicationI : E(J,E)→ E : ϕ→
∫
J
ϕ est une application lińeaire deE dansE : siϕ,ψ ∈ E etλ ∈ K on a

∫

J

(λϕ+ ψ) = λ

∫

J

ϕ+

∫

J

ψ

2. Pour touteϕ ∈ E(J,E) la fonctiont→ ‖ϕ(t)‖ appartient̀aE(J,R) et on a

∥
∥
∥
∥
∥

∫ b

a

ϕ(t) dt

∥
∥
∥
∥
∥
6
∫ b

a

‖ϕ(t)‖ dt 6 (b− a) ‖ϕ‖∞

Donc l’application lińeaireI est continue lorsqu’on munitE de la norme de la convergence uniforme.

3. SiE = R, I est une forme lińeaire positive, i.e. siϕ est positive (∀x ∈ J, ϕ(x) > 0), on a
∫
J
ϕ > 0.

4. (Relation de Chasles) Soitϕ ∈ E([a, b], E) et c ∈]a, b[ ; la restriction deϕ à chacun des intervalles[a, c] et [c, b] est en
escalier. En notant

∫ c
a
ϕ =

∫ c
a
ϕ |[a,c] on a

∫ b

a

ϕ =

∫ c

a

ϕ+

∫ b

c

ϕ
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10.2 Intégration des fonctions continues par morceaux

10.2.1 Construction

Soit f ∈ CM ; il existe une suite(ϕn) de fonctions en escalier qui converge uniformémemnt versf . La suite(I(ϕn))
est de Cauchy dansE car ‖I(ϕn)− I(ϕn+p)‖ 6 (b − a) ‖ϕn+p − ϕn‖∞; E est complet (car de dimension finie), donc
cette suite converge vers unλ ∈ E. On v́erifie ensuite queλ dépend seulement def et non de la suite(ϕn) choisie. On
note (provisoirement)̂I(f) := λ. On v́erifie ensuite que l’application̂I est lińeaire et qu’elle prolongeI. De l’inégalit́e

‖I(ϕn)‖ 6 (b− a) ‖ϕn‖∞ valable pour toutn on d́eduit
∥
∥
∥Î(f)

∥
∥
∥ 6 (b− a) ‖f‖∞. L’application lińeaireÎ est donc continue.

L’application Î prolongeantI on noteraÎ = I et pourf ∈ CM , I(f) =
∫
J
f =

∫ b
a
f =

∫ b
a
f(x) dx.

Remarque
La construction ci dessus est un cas particulier du théor̀eme 5.4.3. On applique ce théor̀eme avecG = CM muni de la norme
de la convergence uniforme,F = E qui est bien dense dansCM etu = I.

THEOREME 10.2.1
L’int égrale poss̀ede les propríet́es suivantes:

1. L’applicationI : f →
∫
J
f est une application lińeaire deCM (J,E) dansE : si f, g ∈ CM etλ ∈ K on a

∫

J

(λf + g) = λ

∫

J

f +

∫

J

g

2. Pour toutef ∈ CM (J,E) la fonctiont→ ‖f(t)‖ appartient̀aCM (J,R) et on a
∥
∥
∥
∥
∥

∫ b

a

f(t) dt

∥
∥
∥
∥
∥
6
∫ b

a

‖f(t)‖ dt 6 (b− a) ‖f‖∞

L’application linéaireI est continue lorsqu’on munitCM de la norme de la convergence uniforme.

3. (Relation de Chasles) Soitf ∈ CM ([a, b], E) et c ∈ ]a, b[ ; la restriction def à chacun des intervalles[a, c] et [c, b] est
continue par morceaux. En notant

∫ c
a
f =

∫ c
a
f |[a,c] on a

∫ b

a

f =

∫ c

a

f +

∫ b

c

f

♠ La preuve se fait̀a partir des propriét́es (1), (2) et (4) du paragraphe préćedent par passageà la limite.

10.3 Cas des fonctions nuḿeriques

Notons que l’ensembleCM (J,K) muni des oṕerations usuelles est uneK algèbre dontC0(J,K) est une sous algèbre.
Si f ∈ CM (J,K) (resp.C0(J,K) ), il en est de m̂eme de la fonction| f |.

10.3.1 Positivit́e

THEOREME 10.3.1
L’applicationI : CM (J,R)→ R est une forme lińeaire positive, i.e. sif est positive (∀x ∈ J, f(x) > 0), on a

∫
J
f > 0.

preuve
Soit (ϕn) une suite de fonctions en escalier convergeant uniformément versf ; posonsψn = sup(ϕn, 0), i.e. ψn(x) =
ϕn(x) siϕn(x) > 0 etψn(x) = 0 sinon. On a pour toutx ∈ J |f(x)− ψn(x) |6|f(x)− ϕn(x) | carf(x) > 0 donc la suite
(ψn) converge aussi uniforḿement versf . On a

∫
J
ψn > 0 donc

∫
J
f = lim

n→∞

∫
J
ψn > 0.

COROLLAIRE 10.3.1
Soientf, g ∈ CM (E,R) ; si ∀x ∈ J f(x) 6 g(x) on a

∫
J
f 6

∫
J
g.
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THEOREME 10.3.2
Soit f : [a, b] → R une fonction positive et continue par morceaux telle que

∫ b
a
f(t)dt = 0 ; si x ∈ [a, b] est un point òu f est

continue, on af(x) = 0.

preuve
En effet, si on supposef continue enx et f(x) > 0 il existe un intervalleI contenu dans[a, b] et contenantx tel que
f(t) > f(x)/2 pour toutt ∈ I ; soitφ : [a, b] → R la fonction en escalier telle queφ(t) = f(x)/2 pourt ∈ I etφ(t) = 0 si
t 6∈ I. On a donc∀t ∈ [a, b] φ(t) 6 f(t) ce qui implique

0 <
1

2
f(x)long(I) =

∫ b

a

φ(t)dt 6
∫ b

a

f(t)dt

d’où la contradiction.

COROLLAIRE 10.3.2
Soitf : [a, b]→ R une fonction positive,continueet non identiquement nulle. On a

∫ b
a
f(x) dx > 0.

COROLLAIRE 10.3.3
SoitE unK espace vectoriel norḿe de dimension finie. L’applicationf → ‖f‖1 :=

∫ b
a
‖f(x)‖ dx est une norme sur l’espace

vectorielC0([a, b], E).

Cette norme est appelée norme de la convergence en moyenne. On a pour toutef ∈ C0([a, b], E) ‖f‖1 6 (b− a) ‖f‖∞.
Exercice
Soit fn : [0, 1] → R vérifiant fn(0) = fn(2/n) = fn(1) = 0, fn(1/n) =

√
n et affine sur chacun des intervalles

[0, 1/n], [1/n, 2/n] et [2/n, 1] . Montrer que la suite(fn) converge en moyenne vers la fonction nulle. En déduire que les
normes‖ ‖1 et ‖ ‖∞ ne sont paśequivalentes.

10.3.2 Ińegalité de Cauchy Schwarz

Soientf, g : [a, b]→ C continues par morceauxetf l’applicationt→ f(t) (complexe conjugúe def(t)).
♠ L’application(f, g)→

∫ b
a
f(t)g(t) dt est une forme hermitienne positive surCM ([a, b], E), dont la restrictioǹaC0([a, b], E)

est d́efinie positive d’apŕes le th́eor̀eme 10.3.2. On en déduit :

THEOREME 10.3.3
1. (Inégalit́e de Cauchy Schwarz) Pourf, g ∈ CM ([a, b],C)

∣
∣
∣
∣
∣

∫ b

a

f(t)g(t)dt

∣
∣
∣
∣
∣

2

6
∫ b

a

|f(t)|2 dt ∙
∫ b

a

|g(t)|2 dt

2. L’application (f, g) →
∫ b
a
f(t)g(t) dt est un produit scalaire complexe surC0([a, b],C) dont la norme associée est

donńee par‖f‖2 :=
√∫ b

a
|f(t)|2 dt.

3. De m̂eme, l’application(f, g) →
∫ b
a
f(t)g(t) dt est un produit scalaire réel surC0([a, b],R) dont la norme associée est

donńee par‖f‖2 :=
√∫ b

a
f(t)2 dt.

La norme‖ ‖2 est appeĺee norme de la convergence en moyenne quadratique. Elle vérifie‖ ‖2 6
√
b− a ‖ ‖∞.

Une preuve de l’ińegalit́e de Cauchy-Schwarz pour une forme hermitienne définie positive est donńee au chapitre 11. Elle est
bien entendu ind́ependante de toute notion d’intégrale!

10.3.3 Formules de la moyenne

THEOREME 10.3.4
Soientf, g : [a, b] → R ; on suppose quef est continue sur[a, b] et queg est continue par morceaux et de signe constant sur

[a, b]. Alors, il existec ∈ [a, b] tel que
∫ b
a
f(t)g(t) dt = f(c)

∫ b
a
g(t) dt.
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preuve
On peut supposerg positive. La fonctionf continue sur l’intervalle ferḿe borńe [a, b] est borńee. Soitm = infa6t6b f(t) et
M = supa6t6b f(t) .

Puisqueg(t) > 0, on a, pour toutt ∈ [a, b] mg(t) 6 f(t)g(t) 6 Mg(t) doncm
∫ b
a
g 6

∫ b
a
fg 6 M

∫ b
a
g. Si

∫ b
a
g = 0, il en

est donc de m̂eme de
∫ b
a
fg et tout pointc ∈ [a, b] convient ; sinon,

∫ b
a
g > 0 et l’existence du pointc résulte du th́eor̀eme des

valeurs interḿediaires appliqúe à la fonction continuef et de l’inégalit́em 6
∫ b
a
fg/

∫ b
a
g 6M .�

COROLLAIRE 10.3.4
Soitf : [a, b]→ R continue ; il existec ∈ [a, b] tel que 1

b−a

∫ b
a
f(t) dt = f(c)

10.4 Sommes de Riemann

DEFINITION 10.4.1
Une subdivision point́ee d’un intervalle ferḿe borńe [a, b] est un couple(σ, τ) où σ = (x0 = a, x1, . . . , xn = b) est une
subdivision de[a, b] et τ = (t0, t1, . . . , tn−1) unn-uplet de points v́erifiant∀i ∈ Nn−1 = {0, 1, . . . , n − 1} , xi 6 ti 6 xi+1.
Le pas de la subdivision estp(σ) = max

06i6n−1
(xi+1 − xi).

Soitf : [a, b]→ E. La somme de Riemann def assocíeeà la subdivison pointée(σ, τ) estS(f, σ, τ ) =
n−1∑

i=0

(xi+1 − xi)f(ti)

THEOREME 10.4.1
Soitf : [a, b]→ E continue par morceaux ; pour toutε > 0 il existe unη > 0 tel que pour toute subdivision pointée(σ, τ) de
pas inf́erieuràη on ait ∣

∣
∣
∣
∣

∫ b

a

f(t) dt− S(f, σ, τ )

∣
∣
∣
∣
∣
6 ε

preuve
Notons que pourσ, τ fixées l’aplicationf → S(f, σ, τ ) est lińeaire et v́erifie‖S(f, σ, τ )‖ 6 (b− a) ‖f‖∞.

a) On commence par prouver le théor̀eme pour la fonction caractéristiqueχ d’un intervalleK quelconque, d’extŕemit́esα
et β, contenu dans[a, b]. Soientε > 0, η < min(ε/2, β − α) et (σ, τ) une subdivision pointée de pas inf́erieurà η.
Soienti et j tels queα ∈ [xi, xi+1] etβ ∈ [xj , xj+1]. Puisqueβ − α > p(σ) on ai < j. Il vient

∫ b

a

χ− S(χ, σ, τ ) =
n−1∑

k=0

∫ xk+1

xk

(χ(x)− χ(tk)) dx =
∫ xi+1

xi

(χ(x)− χ(ti)) dx+
∫ xj+1

xj

(χ(x)− χ(tj)) dx

donc ∣
∣
∣
∣
∣

∫ b

a

χ− S(χ, σ, τ )

∣
∣
∣
∣
∣
6 (xi+1 − xi) + (xj+1 − xj) 6 2η 6 ε

b) On en d́eduit le th́eor̀eme pour une fonction en escalierϕ : [a, b]→ E. Une telle fonction s’́ecritϕ(t) =
∑

16k6m
χk(t)ak

où lesχk sont des fonctions caractéristiques d’intervalle et lesak deséléments non nuls deE. D’après le a), pour chaque

k, il existe unηk > 0 tel que
∣
∣
∣
∫ b
a
χk − S(χk, σ, τ)

∣
∣
∣ 6 ε

m‖ak‖
pour toute subdivision pointée de pas inf́erieurà ηk. Si

η = min
16k6m

ηk, on a pour toute subdivision pointée de pas inf́erieuràη
∥
∥
∥
∫ b
a
ϕ− S(ϕ, σ, τ)

∥
∥
∥ 6 ε.

c) Fin de la preuve: soitf continue par morceaux sur[a, b]; soitε > 0 etε′ = ε/3(b− a). Il existe une fonction en escalier

ϕ telle que‖ϕ− f‖∞ 6 ε′. Pour cette fonctionϕ il existe d’apr̀es le b) unη > 0 tel que
∥
∥
∥
∫ b
a
ϕ− S(ϕ, σ, τ)

∥
∥
∥ 6 ε/3

pour toute subdivision pointée telle quep(σ) < η. Pour une telle subdivision on a alors
∥
∥
∥
∥
∥

∫ b

a

f − S(f, σ, τ )

∥
∥
∥
∥
∥
6

∥
∥
∥
∥
∥

∫ b

a

(f − ϕ)

∥
∥
∥
∥
∥
+

∥
∥
∥
∥
∥

∫ b

a

ϕ− S(ϕ, σ, τ)

∥
∥
∥
∥
∥
+ ‖S(ϕ− f, σ, τ )‖

6 (b− a)ε′ + ε/3 + (b− a) ‖f − ϕ‖∞ 6 ε �
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Exercice
Donner une autre d́emonstration (plus courte) du théor̀eme dans le cas d’une fonctionf continue sur[a, b] (Utiliser la continuit́e
uniforme def ).
Exemple usuel
Pour un entiern > 1 on consid̀ere la subdivision ŕegulìere de[a, b] de pas(b− a)/n : xk = a+ k b−an ; on choisittk = xk pour
toutk entre 0 etn− 1. On obtient

lim
n→∞

1

n

n−1∑

k=0

f

(

a+ k
b− a
n

)

=
1

b− a

∫ b

a

f

Si on choisittk = xk+1, on obtient

lim
n→∞

1

n

k=n∑

k=1

f

(

a+ k
b− a
n

)

=
1

b− a

∫ b

a

f

10.5 Intégration et primitives

10.5.1 Propríetés d’une int́egrale fonction de sa borne suṕerieure

DEFINITION 10.5.1
Soit I un intervalle deR et f : I → E. On dira quef est localement continue par morceaux si la restriction def à tout
intervalle ferḿe borńeJ ⊂ I est continue par morceaux.

NB Cette d́efinition pratique n’est pas standard.

Soit f : I → E localement continue par morceaux surI et a, b ∈ I. Si a < b l’int égrale
∫ b
a
f est donc d́efinie. Sib < a on

pose, par convention
∫ b
a
f = −

∫ a
b
f et aussi

∫ a
a
f = 0. Avec ces conventions, la relation de Chasles a lieu sous sa forme la

plus ǵeńerale : sia, b, c ∈ I, on a
∫ b
a
f =

∫ c
a
f +

∫ b
c
f .

THEOREME 10.5.1
Soitf : I → E localement continue par morceaux,a ∈ I. SoitF : I → E définie parF (x) =

∫ x
a
f(t) dt.

1) F est continue surI.

2) Sif est continue au pointx0 ∈ I, F est d́erivable enx0 etF ′(x0) = f(x0).

3) Sif est continue surI, F est de classeC1 surI.

preuve
Soitx0 ∈ I; on choisit deux pointsc etd deI commme suit : six0 n’est pas une extrémit́e deI on prendc < x0 < d ; si x0 est
l’extrémit́e inférieure deI on prendc = x0 etx0 < d ; enfin six0 est l’extŕemit́e suṕerieure deI on prendc < x0 etd = x0.
J = [c, d] ainsi d́efini est un voisinage dex0 dansI. Sur l’intervalleJ , f est continue par morceaux, donc bornée ; il existe

M > 0 tel que∀x ∈ J, ‖f(x)‖ 6 M . Pourx ∈ J on a‖F (x)− F (x0)‖ =
∥
∥
∥
∫ x
x0
f(t) dt

∥
∥
∥ 6

∣
∣
∣
∫ x
x0
‖f(t)‖ dt

∣
∣
∣ 6 M |x − x0|.

D’où la continuit́e deF enx0. Soit ε > 0 ; si f est continue enx0, on peut choisirc et d comme ci dessus de sorte que
‖f(t)− f(x0)‖ 6 ε pourc 6 t 6 d. Alors, six ∈ [c, d], on a

∥
∥
∥
∥
F (x)− F (x0)

x− x0
− f(x0)

∥
∥
∥
∥ =

1

|x− x0|

∥
∥
∥
∥

∫ x

x0

(f(t)− f(x0)) dt

∥
∥
∥
∥ 6

1

|x− x0|

∣
∣
∣
∣

∫ x

x0

‖f(t)− f(x0)‖ dt

∣
∣
∣
∣ 6 ε

d’où le point 2). Le 3) en d́ecoule.�

COROLLAIRE 10.5.1
Toute fonction continue sur un intervalleI à valeurs dans un espace vectoriel de dimension finieE admet des primitives.

Il suffit de choisira ∈ I et de prendreF (x) =
∫ x
a
f(t) dt.

COROLLAIRE 10.5.2 (Th éorème fondamental du calcul int́egral)
Si f : I → E est une fonction continue et siF est une primitive def surI, on a, poura, b ∈ I,

∫ b
a
f(x) dx = F (b) − F (a)

quantit́e not́ee traditionellementF (t)]t=bt=a
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preuve
Soit F une primitive quelconque def et G définie parG(x) =

∫ x
a
f(t) dt; G est une primitive def d’apr̀es le corollaire

préćedent. La diff́erenceG−F a une d́erivée nulle surI, donc est constante surI. On en d́eduitF (b)−F (a) = G(b)−G(a) =
∫ b
a
f(t) dt. �

COROLLAIRE 10.5.3
SoientI un intervalle non trivial deR, a ∈ I etf : I → E de classeC1. On a, pour toutx ∈ I, f(x) = f(a) +

∫ x
a
f(u) du.

10.5.2 Applications

COROLLAIRE 10.5.4 (Int égration par parties)
SoientE unK espace vectoriel de dimension finie,u : [a, b]→ K etv : [a, b]→ E declasseC1 . On a

∫ b

a

u′(t)v(t) dt = u(b)v(b)− u(a)v(a)−
∫ b

a

u(t)v′(t) dt

Car la fonction continueu′v + uv′ admet la fonctionuv comme primitive.�

Ce corollaire n’est qu’un cas particulier du résultat suivant plus ǵeńeral:

COROLLAIRE 10.5.5
SoientE, F, etG troisK espaces vectoriels de dimension finie,B : E × F → G une application bilińeaire,u : [a, b] → E
etv : [a, b]→ F declasseC1 . On a

∫ b

a

B (u′(t), v(t)) dt = B (u(b), v(b))−B (u(a), v(a))−
∫ b

a

B (u(t), v′(t)) dt

La preuve est la m̂eme: la fonction continueB(u′, v) +B(u, v′) admet la fonctionB(u, v) comme primitive.�

COROLLAIRE 10.5.6 (Changement de variables)
Soitf : [a, b]→ E continueetϕ : [α, β]→ [a, b] declasseC1. On a

∫ β

α

ϕ′(t)f (ϕ(t)) dt =

∫ ϕ(β)

ϕ(α)

f(u) du

En effet, siF est une primitive def sur [a, b], F ◦ ϕ est une primitive deϕ′ ∙ f ◦ ϕ sur [α, β]. On voit alors que les deux
membres sont́egauxàF (ϕ(β))− F (ϕ(α)).�

THEOREME 10.5.2 (Inégalité des accroissements finis)
SoientE un K espace vectoriel norḿe de dimension finie,f : [a, b] → E et g : [a, b] → R de classeC1 vérifiant
∀t ∈ [a, b], ‖f ′(t)‖ 6 g′(t). On a

‖f(b)− f(a)‖ 6 g(b)− g(a)

preuve

C’est imḿediat :‖f(b)− f(a)‖ =
∥
∥
∥
∫ b
a
f ′(t) dt

∥
∥
∥ 6

∫ b
a
‖f ′(t)‖ dt 6

∫ b
a
g′(t) dt = g(b)− g(a). �

THEOREME 10.5.3 (Formule de Taylor, reste int́egrale)
SoientE unK espace vectoriel de dimension finie etf : [a, b]→ E de classeCn+1. On a

f(b) = f(a) + (b− a)f ′(a) + . . .+
1

n!

∫ b

a

(b− t)nf (n+1)(t) dt

preuve
Soit, pour0 6 p 6 n, Ip =

1
p!

∫ b
a
(b− t)pfp+1(t) dt. Il vient en int́egrant par parties (ce qui est possible puisquef est de

classeCn+1 Ip = −
(b−a)p

p! f (p)(a) + Ip−1. En ajoutant dep = 0 à p = n on obtient le ŕesultat voulu en tenant compte de
l’ égaliteI0 = f(b)− f(a).�
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COROLLAIRE 10.5.7 (In égalité de Taylor Lagrange)
SoientE unK espace vectoriel de dimension finie,f : [a, b]→ E de classeCn+1 etM > 0 tel que∀t ∈ [a, b],

∥
∥fn+1(t)

∥
∥ 6M .

On a ∥
∥
∥
∥
∥
f(b)− f(a)−

k=n∑

k=1

(b− a)k

k!
f (k)(a)

∥
∥
∥
∥
∥
6M

(b− a)n+1

(n+ 1)!
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11

Espaces pŕehilbertiens

11.1 Produit scalaire

11.1.1 D́efinitions

DEFINITION 11.1.1
Soit E un R-ev ; on appelle produit scalaire surE une forme bilińeaire syḿetrique d́efinie positive surE, c’est à dire une
application〈 | 〉 : E × E → R vérifiant :

1. Pour toutx ∈ E l’applicationy → 〈x |y 〉 deE dansR est lińeaire.

2. ∀x, y ∈ E, 〈x |y 〉 = 〈y |x 〉

3. ∀x ∈ E, x 6= 0⇒ 〈x |x 〉 > 0.

DEFINITION 11.1.2
SoitE unC-ev ; on appelle produit scalaire surE une forme sesquilińeaireà syḿetrie hermitienne d́efinie positive surE, c’est
à dire une application〈 | 〉 : E × E → C vérifiant :

1. Pour toutx ∈ E l’applicationy → 〈x |y 〉 deE dansC est lińeaire.

2. ∀x, y ∈ E, 〈x |y 〉 = 〈y |x 〉

3. ∀x ∈ E, x 6= 0⇒ 〈x |x 〉 > 0.

Dans le cas d’un espace complexe, en utilisant (1) et (2), on voit que, poury fixé dansE, l’application x → 〈x |y 〉 est
semi-lińeaire, c’est̀a dire qu’elle v́erifie :

∀x1, x2 ∈ E, 〈x1 + x2 |y 〉 = 〈x1 |y 〉+ 〈x2 |y 〉
∀x ∈ E, ∀λ ∈ C, 〈λx |y 〉 = λ̄ 〈x |y 〉

Notons aussi que (2) implique que〈x |x 〉 est ŕeel.

DEFINITION 11.1.3
On appelle espace préhilbertien tout couple(E, 〈 | 〉) où E est un espace vectoriel surR ouC et 〈 | 〉 un produit scalaire sur
E. SiK = R l’espace est dit pŕehilbertien ŕeel, siK = C, préhilbertien complexe.

EXEMPLE 11.1.1
1. Un espace préhilbertien ŕeel (resp. complexe) de dimension finie est un espace euclidien (resp. hermitien).

2. SoitE = C0 ([a, b],C) leC-espace vectoriel des fonctions continues sur[a, b] à valeurs dansC. L’application(f, g)→
∫ b
a
f(t)g(t) dt est un produit scalaire surE.
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3. Cet exemple est essentiel dans l’étude des śeries de Fourier. SoitE l’ensemble des fonctionsf : R→ C , 2π-périodiques,
localement continues par morceaux (i.e. dont la restrictionà tout intervalle compact deR est continue par morceaux), et

vérifiant∀x ∈ R, f(x) = 1
2

(

lim
y→x
y>x

f(y) + lim
y→x
y<x

f(y)

)

.

Pourf, g ∈ E on pose〈f |g 〉 = 1
2π

∫ 2π
0

f(t)g(t) dt. (E, 〈 | 〉) est un espace préhilbertien complexe.

SiE est un espace préhilbertien etF un sev deE, la restriction du produit scalairèaF × F munitF d’une structure d’espace
préhilbertien.

Dans toute la suite,K désignera soitR soitC. Pourλ ∈ K , λ̄ désignera le complexe conjugué deλ siK = C et le nombreλ
lui même siK = R. Avec ces conventions, la définition 2 suffità d́efinir un produit scalaire dans tous les cas.

11.1.2 Ińegalité de Cauchy-Schwarz

THEOREME 11.1.1
SoitE un espace préhilbertien,x, y deuxéléments deE. On a| 〈x |y 〉 |2 6 〈x |x 〉 〈y |y 〉. L’ égalit́e a lieu si et seulement si le
syst̀eme(x, y) est líe.

preuve
Pour toutλ ∈ K, on a〈λx+ y |λx+ y 〉 > 0, soitλλ 〈x |x 〉 + λ 〈x |y 〉 + λ 〈y |x 〉 + 〈y |y 〉 > 0. Posons〈x |y 〉 = ρu avec
ρ > 0, |u| = 1 avec la conventionu = 1 si 〈x |y 〉 = 0. Prenonsλ de la formeλ = tu, avect réel.
Il vient: ∀ t ∈ R, t2 〈x |x 〉+2tρ+〈y |y 〉 > 0. Six = 0, l’in égalit́e à prouver est triviale. Dans le cas contraire, on a〈x |x 〉 > 0
et l’inégalit́e à prouver s’obtient eńecrivant que le trin̂ome du second degré t2 〈x |x 〉+ 2tρ+ 〈y |y 〉 a un discriminant ńegatif
ou nul.
Supposons qu’on ait l’égalit́e; si x ou y est nul, le syst̀eme(x, y) est líe. Sinon, le trin̂ome ci dessus a un discriminant nul,
donc admet une racine doublet0. On a alors en posantλ0 = t0u , 〈λ0x+ y |λ0x+ y 〉 = 0, ce qui implique (propríet́e 3 de la
définition)λ0x+ y = 0. La réciproque est facile.

THEOREME 11.1.2
SoitE un espace préhilbertien. L’applicationx→ ‖x‖ =

√
〈x |x 〉 est une norme surE.

preuve
La seule propríet́e non triviale est l’ińegalit́e triangulaire. On a(‖x‖ + ‖y‖)2 − ‖x+ y‖2 = 2 (‖x‖ ‖y‖ − Re (〈x |y 〉)) pour
tousx, y ∈ E. OrRe (〈x |y 〉) 6 |〈x |y 〉| 6 ‖x‖ ‖y‖ d’apr̀es l’inégalit́e de Cauchy-Schwarz .

Complément important
L’in égalit́e ‖x+ y‖ 6 ‖x‖ + ‖y‖ est stricte sauf si l’on est dans l’un des deux cas suivants : l’un des vecteursx ou y est nul
ou il existek > 0 tel quey = kx.
En effet, supposons qu’on ait l’égalit́e avecx et y non nuls. D’apr̀es la preuve ci dessus, on a les deuxégalit́es
Re (〈x |y 〉) = |〈x |y 〉| et |〈x |y 〉| = ‖x‖ ‖y‖. De la deuxìemeégalit́e, on d́eduit qu’il existek ∈ K tel quey = kx. En
reportant dans la première, il vientRe(k ‖x‖2) = |k| ‖x‖2 ce qui impliqueRe(k) = |k| donck > 0 puisque‖x‖ > 0.

Un espace pŕehilbertienE sera toujours muni de la norme ci dessus définie, associée au produit scalaire. Toutes les notions
topologiques habituelles auront donc un sens dansE. La convergence pour la norme préhilbertienne dans le cas des exemples
2 et 3 du paragraphe préćedent s’appelle convergence en moyenne quadratique. Une suite(fn) d’éléments deE converge donc
en moyenne quadratique versf ∈ E ssi lim

n→∞

∫ 2π
0
|f(t)− fn(t)|2 dt = 0.

THEOREME 11.1.3
SoitE un espace préhilbertien. Le produit scalaire est une application continue deE × E dansK.

preuve
C’est un conśequence de l’ińegalit́e de Cauchy-Schwarz. En effet, six0, y0 ∈ E on a pour tousx, y ∈ E
| 〈x |y 〉 − 〈x0 |y0 〉 | 6 | 〈x− x0 |y 〉 |+ | 〈x0 |y − y0 〉 | 6 ‖x− x0‖ ‖y‖ + ‖x0‖ ‖y − y0‖.
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11.1.3 Formulaire

SoitE un espace préhilbertien, etx, y ∈ E. On a

‖x+ y‖2 + ‖x− y‖2 = 2
(
‖x‖2 + ‖y‖2

)
(identit́e du paralĺelogramme)

SiK = R, 〈x |y 〉 = 1
4

(
‖x+ y‖2 − ‖x− y‖2

)

SiK = C, 〈x |y 〉 = 1
4

(
‖x+ y‖2 − ‖x− y‖2 − i

(
‖x+ iy‖2 − ‖x− iy‖2

))
(identit́e de polarisation).

11.2 Orthogonalité

11.2.1 Propríetésélémentaires

DEFINITION 11.2.1
Deux vecteursx et y d’un espace préhilbertienE sont dits orthogonaux si leur produit scalaire est nul. On noterax⊥y la
relationx est orthogonal̀ay.

Noter que〈x |y 〉 = 0⇔ 〈y |x 〉 = 0. La relation ” est orthogonal̀a ” est syḿetrique.

THEOREME 11.2.1 (théorème de Pythagore)
SoientE préhilbertien, etx, y ∈ E. Six⊥y on a‖x+ y‖2 = ‖x‖2 + ‖y‖2.
La réciproque est vraie siK = R.

Attention! La réciproque est fausse siK = C.

DEFINITION 11.2.2
SoitA une partie d’un espace préhilbertienE. On appelle orthogonal deA et on noteraA⊥ l’ensemble des vecteurs deE
orthogonaux̀a tous les vecteurs deA : A⊥ = {x ∈ E | ∀ y ∈ A, 〈y |x 〉 = 0}.

Remarques

1. A⊥ = Vect(A)⊥.

2. {0}⊥ = E.

3. E⊥ = {0} (Le produit scalaire est dit non déǵeńeŕe).

PROPOSITION 11.2.1
Pour tout vecteur non nule d’un espace préhilbertienE, l’orthogonal dee est un hyperplan ferḿe.

Cela ŕesulte imḿediatement du fait que l’applicationx→ 〈e |x 〉 est une forme lińeaire continue non nulle.

COROLLAIRE 11.2.1
Pour toute partieA d’un espace préhilbertienE,A⊥est un sous espace vectoriel fermé

En effet,A⊥ =
⋂

a∈A
a⊥ est une intersection d’hyperplans fermés.

DEFINITION 11.2.3
Un syst̀eme(ei)i∈I de vecteurs d’un espace préhilbertienE est dit orthogonal sii 6= j ⇒ 〈ei |ej 〉 = 0. Il est dit orthonorḿe si
il est orthogonal et si pour touti, ‖ei‖ = 1.

THEOREME 11.2.2
Un syst̀eme orthogonal de vecteurs non nuls (en particulier un système orthonorḿe) est un système libre.
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preuve
Soit (ei)i∈I un syst̀eme orthogonal de vecteurs non nuls. SoitJ ⊂ I un sous ensemble fini. Il s’agit de montrer que la famille

(ej)j∈J est libre. Soit(λj)j∈J des scalaires tels que
∑

j∈J
λjej = 0. Soitk ∈ J . On a0 =

〈
∑

j∈J
λjej |ek

〉

ce qui se ŕeduit à

λk ‖ek‖
2
= 0 doncλk = 0. �.

PROPOSITION 11.2.2
Soit (e1, . . . , en) une base orthonorḿee d’un espace préhilbertien de dimension finieE. Six =

k=n∑

k=1

xkek, y =
k=n∑

k=1

ykek on a

xk = 〈ek |x 〉 〈x |y 〉 =
k=n∑

k=1

xkyk et ‖x‖2 =
k=n∑

k=1

|xk|
2

11.2.2 Proćedé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt

THEOREME 11.2.3
Soit (ui)16i6n (resp(ui)i∈N) une suite libre finie (resp. une suite libre) de vecteurs de l’espace préhilbertienE. Il existe une
unique suite orthonorḿee(ei)16i6n (resp.(ei)i∈N) vérifiant, pour tout entierk compris entre 1 etn (resp. pour tout entierk) :
Vect (e1, . . . , en) = Vect (u1, . . . , un) et 〈ek |uk 〉 > 0

preuve
SoitVk = Vect (u1, . . . , uk).
On aV1 ⊂ V2 ⊂ ∙ ∙ ∙ ⊂ Vk etdim(Vj) = j ; la droiteKuj est un suppĺementaire, dansVj deVj−1, pour2 6 j 6 k.

1. Existence
On construit la suite(ek)16k6n par ŕecurrence surk. On posee1 = u1/ ‖u1‖. Supposons les vecteursej construits pour
1 6 j 6 k . Ils vérifient doncVect(e1, . . . , ej) = Vect(u1, . . . , uj) et 〈ej |uj 〉 > 0 pour1 6 j 6 k. En particulier,
on aVk+1 = Vect(e1, . . . , ek, uk+1). On cherchee′k+1 ∈ Vk+1, orthogonal auxej , 1 6 j 6 k tel queVk+1 =

Vect(e1, . . . , ek, e
′
k+1). Il est clair que cette dernière condition sera remplie si on choisite′k+1 = uk+1 +

k∑

j=1

λjej ,

quelles que soient les valeurs des scalairesλj . On écrit ensuite
〈
ej
∣
∣e′k+1

〉
= 0, ce qui donne〈ej |uk+1 〉 + λj = 0. Le

vecteure′k+1 = uk+1 −
k∑

j=1

〈ej |uk+1 〉 ej n’est pas nul, caruk+1 6∈ Vk. On peut donc d́efinir ek+1 = e′k+1/
∥
∥e′k+1

∥
∥. La

suite(ej)16j6k+1 vérifie les propríet́es voulues.

2. Unicité
Supposons que la suite(εk)16k6n réponde aussìa la question.Vect(ε1) = V1 doncε1 est colińeaireà e1 : il existe
λ ∈ K tel queε1 = λe1. On a‖ε1‖ = |λ| ‖e1‖ et 〈ε1 |u1 〉 = λ 〈e1 |u1 〉, d’où |λ| = 1 etλ > 0, soitλ = 1 et ε1 = e1.
Supposons prouvé εj = ej pour1 6 j 6 k et montronsεk+1 = ek+1. Puisqueεk+1 ∈ Vk+1 et que(e1, . . . , ek+1)

est une base orthonormée deVk+1, on peut́ecrireεk+1 =
k+1∑

j=1

〈ej |εk+1 〉 ej =
j=k∑

j=1

〈ej |εk+1 〉 ej + 〈ek+1 |εk+1 〉 ek+1 =

〈ek+1 |εk+1 〉 ek+1. Les vecteursεk+1 et ek+1 sont donc colińeaires. En raisonnant comme dans le cas deε1, on obtient
l’ égalit́e.

En ŕesuḿe, le syst̀eme cherch́e est donńe par les formules:

e′1 = u1, e1 =
e′1
‖e′1‖

, puis, pourk > 2, e′k = uk −
j=k−1∑

j=1

〈ej |uk 〉 ej , et ek =
e′k
‖e′k‖

THEOREME 11.2.4
Tout espace préhilbertien de dimension finie non nulle possède une base orthonormée (bon).

preuve
On choisit une base quelconque deE et on lui applique le proćed́e d’orthogonalisation pour obtenir une base orthonormée de
E. On peut aussi d́emontrer directement ce théor̀eme, par ŕecurrence surn. (Voir par exemple la d́emonstration de l’existence
de basesb-orthogonales pour une forme bilinéaire syḿetriqueb).
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11.3 Projection orthogonale sur un sev de dimension finie

THEOREME 11.3.1
SoitE un espace préhilbertien etF un sous espace deE non nul et de dimension finie. Alors :

1. E = F ⊕ F⊥.

2. La projectionp surF paralĺelement̀aF⊥ est lińeaire continue de norme 1.

3. Pour toutx deE on a‖x− p(x)‖ = inf
y∈F
‖x− y‖ = d(x, F ) et p(x) est l’unique vecteurv deF vérifiant‖x− v‖ =

d(x, F ). Autrement dit, pour touty ∈ F , on a‖x− p(x)‖ 6 ‖x− y‖ et cette ińegalit́e est stricte siy 6= p(x)

4. Si(ei)16i6n est une bon deF , on ap(x) =
∑

16i6n
〈ei |x 〉 ei.

L’applicationp s’appelle la projection orthogonale surF .

preuve
Tout d’abord,F ∩ F⊥ = {0} car tout vecteur de cette intersection est orthogonalà lui même donc est nul. Soit(ei)16i6n
une bon deF ; posonsp(x) =

∑

16i6n
〈ei |x 〉 ei ; p est lińeaire et pour toutx on a p(x) ∈ F . Pour1 6 k 6 n on a

〈ek |x− p(x) 〉 = 〈ek |x 〉 −
∑

16i6n
〈ei |x 〉 δi,k = 0 doncx− p(x) ∈ F⊥. Commex = (x− p(x)) + p(x) on a prouv́e 1) et 4).

Soit y ∈ F ; x− p(x) est orthogonal̀ap(x)− y donc (Pythagore)‖x− y‖2 = ‖x− p(x)‖2 + ‖p(x)− y‖2 ce qui prouve 3).
On a aussi‖p(x)‖2 = ‖x‖2 − ‖x− p(x)‖2 donc‖p(x)‖ 6 ‖x‖ ; on en d́eduit que l’application lińeairep est continue et que
‖p‖ 6 1. Enfin,F étant non nul (c’est uniquement ici qu’intervient cette hypothèse), on peut trouver un vecteur non nula ∈ F
et on a alorsp(a) = a donc‖p(a)‖ = ‖a‖ ce qui prouve que‖p‖ > 1 et donc l’́egalit́e‖p‖ = 1.

Remarque
Avec les notations de la démonstration du th́eor̀eme de Gram-Schmidt, si on note, pourk > 2, pk : Vk → Vk−1 la projection
orthogonale deVk sur Vk−1 (c’est à dire la restrictioǹa Vk de la projection orthogonale surVk−1, la formulee′k = uk −
k−1∑

j=1

〈ej |uk 〉 ej s’écrite′k = uk − pk(uk).

11.4 Suites orthonormales

Si (ε1, . . . , εn) est une base orthonormée d’un espace préhilbertien de dimension finieE, on a pour toutx ∈ E l’ égalit́e
x =

∑

16j6n
〈ej |x 〉 ej . On se propose de voir comment ce résultat est modifíe si on ne suppose plusE de dimension finie. Dans

tout ce paragraphe,(E, 〈 | 〉) est un espace préhilbertien, suppośe de dimension infinie. Soit(ek)k∈N une suite orthonorḿee de
vecteurs deE. Pourx ∈ E on posexk = 〈ek |x 〉.

THEOREME 11.4.1 (Inégalité de Bessel)
SoientE un espace préhilbertien,(ek)k∈N une suite orthonorḿee de vecteurs deE. Soientx ∈ E, et pour toutk entier
xk = 〈ek |x 〉. La śerie nuḿerique

∑

k>0
|xk|2 converge et

∑

k>0
|xk|2 6 ‖x‖

2.

preuve
Soit pn la projection orthogonale surFn = Vect(e0, . . . , en) ; (e0, . . . , en) étant orthonorḿe on apn(x) =

∑

06k6n
xkek et

‖pn(x)‖
2
=

∑

06k6n
|xk|2 ; on ax− pn(x)⊥pn(x) donc‖x‖2 = ‖pn(x)‖

2
+ ‖x− pn(x)‖

2 soit

∥
∥
∥
∥
∥
x−

k=n∑

k=0

xkek

∥
∥
∥
∥
∥

2

= ‖x‖2 −
k=n∑

k=0

|xk|
2

On en d́eduit
k=n∑

k=0

|xk|2 6 ‖x‖
2 ; les sommes partielles de la série à termes positifs

∑
|xk|2 sont majoŕees, ce qui assure sa

convergence ; on obtient l’ińegalit́e voulue en faisant tendren vers l’infini.
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THEOREME 11.4.2
SoientE un espace préhilbertien,(ek) une suite orthonorḿee de vecteurs deE. Soit enfinE = Vect(e0, . . . , en, . . .). Les
propríet́es suivantes sontéquivalentes :
1) ∀x ∈ E ‖x‖2 =

∑

k>0
|xk|2 où xk = 〈ek |x 〉

2) ∀(x, y) ∈ E2 la śerie de terme ǵeńeralxkyk est absolument convergente et〈x |y 〉 =
∞∑

k=0

xkyk.

3) ∀x ∈ E x =
∞∑

k=0

xkek i.e. lim
n→∞

∥
∥
∥
∥x−

k=n∑

k=0

xkek

∥
∥
∥
∥ = 0.

4) E est dense dansE.

preuve

• (1)⇔ (2) résulte de l’identit́e de polarisation et de la majoration|xkyk| 6 1
2

(
|xk|2 + |yk|2

)
.

• (1)⇔ (3) résulte de l’́egalit́e

∥
∥
∥
∥x−

k=n∑

k=0

xkek

∥
∥
∥
∥

2

= ‖x‖2 −
k=n∑

k=0

|xk|2 obtenue dans la preuve du théor̀eme 1.

• (3)⇒ (4) est clair : pour toutx ∈ E la suite

(
k=n∑

k=0

xkek

)

n>0

d’éléments deE converge versx.

• (4) ⇒ (3) Soientx ∈ E et ε > 0. Par hypoth̀ese il existe uńelémentz ∈ E tel que‖x− z‖ 6 ε. Par d́efinition

deE il existe un entierN > 0, des scalairesλk 0 6 k 6 n tels quez =
k=N∑

k=0

λkek. Soit alorsn > N . Le vecteur

Xn =
k=n∑

k=0

xkek est le projet́e orthogonal dex surEn = Vect(e0, . . . , en) et z ∈ En donc‖x−Xn‖ 6 ‖x− z‖ 6 ε.

Donc la suite(Xn) converge dansE versx.

Suites orthonormales index́ees parZ

A. Suites complexes index́ees parZ

Soit(zn)n∈Z une famille de nombres complexes indexées par l’ensembleZ des entiers relatifs. On posera pourm entier naturel

um = zm + z−m (on notera queu0 = 2z0). Soit, pourn ∈ N, Sn =
k=n∑

k=−n
zk =

u0
2 +

k=n∑

k=1

uk. Si la suite(Sn) converge on

noteraS sa limite. On prendra garde au fait qu’il ne s’agit pas d’une série au sens usuel du terme. En particulierS peut exister
alors que les śeries

∑

m>0
zm et

∑

m>0
z−m divergent ; pour s’en convaincre il suffit de prendrezn = n pourn ∈ Z. Les propríet́es

ci dessous sont́elémentaires.

Propriét́e 1.La suite(Sm) converge ssi la śerie de terme ǵeńeralum est convergente et alorsS = u0
2 +

∞∑

m=1
um.

Propriét́e 2.Si les deux śeries
∑

m>1
zm et

∑

m>1
z−mconvergent, la suite(Sm) converge etS =

∞∑

m=0
zm +

∞∑

m=1
z−m.

Propriét́e 3.Les trois propríet́es suivantes sontéquivalentes :

1. Les deux śeries
∑

m>1
zm et

∑

m>1
z−msont absolument convergentes.

2. La śerie
∞∑

m=1
(|zm|+ |z−m|) converge.

3. Il existe un ŕeelK tel que pour toute partie finieF deZ,
∑

k∈F
|zk| 6 K.

Dans ce cas, on dit que la série
+∞∑

−∞
zn est absolument convergente et on noteraS =

+∞∑

−∞
zn.

( Ce cas est celui òu la famille(zn)n∈Z est sommable).
Propriét́e 4.Si pour toutm, zm ∈ R+, la suite(Sn) converge ssi les deux séries

∑

m>1
zm et

∑

m>1
z−m convergent .

70



B. Suite orthonormale index́ee parZ

Consid́erons de nouveau un espace préhilbertien(E, 〈 | 〉) de dimension infinie et soit(en)n∈Z une famille orthonormale
d’éléments deE, index́ee parZ. Pourx ∈ E etn ∈ Z on posera encorexn = 〈en |x 〉. Soit enfinE = Vect ((en)nZ) le sous
espace deE engendŕe par lesen. Le th́eor̀eme 11.4.2 se ǵeńeralise comme suit :

THEOREME 11.4.3
Sous les hypoth̀eses pŕećedentes, les propriét́es suivantes sontéquivalentes :

1) Pour toutx ∈ E la śerie
+∞∑

−∞
|xn|2 est convergente et‖x‖2 =

+∞∑

−∞
|xn|2.

2) ∀(x, y) ∈ E2 la śerie
+∞∑

−∞
xkyk est absolument convergente et〈x |y 〉 =

+∞∑

−∞
xkyk.

3) ∀x ∈ E lim
n→∞

∥
∥
∥
∥
∥
x−

k=n∑

k=−n
xkek

∥
∥
∥
∥
∥
= 0.

4) E est dense dansE.

La preuve est semblableà celle du th́eor̀eme 11.4.2

11.5 Polyn̂omes orthogonaux

11.5.1 Introduction

Le programme de l’agrégation comporte ” exemples de suites de polynômes orthogonaux ”. Ce paragraphe n’est donc pas
stricto sensu au programme ; il donne le cadre d’ensemble et quelques propriét́es ǵeńerales des suites de polynômes orthogo-
naux. Ce paragraphe suppose connue la notion de fonction intégrable sur un intervalle quelconque deR.

On se donne un intervalleI deR non vide et non ŕeduit à un point et une fonctionp : I → R appeĺee poids v́erifiant les trois
propríet́es suivantes :
(P1) p est continue surI.
(P2) ∀t ∈ I p(t) > 0.
(P3) Pour toutn ∈ N, la fonctiont→ tnp(t) est int́egrable surI.

E désigne l’ensemble des fonctionsf : I → R continues telles quet→ |f(t)|2p(t) soit int́egrable surI.

Soientf, g ∈ E. L’in égalit́e |f(t)g(t)| p(t) 6 12
(
|f(t)|2 + |g(t)|2

)
p(t) montre quet→ f(t)g(t)p(t) est int́egrable surI. On

peut donc poser〈f |g 〉 =
∫
I
f(t)g(t)p(t)dt.

PROPOSITION 11.5.1
(E, 〈 | 〉) est un espace préhilbertien ŕeel.

preuve
E est non vide car il contient la fonction nulle. Sif ∈ E et λ ∈ R , on aλf ∈ E. Si f, g ∈ E, on a0 6 (f + g)2p =
f2p+ g2p+2fgp 6 2f2p+2g2p, donc(f + g)2p est int́egrable surI etE est bien unR-espace vectoriel.〈 | 〉 est clairement
une forme bilińeaire syḿetrique positive. Enfin,

∫
I
f2(t)p(t)dt = 0 implique∀t ∈ I f2(t)p(t) = 0 carf2p est positive et

continue donc, vu (P2),f = 0.�

Notons provisoirementF l’espace des restrictions̀a I de fonctions polyn̂omes. D’apr̀es (P3),E contient les fonctions
mon̂omes, doncF ⊂ E. Par ailleurs, on sait,I n’étant pas ŕeduit à un point queF est isomorphèa R[X]. On pourra
donc identifierF etR[X]. Dans toute la suite,E etF seront munis du produit scalaire ainsi défini.

Posons pour toutn ∈ N, en(t) = tn et Vn = Vect(e0, . . . , en) ⊂ F . Vn est un sous espace vectoriel de dimensionn + 1
deF , isomorpheà Rn[X]. L’application du proćed́e d’orthogonalisation de Gram-Schmidtà la suite(ek) définit une suite
orthonorḿee de polyn̂omes(pk).
On appelle suite de polynômes orthogonaux toute suite(Pn)n>0 avecPn = knpn où kn est une constante réelle non nulle.
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Par construction m̂eme, on a doncPn ∈ Vn etPn 6∈ Vn−1, donc pour toutn, Pn est de degŕen.
Attentionà la terminologie dans ce paragraphe, on utilisera le terme de polynôme normaliśe dans son sens habituel : un
polynôme est normaliśe si le coefficient du terme de plus haut degré est 1 (et non pas si sa norme vaut 1).

Dans les exemples classiques, la suite(Pn)n>0 n’est pas orthonoḿee, mais seulement une suite orthogonale. Le choix deskn
dépend des exemples. L’une des choix possibles est d’imposer que lesPn soient normaliśes.

11.5.2 Exemples classiques

I = [−1, 1] ; p(t) = 1 ; polynômes de Legendre

I = ] − 1, 1 [ ; p(t) = 1√
1− t2

; polynômes de Tchebycheff

I = [0,+∞ [ ; p(t) = e−t ; polynômes de Laguerre
I = R ; p(t) = e−t

2/2 ; polynômes d’Hermite

11.5.3 Propríetés ǵenérales

Dans tout ce qui suit,p est fix́e, et(Pn) est la suite de polyn̂omes orthogonaux pour le poidsp, telle que pour toutn, Pn soit
normaliśe.

Justifiez l’emploi de l’article d́efini ” la ” dans la d́efinition ci dessus.

On a donc en particulierP0 = 1. Vérifier queP1 = X + β avecβ = −

∫
I
tp(t)dt∫
I
p(t)dt

.

Par constructionPn est orthogonal au sous espace engendré parP0, . . . , Pn−1 c’està direàVn−1 identifié avecRn−1[X]. En
particulierPn −XPn−1 est de degŕe strictement inf́erieuràn donc orthogonal̀aPn. On a donc l’́egalit́e

∀n > 1 〈XPn−1 |Pn 〉 = 〈Pn |Pn 〉 (11.1)

Attention! Cetteégalit́e n’a pas lieu si les polyn̂omes ne sont pas supposés normaliśes.

THEOREME 11.5.1
Pour toutn, Pn admetn racines ŕeelles distinctes qui appartiennent toutesà l’intérieur deI.

preuve
Soit n > 1. On a0 = 〈1 |Pn 〉 =

∫
I
Pn(t)p(t)dt. On en d́eduit quePn admet au moins une racine d’ordre de multiplicité

impaire dans l’int́erieur deI car sinon, la fonctionpPn serait continue, non nulle et de signe constant, donc l’intégrale serait
diff érente de 0. Soientx1, . . . , xr 1 6 r 6 n les racines distinctes dePn de multiplicit́e impaire et appartenantà l’intérieur deI.
PosonsQ(X) = (X−x1) ∙ ∙ ∙ (X−xr). Le polyn̂omePnQ est de signe constant surI donc〈Pn |Q 〉 =

∫
I
Pn(t)Q(t)p(t)dt 6=

0. Par conśequent,Q 6∈ (RPn)⊥ = Rn−1[X]. Commedeg(Qn) 6 n on en d́eduitdeg(Q) = n et r = n. Il en résulte que les
racines dePn sont simples.

THEOREME 11.5.2 (Relations de ŕecurrence)
Il existe deux suites de réels(λn)n>2 et (μn)n>2 telles que, pour toutn > 2

Pn = (X + λn)Pn−1 − μnPn−2 (11.2)

De plus, on aμn > 0 pour toutn.

Attention! si lesPn ne sont pas normalisés la forme de la relation est lég̀erement diff́erente.

preuve

Soitn > 1. Pn −XPn−1 appartient̀aRn−1[X] dont une base est(P0, . . . , Pn−1). On peut́ecrirePn −XPn−1 =
n−1∑

j=0

γjPj

où lesγj sont des ŕeels. La suite(Pj) étant orthogonale, on en déduit 〈Pn −XPn−1 |Pj 〉 = γj 〈Pj |Pj 〉. Or 〈Pn |Pj 〉 = 0,
doncγj 〈Pj |Pj 〉 = −〈XPn−1 |Pj 〉 = −〈Pn−1 |XPj 〉, la dernìereégalit́e ŕesultant de l’expression du produit scalaire. Si
j 6 n − 3 , XPj est de degŕe au plusn − 2, donc orthogonal̀a Pn−1. Comme〈Pj |Pj 〉 > 0 , on en d́eduitγj = 0. Pour
j = n − 2, il resteγn−2 〈Pn−2 |Pn−2 〉 = −〈Pn−1 |XPn−2 〉 = −〈Pn−1 |Pn−1 〉 < 0 d’apr̀es (1). Ceci ach̀eve la preuve, en
prenantλn = γn−1 etμn = −γn−2 = ‖Pn−1‖

2
/ ‖Pn−2‖

2
> 0.
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THEOREME 11.5.3
Si l’intervalle I est compact,F = R[X] est dense dans l’espace(E, 〈 | 〉).

preuve
Soit f ∈ E. Il existe une suite de polynômes(An) telle que‖f −An‖∞ = sup

t∈I
|f(t) − An(t)| tende vers 0 (th́eor̀eme de

Weierstrass). On a alors‖f −An‖
2
=
∫
I
|f(t) − An(t)|2p(t)dt 6 ‖f −An‖

2
∞

∫
I
p(t)dt quantit́e qui tend vers 0 quandn

tend vers l’infini.�

11.6 L’espacel2N(C)

Cette partie pŕesente un exemple d’espace préhilbertien complexe de dimension infinie, particulièrement important en analyse.

DEFINITION 11.6.1
On notel2N(C)l’ensemble des suites(un)n∈N de nombres complexes telles que la série

∑
|u2n| converge.

De même on notel2Z(C)l’ensemble des suites(un)n∈Z, index́ees parZ, de nombres complexes telles que les séries
∑

n>0
|un|2

et
∑

n>1
|u−n|2 convergent.

Lemme 11.6.1
Soient(un) et (vn) deuxéléments del2N(C)(resp.l2Z(C)). La śerie

∑

n>0
unvn (resp.

+∞∑

−∞
unvn ) est absolument convergente.

Cel̀a ŕesulte imḿediatement de l’ińegalit́e |xy| 6 12
(
|x|2 + |y|2

)
valable pour tous nombres complexesx ety.

THEOREME 11.6.1
l2N(C)(resp.l2Z(C)) est unC-espace vectoriel.

L’application qui au couple(u = (un), v = (vn)) ∈ l2N(C) × l
2
N(C) associe le complexe〈u |v 〉 =

∞∑

n=0
unvn est un produit

scalaire surl2N(C).

De même l’application qui au couple(u = (un), v = (vn)) ∈ l2Z(C) × l
2
Z(C) associe le complexe〈u |v 〉 =

∞∑

−∞
unvn est un

produit scalaire surl2Z(C).

Les v́erifications sont faciles et laissées au lecteur.

THEOREME 11.6.2
Les espacesl2N(C) et l2Z(C) munis de la norme associée au produit scalaire défini ci dessus sont complets.

preuve pourl2N(C)
Soit (uj)j>0 une suite de Cauchy d’éléments del2N(C). Chaqueuj est donc une suiteuj = (ujn)n>0 de nombres complexes
telle que la śerie

∑

n>0
|ujn|

2 converge. Le fait que la suite(uj) soit de Cauchy s’exprime par

∀ε > 0, ∃J(ε) ∈ N, ∀j, k ∈ N, j > J(ε)⇒
∥
∥uj − uj+k

∥
∥ 6 ε

soit encore
(C) ∀ε > 0, ∃J(ε) ∈ N, ∀j, k ∈ N, j > J(ε)⇒

∑

n>0

|ujn − u
j+k
n |2 6 ε2

a) Soitε > 0 etn ∈ N. Pour toutj > J(ε) et toutk ∈ N on a|ujn − u
j+k
n | 6

∥
∥uj − uj+k

∥
∥ 6 ε ce qui prouve que pour tout

n, la suite(ujn)j∈N est de Cauchy dansC. Elle est donc convergente. Notonsvn sa limite.
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b) SoitN un entier naturel fix́e quelconque. Soitj > J(ε) etk ∈ N. On a d’apr̀es (C)

n=N∑

n=0

|ujn − u
j+k
n |2 6

∑

n>0

|ujn − u
j+k
n |2 6 ε2

En faisant tendrek vers l’infini dans l’ińegalit́e
n=N∑

n=0
|ujn − u

j+k
n |2 6 ε2 on obtient

(E) ∀j ∈ N j > J(ε)⇒
n=N∑

n=0

|ujn − vn|
2 6 ε2

• En choisissant par exemplej = J(1), on voit que la śerie à termes positifswn = |ujn − vn|
2 a ses sommes partielles

borńees. Elle est donc convergente, ce qui prouve que(uj−v) ∈ l2N(C). Commeuj ∈ l2N(C) on en d́eduit quev ∈ l2N(C).

• En prenant maintenantε > 0 quelconque,j > J(ε) et en faisant tendreN vers l’infini dans (E), on obtient

∞∑

n=0

|ujn − vn|
2 6 ε2

On a donc montŕe
∀ε > 0 ∃J ∈ N ∀j ∈ N j > J ⇒

∥
∥uj − v

∥
∥ 6 ε

ce qui prouve que la suite(uj) converge, dansl2N(C) versv. Ceci ach̀eve la d́emonstration.

La preuve pourl2Z(C) est similaire. On a des résultats analogues pour les espaces préhilbertiens ŕeelsl2N(R) et l2Z(R).
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12

Séries de Fourier

12.1 Rappels du cours d’Int́egration

12.1.1 Fonctions ṕeriodiques

DEFINITION 12.1.1
Une fonction2π-périodique sera dite continue par morceaux si sa restrictionà l’intervalle [0, 2π] l’est. Il en ŕesulte que la
restriction def à tout intervalle compact est continue par morceaux. On noteraP laC algèbre des fonctions2π-périodiques et
continues par morceaux.
Une fonction2π-périodiquef deR dansC sera diteC1 par morceaux si il existe une subdivision(x0 = 0, x1, ..., xn = 2π)
de l’intervalle[0, 2π] et pouri ∈ {0, 1, ..., n− 1} des fonctions de classeC1, gi : [xi, xi+1]→ C telles que

∀x ∈]xi, xi+1[ f(x) = gi(x)

On notera qu’une fonctionC1 par morceaux n’est pas nécessairement continue. Elle est par contre continue par morceaux.

Le lemme suivant facile est d’un usage courant.

Lemme 12.1.1
Soitf deR dansC continue par morceaux ; on a pour touta ∈ R

∫ 2π

0

f(t)dt =

∫ a+2π

a

f(t)dt.

Si f est continue par morceaux, elle admet en tout pointx des limites̀a gauche et̀a droite. On notera un peu abusivement

f(x+) = lim
y→x
y>x

f(y) et f(x−) = lim
y→x
y<x

f(y)

DEFINITION 12.1.2
On noteraE l’espace vectoriel des fonctions2π-périodiques, continues par morceaux vérifiant

∀x ∈ R f(x) =
1

2

(
f(x+) + f(x−)

)
.

Pourf etg dansE on pose

< f, g >=
1

2π

∫ 2π

0

f(t)g(t)dt.

THEOREME 12.1.1
<,> est un produit scalaire surE et donc(E,<,>) est un espace préhilbertien complexe.
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preuve
Soit f ∈ E telle que〈f |f 〉 = 0. Soit b ∈ R tel queb et b + 2π soient des points de continuités def . La fonction|f |2 est
positive et v́erifie

∫ b+2π
b

|f(t|2dt = 0. D’après le th́eor̀eme 10.3.2 , elle est nulle en tout point de continuité def sur[b, b+2π],
c’est à dire partout sur cet intervalle sauf au plus en un nombre fini de points. Soitx un point de discontinuité def . Il existe
un intervalleI = ]x − a, x + a [⊂ [b, b + 2π] tel quef est continue surI \ {a} donc nulle sur cet ensemble. Les limitesà
droite età gauche def enx sont nulles, donc compte tenu de la définition deE, on af(x) = 0 et finalementf(x) = 0 pour
x ∈ [b, b+ 2π]. Par ṕeriodicit́e,f = 0. La vérification des autres propriét́es d’un produit scalaire est immédiate.

Remarque
On auraà consid́erer deux normes distinctes surE. D’une part, la norme d́efinie par le produit scalaire ; on la notera‖ ‖2.
D’autre part, la norme de la convergence uniforme que l’on notera‖ ‖∞. On aura donc, pourf ∈ E

‖f‖2 =

√
1

2π

∫ 2π

0

|f(t)|2dt et ‖f‖∞ = sup
t∈[0,2π]

|f(t)|

On a pour toutef ∈ E, ‖f‖2 6 ‖f‖∞.
Exercice : Vérifier que ces deux normes ne sont paséquivalentes.

Lemme 12.1.2
Soit f ∈ P ; il existe une fonctionf0 ∈ E et une seule dont la restrictionà [0, 2π] cöıncide avec celle def sauf au plus en un

nombre fini de points. On a
∫ 2π
0
f0(t)dt =

∫ 2π
0

f(t)dt. On dira quef0 est la fonction deE assocíeeàf .

preuve
Existence : On pose, pour toutx ∈ R f0(x) = 12 (f(x

+) + f(x−)). On af0(x) = f(x) en tout pointx où f est continue. Soit
x ∈ R. Il existe unη > 0 telle quef soit continue surA =]x− η, x [∪]x, x+ η [. Poury ∈ A on a doncf0(y) = f(y) et par
conśequentf0(x+) = f(x+) etf0(x−) = f(x−) doncf0(x) = 12 (f0(x

+) + f0(x
−)) ce qui prouve quef0 ∈ E.

Unicité : Soientf0, f1 ∈ E répondant̀a la question. Soientx ∈ R etη,A comme ci dessus. On af0(y) = f1(y) = f(y) pour
touty ∈ A et doncf0(x+) = f1(x+) etf0(x−) = f1(x−) doncf0(x) = f1(x).
L’ égalit́e des int́egrales est́evidente.

Pourf, g ∈ P on notera encore〈f |g 〉 = 12π
∫ 2π
0

f(t)g(t)dt. 〈 | 〉 est, surP, une forme sesquilińeaireà syḿetrie hermitienne
positive, mais qui n’est plus définie.

12.1.2 Lemme de Riemann-Lebesgue

Lemme 12.1.3
Soitf de[a, b] dansC continue par morceaux ; les intégrales

∫ b
a
sin(λt)f(t)dt et

∫ b
a
cos(λt)f(t)dt tendent vers 0 quandλ réel

tend vers l’infini.

Ce th́eor̀eme est prouv́e dans les compléments d’analyse (chapitre intégrales d́ependant d’un param̀etre, exemple de la trans-
formation de Fourier).

12.1.3 Produit de convolution

DEFINITION 12.1.3
Soientf et g deux fonctions deR dansC, 2π-périodiques et continues par morceaux. On appelle produit de convolution def
etg et on notef ∗ g la fonction d́efinie par

f ∗ g(x) =
1

2π

∫ 2π

0

f(x− t)g(t)dt.

On ŕesume dans le lemme ci-dessous les principales propriét́es du produit de convolution :

Lemme 12.1.4
Soientf, g ∈ P .
1) f ∗ g = g ∗ f .
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2) f ∗ g est2π-périodique.
3) L’application(f, g)→ f ∗ g est bilińeaire.
4) f ∗ g est continue surR.

preuve
Les points 1, 2 et 3 se vérifient facilement. Montrons la continuité def ∗ g. Fixonsf et distinguons plusieurs cas pourg.

1. Sig est continue, pour toute suite(xn) tendant versx, la suite de fonctionshn(t) := f(t)g(xn− t) converge simplement
vers la fonctionh(t) = f(t)g(x − t) et la convergence est dominée par la fonction int́egrable‖f‖∞ ‖g‖∞ χ

[0,2π]
donc

d’apr̀es le th́eor̀eme de convergence dominéef ∗ g(xn) converge versf ∗ g(x), d’où la continuit́e def ∗ g dans ce cas.

2. Sig|[0,2π] est la fonction caractéristique d’un intervalle(α, β) on a2πf ∗ g(x) =
∫ β
α
f(x − t)dt =

∫ x−α
x−β f(u)du et la

continuit́e ŕesulte des th́eor̀emeśelémentaires sur les intégrales fonctions de leurs bornes.

3. Dans le cas ǵeńeral, la restriction deg à [0, 2π[ peut s’́ecrite sous la formeg0 +
k=p∑

k=1

λkχk où g0 est continue, lesλk

sont des nombres complexes et lesχk sont des fonctions caractéristiques d’intervalles contenus dans[0, 2π]. Alors

f ∗ g = f ∗ g0 +
k=p∑

k=1

λkf ∗ χk est continue comme somme de fonctions continues.

12.2 Polyn̂omes et śeries trigonométriques

Notations
1. Pourk ∈ Z on noteek la fonction deR dansC définie parek(t) = eikt. ek estévidemment uńelément deE.
2. Pourk ∈ N, on noteCk(t) = cos(kt) etSk(t) = sin(kt). Ck etSk sont deśeléments deE.
3. On noteE le sous espace vectoriel deE engendŕe par les fonctions(ek), k ∈ Z etEn = Vect(e−n, e−(n−1), . . . , e0, . . . , e(n−1, en).
La suite croissante de sous espaces vectorielsEn a pour ŕeunionE .
Par les formules d’Euler, on voit queEn = Vect((C0, C1, . . . , Cn, S1, . . . , Sn). E est donc aussi le sous espace vectoriel deE
engendŕe par les fonctionsCk, k ∈ N etSk, k ∈ N∗.

DEFINITION 12.2.1 (Polynômes trigonoḿetriques)
On appelle polyn̂ome trigonoḿetrique toute fonction deE .

THEOREME 12.2.1
1. (ek)k∈Z est un syst̀eme orthonorḿe de(E,<,>).
2. De m̂eme,(C0,

√
2C1,

√
2S1, ...,

√
2Cn
√
2Sn, .. est un syst̀eme orthonorḿe dans(E,<,>)

La preuve est́elémentaire. Il en ŕesulte que ces deux systèmes sont libres, donc quedim En = 2n+ 1.

SoitP un polyn̂ome trigonoḿetrique. SiP est constant il appartientàE0 ; sinon, il existe un unique entiern tel queP ∈ En et
P 6∈ En−1. On peut donc l’́ecrire

P =
k=n∑

k=−n

ckek =
a0

2
+

k=n∑

k=1

(akCk + bkSk) soit encoreP (t) =
k=n∑

k=−n

cke
ikt =

a0

2
+

k=n∑

k=1

(ak cos(kt) + bk sin(kt))

avec

(R)






c0 = a0/2
ck = 1/2(ak − ibk), k > 1
c−k = 1/2(ak + ibk), k > 1

⇔

{
ak = ck + c−k, k > 0
bk = i(ck − c−k), k > 1

Puisque(ej)−n6j6n est une base orthonormée deEn on a

∀k ∈ Z ck = 〈ek |P 〉 =
1

2π

∫ 2π

0

e−iktP (t)dt

et de m̂eme,

∀k ∈ N ak =
1

π

∫ 2π

0

P (t) cos(kt)dt et ∀k ∈ N∗ bk =
1

π

∫ 2π

0

P (t) sin(kt)dt

Attention! an et bn sont en ǵeńeral conplexes ; ce ne sont donc pas en géńeral les parties ŕeelles et imaginaires de2cn.
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DEFINITION 12.2.2 (Séries trigonométriques)
On appellera śerie trigonoḿetrique une śerie de fonctions deR dansC dont le terme ǵeńeralun est, pourn > 1, de la forme

un = an cos(nt) + bn sin(nt)

le terme d’indice0 étant constant et́ecritu0(t) = a0/2.

Remarque
La somme partielle d’ordren d’une telle śerie s’́ecrit

Sn(t) =

k=n∑

k=0

un(t) =

k=n∑

k=−n

cke
ikt

où lesck sont d́efinis par les relations(R).

La convergence de la série trigonoḿetrique signifie l’existence d’une limitèa la suiteSn(t) et non bien entendu la convergence
sépaŕee des śeries

∑

k>0
cke

ikt et
∑

k<0

cke
ikt (c.f. 11.4)

12.3 Coefficients et śerie de Fourier

DEFINITION 12.3.1
Soitf ∈ P , on appelle coefficient de Fourier (exponentiel) def , d’indicen ∈ Z le nombre complexe

cn(f) =< en, f >=
1

2π

∫ 2π

0

f(t)e−intdt.

On appelle coefficients de Fourier (trigonométriques) def , d’indicen ∈ N les nombres

an(f) = cn(f) + c−n(f) =
1

π

∫ 2π

0

f(t) cos(nt)dt

et pourn > 1

bn(f) = i(cn(f)− c−n(f)) =
1

π

∫ 2π

0

f(t) sin(nt)dt

On appelle śerie de Fourier def la śerie trigonoḿetrique associéeà la suite ci dessus : les sommes partielles de cette série sont
donc

Sn(f)(t) =

k=n∑

k=−n

ck(f)e
ikt =

a0(f)

2
+

k=n∑

k=1

(
ak(f) cos(kt) + bk(f) sin(kt)

)

Remarques
(1) On a pour toutn ∈ N

an(f) = 2 < Cn, f > et bn(f) = 2 < Sn, f > .

(2) Si la fonctionf est paire on a pour toutn ∈ N bn(f) = 0 etan(f) = 2π
∫ π
0
f(t) cos(nt)dt.

(3) Si la fonctionf est impaire on a pour toutn ∈ N an(f) = 0 et bn(f) = 2π
∫ π
0
f(t) sin(nt)dt.

(4) Si la fonctionf està valeurs ŕeelles, les coefficients trigonométriques sont ŕeels et on a

c−n(f) = cn(f) an(f) = 2Re(cn(f)) et bn(f) = −2Im(cn(f))

(5) Soitf ∈ P et f0 ∈ E sa fonction associée (lemme 12.1.2). Ces deux fonctions ont les mêmes coefficients de Fourier et
donc la m̂eme śerie de Fourier.
(6) Il résulte du lemme de Riemann-Lebesgue que pour toutef ∈ P , on a lim

|n|→∞
cn(f) = 0.

EXEMPLE 12.3.1
Soit f : R→ R la fonction2π périodique telle quef(x) = π − x

2 pour0 < x < 2π et f(0) = 0. Il est imḿediat quef ∈ E.

D’autre part,f est impaire car six ∈] − 2π, 0 [, on af(x) = f(x + 2π) =
π − (x+ 2π)

2 = −x− π2 = −f(−x). Donc
an(f) = 0 pour toutn ∈ N.

Ensuite pourn ∈ N∗, bn(f) = 1π
∫ π
0
(π−x) sin(nx)dx = −π − xnπ cos(nx)

]π

0
− 1nπ

∫ π
0
cos(nx)dx = 1n . La śerie de Fourier

def est donc la śerie
∞∑

n=1

sin(nx)
n .
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12.4 Densit́e des polyn̂omes trigonoḿetriques

12.4.1 Th́eorème de densit́e

Le but de cette section est de prouver le théor̀eme suivant

THEOREME 12.4.1
SoitE0 le sous espace vectoriel deE formé des fonctions continues. L’espaceE des polyn̂omes trigonoḿetriques est dense
dans l’espaceE0 muni de la norme de la convergence uniforme.

Ce th́eor̀eme est une conséquence imḿediate des deux propositions suivantes :

PROPOSITION 12.4.1
Soit (Pn) une suite de polyn̂omes trigonoḿetriques v́erifiant les propríet́es suivantes :

(P1) ∀n ∈ N, ∀t ∈ R, Pn(t) > 0
(P2) ∀n ∈ N,

∫ 2π
0
Pn(t)dt = 1

(P3) ∀δ ∈] 0, π [ , lim
n→∞

∫ π
δ
Pn(t)dt = lim

n→∞

∫ −δ
−π Pn(t)dt = 0

Pour toute fonction continue et2π-périodiquef : R → C la suitef ∗ Pn est une suite de polynômes trigonoḿetriques
convergeant uniforḿement versf .

PROPOSITION 12.4.2
Il existe des suites de polynômes trigonoḿetriques v́erifiant les trois propríet́es (P1), (P2) et (P3).

Preuve de la proposition 12.4.1

Soitf : R→ C continue et2π-périodique.

1. SoitP un polyn̂ome trigonoḿetrique. La fonctionf ∗ P est un polyn̂ome trigonoḿetrique.

En effet, siP (t) =
k=n∑

k=−n
cke

ikt on af ∗ P (x) = 12π
∫ 2π
0

f(t)P (x− t)dt = 12π

k=n∑

k=−n

(
ck
∫ 2π
0

f(t)e−iktdt
)
eikx Donc,

lesf ∗ Pn sont des polyn̂omes trigonoḿetriques.

2. La suitef ∗ Pn converge uniforḿement versf .
Soit ε > 0. La fonctionf est continue surR et2π périodique. Elle est donc bornée surR et uniforḿement continue sur
R. Il existe donc unδ > 0 que l’on peut choisir strictement inférieuràπ tel que

∀u, v ∈ R |v − u| 6 δ ⇒ |f(v)− f(u)| 6
ε

2

Fixons un telδ. Compte tenu de la propriét́e (P2), on peut́ecrire

f(x)− f ∗ Pn(x) =
1

2π

∫ π

−π
(f(x)− f(x− t))Pn(t)dt = I1(n) + I2(n) + I3(n)

en posant

I1(n) =
1

2π

∫ δ

−δ
(f(x)− f(x− t))Pn(t)dt

I2(n) =
1

2π

∫ π

δ

(f(x)− f(x− t))Pn(t)dt et I3(n) =
1

2π

∫ −δ

−π
(f(x)− f(x− t))Pn(t)dt

• Pour|t| 6 δ on a|f(x) − f(x − t)| 6 ε/2 donc|I1(n)| 6 1
2π

ε
2

∫ δ
−δ Pn(t)dt. Or Pn est une fonction positive,

donc
∫ δ
−δ Pn(t)dt 6

∫ π
−π Pn(t)dt = 1. Donc, pour toutn, |I1(n)| 6 ε/2.

• D’autre part, on a|I2(n)| 6 1
2π 2 ‖f‖∞

∫ π
δ
Pn(t)dt et de m̂eme|I3(n)| 6 1

2π 2 ‖f‖∞
∫ −δ
−π Pn(t)dt. D’après la

propríet́e (P3), il existe un entierN tel que pour toutn > N on ait
∫ π
δ
Pn(t)dt 6 επ

4 ‖f‖∞
et
∫ −δ
−π Pn(t)dt 6

επ
4 ‖f‖∞

. Cet entierN est ind́ependant dex et pour toutn > N on a|I2(n)|+ |I3(n)| 6 ε/2.
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• Alors, pour toutn > N et toutx ∈ R, on a|f(x)− f ∗ Pn(x)| 6 ε.

Ce qui ach̀eve la preuve.

Preuve de la proposition 12.4.2

Posons pour tout entier natureln, hn(x) = cos2n
(
x
2

)
, an =

∫ π
−π hn(x)dx etPn(x) = 2πan hn(x). La suite(Pn) répondà la

question.

En effet, par constructionPn vérifie 12π
∫ π
−π Pn(x)dx = 1 etPn(x) > 0 pour toutx. D’autre part,cos2(x/2) = 2 + e

ix + e−ix
4

doncPn est un polyn̂ome trigonoḿetrique.

Il resteà vérifier la propríet́e (P3).

Pourδ 6 |t| 6 π on a|Pn(x)| 6 bn où bn = 2πan cos
2n(δ/2). Le changement de variablex = 2t donnean = 2

∫ 2π
−2π cos

2n(t)dt =

16
∫ π/2
0
cosn tdt. Cette dernìere int́egrale est une intégrale de Wallis. Un exercice classique montre qu’elle estéquivalentèa√

π
2n doncbn ∼ A

√
n cos2n(δ/2) oùA > 0 est une constante. Donclim

n→∞
bn = 0 d’où l’on déduit (P3).

12.4.2 Th́eorème de Fejer

Nous allons donner une autre preuve de la proposition 12.4.2 qui fournira un résultat plus pŕecis que le th́eor̀eme 12.4.1

DEFINITION 12.4.1
Soit f ∈ P . On appelle sommes de Féjer la suite des moyennes arithmétiques des sommes partielles de la série de Fourier de
f , c’està dire la suite de fonctions définie par

Σn(f)(x) =
1

n+ 1
(S0(f)(x) + S1(f)(x) + ∙ ∙ ∙+ Sn(f)(x))

où Sn(x) =
k=n∑

k=−n
ck(f)e

ikx est la somme partielle d’indicen de la śerie de Fourier def .

THEOREME 12.4.2 (Théorème de F́ejer)
Soitf : R→ C une fonction2π périodique etcontinue. La suite des sommes de Féjer def converge uniforḿement versf sur
R.

Noyau de Dirichlet et Noyau de Fejer

DEFINITION 12.4.2
1) On appelle noyau de Dirichlet la suite(Dn)n>0 de polyn̂omes trigonoḿetriques d́efinie par

Dn(t) =

k=n∑

k=−n

eikt

2) On appelle noyau de Fejer la suite des moyennes arithmétiques des noyaux de Dirichlet, c’està dire la suite de polyn̂omes
trigonoḿetriques(Kn)n>0 définie par

Kn(t) =
1

n+ 1
(D0(t) + ∙ ∙ ∙+Dn(t))

L’introduction de ces suites de polynômes trigonoḿetriques est justifíee par le

Lemme 12.4.1
Soitf ∈ E . On a pour toutn ∈ N, Sn(f) = Dn ∗ f etΣn(f) = Kn ∗ f .
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preuve

Sn(f)(x) =

k=n∑

k=−n

ck(f)e
ikx =

1

2π

k=n∑

k=−n

∫ 2π

0

f(t)eik(x−t)dt =
1

2π

∫ 2π

0

f(t)Dn(x− t)dt = f ∗Dn(x)

La deuxìemeégalit́e ŕesulte de la linarit́e du produit de convolution.

Calcul des noyaux

PROPOSITION 12.4.3
On a

Dn(t) = 1 + 2

k=n∑

k=1

cos(kt) =






sin
((
n+ 12

)
t
)

sin
(
t
2

) si t 6∈ 2πZ

2n+ 1 si t ∈ 2πZ

preuve
La premìere relation d́efinissantDn(t) résulte des formules d’Euler. Supposonst 6≡ 0 mod 2π ; alorseit 6= 1 donc

Dn(t) =

k=n∑

k=−n

eikt =
e−nit − e(n+1)it

1− eit

d’où en mettant en facteureit/2 en haut et en bas

Dn(t) =
e−(n+1/2)it − e(n+1/2)it

e−it/2 − eit/2
=
sin
((
n+ 12

)
t
)

sin
(
t
2

)

Le cast ≡ 0 mod 2π est imḿediat. On peut aussi retrouver le résultat en prenant la limite quandt tend vers 0 dans la formule
préćedente, puisqueDn est une fonction continue.

PROPOSITION 12.4.4

Kn(t) =






1
n+ 1

sin2
(
n+ 1
2 t

)

sin2
(
t
2

) si t 6∈ 2πZ

n+ 1 si t ∈ 2πZ

preuve

Supposonst 6≡ 0 mod 2π ; on remplaceDk(t) par e
−kit − e(k+1)it
1− eit

. Il vient

(n+ 1)(1− eit)Kn(t) =

k=n∑

k=0

e−ikt −
k=n∑

k=0

ei(k+1)t

donc

(n+ 1)(1− eit)Kn(t) =
1− e−(n+1)it

1− e−it
−
eit − e(n+2)it

1− eit

On multiplie le nuḿerateur et le d́enominateur de la dernière fraction pare−it. Il vient

Kn(t) =
1

n+ 1

1

(1− eit)(1− e−it)

(
2− e(n+1)it − e−(n+1)it

)
=

1

n+ 1

2 (1− cos((n+ 1)t))
2(1− cos(t))

=
1

n+ 1

sin2
(
n+1
2 t
)

sin2
(
t
2

)

Le cast ≡ 0 mod 2π s’obtient par exemple en prenant la limite quandt tend vers 0 dans la formule préćedente.

PROPOSITION 12.4.5
La suite(Kn) poss̀ede les propríet́es (P1), (P2) et (P3).
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preuve
(P1)La formule pŕećedente montre queKn(t) > 0 pour toutn et toutt ∈ R.

(P2) Comme
∫ 2π
0

eikt = 0 si k 6= 0 on a
∫ 2π
0

Dn(t)dt = 1 pour toutn, donc aussi
∫ 2π
0

Kn(t)dt = 1.

(P3) Siδ 6 |t| 6 π on asin2(t/2) > sin2(δ/2), donc0 6 Kn(t) 6 1
(n+ 1) sin2(δ/2)

d’où le ŕesultat.

Le théor̀eme de F́ejer est alors une conséquence de la proposition 12.4.1

12.5 Convergence en moyenne quadratique

12.5.1 Meilleure approximation quadratique

THEOREME 12.5.1
Soit f ∈ E. Pour tout polyn̂ome trigonoḿetriqueP ∈ En on a‖f − Sn(f)‖2 6 ‖f − P‖2 avecégalit́e si et seulement si
P = Sn(f).

Lemme 12.5.1 (Ińegalité de Bessel)
Soitf ∈ P on a

k=n∑

k=−n

|ck(f)|
2 6 ‖f‖22 =

1

2π

∫ 2π

0

|f(t)|2dt.

Ces deux ŕesultats sont des conséquences imḿediates du th́eor̀eme 11.4.1 et de sa preuve. Rappelons en brièvement les
démonstrations :

Sn(f) est la projection orthogonale def surEn donc‖f − P‖22 = ‖f − Sn(f)‖
2
2+‖Sn(f)− P‖

2
2 carf−Sn(f) est orthogonal

àSn(f)− P d’où le th́eor̀eme; pour l’ińegalit́e de Bessel, on peut supposer quef ∈ E car les deux membres de l’inégalit́e ne
changent pas de valeur si on remplacef par sa fonction associéef0. On a‖Sn(f)‖

2
2 = ‖f‖

2
2 − ‖f − Sn(f)‖

2
2 6 ‖f‖

2
2. La

suite croissante

(
k=n∑

k=−n
|ck(f))|2

)

n>0

est majoŕee, donc elle converge. D’où la conclusion.

Remarque
La convergence de cette série permet de retrouver, sans utiliser le lemme de Riemann Lebesgue, le fait quecn(f) tend vers 0
quandn tend vers±∞.

12.5.2 Un th́eorème de densit́e

THEOREME 12.5.2
Le sous espaceE des polyn̂omes trigonoḿetriques est dense dans l’espace préhilbertien(E, 〈 | 〉)

Soitf ∈ E. Il s’agit de montrer que pour toutε > 0 il existe un polyn̂ome trigonoḿetriqueP ∈ E tel que‖f − P‖2 6 ε.

preuve
Commençons par montrer que pourf ∈ E et toutε > 0 il existeΨ ∈ E continue telle que‖f −Ψ‖2 6 ε/2.

• Soit d’abord0 6 a < b 6 2π etϕ : [a, b]→ C continue. Montrons que pour toutε > 0 il existeψ : [a, b]→ C continue
telle queψ(a) = ψ(b) = 0 et 12π

∫ b
a
|ϕ(x) − ψ(x)|2dx 6 ε2. Soith > 0 vérifiant2h < b − a. Soitψ : [a, b] → C

continue telle queψ(a) = ψ(b) = 0, égaleàϕ sur l’intervalle[a + h, b − h] et affine sur chacun des deux intervalles

[a, a + h] et [b − h, b]. Soitx ∈ [a, a + h]. On aψ(x) =
ϕ(a+ h)

h
(x − a) donc|ψ(x)| 6 ‖ϕ‖∞ et par conśequent

|ϕ(x)− ψ(x)| 6 2 ‖ϕ‖∞. La même majoration est valable sur[b− h, b]. On en d́eduit

1

2π

∫ b

a

|ϕ(x)− ψ(x)|2dx =
1

2π

∫ a+h

a

|ϕ(x)− ψ(x)|2dx+
1

2π

∫ b

b−h
|ϕ(x)− ψ(x)|2dx 6

4

π
‖ϕ‖2∞ h

qui peutêtre rendu inf́erieuràε2 par choix deh.
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• Soit f ∈ E ; il existe une subdivisionx0 = 0 < x1 < ∙ ∙ ∙ < xp = 2π et pour0 6 k 6 p − 1 des fonctions continues
fk : [xk, xk+1] → C telles quef(x) = fk(x) pourxk < x < xk+1. Soit ε > 0 ; on dispose pour chaquek d’une

fonctionψk : [xk, xk+1] → C continue, v́erifiantψk(xk) = ψk(xk+1) = 0 et 12π
∫ xk+1
xk

|fk(x) − ψk(x)|2dx 6 ε2
4p .

NotonsΨk la fonction [0, 2π] → C égaleà ψk sur [xk, xk+1] et à 0 ailleurs. SoitΨ =
p−1∑

k=0

Ψk. C’est une fonction

continue sur[0, 2π]. CommeΨ(0) = Ψ(2π) = 0, Ψ se prolonge en une fonction2π-périodique et continue, qui vérifie

‖f −Ψ‖22 =
1
2π

p−1∑

k=0

∫ xk+1
xk

|fk(x)− ψk(x)|2dx 6 ε2
4 .

La fonctionΨ étant continue, il existe un polynôme trigonoḿetriqueP vérifiant‖Ψ− P‖∞ 6 ε/2 et donc‖Ψ− P‖2 6 ε/2.
On a donc‖f − P‖2 6 ε.�

12.5.3 Th́eorème de Parseval

Les ŕesultats qui suivent sont des conséquences du th́eor̀eme 11.4.3 vu lors de l’étude des espaces préhilbertiens et de la densité
deE dans l’espace préhilbertienE.

THEOREME 12.5.3
Soitf ∈ E. La śerie de Fourier def converge en moyenne quadratique versf . Autrement dit lim

n→∞
‖f − Sn(f)‖2 = 0.

Rappelons la preuve :

Soit ε > 0. D’après le th́eor̀eme pŕećedent, il existe un entier naturelN et un polyn̂ome trigonoḿetriqueP ∈ EN tel
que‖f − P‖2 6 ε ; pour toutn > N on aP ∈ En, donc d’apr̀es le th́eor̀eme de meilleure approximatuion quadratique,
‖f − Sn(f)‖2 6 ‖f − P‖2 6 ε �.

THEOREME 12.5.4 (Formule de Parseval)
Soitf ∈ P . On a

+∞∑

−∞

|cn(f)|
2 =

1

2π

∫ 2π

0

|f(t)|2dt

et
1

2
|a0(f)|

2 +
∞∑

n=1

(
|an(f)|

2 + |bn(f)|
2
)
=
1

π

∫ 2π

0

|f(t)|2dt

preuve
Les deux membres deségalit́es ci dessus ne changent pas de valeurs si on remplacef par sa fonction associéef0 ∈ E. On peut
donc supposerf ∈ E. Dans ce cas, on peut appliquer le théor̀eme 11.4.3. Rappelons la preuve :

On a
k=n∑

k=−n
|ck(f)|2 = ‖Sn(f)‖

2
2 = ‖f‖

2
2 − ‖f − Sn(f)‖

2
2. Le résultat d́ecoule du th́eor̀eme pŕećedent.

Exemple
L’application de ce th́eor̀emeà la fonction consid́eŕeeà l’exemple 12.3.1 donne

∑

n>1

1

n2
=
1

π

∫ 2π

0

(π − x)2

4
dx =

π2

6

COROLLAIRE 12.5.1
Pourf, g ∈ E, la śerie de terme ǵeńeralcn(f)cn(g) est absolument convergente et

+∞∑

−∞

cn(f)cn(g) =
1

2π

∫ 2π

0

f(t)g(t)dt

Résulte du th́eor̀eme 11.4.3
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COROLLAIRE 12.5.2
Soientf, g ∈ E telles que∀n ∈ Z cn(f) = cn(g). Alors f = g.

preuve
La fonctionf − g est dansE et a tous ses coefficients de Fourier nuls. D’après l’égalit́e de Parseval sa norme est nulle, donc
f = g.
Remarque
Si f, g sont dansP et si cn(f) = cn(g) pour toutn, on peut seulement conclure quef(x) = g(x) en tout pointx ∈ [0, 2π]
sauf en un nombre fini (éventuellement nul) de points.

12.6 Etude de la convergence uniforme

12.6.1 Convergence uniforme des séries trigonométriques

THEOREME 12.6.1
Soit (γn)n∈Z une suite complexe telle que la suiteSn =

k=n∑

k=−n
γke

ikx soit uniforḿement convergente. Alors la limite de cette

suite est une fonction continue et2π périodiquef et on a pour toutn ∈ Z cn(f) = γn.

En termes de coefficients trigonométriques, l’́enonće devient :

Soitα0/2 +
∞∑

k=1

(αk cos(kx) + βk sin(kx)) une śerie trigonoḿetrique uniforḿement convergente. Sa somme est une fonction

continuef dont les coefficients de Fourier trigonométriques sont lesαk et lesβk.

Remarquons que les hypothèses du th́eor̀eme sont v́erifiés si la śerie index́ee parZ,
+∞∑

−∞
|γn| est convergente (resp. si la série

∞∑

n=1
(|αn|+ |βn|) est convergente).

preuve
Sn est continue et converge uniformément versf , doncf est continue. Soitk ∈ Z. On a |f(t)e−ikt − Sn(t)e

−ikt| =
|f(t) − Sn(t)| 6 ‖f − Sn‖∞ donc la suite de fonction

(
t→ Sn(t)e

−ikt
)
n>0

converge uniforḿement sur[0, 2π] vers la

fonctiont→ f(t)e−ikt. Il en résulte queck(f) = lim
n→∞

1
2π

∫ 2π
0

Sn(t)e
−iktdt. Or d̀es quen > |k|, cette dernìere int́egrale est

égaleàγk. Doncck(f) = γk.

COROLLAIRE 12.6.1
Soitf ∈ E. Si la śerie de Fourier def est uniforḿement convergente alorsf est continue et́egale en tout point̀a la somme de
sa śerie de Fourier.

preuve
En effet, soitF la somme de la śerie de Fourier def . La convergence uniforme implique queF est continue et que la série de
Fourier deF estégaleà celle def d’apr̀es le th́eor̀eme pŕećedent. Il ŕesulte du corollaire 12.5.2 queF = f .

12.6.2 Estimations de coefficients de Fourier

DEFINITION 12.6.1
Soit f une fonction2π-périodique, continue etC1 par morceaux. Par définition,f admet en tout point une dérivéeà droitef ′d
et une d́erivéeà gauchef ′g et en tout pointx ∈ [0, 2π] sauf au plus un nombre fini,f est d́erivable et on af ′d(x) = f ′g(x).On
notera dans la suitef ′ la fonctionégale en tout pointx à 12

(
f ′g(x) + f

′
d(x)

)
. f ′ coincide donc avec la dérivée def là òu elle

existe et est une fonction appartenantàE.

Lemme 12.6.1 (Int́egration par parties)
Soientf, g : [a, b]→ C deux fonctions avecf continueet de classeC1 par morceaux etg de classeC1. On a

∫ b

a

f ′(t)g(t)dt = f(b)g(b)− f(a)g(a)−
∫ b

a

f(t)g′(t)dt
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preuve
Il existe une subdivision(x0 = a, x1, ..., xn = b) de l’intervalle[a, b] et pouri ∈ {0, 1, ..., n − 1} des fonctions de classeC1,
fi : [xi, xi+1]→ C telles que∀x ∈]xi, xi+1[ f(x) = fi(x). On a

∫ b

a

f ′(t)g(t)dt =
n−1∑

k=0

∫ xk+1

xk

f ′k(t)g(t)dt =
n−1∑

k=0

(

fk(xk+1)g(xk+1)− fk(xk)g(xk)−
∫ xk+1

xk

fk(t)g
′(t)dt

)

Or f est continue, doncfk(xk) = f(xk) , fk(xk+1) = f(xk+1) etfk(t) = f(t) d’où

∫ b

a

f ′(t)g(t)dt =

n−1∑

k=0

(f(xk+1)g(xk+1)− f(xk)g(xk))−
n−1∑

k=0

∫ xk+1

xk

f(t)g′(t)dt = f(b)g(b)− f(a)g(a)−
∫ b

a

f(t)g′(t)dt

PROPOSITION 12.6.1
Soitf : R→ C 2π-périodique, continue etC1 par morceaux. On a

∀n ∈ Z cn(f
′) = nicn(f)

et
∀n ∈ N an(f

′) = nbn(f) bn(f
′) = −nan(f)

preuve
C’est une application du lemme préćedent avecg(t) = e−int. Il vient :

cn(f
′) =

1

2π

∫ 2π

0

f ′(t)e−nitdt =
1

2π

(

f(2π)e−2niπ − f(0) + ni
∫ 2π

0

f(t)e−nitdt

)

= nicn(f)

COROLLAIRE 12.6.2
Soitf : R→ C de classeCp. On a pour toutk entre 1 etp et toutn ∈ Z,

cn(f
(k)) = (ni)kcn(f)

Ce ŕesultat subsiste sif estCn−1 et sif (n−1) estC1 par morceaux.

COROLLAIRE 12.6.3
Soit f : R → C de classeCp. On acn(f) = o

n→±∞

(
1
|n|p

)

. En particulier, sif estC∞, on acn(f) = o

(
1
|n|k

)

pour tout

entier naturelk.

12.6.3 Application

THEOREME 12.6.2
Soit f : R → C 2π-périodique, continue etC1 par morceaux. La śerie de Fourier def converge normalement, donc uni-
formément surR et sa somme estégaleàf en tout point.

preuve

Pourn 6= 0 on a |cn(f)| = 1
|n| |cn(f

′)| 6 12

(
1
n2
+ |cn(f ′)|2

)
. D’après le th́eor̀eme de Parseval, la série

∑

n∈Z
|cn(f ′)|2

converge. On en d́eduit la convergence de la série
∑

n∈Z
|cn(f)|, donc la convergence normale de la série de Fourier def . On

sait dans ce cas que sa somme estf (corollaire 12.6.1).�.

12.7 Etude de la convergence simple

THEOREME 12.7.1 (Théorème de Dirichlet)
Soit f deR dansC 2π-périodique et de classeC1 par morceaux. Alors pour toutx ∈ R la śerie de Fourier def converge
simplement et on a

1

2
(f(x+) + f(x−)) = lim

n→∞

n∑

−n

ck(f)e
ikx =

a0(f)

2
+
∞∑

k=1

(
ak(f) cos(kx) + bk(f) sin(kx)

)
.
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Si f est dansE on obtient

f(x) = lim
n→∞

n∑

−n

ck(f)e
ikt =

a0(f)

2
+

∞∑

k=1

(
ak(f) cos(kt) + bk(f) sin(kt)

)
.

preuve

• Rappelons que le noyau de Dirichlet aét́e d́efini comme la suite de fonctions(Dn)n∈N telles queDn(t) =
k=n∑

k=−n
eikt et

queSn(f)(x) = f ∗Dn(x). Le noyau de Dirichlet v́erifie les propríet́es suivantes :

(D1) 1
2π

∫ π
0
Dn(t) =

1
2π

∫ 0
−πDn(t)dt =

1
2 carDn est paire et12π

∫ π
−πDn(t)dt = 1

(D2) ∀t ∈ R \ 2πZ Dn(t) =
sin
((
n+ 12

)
t
)

sin
(
t
2

)

• On a

Sn(f)(x) = f ∗Dn(x) =
1

2π

∫ π

−π
f(x− t)Dn(t)dt =

1

2π

∫ 0

−π
f(x− t)Dn(t)dt+

1

2π

∫ π

0

f(x− t)Dn(t)dt

donc, en utilisant (D1)

Sn(f)(x)−
1

2

(
f(x+) + f(x−)

)
= I+(n, x) + I−(n, x)

en posant

I+(n, x) =
1

2π

∫ 0

−π

(
f(x− t)− f(x+)

)
Dn(t)dt =

1

2π

∫ 0

−π
h+(t) sin ((n+ 1/2)t) avech+(t) =

f(x− t)− f(x+)
sin(t/2)

et

I−(n, x) =
1

2π

∫ π

0

(
f(x− t)− f(x−)

)
Dn(t)dt =

1

2π

∫ π

0

h−(t) sin ((n+ 1/2)t) avech−(t) =
f(x− t)− f(x−)

sin(t/2)

• La fonctionh+ est continue sur[−π, 0 [ . Au voisinage de 0 , on ah+(t) ∼ 2f(x− t)− f(x
+)

t . Par hypoth̀ese,f est
C1 par morceaux, donc admet enx une d́erivéeà droite, donclim

t→0
t<0

h+(t) = −2f ′d(x) et par conśequenth+ se prolonge

en une fonction continue sur[0, π]. Il résulte alors du lemme de Riemann Lebesgue quelim
n→∞

I+(n, x) = 0. On voit de

même que lim
n→∞

I−(x, t) = 0 ce qui ach̀eve la preuve.

Exemple
Reprenons l’exemple 12.3.1. La fonction considéŕee est clairementC1 par morceaux et appartientà E. Le th́eor̀eme de
Dirichlet s’applique. On a donc

∀x ∈ R f(x) =

∞∑

n=1

sin(nx)

n

et en particulier

∀x ∈ ] 0, 2π [
π − x
2
=

∞∑

n=1

sin(nx)

n

Remarque
La fonctionf n’est pas continue en 0. Il en résulte que la śerie de terme ǵeńeral sin(nx)

n
n’est pas uniforḿement convergente

sur [0, 2π]. Par contre une application classique de la transformation d’Abel permet de montrer que cette série converge
uniformément sur tout intervalle de la forme[δ, 2π − δ] où δ vérifie0 < δ < π.
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12.8 Cas des fonctionsT -périodiques

On indique ci dessous les formules relatives aux séries de Fourier de fonctionsT périodiques òu T est un ŕeel stricte-
ment positif. On noteraET le C-espace vectoriel des fonctionsT -périodiques, continues par morceaux, vérifiant f(x) =
1
2 (f(x

+) + f(x−)) . On munitET du produit scalaire d́efini par

< f, g >=
1

T

∫ T

0

f(t)g(t)dt.

Muni de ce produit scalaire,ET est un espace préhilbertien complexe. On poseω = 2π/T (en physiqueω s’appelle la
pulsation). Dans cet espace le produit de convolution est défini par

f ∗ g(x) =
1

T

∫ T

0

f(x− t)g(t)dt

On d́efinit enfin les fonctionsek, Ck, Sk parek(t) = eikωt, Ck(t) = cos(kωt) etSk(t) = sin(kωt). Les syst̀emes(ek)k∈Z et
(C0,
√
2C1,

√
2S1, ...,

√
2Cn
√
2Sn, ..) sont orthonorḿes. Les polyn̂omes trigonoḿetriques sont d́efinis de la m̂eme manìere.

Pourf ∈ ET , les coefficients de Fourier def sont d́efinis par

cn(f) = 〈en |f 〉 =
1

T

∫ T

0

f(t)e−inωtdt, an(f) =
2

T

∫ T

0

f(t) cos(nωt)dt, bn(f) =
2

T

∫ T

0

f(t) sin(nωt)dt

On a les m̂emes relations(R) entre ces coefficients. La série de Fourier def est la śerie dont les sommes partielles sont

Sn(f)(t) =

k=n∑

k=−n

ck(f)e
ikωt =

a0(f)

2
+

k=n∑

k=1

(ak(f) cos(kωt) + bk(f) sin(kωt))

Si f estC1 par morceaux, on d́efinit f ′ de la m̂eme manìere et on a pour toutn ∈ Z

cn(f
′) = niωcn(f), an(f

′) = nωbn(f), bn(f
′) = −nωan(f)

et sif estCk, on acn(f (k)) = (niω)kcn(f).

Tous les th́eor̀emes s’́etendent. On peut le prouverà partir de ceux d́emontŕes dans le casT = 2π par un changement de
variables. Sif ∈ ET , la fonctionf \ définie parf \(u) = f(u/ω) est2π-périodique et a les m̂emes propríet́es de ŕegularit́e que
f . Les coefficients de Fourier usuelscn(f \) def \ vérifientcn(f \) = cn(f). L’applicationàf \ des th́eor̀emes des paragraphes
préćedents donne les résultats correspondants pourf . En particulier la formule de Parseval s’écrit

∞∑

−∞

|cn(f)|
2 =

1

T

∫ T

0

|f(t)|2dt ou
1

2
|a0(f)|

2 +

∞∑

n=1

(
|an(f)|

2 + |bn(f)|
2
)
=
2

T

∫ T

0

|f(t)|2dt
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13

Calcul diff érentiel

13.1 Pŕeliminaires : notations

Dans tout ce chapitre, on utilisera les notations suivantes :

1. E etF sont desR-espaces vectoriels normées de dimension finie,p etn respectivement.Ω est un ouvert non vide deE

etf : Ω→ F une application. On résumera tout ceci par la notationE ⊃ Ω
f
−→ F .

2. Poura ∈ Ω, on d́esignera parra un ŕeel strictement positif tel queBE(a, ra) := {x ∈ E | d(a, x) = ||x− a|| < ra} ⊂
Ω. Si il n’y a pas d’ambigüıté, on noteraB(a, ra) pourBE(a, ra).

3. BE = (e1, . . . , ep) est une base deE, BF = (u1, . . . , un) une base deF . Ces bases définissent des isomorphismes
ΦBE : R

p → E etΦBF : R
n → F parΦBE (x1, . . . , xp) = x1e1+ ∙ ∙ ∙+xpep etΦBF (y1, . . . , yn) = y1u1+ ∙ ∙ ∙+ynun.

4. L’applicationf est donńee parf(x) =
i=n∑

i=1

fi(x)ui où fi : Ω→ R. Lesfi dépendent́evidemment de la baseBF . On les

appellera composantes def .

5. SoitΩ̃ = Φ−1BE (Ω) = {[x1, . . . , xp) ∈ R
p | x =

j=p∑

j=1

xjej ∈ Ω}. Ω̃ est un ouvert deRp. On d́efinit f̃i : Ω̃→ R par

f̃i(x1, . . . , xp) = fi




j=p∑

j=1

xjej





Enfin, on noterãf : Ω̃→ Rn l’application

(x1, . . . , xp)→ (f̃1(x1, . . . , xp), . . . , f̃n(x1, . . . , xp))

f̃ est l’expression def en coordonńees, les basesBE etBF étant fix́ees et on a

f̃ = Φ−1BF ◦ f ◦ ΦBE f = ΦBF ◦ f̃ ◦ Φ
−1
BE

Enfin, siE = Rp etF = Rn on choisira toujours, sauf mention explicite du contraire pourBE etBF les bases canoniques,
auquel cas̃f etf sont identiques.

13.2 Différentiabilit é

13.2.1 D́erivée suivant un vecteur

SoientE ⊃ Ω
f
−→ F, e ∈ E eta ∈ Ω. Si e 6= 0, la fonction d’une variable réellet→ f(a+ te) est d́efinie pour|t| < ra/||e||.

Sinon elle est d́efinie pour toutt.
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DEFINITION 13.2.1
On dit que la fonctionf admet au pointa une d́erivée suivant le vecteure si la fonctiont→ f(a+ te) est d́erivable en 0. Dans
ce cas, on notera cette dérivée∂ef(a).

On a donc, sous réserve d’existence

∂ef(a) = lim
t→0

f(a+ te)− f(a)
t

Cette d́erivée est donc uńelément deF .

On notera que toute fonction admet une dérivée suivant le vecteur nul et que cette dérivée est le vecteur nul deF .

BF étant fix́ee, on af(a+te)−f(a)
t

=
i=n∑

i=1

fi(a+te)−fi(a)
t

ui de sorte quef admet une d́erivée suivante ssi chacune des applica-

tions coorodnńeesfi en admet une, auquel cas on aura

∂ef(a) =

i=n∑

i=1

∂efi(a)ui

Si a =
j=p∑

j=1

ajej ete =
j=p∑

j=1

αjej on a

fi(a+ te)− fi(a)
t

=
f̃i(a1 + tα1, . . . , ap + tαp)− f̃i(a1, . . . , ap)

t

doncfi admet ena une d́erivée selone ssi f̃i admet en(a1, . . . , ap) une d́erivée selon(α1, . . . , αp) et dans ce cas ces dérivées
sontégales. On peut donc toujoursétudier le prol̀eme de l’existence des dérivées def en coordonńees.

Attention! f peut avoir des d́erivées en un pointa selontous les vecteursE sanŝetre continue ena.

Consid́erons par exemple l’applicationf : R2 → R définie parf(0, 0) = 0 etf(x, y) = x2y
x4 + y2

si (x, y) 6= (0, 0).

Si e = (a, b) 6= (0, 0) on aδ(t) :=
f(te)− f(0)

t = a2b
t2a4 + b2

. Si b = 0, δ(t) = 0 pour toutt, donc tend vers 0. Si

b 6= 0, lim
t→0

δ(t) = a2/b. Donc f admet des d́erivées selon tout vecteur deR2. Mais f n’est pas continue en(0, 0) car

lim
n→∞

f( 1
n
, 1
n2
) = 12 6= 0 = f(0, 0).

Dérivées partielles

La baseBE = (e1, . . . , ep) de base deE étant fix́ee, soitj un entier,1 6 j 6 p. On appelle d́erivée partielle def suivant la
j-ième variable la d́erivée, si elle existe, def selon lej-ième vecteur de la baseBE . On note cette d́erivée partielle∂jf(a) ou
∂f
∂xj
(a) ou encoref ′xj (a).

On prendra garde au fait que cette notion dépend de la base choisie. Dans le cas particulierE = Rp, on prend pourBE , la base
canonique. On a alors, sous réserve d’existence

∂f

∂xj
(a) = ∂ejf(a) = lim

t→0

f(a1, . . . , aj−1, aj + t, aj+1, . . . , ap)− f(a1, . . . , ap)
t

13.2.2 Diff́erentiabilit é

Soith ∈ E tel que||h|| < ra. On a alorsa+ h ∈ Ω. Ceci permet de poser la définition suivante :

DEFINITION 13.2.2
On dit quef est diff́erentiable ena ∈ Ω si il existe une application lińeaireL ∈ L(E,F ) telle que

lim
h→0
h 6=0

f(a+ h)− f(a)− L(h)
||h||

= 0
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Ceci revient̀a dire qu’on a un d́eveloppement limit́e d’ordre 1

f(a+ h) = f(a) + L(h) + ||h||ε(h) avec lim
h→0

ε(h) = 0

où ε est une fonction d́efinie sur la bouleBE(0, ra).

PROPOSITION 13.2.1
Si f est diff́erentiable ena, f admet ena une d́erivée selon tout vecteure deE, dérivée donńee par

∂ef(a) = L(e)

preuve
C’est vrai sie = 0. Sinon, pourt 6= 0

f(a+ te)− f(a)
t

= ±
f(a+ te)− f(a)− L(te)

||te||
||e||+ L(e)

le signe± étant+ si t > 0 et− sinon. Par hypoth̀ese, le premier terme du second membre tend vers 0 quandt tend vers 0.�

COROLLAIRE 13.2.1
Si f est diff́erentiable ena, l’application lińeaireL figurant dans la d́efinition est unique.

En effet,BE = (e1, . . . , ep) désignant toujours une base deE, on aL(ej) = ∂ejf(a).
L s’appelle la diff́erentielle def ena. Il y a plusieurs notations pourL : daf, df(a) ou encoref ′(a). Dans la suite, nous
utiliserons le plus souventdf(a).

DEFINITION 13.2.3
On dit quef est diff́erentiable surΩ si elle est diff́erentiable en tout point deΩ. Dans ce cas, on dispose d’une application
df : Ω→ L(E,F ) qui àx ∈ Ω associe la diff́erentielle def enx, df(x).

THEOREME 13.2.1
SoitΩ un ouvert deE etf : Ω→ F . Si f est dif́erentiable ena ∈ Ω, alorsf est continue ena.

preuve
E étant de dimension finie, l’application linéairedf(a) : E → F est continue, doncf(a+ h) = f(a) + df(a)(h) + ||h||ε(h)
tend versf(a) quandh tend vers 0.

PROPOSITION 13.2.2
1. Soientf, g : Ω → F diff érentiables ena ∈ Ω et λ ∈ R. La fonctionf + λg est diff́erentiable ena et d(f + λg)(a) =
df(a) + λdg(a).
2. L’ensemble des fonctionsΩ → F diff érentiables ena est un sous espace vectoriel de l’espace vectorielF(Ω, F ) des
fonctions d́efinies surΩ à valeurs dansF et l’applicationf → df(a) est une application lińeaire de cet espace dansL(E,F ).
3. L’ensemble des fonctionsΩ→ F diff érentiables en tout point deΩ est un sous espace vectoriel deF(Ω, F ) et l’application
f → f ′ = df est une application lińeaire de cet espace dansF(Ω, L(E,F )).

PROPOSITION 13.2.3
SoientE ⊃ Ω

f
−→ F eta ∈ Ω. f est diff́erentiable ena ssi chacune des applications composantesfi est diff́erentiable ena et

alors, pour touth ∈ E, on a

df(a)(h) =

i=n∑

i=1

dfi(a)(h)

Les v́erifications sont faciles.
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PROPOSITION 13.2.4
Soitf : Ω→ F eta ∈ Ω.
1. SoientG un espace vectoriel de dimension finie etΦ ∈ L(F,G) une application lińeaire. Sif est diff́erentiable ena, Φ ◦ f
est diff́erentiable ena etd(Φ ◦ f)(a) = Φ ◦ df(a). SiΦ est un isomorphisme,f est diff́erentiable ena ssiΦ ◦ f l’est.
2. SoientH un espace vectoriel de dimension finie etψ : H → E un isomorphisme. L’ensembleΩ′ = H−1(Ω) est un ouvert
deH etf est diff́erentiable ena ssif ◦Ψ est diff́erentiable enc = Ψ−1(a). On a alorsd(f ◦Ψ)(c) = df(a) ◦Ψ.

preuve
1. Soith ∈ BE(0, ra). On aΦ ◦ f(a+ h) = Φ

(
f(a) + df(a)(h) + ||h||ε(h)

)
= Φ ◦ f(a) + Φ ◦ df(a)(h) + ||h||Φ(ε(h)). Or

E étant de dimension finie,Φ est continue, doncΦ(ε(h)) tend vers 0 avech. Par conśequentΦ ◦ f est diff́erentiable ena et
d(Φ ◦ f)(a) = Φ ◦ df(a).
SiΦ est un isomorphisme et siΦ ◦ f est diff́erentiable ena, on applique ce qui préc̀ede en rempaçantf parΦ ◦ f etΦ parΦ−1

pour en conclure quef est diff́erentiable ena.

2. Ψ est continue.Ω′ est ouvert comme image réciproque d’un ouvert par une application continue. Il existe unr > 0 tel que
BH(c, r) ⊂ Ω′ etf(BH(c, r)) ⊂ B(a, ra).
Supposonsf diff érentiable ena. Soitk ∈ BH(0, r). On af◦Ψ(c+k) = f(a+Ψ(k)) = f(a)+df(a)(Ψ(k))+||Ψ(k)||ε(Ψ(k)).
La continuit́e de l’application lińeaireΨ fournit une constanteC telle que||Ψ(k)|| 6 C||k||. Quandk tend vers 0,Ψ(k) aussi,

doncε(Ψ(k)) aussi et
‖Ψ(k)‖ ε(Ψ(k))

‖k‖ tend vers 0 aveck ce qui prouve quef ◦ Ψ est diff́erentiable enc. On montre la

réciproque comme dans le 1.

Application
D’après la proposition pŕećedente, l’applicationf : Ω → F est diff́erentiable surΩ (resp. ena ) ssi l’applicationf̃ =
Φ−1BF ◦ f ◦ ΦBE est diff́erentiable sur̃Ω (resp eña = Φ−1BE (a)) et pour toutx ∈ Ω on a, en posant̃x = Φ−1BE (x),

df(x) = ΦBF ◦ df̃(x̃) ◦ Φ
−1
BE

En clair, une fois choisie les basesBE etBF , si f̃ est l’expression en coordonnées def , f est diff́erentiable ena ssi f̃ l’est en
ã = (a1, . . . , ap) et l’écriture en coordonńees dedf(a) : E → F estdf̃(ã)
Ce qui pŕec̀ede est une justification précise que l’on peut faire tous les calculs dans des bases et se ramener ainsià des applica-
tionsRp → Rn.

Remarque importante
Les notions de diff́erentiabilit́e comme de d́erivée selon un vecteur sont définies en termes de limites. Comme toutes les normes
surE et surF sontéquivalentes, il est facile de voir que ces notions sont indépendantes des normes choisies. Autrement dit, si
f est diff́erentiable ena pour les normesNE etNF surE etF , elle l’est encore, et avec la même diff́erentielle si on munitE
etF d’autres normesN ′E etN ′F .

13.2.3 Exemples

EXEMPLE 13.2.1 (Application constante)
Si f : Ω→ F est constante,f est diff́erentiable en touta ∈ Ω etdf(a) = 0.

EXEMPLE 13.2.2 (Application affine)
Soit ϕ ∈ L(E,F ) et f : Ω → F une application affine d’application linéaire associéeϕ. f est diff́erentiable en tout point
a ∈ Ω etdf(a) = ϕ.
En effet,f(a+ h)− f(a) = ϕ(h) par d́efinition d’une application affine.
Notons que dans ce cas, l’applicationdf : Ω→ L(E,F ) est constante.

EXEMPLE 13.2.3 (Cas des applicationsR→ F )
SoientΩ un ouvert deR, f : Ω → F et a ∈ Ω. f est diff́erentiable ena ⇔ f est d́erivable ena. Alors, sif ′(a) ∈ F est la
dérivée usuelle def , on a, pourh ∈ R, df(a)(h) = hf ′(a).

L’applicationL(R, F ) → F qui à L ∈ L(R, F ) associeL(1) ∈ F est un isomorphisme et alorsL(h) = hL(1) pour tout
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h ∈ R. Ceciétant, on a

f diff érentiable ena ⇔

∃L ∈ L(R, F ), f(a+ h) = f(a) + L(h) + o(|h|) ⇔

∃λ ∈ F, f(a+ h) = f(a) + hλ+ o(h) ⇔

f est d́erivable ena etf ′(a) = λ

L’ équivalence annoncée en ŕesulte. On voit que l’identification entreL(R, F ) etF identifiedf(a) ∈ L(R, F ) et f ′(a) ∈ F .
Ceci justifie que l’on note souventf ′(a) pour la diff́erentielle def ena dans le cas ǵeńeral.

EXEMPLE 13.2.4 (Application bilin éaire)
SoientE1, E2 etF trois espaces de dimensions finie etB : E1 × E2 → F une application bilińeaire.B est diff́erentiable en
tout point(a1, a2) deE1 × E2 et

∀h = (h1, h2) ∈ E1 × E2 dB(a1, a2)(h1, h2) = B(a1, h2) +B(h1, a2)

En effet, l’applicationh = (h1, h2)→ L(h) = B(a1, h2) + B(h1, a2) est lińeaire etB(a1 + h1, a2 + h2)−B(a)− L(h) =
B(h1, h2). MunissonsE = E1 × E2 de la norme d́efinie par||h|| = ||h1|| + ||h2||. L’aplication bilinéaireB est continue,
donc il existeC > 0 telle que‖B(h1, h2)‖ 6 C||h1|| ∙ ||h2|| 6 C||h||2. On en d́eduit

||B(a1 + h1, a2 + h2)−B(a)− L(h)||
||h||

6 C||h||. �

13.2.4 Expression de la diff́erentielle

SoientE ⊃ Ω
f
−→ F etBE une base deE. Soith =

j=p∑

j=1

hjej ∈ E. Supposonsf diff érentiable ena. On a

df(a)(h) = df(a)




j=p∑

j=1

hjej



 =
j=p∑

j=1

hjdf(a)(ej) =

j=p∑

j=1

hj
∂f

∂xj
(a)

THEOREME 13.2.2
SoientE ⊃ Ω

f
−→ F, a ∈ Ω etBE une base fix́ee deE. f est diff́erentiable ena si et seulement si les deux conditions suivantes

sont v́erifiées :
(1) f admet des d́erivées partielles ena dans toutes les variablesx1, . . . , xp.

(2) lim
h→0

f(a+ h)− f(a)−
j=p∑

j=1

hj
∂f
∂xj
(a)

||h|| = 0 où h =
j=p∑

j=1

hjej

preuve
On sait que sif est diff́erentiable ena elle admet ena des d́erivées partielles. Vu l’expression ci dessus de la différentielle, la
condition (2) exprime simplement la différentiabilit́e def . La condition est donc ńecessaire.

Supposons inversement quef vérifie (1) et (2). L’applicationL : h→
j=p∑

j=1

hj
∂f
∂xj
(a) est une application lińeaire deE dansF

et la condition (2) se traduit parlim
h→0

f(a+ h)− f(a)− L(h)
||h|| = 0 ce qui prouve quef est diff́erentiable ena.

Exemple

On se propose d’étudier la diff́erentiabilit́e en (0,0) de l’applicationf : R2 → R définie parf(0, 0) = 0 etf(x, y) = x3y
x2 + y2

si (x, y) 6= (0, 0). Les applicationsx→ f(x, 0) ety → f(0, y) sont nulles donc d́erivables en0. Par conśequent,f admet des
dérivées partielles en (0,0) toutes deux nulles. Si elle est différentiable en(0, 0) sa diff́erentielleL ne peut̂etre que l’application
nulle.
On munitR2 de la norme euclidienne. On a alorsf(x, y)− f(0, 0)− L(x, y) = f(x, y) et

∣
∣
∣
∣
f(x, y)

||(x, y)||

∣
∣
∣
∣ =

|x3y|

(x2 + y2)3/2
6 (x2 + y2)1/2 = ||(x, y)||
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Donc lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y)
||(x, y)|| = 0 ce qui prouve quef est diff́erentiable en(0, 0) et que sa diff́erentielle en ce point est nulle.

13.2.5 Matrice jacobienne

SoientRp ⊃ Ω
f
−→ Rn, f = (f1, . . . , fn). Supposonsf diff érentiable ena. On appelle matrice jacobienne sef en a la

matrice, dans les bases canoniques de l’application linéairedf(a). Compte tenu de l’expression dedf(a) établie ci dessus cette
matrice est








∂f1
∂x1
(a) ∙ ∙ ∙ ∂f1

∂xp
(a)

...
...

∂fn
∂x1
(a) ∙ ∙ ∙ ∂fn

∂xp
(a)








Dans le casE ⊃ Ω
f
−→ F , la matrice ci dessus est la matrice dedf̃(ã) et c’est aussi la matrice dans les bases(BE ,BF ) de

df(a).

13.2.6 Oṕerations

Dans les preuves qui suivent,ε, ε1, ε2 sont des fonctions d́efinies surB(0, ra) qui tendent vers 0 quandh tend vers 0.

THEOREME 13.2.3
Soitf : Ω→ C∗ diff érentiable ena ∈ Ω. Alors g = 1

f
est diff́erentiable ena et

dg(a) = −
1

f(a)2
df(a)

preuve
Ici C∗ est consid́eŕe comme un ouvert deC identifié en tant qu’espace vectorielàR2.

g(a+ h)− g(a) = −
1

f(a)f(a+ h)

(
f(a+ h)− f(a)

)
= −

1

f(a)f(a+ h)

(
df(a)(h) + ||h||ε(h)

)

donc

g(a+ h)− g(a) +
1

f(a)2
df(a)(h) =

(
1

f(a)2
−

1

f(a)f(a+ h)

)

df(a)(h)− ||h||
ε(h)

f(a)f(a+ h)

E étant de dimension finie,df(a) est une application lińeaire continue, donc il existe une constanteC > 0 telle que||df(a)(h)|| 6
C||h||. D’autre part,f diff érentiable ena est continue ena, donc lim

h→0
f(a+ h) = f(a). On obtient

∣
∣
∣
∣g(a+ h)− g(a) +

1

f(a)2
df(a)(h)

∣
∣
∣
∣ 6 ||h||η(h)

où η(h) =

∣
∣
∣
∣
1

f(a)2
− 1
f(a)f(a+ h)

∣
∣
∣
∣C +

|ε(h)|
|f(a)f(a+ h)| tend vers 0 quandh tend vers 0.�

THEOREME 13.2.4
SoientE,F1, F2, G quatre espaces vectoriels réels de dimension finie,Ω un ouvert non vide deE, f1 : Ω→ F1, f2 : Ω→ F2
des applications diff́erentiables ena etB : F1 × F2 → G une application bilińeaire. L’applicationg : Ω → G définie par
g = B(f1, f2), c’està direg(x) = B(f1(x), f2(x)) est diff́erentiable ena et pour touth ∈ E

dg(a)(h) = B
(
df1(a)(h), f2(a)

)
+B

(
f1(a), df2(a)(h)

)

preuve
NotonsL l’applicationh→ B

(
df1(a)(h), f2(a)

)
+B

(
f1(a), df2(a)(h)

)
. C’est une application lińeaire deE dansG. Posons

Δ(h) = ||g(a+ h)− g(a)− L(h)||. Il s’agit de montrer queΔ(h)/||h|| tend vers 0 quandh tend vers 0.
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• L’application bilinéaireB est continue pusiqueF1 et F2 sont de dimension finie. Il existe une constanteK > 0 telle que
||B(y1, y2)|| 6 K||y1||||y2|| pour tout(y1, y2) ∈ F1 × F2.
• Il existe des fonctionsε1, ε2 de limite nulle en 0 telles queuk(h) := fk(a + h) − fk(a) = dfk(a)(h) + ||h||εk(h) pour
k = 1, 2. Par continuit́e des applications lińeairesdfk(a), il existe des constantesCk telles que‖dfk(a)(h)‖ 6 Ck ‖h‖ ce qui
implique‖uk(h)‖ 6 ‖h‖ [Ck + |εk(h)|].
• En utilisant la bilińearit́e deB, il vient

g(a+ h)− g(a) = B
(
f1(a) + u1(h), f2(a) + u2(h)

)
−B(f1(a), f2(a))

= B(u1(h), f2(a)) +B(f1(a), u2(h)) +B(u1(h), u2(h))

= B
(
df1(a)(h) + ‖h‖ ε1(h), f2(a)

)
+B

(
f1(a), df2(a)(h) + ‖h‖ ε2(h)

)
+B(u1(h), u2(h))

donc
g(a+ h)− g(a)− L(h) = ‖h‖

[
B(ε1(h), f2(a)) +B(f1(a), ε2(h)

]
+B(u1(h), u2(h))

Par continuit́e deB, le terme en facteur de‖h‖ tend vers 0 avech. Pour le dernier terme on a

‖B(u1(h), u2(h))‖ 6 K ‖u1(h)‖ ‖u2(h)‖ 6 K ‖h‖
2
(C1 + |ε1(h)|)(C2 + |ε2(h)|)

donc

lim
h→0

||Δ(h)||
||h||

= 0

Ces deux th́eor̀emes ǵeńeralisent les formules bien connues
(
1
u

)′
= − u

′

u2
et (uv)′ = u′v + uv′.

13.2.7 Composition

THEOREME 13.2.5
SoientE,F,G trois espaces vectoriels réels de dimension finie. SoientΩ un ouvert non vide deE etU un ouvert non vide de
F . Soientf : Ω→ F etg : U → G des applications. Soit enfina ∈ Ω. On suppose v́erifiées les propriét́es suivantes :
1) f(Ω) ⊂ U .
2) f est diff́erentiable ena.
3) g est diff́erentiable enb = f(a).
Alors g ◦ f : Ω→ G est diff́erentiable ena et

d(g ◦ f)(a) = dg(f(a)) ◦ df(a)

COROLLAIRE 13.2.2
Avec les m̂emes notations que dans le théor̀eme, sif est diff́erentiable surΩ etg surU , g ◦ f est diff́erentiable surΩ.

preuve
La preuve est essentiellement celle de la composition de deux développements limités d’ordre 1.

• Il existe rb > 0 telle queBF (b, rb) ⊂ U . Puisquef est diff́erentiable ena, elle est continue ena, donc il existeρ > 0,
ρ < ra tel queBE(a, ρ) ⊂ Ω etf(BE(a, ρ)) ⊂ BF (b, rb).
• Il existe des fonctionsε1 : BE(0, ρ)→ F etε2 : BF (0, rb)→ G vérifiant

f(a+ h) = f(a) + df(a)(h) + ||h||ε1(h), lim
h→0

ε1(h) = 0

g(b+ k) = g(b) + dg(b)(k) + ||k||ε2(k), lim
k→0

ε2(k) = 0

• Par continuit́e des aplications lińeairesdf(a) etdg(b) on dispose de constantesC > 0 etC ′ > 0 telles que

||df(a)(h)|| 6 C||h|| et ||dg(b)(k)|| 6 C ′||k||

• Puisqueb = f(a), pour||h|| < ρ on a||f(a+ h)− f(a)|| < rb. Posonsk = f(a+ h)− f(a) = df(a)(h) + ||h||ε1(h). On
a

||k|| 6
(
C + ||ε1(h)||

)
||h||

On peut maintenant terminer la démonstration :

g ◦ f(a+ h)− g ◦ f(a)− dg(b) ◦ df(a)(h) = dg(b)
(
||h||ε1(h)

)
+ ||k||ε2(k)
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donc
||g ◦ f(a+ h)− g ◦ f(a)− dg(b) ◦ df(a)(h)|| 6 ||h||η(h)

avec
η(h) = C ′||ε1(h)||+

(
C + ||ε1(h)||

)
||ε2(k)||

Quandh tend vers 0,k tend vers 0, doncη(h) tend aussi vers 0 ce qui achève la preuve.

Ce th́eor̀eme, et les deux préćedents, permettent dans la plupart des cas de prouver la différentiabilit́e d’une application.
Détaillons sur un exemple.

Exemple Etudions la diff́erentiabilit́e de l’applicationf : R2 → R définie par

f(0, 0) = 0 etf(x, y) =

(
cos(xy)− 1

)
sin
√
x2 + y2

x2 + y2
si (x, y) 6= (0, 0)

PosonsΩ = R2 \ {(0, 0)}
• Les applications(x, y) → x et (x, y) → y sont lińeaires donc diff́erentiables en tout point. En utilisant le théor̀eme sur les
produits, on voit que les applicationsv : (x, y)→ xy, (x, y)→ x2 et (x, y)→ y2 sont aussi diff́erentiables. Il en est donc de
même deD : (x, y)→ x2 + y2.
• La fonctiont→

√
t est d́erivable surR+∗, donc diff́erentiable sur ce domaine (exemple 13.2.3). Par conséquent, d’apr̀es le

théor̀eme de composition, l’applicationu1 : (x, y) →
√
D(x, y) =

√
x2 + y2 est diff́erentiable surΩ. Comme l’application

sin : R→ R est d́erivable, elle est diff́erentiable, donc l’applicationu2 : (x, y)→ sin
√
x2 + y2 est diff́erentiable surΩ.

• De même, de la d́erivabilité de la fonctioncos, on d́eduit par composition que la fonctioncos ◦v est diff́erentiable surR2. Il
en est donc de m̂eme de la fonctionu3 : (x, y)→ cos(xy)− 1.
• Le théor̀eme 13.2.4 assure queu3 ∙u2 est diff́erentiable surΩ. Le th́eor̀eme sur les quotients assure que1/D est diff́erentiable
surΩ. Enfin, le th́eor̀eme 13.2.4 montre quef = (u3 ∙ u2) ∙ 1D est diff́erentiable surΩ.

• Resteà étudier la diff́erentiabilit́e en 0. Posonsρ =
√
x2 + y2. ρ est la norme euclidienne de(x, y). D’après l’inégalit́e

des accroissements finis, on a pour toutt ∈ R | cos(t) − 1| 6 t2/2 et | sin t| 6 |t|. On en d́eduit, pour(x, y) 6= (0, 0)

|f(x, y)| 6 x2y2

2
√
x2 + y2

6 12ρ
3. Commef(0, 0) = 0, on voit quef(x, y) − f(0, 0) = o

(
||(x, y)||

)
ce qui montre quef est

diff érentiable en(0, 0) et quedf(0, 0) est l’application lińeaire nulle.

THEOREME 13.2.6
SoientΩ un ouvert non vide deRp etU un ouvert non vide deRn. Soientf : Ω → Rn et g : U → Rq des applications. Soit
enfina ∈ Ω. On suppose v́erifiée les propríet́es suivantes :
1) f(Ω) ⊂ U .
2) f est diff́erentiable ena.
3) g est diff́erentiable enb = f(a).
Notonsx = (x1, . . . , xp) un élément ǵeńerique deΩ, y = (y1, . . . , yn) un élément ǵeńerique deU . Posonsf(x) =
(f1(x), . . . , fn(x)). Soit enfinh = g ◦ f : Ω→ Rq. On sait queh est diff́erentiable ena. On a, pour1 6 j 6 p

∂h

∂xj
(a) =

i=n∑

i=1

∂fi

∂xj
(a)

∂g

∂yi
(b)

preuve

On adh(a) = dg(b) ◦ df(a) doncMat(dh(a)) = Mat(dg(b))Mat(df(a)). ∂h
∂xj
(a) est laj-ième colonne deMat(dh(a)).

L’ égalit́e à prouver n’est autre qu’une forme condensée de la formule donnant le produit de deux matrices.

Cette formule est souvent appelée ”r̀egle de chaines” (chain ruledans les ouvrages en anglais).
Notons qu’il s’agit d’unéecriture condenśee puisqueb = f(a). En particulier sif est diff́erentiable surΩ et g surU on a en
fait l’ égalit́e de fonctions

∂h

∂xj
=

i=n∑

i=1

∂fi

∂xj
∙

(
∂g

∂yi
◦ f

)

Bien entendu, on a des formules identiques dans le casE ⊃ Ω
f
−→ F si les espacesE etF sont munis de bases.
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13.2.8 Notation diff́erentielle

Définition

Supposons queΩ soit un ouvert deRp et soitf : Ω → F diff érentiable surΩ. Soit (e1, . . . , ep) la base canonique deRp et
(ε1, . . . , εp) la base duale. Soitx = (x1, . . . , xp) un élément quelconque deΩ. Pour1 6 j 6 p désignons encore parxj
l’application quiàx ∈ Ω associe saj-ième coordonńeexj . C’est bien sur un abus de notation, puisqu’on désigne de la m̂eme
manìere une fonction et la valeur qu’elle prend en un point quelconque. L’applicationxj est la restrictioǹaΩ de l’application
linéaireεj . Elle est donc diff́erentiable en tout point deΩ etdxj(a) = εj . Par conśequentdxj est l’application constante deΩ
dansL(Rp,R) qui àx ∈ Ω associeεj .

Soith = (h1, . . . , hp) ∈ Rp. On a

df(x)(h) =

j=p∑

j=1

hj
∂f

∂xj
(x) =

j=p∑

j=1

[dxj(x)(h)]
∂f

∂xj
(x)

Soit encore

∀x ∈ Ω df(x) =

j=p∑

j=1

[dxj(x)] ∙
∂f

∂xj
(x)

Ce que l’onécrit sous la forme dite notation différentielle

(1) df =

j=p∑

j=1

∂f

∂xj
dxj

Remarque sur les notations
SoientE etF deuxK-espaces vectoriels,ϕ ∈ E∗ (dual deE) etu ∈ F . On note usuellementu ⊗ ϕ l’application linéaire de
E dansF qui à t ∈ E associeϕ(t)u.

C’est cetteécriture que l’on utilise ici, en supprimant le⊗. ∂f
∂xj
(x)dxj est l’application lińeaire deE dansF qui à h ∈ E

associedxj(h)
∂f
∂xj
(x).

Si la fonctionf està valeurs ŕeelles, cettéecriture ne pose aucun problème : les∂f
∂xj
(x) sont des nombres et lesdxj des formes

linéaires.

Composition

Revenons maintenantà la situation du th́eor̀eme 13.2.6. On supposeF = Rn, U est un ouvert deRn et f est telle que
f(Ω) ⊂ U . On se donne aussig : U → G diff érentiable en tout point deU . Notonsy = (y1, . . . , yn) un élément ǵeńerique de
U . On a donc

(2) dg =

i=n∑

i=1

∂g

∂yi
dyi

Ecrivonsf = (f1, . . . , fp) et soith = g ◦ f . Passer deg à h revient à remplacer dans l’expressiong(y1, . . . , yn) yi par
fi(x1, . . . , xp). La relation (1) appliqúeeàfi s’écrit

dfi =

j=p∑

j=1

∂fi

∂xj
dxj

La règle de chaine donne

∂h

∂xj
(x) =

i=n∑

i=1

∂g

∂yi
(f(x))

∂fi

∂xj
(x)
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donc

dh(x) =

j=p∑

j=1

∂h

∂xj
(x)dxj =

j=p∑

j=1

(
i=n∑

i=1

∂g

∂yi
(f(x))

∂fi

∂xj
(x)

)

dxj

=

i=n∑

i=1

∂g

∂yi
(f(x))




j=p∑

j=1

∂fi

∂xj
(x)dxj





=

i=n∑

i=1

∂g

∂yi
(f(x))dfi(x)

Autrement dit, pour obtenir la différentielle deg ◦ f , on remplace dans l’expression (2) de la différentielle deg les ∂g
∂yi

par

∂g
∂yi
◦ f et lesdyi par lesdfi, puis on regroupe les termes endxj :

si dg =
i=n∑

i=1

∂g

∂yi
dyi alors d(g ◦ f) =

i=n∑

i=1

(
∂g

∂yi
◦ f

)

dfi

C’est cette propríet́e qui fait l’intér̂et de la notation diff́erentielle.

Exemple : passage en polaires

Soitf : R2 → R diff érentiable. Soitϕ : R2 → R2 définie par

ϕ(ρ, θ) = (ρ cos θ, ρ sin θ)

etF = f ◦ ϕ. L’applicationϕ s’écritϕ = (ϕ1, ϕ2) avec

ϕ1(ρ, θ) = ρ cos θ

ϕ2(ρ, θ) = ρ sin θ

d’où

dϕ1 = cos θdρ− ρ sin θdθ

dϕ2 = sin θdρ+ ρ cos θdθ

On a

df =
∂f

∂x
dx+

∂f

∂y
dy

Donc

dF (ρ, θ) =
∂f

∂x
(., .)(cos θdρ− ρ sin θdθ) +

∂f

∂y
(., .)(sin θdρ+ ρ cos θdθ)

=

(

cos θ
∂f

∂x
(., .) + sin θ

∂f

∂y
(., .)

)

dρ+

(

− sin θ
∂f

∂x
(., .) + cos θ

∂f

∂y
(., .)

)

ρdθ

où, pour abŕeger(., .) = (ρ cos θ, ρ sin θ)

On en d́eduit

∂F

∂ρ
(ρ, θ) = cos θ

∂f

∂x
(ρ cos θ, ρ sin θ) + sin θ

∂f

∂y
(ρ cos θ, ρ sin θ)

∂F

∂θ
(ρ, θ) = −ρ sin θ

∂f

∂x
(ρ cos θ, ρ sin θ) + ρ cos θ

∂f

∂y
(ρ cos θ, ρ sin θ)
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13.2.9 Gradient

SoitΩ un ouvert d’un espace euclidien(E, 〈 | 〉) et f : Ω → R diff érentiable surΩ. La structure euclidienne deE permet
d’identifierE et son dualE∗ par l’isomorphisme canonique quià tout vecteure deE asssocie la forme lińeairev → 〈e |v 〉.
Or la différentielle def en un pointx deΩ est une forme lińeairedf(x) surE, c’està dire unélément deE∗. Il existe donc un
unique vecteurV (x) de E tel que pour touth ∈ E, df(x)(h) = 〈V (x) |h 〉. Ce vecteurV (x) s’appelle le gradient def enx et
se notegradf (x) ou plus souvent∇f(x).

SiB = (e1, . . . , ep) est une baseorthonorméedeE et si(h1, . . . , hp) désignent les coordonnées dans cette base d’un vecteur

arbitraireh on adf(x)(h) =
j=p∑

j=1

∂f
∂xj
(x)hj de sorte que∇f(x) est le vecteur

∇f(x) =
j=p∑

j=1

∂f

∂xj
(x)ej

où, rappelons le,∂f
∂xj
(x) est la d́erivée def enx selon le vecteurej .

13.3 Fonctions de classe C1

E etF étant deux espaces vectoriels normés de dimension finie, l’espaceL(E,F ) des applications lińeaires deE dansF est
de dimension finie et peutêtre muni d’une norme. On choisira en géńeral la norme subordonnéeà celle deE et deF qui est
donńee, pourϕ ∈ L(E,F ) par

||ϕ|| = sup
x∈E, ||x||61

||ϕ(x)||

DEFINITION 13.3.1
SoientΩ un ouvert deE et f : Ω → F une application. On dit quef est de classeC1 surΩ si elle est diff́erentiable et si
l’application différentiellef ′ = df : Ω→ L(E,F ) est continue surΩ.

SiΩ est un ouvert deR, l’identification deL(R, F ) avecF identifie la diff́erentielledf(x) avec la d́erivée usuellef ′(x). Donc
f estC1 au sens de la nouvelle définition si elle l’est au sens habituel. Cette définition est donc une ǵeńeralisation de la
définition des applications de classeC1 d’un ouvert deR dansE.

THEOREME 13.3.1
1. SoitE ⊃ Ω

f
−→ F et (f1, . . . , fn) les composantes def dans une baseBF . f estC1 ssi chacune desfi estC1.

2. Soientg, h : Ω → F de classeC1 et λ ∈ R. λg + h est de classeC1. L’ensembleC1(Ω, F ) des fonctions de classeC1

deΩ dansF est un sous espace vectoriel deF(Ω, F ) et l’applicationf → df deC1(Ω, F ) dans l’espaceC0(Ω, L(E,F )) des
applications continues deΩ dansL(E,F ) est lińeaire.
3. Soitf : Ω→ C∗ une application de classeC1. Alors 1/f est aussi de classeC1.
4. SoientE,F1, F2, G quatre espaces vectoriels réels de dimension finie,Ω un ouvert non vide deE, f1 : Ω→ F1, f2 : Ω→ F2
des applications de classeC1 et B : F1 × F2 → G une application bilińeaire. L’applicationg : Ω → G définie par
g = B(f1, f2), c’està direg(x) = B(f1(x), f2(x)) est de classeC1.
5. SoientE,F,G trois espaces vectoriels réels de dimension finie. SoientΩ un ouvert non vide deE etU un ouvert non vide
deF . Soientf : Ω→ F et g : U → G des applications de classeC1 telles quef(Ω) ⊂ U . Alors g ◦ f : Ω→ G est de classe
C1.

preuve
Prouvons le point 5. D’après le th́eor̀eme 13.2.6,g ◦ f est diff́erentiable en tout point deΩ etd(g ◦ f)(x) = dg(f(x)) ◦ df(x).
Montrons qued(g ◦ f) : Ω→ L(E,G) est continue.
• Par hypoth̀ese, l’applicationΩ→ L(E,F ), x→ df(x) est continue.
• De même, l’applicationU → L(F,G), y → dg(y) est continue.f étant diff́erentiable est continue, donc par composition
l’applicationdg ◦ f : Ω→ L(F,G) est continue.
• Il en résulte que l’applicationΘ : Ω→ L(F,G)× L(E,F ) définie parΘ(x) =

(
dg(f(x)), df(x)

)
est continue.

• L’applicationB : L(F,G) × L(E,F ) → L(E,G) définie parB(ϕ,ψ) = ϕ ◦ ψ est continue carB est bilińeaire et
L(E,F ), L(F,G) sont de dimension finie. On en déduit que la composéeB ◦Θ = d(g ◦ f) est continue.�
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La preuve des autres points est laissée au lecteur. Pour 3 (resp. 4) on utilise la formule donnée par le th́eor̀eme 13.2.3 (resp.
13.2.4).

THEOREME 13.3.2
SoientE ⊃ Ω

f
−→ F etBE = (e1, . . . , ep) une base deE. f est de classeC1 ssif admet des d́erivées partielles dans toutes les

variablesx1, . . . , xp et si ces d́erivées partielles sont continues.

Si f estC1 elle est diff́erentiable donc admet des dérivées partielles. La d́erivée partielle par rapport̀a laj-ième variable est
donńee parx→ ∂ejf(x) = df(x)(ej). Six→ df(x) est continue, il en est de m̂eme dex→ df(x)(ej).
Réciproque : on sait qu’une fonction peut avoir des dérivées partielles sansêtre continue, donc̀a fortiori sanŝetre diff́erentiable.
La difficulté de la preuve consistèa montrer que sif admet des d́erivées partielles continues surΩ, elle est diff́erentiable.

Ensuite, on voit facilement en utilisantdf(x) =
j=p∑

j=1

∂f
∂xj
(x)dxj que l’applicationdf est continue.

Ce ŕesultat est admis par le programme. On en trouvera une preuve dans l’appendice.

Remarque
Il en résulte que sif admet des d́erivées partielles continues relativementà une baseBE deE, il en est de m̂eme relativement
à une autre baseB′E , ce qui peut́evidemment se voir aussi avec la règle de chaine.

13.4 Exemples et applications

EXEMPLE 13.4.1 (Courbes)
SoitE ⊃ Ω

f
−→ F de classeC1. Soit d’autre partI un intervalle ouvert deR non vide etγ : I → Ω une courbe paraḿetŕee de

classeC1. Soit enfint0 ∈ I. L’applicationΓ = g ◦ γ : I → F est une courbe paramétŕee de classeC1. Posonsm0 = γ(t0).
On a

Γ′(t0) = df(m0)(γ
′(t0))

Autrement dit, le vecteur vitesse au tempst0 deΓ est l’image pardf(γ(t0)) du vecteur vitesse deγ au tempst0.

En effet, le th́eor̀eme de composition donnedΓ(t0) = df(m0) ◦ dγ(t0). Maisdγ(t0) est l’application lińeaireR → E définie
parh→ hγ′(t0), doncdΓ(t0)(h) = df(m0)(hγ′(t0)) = hdf(m0)(γ′(t0)) d’où la conclusion.

EXEMPLE 13.4.2 (Plan tangent)
SoitΩ un ouvert deR2 etf : Ω→ R une fonction de classeC1. SoitΣ le graphe def :

Σ = {(x, y, z) ∈ R3 | (x, y) ∈ Ω et z = f(x, y)}

On dit queΣ est la surface d’équationz = f(x, y). Soit(x0, y0) ∈ Ω. La différentiabilit́e def se traduit, pour(x, y) ∈ Ω, par

f(x, y) = f(x0, y0) + (x− x0)
∂f

∂x
(x0, y0) + (y − y0)

∂f

∂y
(x0, y0) + ||(x− x0), (y − y0)||ε(x− x0, y − y0)

où ε tend vers 0 en 0. Considérons la fonction affine d́efinie surR2 par

A(X,Y ) = f(x0, y0) + (X − x0)
∂f

∂x
(x0, y0) + (Y − y0)

∂f

∂y
(x0, y0)

Son graphe est le plan affineΠ d’équationZ = A(X,Y ). Ce plan s’appelle le plan tangentà la surface au point(x0, y0). Le

plan vectoriel directeur
−→
Π deΠ a pouréquationZ = X∂f

∂x
(x0, y0) + Y

∂f
∂y
(x0, y0).

SoientI un intervalle ouvert deR contenant 0 etγ : I → R3 une courbe de classeC1 dont le support est inclus dans
Σ et telle queγ(0) = (x0, y0). En écrivantγ(t) = (x(t), y(t), z(t)) on voit que le support deγ est inclus dansΣ ssi
∀t ∈ I z(t) = f(x(t), y(t)). En uilisant la r̀egle de chaine, on obtient

z′(t) = x′(t)
∂f

∂x
(x(t), y(t)) + y′(t)

∂f

∂y
(x(t), y(t))

et pourt = 0

z′(0) = x′(0)
∂f

∂x
(x0, y0) + y

′(0)
∂f

∂y
(x0, y0)
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ce qui montre que le vecteur vitesseγ′(0) = (x′(0), y′(0), z′(0)) appartient au plan vectoriel
−→
Π . La tangente au point de

param̀etre 0 deγ est donc une droite affine contenue dans le planΠ.
Réciproquement, soitD une droite affine contenue dansΠ et passant par le pointM0 = (x0, y0, z0). Soit e = (a, b, c) un

vecteur directeur deD. On ae ∈
−→
Π donc c = a

∂f
∂x
(x0, y0) + b

∂f
∂y
(x0, y0). Consid́erons la courbe paraḿetŕeeγ(t) =

(x0 + at, y0 + bt, f(x0 + at, y0 + bt)). γ est d́efinie etC1 dans un intervalle ouvertJ deR contenant0, le support deγ est

contenu dansΣ, et γ′(0) =
(
a, b, a

∂f
∂x
(x0, y0) + b

∂f
∂y
(x0, y0)

)
= (a, b, c) = e. Commeγ(0) = M0, la tangentèa γ en le

param̀etre 0 est la droiteD.
Π est donc la ŕeunion des droites affines passant parM0 qui sont les tangentes d’arcs paramétŕes de classeC1, traćes surΣ, et
passant par ce point.

EXEMPLE 13.4.3 (Norme euclidienne)
Soit (E, 〈 | 〉) un espace euclidien et|| || la norme associée. C’est une application deE dansR. Posonsϕ(x) = ||x||.
L’applicationϕ est de classeC1 surE \ {0} et sa diff́erentielle en un pointa 6= 0 est l’application lińeaire

h→ dϕ(a)(h) =
〈a |h 〉
||a||

Autrement dit
∇ϕ(a) =

a

||a||

preuve
SoitΩ = E \ {0}. On aϕ = u2 ◦ u1 avecu1 : Ω→ R, x→ 〈x |x 〉 etu2 : R∗+ → R, u2(t) =

√
t. On a bienu1(Ω) ⊂ R∗+.

• On au1(a + h) = u1(a) + 2 〈a |h 〉 + ||h||2. h → 〈a |h 〉 est lińeaire et||h||2 = o(||h||). Doncu1 est diff́erentiable ena et
du1(a)(h) = 2 〈a |h 〉.
• u2 estC1 surR∗+ et pourt0 ∈ R∗+, du2(t0) est la multiplication paru′2(t0) =

1
2
√
t0

. Par conśequentϕ = u2 ◦ u1 est

diff érentiable ena etdϕ(a)(h) = du2(‖a‖
2
) ◦ du1(a)(h) =

〈a |h 〉
||a|| . Il est clair quedϕ(a) dépend continuement dea. �

Remarque 1 : SiF est un espace vectoriel non réduit à {0} et siN est une norme surF , N n’est pas diff́erentiable en 0. En
effet, sie est unélément non nul deF , l’application deR dansR t → N(te) = |t|N(e) n’est pas d́erivable en 0 pusique
N(e) 6= 0. Or siN était différentiable en 0, cette application serait dérivable en 0.
Remarque 2 : Le calcul fait pouru1 est en fait valable pour toute forme quadratiqueq sur un espace vcetoriel réelE de
dimension finie : sib est la forme bilińeaire syḿetrique associéeàq, on a pour touta, h ∈ E q(a+h) = q(a)+2b(a, h)+q(h).
L’applicationh→ 2b(a, h) est lińeaire etq(h) = o(||h||). (Le vérifier !) doncdq(a)(h) = 2b(a, h).

EXEMPLE 13.4.4 (Déterminant)
Consid́erons l’applicationD :Mn(R)→ R définie parD(M) = det(M).
• D estC1. En effet, siX = (xi,j) on adet(X) =

∑

σ∈Sn

ε(σ)x1,σ(1) ∙ ∙ ∙xn,σ(n). L’applicationX → xi,j est lińeaire doncC1

etD s’écrit donc comme somme den! fonctions qui sontC1 chacune comme produits den fonctions de classeC1.

• On adet(X) =
i=n∑

i=1

xi,jAi,j oùAi,j est le cofacteur dexi,j . La variablexi,j n’apparait pas dans le développement deAi,j

de sorte que
∂D

∂xi,j
(X) = Ai,j

SoitH = (hi,j) ∈ Mn(R). On a doncdD(X)(H) =
∑

i,j

hi,jAi,j . Soit Cof(X) la matrice des cofacteurs deX. On voit que

∑

i,j

hi,jAi,j =
i=n∑

i=1

(
j=n∑

j=1

hi,j [
tCof(X)]j,i

)

= tr (H tCof(X)) donc

dD(X)(H) = tr
(
H tCof(X)

)

En particulier, si on choisitX = In, la matrice des cofacteurs estIn et la différentielle de l’application d́eterminant au point
In n’est autre que l’application trace.

Application
SoitA ∈ Mn(R) et f : R → Mn(R) l’applicationt → det(exp(tA)). On sait quet → exp(tA) est d́erivable en 0 et que sa
dérivée estA. Par composition on a donc

f ′(0) = tr(A)
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EXEMPLE 13.4.5 (Inversion des matrices)
Soit Φ : GL(n,R) → Mn(R) l’application d́efinie parΦ(M) = M−1. Cette application est de classeC1 et pourA ∈
GL(n,R) on a

∀H ∈Mn(R) dΦ(A)(H) = −A−1HA−1

• Φ estC1. Désignons parTi,j l’application quià une matriceM associe le cofacteur de l’élément d’indice(i, j). Ti,j est une

fonction polynomiale en les coefficients deM doncM → Ti,j(M) estC1. EnsuiteΦ(M)i,j =
Tj,i(M)
det(M)

estC1 surGL(n,R)

comme quotient de deux fonctionsC1 celle figurant au d́enominateur ne s’annulant pas. DoncΦ estC1.

• SoitA ∈ GL(n,R). Consid́erons l’applicationM → MΦ(M). Cette application est constante, donc sa différentielle est
nulle. Mais d’autre part, c’est la composée de l’application bilińeaire(M,M ′)→MM ′ et de l’applicationM → (M,Φ(M)).
La différentielle de la seconde estH → (H, dΦ(A)(H)) donc la diff́erentielle enA deM → MΦ(M) estH → HΦ(A) +
AdΦ(A)(H). Par conśequent, on a∀H ∈ Mn(R) HΦ(A) + AdΦ(A)(H) = 0 doncdΦ(A)(H) = −A−1HΦ(A) =
−A−1HA−1.

Remarque : Le ŕesultatétabli ci dessus ǵeńeralise donc la formule donnant la dérivée dex → 1/x. En effet, pourn = 1,
GL(1,R) s’identifie à R∗ et Φ est l’applicationx → 1/x. Sa d́erivée ena 6= 0 est−1/a2, donc sa diff́erentielle ena est
h→ −h/a2. Les ŕesultats cöıncident (ouf!) car la multiplication dansM1(R) est commutative!

13.5 Inégalités des accroissements finis

Si a et b sont deux points d’un espace vectoriel réelE, on notera[a, b] le segment d’extŕemit́esa et b, c’està dire l’ensemble
{(1− t)a+ tb ; 0 6 t 6 1}.

THEOREME 13.5.1
SoientΩ un ouvert non vide d’un espace vectoriel normé de dimension finieE,F un autre espace vectoriel normé de dimension
finie, f : Ω → F une application de classeC1 etL(E,F ) l’espace des applications linéaires deE dansF muni de la norme
subordonńee aux normes deE etF .
Soienta, b ∈ Ω tels que[a, b] ⊂ Ω etK > 0 tel que

∀x ∈ [a, b] ‖df(x)‖ 6 K

Alors
||f(b)− f(a)|| 6 K||b− a||

preuve
Soitϕ : [0, 1]→ F définie parϕ(t) = f

(
a+t(b−a)

)
. Par composition,ϕ est de classeC1. On aϕ′(t) = df

(
a+t(b−a)

)
(b−a)

donc‖ϕ′(t)‖ 6 K ‖b− a‖. L’in égalit́e des accroissements finis pour une fonctionà valeurs dans un espace vectoriel normé
donne‖ϕ(1)− ϕ(0)‖ 6 K||b− a|| ce qui est le ŕesultaténonće.

COROLLAIRE 13.5.1
SoitΩ un ouvert connexe deE et df : Ω → F de classeC1. Si la différentielle def est identiquement nulle surΩ, f est
constante.

preuve
Soienta ∈ Ω etD = {x ∈ Ω | f(x) = f(a)}.
• f étant continue,D est un ferḿe deΩ comme image ŕeciproque parf du ferḿe{f(a)} deF .
• Soitm ∈ D. Soitr > 0 tel queB(m, r) ⊂ Ω. Toute boule est convexe, donc siz ∈ B(m, r) le segment[m, z] est contenu
dansB(m, r) donc dansΩ. En tout pointu de ce segment on adf(u) = 0, donc d’apr̀es l’inégalit́e des accroissements finis
appliqúee avecK = 0, on af(z) = f(m) = f(a). Ceci montre queB(m, r) ⊂ D donc queD est un ouvert deE donc deΩ.
• D est un ferḿe ouvert non vide (a ∈ D) deΩ connexe, doncD = Ω et∀x ∈ Ω f(x) = f(a) doncf est constante.

Enfin, pour les fonctions̀a valeurs ŕeelles, on dispose d’une géńeralisation de l’́egalit́e des accroissements finis :

PROPOSITION 13.5.1
SoientΩ un ouvert d’un espace vectoriel de dimension finieE, f : Ω→ R de classeC1 eta, b ∈ Ω tels que[a, b] ⊂ Ω. Alors
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il existeθ ∈]0, 1[ tel que

f(b)− f(a) = df
(
a+ θ(b− a)

)
(b− a) =

j=p∑

j=1

∂f

∂xj

(
(1− θ)a+ θb

)
(bj − aj)

Pour le montrer il suffit d’appliquer le théor̀eme des accroissements finis usuelsà la fonctionϕ : [0, 1]→ R introduite dans la
démonstration du th́eor̀eme ci dessus.

13.6 D́erivées d’ordre suṕerieur

13.6.1 D́erivées partielles d’ordre suṕerieur

DEFINITION 13.6.1

SoientE ⊃ Ω
f
−→ F etBE une base deE. Soientj, i entre 1 etp. Sous ŕeserve d’existence, on note∂

2f
∂xi∂xj

la dérivée partielle

par rapport̀a lai-ième variable de la d́erivée partielle∂f
∂xj

f def par rapport̀a laj-ième variable :

∂2f

∂xi∂xj
=

∂

∂xi

(
∂

∂xj

)

Plus ǵeńeralement, on d́efinit par ŕecurrence les d́erivées partielles de tout ordre, sous réserve d’existence :

∂mf

∂xim ∙ ∙ ∙ ∂xi1
=

∂f

∂xim

(
∂m−1f

∂xim−1 ∙ ∙ ∙ ∂xi1

)

Si dimE = p, il y a pm dérivées partielles d’ordrem.

DEFINITION 13.6.2
On dira quef estk fois dérivable surΩ si toutes les d́erivées partielles d’ordrek def sont d́efinies surΩ.

Si f estk fois dérivable, toutes les dérivées partielles d’ordrem 6 k existent donc dansΩ.

SoitBF = (u1, . . . , un) une base deF . Si onécritf(x) = f1(x)u1 + ∙ ∙ ∙+ fn(x)un avecfi : Ω→ R on voit facilement que
f estk fois dérivable ssi chacune desfi estk fois dérivable.

13.6.2 Fonctions de classe Ck

Si l’applicationf : Ω → F est diff́erentiable, on dispose de l’applicationf ′ = df : Ω → L(E,F ) etL(E,F ) est un espace
vectoriel ŕeel de dimension finie.

DEFINITION 13.6.3
SoientE,F deux espaces vectoriels normées de dimension finie,Ω un ouvert deE etf : Ω→ F . Soitk un entier,k > 2. On
dit quef est de classeCk surΩ si f est de classeC1 et si l’applicationf ′ = df : Ω→ L(E,F ) est de classeCk−1.
On dit quef est de classeC∞ si elle est de classeCk pour toutk.

Il s’agit donc d’une d́efinition par induction surk. On d́efinit ensuite la diff́erentiellek-ième def comme la diff́erentielle de la
diff érentielle(k − 1)-ième def . On la note en ǵeńeraldkf ouf (k).

PosonsF0 = F, F1 = L(E,F ) et pourk > 2, Fk = L(E,Fk−1). Une d́efinition équivalente est la suivante :f est de classe
Ck si il existe une suite d’applicationsf (j) : Ω→ Fj de classeC1 telles quef (0) = f etf (j) = df (j−1) pour1 6 j 6 k.

13.6.3 Etude de la diff́erentielle seconde

Si f estC2, d2f est une application deΩ dansL
(
E,L(E,F )

)
.
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Un peu d’algèbre multillin éaire

SoientE et F deuxK-espaces vectoriels,B(E,F ) l’espace des applications bilinéaires deE × E dansF . Soit u ∈
L(E,L(E,F )). Pourx ∈ E, u(x) ∈ L(E,F ) donc poury ∈ E, on peut calculeru(x)(y) qui est unélément deF .
Définissonsbu : E × E → F par

bu(x, y) =
(
u(x)

)
(y)

On vérifie facilement quebu est bilińeaire. On dispose donc d’une applicationb : L(E,L(E,F ))→ B(E,F ) u→ bu.
• Cette application est lińeaire. (imḿediat)
• Elle est injective : sibu = 0, on a pour toutx fixé dansE u(x)(y) = 0 pour touty, doncu(x) est l’application lińeaire nulle.
Ceci ayant lieu pour toutx, u = 0 etker b = {0}.
• Elle est surjective. Soit en effetβ : E ×E → F bilinéaire. Pourx ∈ E, l’applicationy → β(x, y) est lińeaire deE dansF .
Notons lau(x). Il est imḿediat quex→ u(x) est une application lińeaire deE dansL(E,F ) et quebu = β.

Exercice
Montrer de m̂eme qu’il existe un isomorphisme naturel entreFk et l’espace des applicationsk-linéaires deEk dansF .

Application à d2f

Par conśequent, sif estC2, d2f peutêtre consid́eŕee comme une application deΩ dans l’espaceB(E,F ) des applications
bilinéaires deE dansF .

Fixons une baseBE = (e1, . . . , ep) deE et notons(ε1, . . . , εp) sa base duale. L’applicationdf est alors donńees par

df =

j=p∑

j=1

∂f

∂xj
εj

Alors f C2 ⇔ df C1 ⇔ ∂f
∂xj

estC1 pour toutj entre1 etp. Dans ce cas on a, pour touth =
j=p∑

j=1

hjej ∈ E

d2f(x)(h) =

j=p∑

j=1

d

(
∂f

∂xj

)

(x)(h)εj

Mais

d

(
∂f

∂xj

)

(x) =

i=p∑

i=1

∂

∂xi

(
∂f

∂xj

)

(x)εi =

i=p∑

i=1

∂2f

∂xi∂xj
(x)εi

donc

d2f(x)(h) =

j=p∑

j=1

(
i=p∑

i=1

∂2f

∂xi∂xj
(x)hi

)

εj

Si maintenanty =
j=p∑

j=1

yjej ∈ E on a

d2f(x)(h)(y) =

j=p∑

j=1

(
i=p∑

i=1

∂2f

∂xi∂xj
(x)hi

)

yj =
∑

i,j

∂2f

∂xi∂xj
(x)hiyj

On voit qued2f(x) s’identifieà la forme bilińeaire de matrice

Hf (x) = (d
2f(x)(ei, ej)) =

(
∂2f

∂xi∂xj
(x)

)

Dans le cas ǵeńeral òu f està valeurs dansF , on a encore, en utilisant le calcul ci dessus pour chaque composante def

d2f(x)(h)(y) =

j=p∑

j=1

(
i=p∑

i=1

∂2f

∂xi∂xj
(x)hi

)

yj =
∑

i,j

hiyj
∂2f

∂xi∂xj
(x)

où cette fois les d́erivées partielles secondesécalúees enx sont des vecteurs deF .
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13.6.4 Caract́erisation des fonctions de classe Ck

On voit facilement qu’une fonctionE ⊃ Ω
f
−→ F est de classeCk ssi chacune de ses composantes dans une base deF l’est.

THEOREME 13.6.1
SoientE ⊃ Ω

f
−→ F etBE une base deE. Pour quef soit de classeCk surΩ il faut et il suffit quef soitk fois dérivable sur

Ω et que toutes les dérivées partielles d’ordrek (relativement̀a la baseBE) soient continues surΩ

Ce ŕesultat est d́ejà connu pourk = 1. Montrons le pourk = 2. En écrivantf dans une base deF , on peut se ramener au cas
où f està valeurs ŕeelles.
• Supposonsf de classeC2. On a,(εj) désignant la base duale deBE

df(x) =

j=p∑

j=1

∂f

∂xj
(x)εj

et les ∂f
∂xj

sont les composantes de l’applicationdf dans la base(εj). Puisquedf estC1, ces composantes sont elles mêmes

C1, donc admettent des dérivées partielles d’ordre 1 continues. Ce qui prouve que toutes les dérivées partielles d’ordre 2 def
existent et sont continues.
• Supposons que toutes les dérivées partielles d’ordre 2 existent et sont continues. Chacune des fonctions∂f

∂xj
a donc des

dérivées partielles continues. Ces fonctions sont doncC1. En particulier elles sont continues, doncf est diff́erentiable.

Commedf =
j=p∑

j=1

∂f
∂xj

εj , chacune des composantes dedf estC1, doncdf estC1 etf estC2.

La démonstration dans le cas géńeral se fait par ŕecurrence surk. Elle est seulement un peu plus lourdeà écrire.

EXEMPLE 13.6.1
Les applications considéŕes dans les exmples 13.4.3, 13.4.4 et 13.4.5 sont de classeC∞.

13.6.5 Th́eorème de Schwarz

THEOREME 13.6.2
SoientE ⊃ Ω

f
−→ F etBE une base deE. Soienta ∈ Ω et i, j deux entiers distincts compris entre 1 etp. On suppose que les

dérivées partielles secondes∂
2f

∂xi∂xj
et ∂2f
∂xj∂xi

sont d́efinies dans un voisinage dea et continues ena. Alors

∂2f

∂xi∂xj
(a) =

∂2f

∂xj∂xi
(a)

Ce th́eor̀eme est admis par le programme.

COROLLAIRE 13.6.1
SoitE ⊃ Ω

f
−→ F de classeC2. Pour toutx ∈ Ω, l’application bilińeaired2f(x) : E × E → F est syḿetrique.

preuve
Choisissons une baseBE deE. En prenant les d́erivées partielles par rapportà cette base,d2f(x) est donńee par la formule

d2f(x)(h)(y) =
∑

i,j

hiyj
∂2f

∂xi∂xj
(x)

La syḿetrie ŕesulte de l’́egalit́e ∂2f
∂xi∂xj

(x) =
∂2f

∂xj∂xi
(x) valable en toutx.

On peut prouver par récurrence surk que pour une fonctionf de classeCk, dans le calcul de ∂kf
∂xi1 ∙ ∙ ∙ ∂xik

on peut sans

changer la valeur du résultat permuter arbitrairement l’ordre des dérivations. Par conséquent, si dans la liste(i1, . . . , ip), il y a
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m1 fois l’indice j1, ∙ ∙ ∙ ,mr fois l’indice jr avecm1 + ∙ ∙ ∙+mr = k on a

∂kf

∂xi1 ∙ ∙ ∙ ∂xik
=

∂kf

∂xjr ∙ ∙ ∙ ∂xjr︸ ︷︷ ︸
mrfois

∙ ∙ ∙ ∂xj1 ∙ ∙ ∙ ∂xj1︸ ︷︷ ︸
m1fois

=:
∂kf

∂xmrjr ∙ ∙ ∙ ∂x
m1
j1

la dernìere expressiońetant une notation condensée. Ainsi pour une fonction de deux variablesx et y de classeC3, il y a en
tout quatre d́erivées partielles en géńeral distinctes̀a calculer :

∂3f

∂x3
,

∂3f

∂y∂x2
,

∂3f

∂y2∂x
,
∂3f

∂y3

où, par exemple
∂3f

∂y∂x2
=

∂3f

∂y∂x∂x
=

∂3f

∂x∂y∂x
=

∂3f

∂x∂x∂y

13.7 Formule de Taylor Youngà l’ordre 2

THEOREME 13.7.1
SoientE ⊃ Ω

f
−→ F de classeC2, a ∈ Ω et ra > 0 tel queB(a, ra) ⊂ Ω. On a, pourh ∈ B(0, ra)

f(a+ h) = f(a) + df(a)(h) +
1

2
d2f(a)(h, h) + ||h||2ε(h) avec lim

h→0
ε(h) = 0

ou, en coordonńees, avech = (h1, . . . , hp)

f(a+ h) = f(a) +

j=p∑

j=1

hj
∂f

∂xj
(a) +

1

2

∑

16i,j6p

hihj
∂2f

∂xi∂xj
(a) + ||h||2ε(h)

Ce th́eor̀eme est admis. Une preuve est donnée en appendice.

13.8 Probl̀emes d’extremums

13.8.1 D́efinitions

DEFINITION 13.8.1 (Extremum local)
SoientD un sous ensemble deE, x0 ∈ D etf : D → R.
1. On dit quef présente un maximum local enx0 si il existe un voisinageU dex0 dansE tel que

x ∈ U ∩D ⇒ f(x) 6 f(x0)

2. On dit quef présente un maximum local strict enx0 si il existe un voisinageU dex0 dansE tel que

(x ∈ U etx 6= x0)⇒ f(x) < f(x0)

Définitions analogues pour un minimum.
f présente un extremum local (resp. strict) enx0 si f a enx0 un maximum ou un minimum local (resp. strict).

Dans cette d́efinition,D est un sous ensemble quelconque deE, non ńecessairement ouvert.

DEFINITION 13.8.2
SoientD un sous ensemble deE, x0 ∈ D etf : D → R.
On dit quef a un maximum (resp. un maximum strict) enx0 si ∀x ∈ D f(x) 6 f(x0) (resp. si∀x ∈ D, x 6= x0 ⇒ f(x) <
f(x0).
Définition analogues pour un minimum.

Un maximum est́evidemment un maximum local. Sif est continue surD et siD est compact, on sait quef a toujours au
moins un minimum et un maximum surD.
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DEFINITION 13.8.3
SoientΩ un ouvert deE, a ∈ Ω etf : Ω→ R diff érentiable surΩ. On dit quea est un point critique def si df(a) = 0.
SiE est muni d’une structure euclidienne,a est un point critique def si∇f(a) = 0.

13.8.2 Extremums : conditions ńecessaires

THEOREME 13.8.1
SoientΩ un ouvert deE, a ∈ Ω etf : Ω→ R diff érentiable surΩ. Si f présente un extremum local ena, alorsa est un point
critique def .

preuve
Soite ∈ E. PuisqueΩ est ouvert, la fonction d’une variable réellet→ f(a+ te) est d́efinie dans un intervalle ouvert contenant
0 et pŕesente en 0 un extremum local. Comme elle est dérivable en 0, sa d́erivée en 0 est nulle. Mais cette dérivée vautdf(a)(e).
Donc∀e ∈ E df(a)(e) = 0 ce qui prouve quedf(a) = 0.

Conśequence :
SoitD un sous ensemble quelconque deE et f : D → R diff érentiable sur l’int́erieur deD. Si f présente un extrémum local
enx0 ∈ D, il y a deux possibilit́es :

ou x0 ∈ D̊ et df(x0) = 0

ou x0 ∈ D \ D̊

SoientΩ un ouvert deE etf : Ω→ R de classeC2. Soita ∈ Ω. La formule de Taylor ena s’écrit

f(a+ h) = f(a) + df(a)(h) +
1

2
d2f(a)(h, h) + ||h||2ε(h)

D’après le th́eor̀eme de Schwarz, l’application(h, k)→ d2f(a)(h, k) est une forme bilińeaire syḿetrique eth→ d2f(a)(h, h)
est la forme quadratique associée. On la noteraHf (a)(h). Hf (a) s’appelle la Hessienne def ena. En coordonńees

Hf (a)(h) =
∑

16i,j6p

∂2f

∂xi∂xj
(a)hihj

THEOREME 13.8.2
SoientΩ un ouvert deE, a ∈ Ω etf : Ω→ R de classeC2.
Si f présente un maximum local ena la forme quadratiqueHf (a) est ńegative.
Si f présente un minimum local ena, la forme quadratiqueHf (a) est positive.

preuve
Supposons quef présente un extremum local ena. Alorsa est un point critique def . Soith ∈ E, h 6= 0. La formule de Taylor
appliqúee au vecteurth, t ∈ R s’écrit

f(a+ th) = f(a) +
1

2
t2Hf (a)(h) + t

2||h||2ε(th)

donc

Hf (a)(h) = lim
t→0

2

t2
(
f(a+ th)− f(a)

)

Si f présente un maximum (resp. minimum) local ena, le second membre est négatif (resp. positif) ou nul pour|t| assez petit,
d’où la conclusion.

13.8.3 Extremums : condition suffisante

DEFINITION 13.8.4
SoientΩ un ouvert deE, f : Ω→ R de classeC2 eta ∈ Ω un point critique def . Le point critique est dit non d́eǵeńeŕe si la
forme quadratiqueHf (a) est non d́eǵeńeŕee (i.e. de rangp = dimE).
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THEOREME 13.8.3
SoientΩ un ouvert deE, f : Ω→ R de classeC2 eta ∈ Ω un point critique def .
1. Si la forme quadratiqueHf (a) est d́efinie ńegative,f présente ena un maximum local strict.
2. Si la forme quadratiqueHf (a) est d́efinie positive,f présente ena un minimum local strict.
3. Si la forme quadratiqueHf (a) n’est pas de signe constant,f ne pŕesente pas d’extremum local ena.

preuve
Le point 3. ŕesulte de la condition ńecessaire d’extremum local.
On peut faire la d́emonstration en coordonnées, ce qui revient̀a supposerE = Rp. MunissonsRp de sa structure euclidienne

usuelle. SupposonsHf (a) définie positive. La matrice

(
∂2f

∂xi∂xj
(a)

)

est diagonalisable et ses valeurs propres sont strictement

positives. Soitλ la plus petite de ces valeurs propres. On a alorsHf (a)(h) > λ||h||2. La formule de Taylor donne alors

f(a+ h)− f(a) >

(
λ

2
− ε(h)

)

||h||2

Puisqueε(h) tend vers 0 avech, il existe ρ > 0 tel queB(a, ρ) ⊂ Ω et tel que||h|| < ρ ⇒ |ε(h)| < λ
4 . Alors, pour

x ∈ B(a, ρ) on af(x)− f(a) > λ
4 ||x− a||

2 ce qui prouve quef admet ena un minimum local strict.
SiHf (a) est d́efinie ńegative, on applique ce qui préc̀edeà−f pour conclure.

Conclusion : Sia est un point critique def de classeC2, le seul cas d’ambiguı̈té est le cas òu la forme quadratiqueHf (a) est
de signe constant et déǵeńeŕee.

SiHf (a) est non d́eǵeńeŕee de signe non constant, on dit que le point critiquea est un point col ou selle.

Cas de la dimension 2

SoitΩ un ouvert deR2 etf : Ω→ R. On notera(x, y) les coordonńees dansR2. Soit(a, b) ∈ R2.
Notations de Monge : on note

p =
∂f

∂x
(a, b) q =

∂f

∂y
(a, b) r =

∂2f

∂x2
(a, b) s =

∂2f

∂x∂y
(a, b) t =

∂2f

∂y2
(a, b)

La formule de Taylor s’́ecrit

f(a+ h, b+ k) = f(a, b) + (ph+ qk) +
1

2
(rh2 + 2shk + tk2) + (h2 + k2)ε(h, k) lim

(h,k)→(0,0)
ε(h, k) = 0

La matrice de la forme quadratiqueHf (a, b) s’écrit

(
r s
s t

)

. Cette forme quadratique est non déǵeńeŕee ssirt− s2 6= 0. Si

rt− s2 > 0 les deux valeurs propres sont de même signe. Commer = Hf (a)(1, 0) si r > 0 la forme est d́efinie positive et si
r < 0 elle est d́efinie ńegative. D’òu les crit̀eres en dimension 2 :

• (a, b) point critique def ⇔ p = q = 0
• Si (a, b) est un point critique, alors

si rt− s2 > 0 et r > 0, (a, b) est un minimum local strict.
si rt− s2 > 0 et r < 0, (a, b) est un maximum local strict.
si rt− s2 < 0 le point critique est de type selle etf n’a pas d’extremum en(a, b).

Dans ce qui pŕec̀ede on peut́evidemment remplacerr pars. Notons que sirt − s2 = 0 la forme quadratiqueHf (a, b) est de
rang 0 ou 1, donc est de signe constant. dans ce cas on ne peut pas conclure en utilisant les théor̀emes ci dessus et il faut faire
uneétude plus d́etaillée.

13.8.4 Exemples

Exemple 1Etudier les extremums def(x, y) = xy ln(x+ y).

f estC∞ surD = {(x, y) ∈ R2 | x+ y > 0}.

∂f

∂x
(x, y) = y ln(x+ y) +

xy

x+ y

∂f

∂y
(x, y) = x ln(x+ y) +

xy

x+ y
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∂2f

∂x2
=
2y

x+ y
−

xy

(x+ y)2
∂2f

∂x∂y
= ln(x+ y) + 1−

xy

(x+ y)2
∂2f

∂y2
=
2x

x+ y
−

xy

(x+ y)2

Les points critiques sont solutions du système
{
(x− y) ln(x+ y) = 0
(x+ y) ln(x+ y) + 2

xy
x+ y = 0

On a donc deux cas̀a envisager :

• x = y et2x ln(2x) + x = 0 soitx0 = y0 = 1
2e
−1/2. En ce point,r = t = 3/4, s = 1/4 ; doncrt− s2 > 0 avecr > 0

et le point(x0, y0) est un minimum local strict.

• x+ y = 1 etxy = 0 ce qui donne les deux pointsA = (1, 0) etB = (0, 1). EnA on ar = 0, s = 1, t = 2 , enB, on a
r = 2, s = 1, t = 0 et dans les deux casrt− s2 < 0, doncA etB sont des points selles. Il est clair queA etB sont de
même nature car la fonctionf vérifief(x, y) = f(y, x) pout tout(x, y) ∈ D.

Exemple 2
Pourétablir qu’un extremum local est un point critique, on a utilisé le fait que sif avait ena ∈ Ω par exemple un maximum
local, alors la fonction d’une variable réellet→ f(a+ th) avait ent = 0 un maximum local.
L’exemple qui suit montre que la réciproque de cette propriét́e n’est pas vraie : soitf : R2 → R définie parf(x, y) =
(y − x2)(y − 3x2) = y2 − 4yx2 + 3x4. L’ écriture def montre que le DL2 en (0,0) estf(x, y) = y2 + o(x2 + y2). Par
conśequent(0, 0) est un point critique et la hessienne en 0 est la forme quadratique(x, y)→ y2 qui est positive d́eǵeńeŕee.
• Soit (a, b) 6= (0, 0). Soitϕ(t) = f(ta, tb) = t2(b2 − 4tba2 + 3t2a4). Si b 6= 0, ϕ(t) ∼

t→0
b2t2 doncϕ(t) > 0 pour t non

nul assez petit. Sib = 0, alorsa 6= 0 etϕ(t) = 3a4t4 donc l̀a encoreϕ(t) > 0 pour t non nul assez petit. Il s’ensuit que la
restriction def à la droiteD de vecteur directeur(a, b) passant par(0, 0) présente un minimum local strictà l’origine.
• Pourtant, l’origine n’est pas un minimum local. SoitV un voisinage de(0, 0). Pour |x| assez petit,(x, 2x2) ∈ V et
f(x, 2x2) = −x4 < 0 = f(0, 0) pourx 6= 0.

13.8.5 Compĺement : étude des points selle

Ce petit compĺement n’est pas explicitement au programme, mais est facile et trés instructif ǵeoḿetriquement.

SoitΩ un ouvert deRn, f : Ω → R de classeC2. Consid́erons un point critique non déǵeńeŕe de type selle def . On peut
toujours, quittèa faire un changement d’origine dansRn supposer que ce point critique est l’origine. On peut aussi supposer
pour simplifier quef(0) = 0. On munitRn de la norme euclidienne usuelle. La formule de Taylor en 0 s’écrit alors

f(x) =
1

2

∑

i,j

∂2f

∂xi∂xj
(0)xixj + ||x||

2ε(x)

où (x1, . . . , xn) sont les coordonńees dex dans la base canonique.

SoitH =

(
∂2f

∂xi∂xj
(0)

)

. H est une matrice syḿetrique ŕeelle. La forme quadratique de matriceH est non d́eǵeńeŕee. Soit

(p, q) sa signature. On ap + q = n. Soientλ1, . . . , λp les valeurs propres strictement positives deH et−λp+1, . . . ,−λn les
valeurs propres strictement négatives. Soit enfinB = (e1, . . . , en) une base orthonorḿee deRn formée de vecteurs propres de
H et telle que

H(X1e1 + ∙ ∙ ∙+Xnen) = λ1X
2
1 + ∙ ∙ ∙+ λpX

2
p − λp+1X

2
p+1 − ∙ ∙ ∙ − λnX

2
n

Soit alors(X1, . . . , Xn) les coordonńees dex dans la baseB. La formule de Taylor devient

f(x) =
1

2

(
λ1X

2
1 + ∙ ∙ ∙+ λpX

2
p − λp+1X

2
p+1 − ∙ ∙ ∙ − λnX

2
n

)
+ (X21 + ∙ ∙ ∙+X

2
n)ε(x)

SoitF = Vect(e1, . . . , ep) etG = Vect(eq+1, . . . , en).

Soitx ∈ F . On aXp+1 = ∙ ∙ ∙ = Xn = 0 doncf(x) = 12
(
λ1X

2
1 + ∙ ∙ ∙+ λpX

2
p

)
+ (X21 + ∙ ∙ ∙+X

2
p)ε(x)

La restrictionf |F def àF présente donc en 0 un minimum local strict.
Soitx ∈ G. On aX1 = ∙ ∙ ∙ = Xp = 0 doncf(x) = −12

(
λp+1X

2
p+1 + ∙ ∙ ∙+ λnX

2
n

)
+ (X2p+1 + ∙ ∙ ∙+X

2
n)ε(x)

La restrictionf |G def àG présente donc en 0 un maximum local strict.
On a donc prouv́e

109



THEOREME 13.8.4
SoitΩ un ouvert deRn, f : Ω → R de classeC2 eta ∈ Ω un point critique de type selle. Il existe une décomposition deRn

en somme directe de deux sous espaces orthogonauxRn = F ⊕G telle quef |a+F (resp.f |a+G) présente ena un minimum
(resp. un maximum ) local strict.

Ceci justifie la d́enomination de point col ou selle. Dans le casn = 2, et a = (0, 0), f(0, 0) = 0 pour simplifier, on peut
trouver deux directions orthogonalesOX etOY telles quef(x, 0) > 0 pourx 6= 0 assez petit etf(0, y) < 0 pour y 6= 0
assez petit. La surfaceΣ d’équationz = f(x, y) ressemblèa une selle de cheval au voisinage de(0, 0). Un prototype est la
quadrique d’́equationz = x2 − y2 (paraboloide hyperbolique).

13.8.6 Application : position d’une surface par rapport à son plan tangent

On se donneΩ un ouvert deR2, f : Ω → R une fonction de classeC2. Soit (x0, y0) ∈ Ω et z0 = f(x0, y0). Soit
M0 = (x0, y0, z0) et Σ la surface d’́equationz = f(x, y). On a vu que le plan tangentà Σ enM0 était le plan affineΠ
d’équationz = z0 + p(x − x0) + q(y − y0) en utilisant les notations de Monge au point(x0, y0). On se propose d’étudier
la position deΣ par rapport̀aΠ au voisinage deM0. Notonsm = (x, y) un point deΩ etM le point deΣ de coordonńees
(x, y, zM = f(x, y)). Le pointP deΠ qui se projette surm a pour cotezP = z0 + p(x− x0) + q(y − y0). On a donc

zM − zP = f(x, y)− f(x0, y0)− p(x− x0)− q(y − y0)

D’après la formule de Taylor et l’étude de signe faite préćedemment, on a, les notations de Monger, s, t étant prises en(x0, y0)

Si rt − s2 > 0 et r > 0, zM − zP > 0 pour (x, y) assez voisin de(x0, y0). La surface est au dessus de son plan tangent au
voisinage deM0.

Si rt − s2 > 0 et r < 0, zM − zP < 0 pour(x, y) assez voisin de(x0, y0). La surface est au dessous de son plan tangent au
voisinage deM0.

Si rt−s2 < 0 zM −zP n’est pas de signe constant dans un voisinage deM0 et dans tout voisinage de ce point, il y a des points
deΣ au dessus deΠ et des points deΣ au dessous deΠ.

En utilisant le compĺement pŕećedent, on voit qu’il existe deux droites affinesD etD′ deR2, passant parm0 = (x0, y0) et
perpendiculaires entre elles telles que les points de la surface se projetant en un point deD (resp. deD′) soit au dessus (resp.
au dessous) du plan tangentΠ enM0.

Dans le casrt− s2 = 0, il faut faire uneétude sṕecifique.
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Appendice : preuve de quelques th́eorèmes

Les d́emonstrations ci dessous ne sont pas au programme. Elles sont cependant instructives mettant en particulier enévidence
l’utilisation des fonctions partielles et de l’inégalit́e usuelle des accroissements finis.

A Preuve du théorème de caract́erisation des fonctions de classeC1

On va ici prouver le ŕesultat suivant :
SoitΩ un ouvert deR2 etf : Ω→ R admettant des d́erivées partielles par rapport aux deux variables continues surΩ. Alors
f est diff́erentiable surΩ.

On munitR2 de la norme||(x, y)|| = max{|x|, |y|}. Soita = (x0, y0) ∈ Ω et r > 0 tel queB := B((x0, y0), r) ⊂ Ω. Avec
cette normeB =]x0 − r, x0 + r[× ]y0 − r, y0 + r[.

Il s’agit de montrer quef est diff́erentiable en(x0, y0). Si c’est le cas, sa différentielle est ńecessairement l’application linéaire
L : R2 → R définie par

L(h, k) = h
∂f

∂x
(x0, y0) + k

∂f

∂y
(x0, y0)

Posons, pour|h| < r et |k| < r

Δ(h, k) = f(x0 + h, y0 + k)− f(x0, y0)−

(

h
∂f

∂x
(x0, y0) + k

∂f

∂y
(x0, y0)

)

Soitε > 0. Le résultat sera montré si on trouve unη > 0 tel que

(|h| < η et |k| < η)⇒ |Δ(h, k)| 6 ε||(h, k)|| = εmax{|h|, |k|}

• On dispose, par continuité des d́erivées partielles d’unη ∈]0, r[ tel que

(1) max{|u|, |v|} < η ⇒

∣
∣
∣
∣
∂f

∂x
(x0 + u, y0 + v)−

∂f

∂x
(x0, y0)

∣
∣
∣
∣ 6

ε

2
et

∣
∣
∣
∣
∂f

∂y
(x0 + u, y0 + v)−

∂f

∂y
(x0, y0)

∣
∣
∣
∣ 6

ε

2

• OnécritΔ(h, k) = Δ1(h, k) + Δ2(h, k) avec

Δ1(h, k) = f(x0 + h, y0 + k)− f(x0, y0 + k)− h
∂f

∂x
(x0, y0)

Δ2(k) = f(x0, y0 + k)− f(x0, y0)− k
∂f

∂y
(x0, y0)

et on va majorer śepaŕement ces deux termes.

On supposèa partir de maintenant que|h| < η et |k| < η.

• Consid́erons la fonctionϕ :]− η, η[→ R définie par

ϕ(t) = f(x0 + t, y0 + k)− f(x0, y0 + k)− t
∂f

∂x
(x0, y0)
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Cette fonction est d́erivable etϕ′(t) = ∂f
∂x
(x0 + t, y0 + k)−

∂f
∂x
(x0, y0).

Puisque|k| < η, on a, d’apr̀es l’inégalit́e (1)∀t ∈] − η, η[ |ϕ′(t)| 6 ε
2 . Pour|h| < η, l’in égalit́e des accroissements finis

donne|ϕ(h)− ϕ(0)| 6 |h|ε2 soit

|Δ1(h, k)| 6
ε

2
|h| 6

ε

2
||(h, k)||

• Consid́erons maintenant la fonctionψ :]− η, η[→ R définie par

ψ(t) = f(x0, y0 + t)− f(x0, y0)− t
∂f

∂y
(x0, y0)

ψ est d́erivable etψ′(t) = ∂f
∂y
(x0, y0 + t) −

∂f
∂y
(x0, y0). Toujours d’apr̀es (1), on a|ψ′(t)| 6 ε

2 et d’apr̀es l’inégalit́e des

accroissements finis|ψ(k)− ψ(0)| 6 ε
2 |k| soit encore

|Δ2(k)| 6
ε

2
|k| 6

ε

2
||(h, k)||

• En ajoutant, on obtient||(h, k)|| < η ⇒ |Δ(h, k)| 6 ε||(h, k)||. �

La preuve dans le cas où p > 2 est analogue : ońecrit f(x1 + h1, . . . , xp + hp) − f(x1, . . . , xp) comme une somme dep
diff érences òu dans chacune de ces différences seule une coordonnée varie et on majore de la même manìere en appliquantp
fois l’in égalit́e des accroissements finisà des fonctions d’une variable réelle.
Si f està valeurs dansRn, on applique ce qui préc̀edeà chacune de ces composantes pour prouver quef est diff́erentiable.
Enfin, si les espaces de départ et d’arriv́ee sont des espaces quelconquesE etF , on se ram̀ene au cas deRp etRn en fixant des
bases deE et deF .

B Preuve du théorème de Schwarz

On peut supposer, en travaillant sur les composantes def quef està valeurs ŕeelles. D’autre part, comme les dérivées partielles
croiśees ena en les variablesxi etxj ne font intervenir que la fonction de deux variables

(xi, xj)→ f(a1, . . . , ai−1, xi, ai+1, . . . , aj−1, xj , aj+1, . . . , ap)

on peut supposer quef est une fonction de deux variables seulement. Enfin quitteà composer avec une translation, on peut
supposera = (0, 0)

On va donc prouver le résultat suivant :

SoientΩ un ouvert deR2 contenant(0, 0), f : Ω → R admettant des d́erivées partielles secondes croisées ∂2f
∂y∂x

et ∂2f
∂x∂y

dans un voisinage de(0, 0) et continues en(0, 0). Alors ∂2f
∂y∂x

(a0, 0) =
∂2f
∂x∂y

(a0, 0)

PosonsA = ∂2f
∂x∂y

(0, 0) et B = ∂2f
∂y∂x

(0, 0). On munitR2 de la norme||(x, y)|| = max{|x|, |y|}. Soit r > 0 tel que

B(0, r) =]− r, r[×]− r, r[⊂ Ω et telles que les deux dérivées partielles croisées soient d́efinies et continues surB(0, r).
• Principe de la d́emonstration

On d́efinit une fonctiong : B(0, r)→ R parg(x, y) = f(x, y)− f(x, 0)− f(0, y) + f(0, 0).

On va montrer que pour toutε > 0 il existeη > 0 tel que||(u, v)|| < η ⇒

{
|g(u, v)−Auv| 6 ε|uv]
|g(u, v)−Buv| 6 ε|uv|

Il en résultera par diff́erence que∀ε > 0 |A−B| 6 2ε donc queA = B.

• Mise en oeuvre
L’hypothèse de continuité des d́erivées secondes assure l’existence d’unη > 0 tel qu’on ait

∣
∣
∣
∣
∂2f

∂x∂y
(u, v)−A

∣
∣
∣
∣ < ε et

∣
∣
∣
∣
∂2f

∂y∂x
(u, v)−B

∣
∣
∣
∣ < ε

pour||(x, y)|| < η

SoitW = B(0, η). Définissons, pour(x, y) ∈W, ϕ(x, y) = g(x, y)−Bxy. On a

∂ϕ

∂x
(x, y) =

∂f

∂x
(x, y)−

∂f

∂x
(x, 0)−By

112



donc en particulier
∂ϕ

∂x
(x, 0) = 0

puis ∣
∣
∣
∣
∂

∂y

(
∂ϕ

∂x

)

(x, y)

∣
∣
∣
∣ =

∣
∣
∣
∣
∂2f

∂y∂x
(x, y)−B

∣
∣
∣
∣ < ε

Fixons(u, v) ∈W .

Soitx tel que|x| < η. Consid́erons la fonctiont → h(t) =
∂ϕ
∂x
(x, t). Cette fonction est d́erivable et sa d́erivée pourt entre 0

et v est majoŕee parε. Donc d’apr̀es l’inégalit́e des accroissements finis,|h(v)− h(0)| 6 ε|v| soit
∣
∣
∣∂ϕ∂x (x, v)

∣
∣
∣ 6 ε|v|. et cette

inégalit́e est valable pour toutx tel que|x| < η.

Consid́erons maintenant la fonctiont → k(t) = ϕ(t, v). k est d́erivable,|k′(t)| =
∣
∣
∣∂ϕ∂x (t, v)

∣
∣
∣ 6 ε|v| pourt ∈] − η, η[. Donc,

d’apr̀es l’inégalit́e des accroissements finis|k(u)− k(0)| 6 ε|v||u| soit |g(u, v)−Buv| 6 ε|u||v|.

On proc̀ede de la m̂eme manìere avec la fonctionψ(x, y) = g(x, y) − Axy en d́erivant d’abord eny puis enx ce qui fournit
l’autre inégalit́e.�

C Preuve de la formule de Taylor

En prenant des coordonnées, il suffit d’́etablir la formule pourRp ⊃ Ω
f
−→ F . Il s’agit d’un d́eveloppement limit́e. La formule

sera vraie si elle l’est pour chacune des composantes def dans une baseBF deF . On va donc montrer

SoientΩ un ouvert deRp, a ∈ Ω etf : Ω→ R de classeC2. Alors

f(a+ h) = f(a) +

j=p∑

j=1

hj
∂f

∂xj
(a) +

1

2

∑

16i,j6p

hihj
∂2f

∂xi∂xj
(a) + ||h||2ε(h)

MunissonsRp de la norme||(x1, . . . , xp)|| = max{|xj |}. Soitr > 0 tel queB(a, r) ⊂ Ω.
Définissons la fonctionε : B(0, r)→ R parε(0) = 0 et

ε(h) =
1

||h||2



f(a+ h)− f(a) +
j=p∑

j=1

hj
∂f

∂xj
(a)−

1

2

∑

16i,j6p

hihj
∂2f

∂xi∂xj
(a)



 pourh = (h1, . . . , hp) 6= 0

Il s’agit de montrer quelim
h→0

ε(h) = 0.

Fixonsh tel que‖h‖ < r. Définissonsϕ : [0, 1]→ R parϕ(t) = f(a+ th). La formule de Taylor avec reste intégrale s’́ecrit

ϕ(t) = ϕ(0) + tϕ′(0) +

∫ 1

0

(1− t)ϕ′′(t)dt

Or

ϕ′(t) =

j=p∑

j=1

∂f

∂xj
(a+ th)hj et ϕ′′(t) =

∑

16i,j6p

∂2f

∂xi∂xj
(a+ th)hihj

Soitε0 > 0. Par continuit́e des d́erivées partielles secondes, il existeη > 0 tel que

||x|| < η ⇒ ∀i, j

∣
∣
∣
∣
∂2f

∂xi∂xj
(x)−

∂2f

∂xi∂xj
(a)

∣
∣
∣
∣ 6

ε0

p2

Supposons||h|| < η, on a alors|ϕ′′(t)− ϕ′′(0)| 6 ε0
p2

∑

16i,j6p
|hihj | 6 ε0||h||2. On en d́eduit

∣
∣
∣
∣

∫ 1

0

(1− t)
(
ϕ′′(t)− ϕ′′(0)

)
dt

∣
∣
∣
∣ 6 ε0||h||

2

∫ 1

0

(1− t)dt 6 ε0||h||
2
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ce qui s’́ecrit aussi ∣
∣
∣
∣ϕ(1)− ϕ(0)− ϕ

′(0)−
1

2
ϕ′′(0)

∣
∣
∣
∣ 6 ε0||h||

2

soit en remplaçant||h||2|ε(h)| 6 ε0||h||2. Finalement, pour toutε0 > 0, on a trouv́e η > 0 tel que||h|| < η ⇒ |ε(h)| 6 ε0,
ce qu’il fallait démontrer.
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14

Diff éomorphismes, fonctions implicites

14.1 Difféomorphismes

DEFINITION 14.1.1
SoientE etF deux espaces vectoriels normés de dimension finie,U un ouvert non vide deE etV un ouvert non vide deF .
Soit k ∈ N∗ ∪ {∞}. Un Ck diff éomorphisme deU surV est une bijectionΦ : U → V de classeCk telle que la bijection
réciproqueΦ−1 : V → U soit aussi de classeCk.
U etV sont ditsCk diff éomorphes si il existe un difféomorphisme de classeCk deU surV .

SiΦ est un diff́eomorphisme deU surV ,Φ etΦ−1 sont continues, doncΦ est un hoḿeomorphisme deU surV . Deux ouverts
diff éomorphes sont donc nécessairement hoḿeomorphes.

THEOREME 14.1.1
SoientE etF deux espaces vectoriels normés de dimension finie,U un ouvert non vide deE etV un ouvert non vide deF .
SiU etV sont diff́eomorphes, on adimE = dimF

preuve
SoitΦ : U → V un difféomorphisme. Soienta ∈ U, b = Φ(a) ∈ V . Par hypoth̀eseΦ etΦ−1 sont de classeC1 au moins et

Φ−1 ◦ Φ = IdU

donc en diff́erentiant ena
dΦ−1(b) ◦ dΦ(a) = d(idU ) = idE

et de m̂eme, en diff́erentiantΦ ◦ Φ−1 = idV enb on obtientdΦ(a) ◦ dΦ−1(b) = d(idV ) = idF .

Par conśequentdΦ(a) est un isomorphisme deE surF d’inversedΦ−1(Φ(a)). En particulierdimE = dimF .

Notons qu’au passage on a montré que siΦ est un diff́eomorphisme deU surV avecΦ(x) = y on a

(
dΦ(x)

)−1
= dΦ−1

(
Φ(x)

)
ou dΦ−1(y) =

(
dΦ
(
Φ−1(y)

))−1
(14.1)

THEOREME 14.1.2
SoientE etF deux espaces vectoriels normés de dimension finie,U un ouvert non vide deE etV un ouvert non vide deF .
Soitϕ : U → V une application de classeCk qui est unC1 diff éomorphisme deU surV . Alorsϕ est unCk diff éomorphisme
deU surV .

preuve
Posonsψ = ϕ−1. Par hypoth̀ese,ψ existe et est de classeC1 surΩ. Il s’agit de v́erifier queψ estCk. Ordψ = (dϕ ◦ψ)−1. Si
on suppose queψ estCj avecj < k, commedϕ estCk−1 la compośeedϕ ◦ψ estCj . Par ailleurs, l’applicationIso(E,F )→
Iso(F,E) qui à un isomorphisme lińeairef associef−1 estC∞ (exemple 13.6.1 ) doncdψ estCj et ψ estCj+1. Par
récurrence finie, on en déduit queψ estCk.
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Changement de variables

SoientU et V comme ci dessus etΦ unCk diff éomorphisme deU surV . SoitG un espace vectoriel norḿe de dimension
finie etCk(U,G) (resp. Ck(V,G)) l’espace vectoriel des applications de classeCk deU (resp. V ) dansG de classeCk.
L’applicationCk(V,G) → Ck(U,G) qui à f ∈ Ck(V,G) associef ◦ Φ est une bijection deCk(V,G) surCk(U,G), la
bijection ŕeciproquéetant l’applicationg → g ◦ Φ−1.

Exemple d’utilisation :́equation des ondes.

Soit c > 0. On se propose de trouver toutes les fonctionsf : R2 → R vérifiant l’équation ditéequation des ondes

(E) ∀(x, t) ∈ R2
∂2f

∂t2
(x, t)− c2

∂2f

∂x2
(x, t) = 0

A cette fin, on consid̀ere l’aplicationΦ : R2 → R2 définie parΦ(x, t) = (x + ct, x − ct). Φ est un isomorphisme lińeaire de

R2, donc unC∞ diff éomorphisme etΦ−1(u, v) =
(
u+ v
2 , u− v2c

)
. Φ induit donc une bijection deC2(R2,R) surC2(R2,R)

définie parG→ g = G ◦ Φ. Soitf ∈ C2(R, R) etF = f ◦ Φ−1. On a donc

f(x, y) = F (x+ ct, x− ct) = F (u, v)

en posantu = x− ct, v = x+ ct.

∂f

∂x
(x, t) =

∂F

∂u
(u, v) +

∂F

∂v
(u, v)

∂f

∂t
(x, t) = −c

∂F

∂u
(u, v) + c

∂F

∂v
(u, v)

et, en omettant(x, t) et (u, v)
∂2f

∂x2
=
∂2F

∂u2
+ 2

∂2F

∂u∂v
+
∂2F

∂v2

∂2f

∂t2
= −c2

(

−
∂2F

∂u2
+

∂2F

∂u∂v

)

+ c2
(

−
∂2F

∂u∂v
+
∂2F

∂v2

)

= c2
(
∂2F

∂u2
− 2

∂2F

∂u∂v
+
∂2F

∂v2

)

d’où
∂2f

∂t2
− c2

∂2f

∂x2
= −4c2

∂2F

∂u∂v
On en d́eduit quef est solution de (E) ssiF est solution de

(E′) ∀(u, v) ∈ R2
∂2F

∂u∂v
(u, v) = 0

Mais ∂
∂u

(
∂F
∂v

)
(u, v) = 0 ⇔ ∂F

∂v
(u, v) ne d́epend pas deu donc ssi il existe une fonctionh1 d’une variable telle que

∂F
∂v
(u, v) = h1(v). CommeF doit êtreC2, h1 est ńecessairementC1. Soit h une primitive deh1. h estC2. La fonction

(u, v) → F (u, v) − h(v) doit avoir une d́erivée par rapport̀a v nulle, donc doit n’̂etre fonction que deu, soit g(u) avec
nécessairementg de classeC2. Réciproquement, sig et h sont deux fonctions de classeC2 d’une seule variable, la fonction
(u, v)→ g(u) + h(v) vérifie (E’).

En conclusion, les solutions de l’équation des ondes (E) sont les fonctions de la forme

(x, t)→ g(x− ct) + h(x+ ct)

où g eth sont des fonctions arbitraires définies etC2 surR.

Cas de la dimension 1

PROPOSITION 14.1.1
SoitU un intervalle ouvert deR etϕ : U → R une application de classeCk, k > 1 telle que∀x ∈ U ϕ′(x) 6= 0. Alorsϕ(U)
est un intervalle ouvert etϕ est unCk diff éomorphisme deU surϕ(U).

En effet,ϕ′ est continue et ne s’annule pas surU connexe, donc elle est de signe constant. Il s’ensuit queϕ est strictement
monotone surU . Par conśequent, c’est un hoḿeomorphisme deU sur ϕ(U) qui est ńecessairement un intervalle ouvert.
Ensuite, le th́eor̀eme sur la d́erivée des fonctions réciproques garantit queϕ−1 estC1 avec(ϕ−1)′ = 1/ϕ′ ◦ ϕ−1. De cette
dernìere relation on d́eduit facilement queϕ−1 estCk.

Remarque : l’́equation (14.1) est une géńeralisation de la formule(ϕ−1)′ = 1/ϕ′ ◦ ϕ−1.
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14.2 Le th́eorème d’inversion locale

En dimension 1, si une applicationϕ d’un intervalleU dansR vérifieϕ′(x) 6= 0 pour toutx dansU , cette application est un
diffomorphisme deU sur l’intervalleϕ(U). En dimension suṕerieure oúegaleà 2, ce ŕesultat ne subsite pas : siU est un ouvert
deRp et siϕ : U → Rp de classeC1 vérifiedϕ(x) inversible pour toutx dansU , ϕ n’est pas ńecessairement injective surU ,
donc n’est pas un difféomorphisme deU surϕ(U) en ǵeńeral.

DEFINITION 14.2.1
SoientE,F deux espaces vectoriels de même dimensionp, Ω un ouvert deE etϕ : Ω → F de classeCk, k > 1. Soit enfin
a ∈ Ω. On dit queϕ est unCk-diff éomorphisme local ena si il existe
• un voisinage ouvertU dea dansΩ
• un voisinage ouvertV deb = ϕ(a) dansRp

tels que la restriction deϕ àU soit unCk diff éomorphisme deU surV .

Il faut noter que cette d́efinition est locale. En particulier, le pointb = ϕ(a) peut avoir parϕ d’autres ant́ećedents quea, mais
ces ant́ećedents seront bien entendu dansΩ \ U .

En appliquant les ŕesultats de la section préćedentèaϕ|U , on voit que siϕ est un diff́eomorphisme local ena, dϕ(a) est un
isomorphisme lińeaire deE surF .
Le théor̀eme d’inversion locale affirme que la réciproque est vraie.

THEOREME 14.2.1 (Théorème d’inversion locale)
SoientE,F deuxR-espaces vectoriels de dimension finie,Ω un ouvert deE etϕ : Ω→ F de classeCk, k > 1. Soita ∈ Ω.
Si dϕ(a) est un isomorphisme deE surF , ϕ est un diff́eomorphisme local ena.

Ce th́eor̀eme est admis.

Remarquons que l’hypothèse surdϕ(a) impliquedimE = dimF .
Siϕ est donńe en coordonńees par

ϕ(x1, . . . , xp) =
(
ϕ1(x1, . . . , xp), . . . , ϕp(x1, . . . , xp)

)

on appelle jacobien deϕ au pointx le déterminant de la matrice jacobienne, i.e. de la matricedϕ(x) c’està dire

Jϕ(x) = det









∂ϕ1
∂x1
(x) ∙ ∙ ∙ ∂ϕ1

∂xp
(x)

...
...

∂ϕp
∂x1
(x) ∙ ∙ ∙

∂ϕp
∂xp
(x)









On note souvent

Jϕ(x) =
D(ϕ1, . . . , ϕp)

D(x1, . . . , xp)
(x)

Le théor̀eme s’́enonce donc en abréǵe sous la formeJϕ(a) 6= 0⇒ ϕ est un diff́eomorphisme local ena.

EXEMPLE 14.2.1 (Coordonnées polaires)
Soitϕ : R2 → R2 l’application d́efinie par

ϕ(ρ, θ) = (ρ cos θ, ρ sin θ)

Le jacobien vaut

Jϕ(ρ, θ) =

∣
∣
∣
∣
cos θ −ρ sin θ
sin θ ρ cos θ

∣
∣
∣
∣ = ρ

ϕ est donc un diff́eomorphisme local en tout point(ρ, θ) avecρ 6= 0.

Ceci se traduit concrètemment de la manière suivante : soit(x0, y0) 6= (0, 0). Choisissons un couple(ρ0, θ0) tel quex0 =
ρ0 cos θ0, y0 = ρ0 sin θ0. Alors il existeα > 0, η > 0 tel que l’applicationϕ soit unC∞ diff éomorphisme de]ρ0 − η, ρ0 +
η[×]θ0 − α, θ0 + α[ sur un voisinageV de(x0, y0).

Il est bienévident queϕ n’est pas une bijection deR2 \ {(0, 0)} surR2 \ {(0, 0)}.

Exercice : d́emontrer directement (de manière élémentaire) que la restriction deϕ est unC∞ diff éomorphisme deΩ0 =
R∗+×]− π, π[ surU0 = R2 \ {(x, 0) ; x 6 0}.
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THEOREME 14.2.2 (Théorème d’inversion globale)
SoientE etF deux espaces vectoriels réels de dimension finie,Ω un ouvert deE etϕ : Ω→ F de classeCk vérifiant les deux
propríet́es suivantes :
(1)ϕ est injectif.
(2) ∀x ∈ Ω dϕ(x) est un isomorphisme deE surF .
Alorsϕ(Ω) est un ouvert deF etϕ est unCk diff éomrophisme deE surF .

preuve
PosonsW = ϕ(Ω).
•W est ouvert
Soit b ∈ W . Il existea ∈ Ω tel queϕ(a) = b. dϕ(a) est un isomorphisme lińeaire, doncϕ est un diff́eomorphisme local ena.
Il existe des ouvertsU etV contenant respectivementa et b tels queϕ induise un diff́eomorphismeϕU deU surV . On a donc
V = ϕ(U) ⊂ ϕ(Ω) =W ce qui prouve queW est ouvert.
• ϕ est unC1 diff éomorphisme deΩ surW .
Puisqueϕ est injectif, c’est une bijection deΩ surW . Posonsψ = ϕ−1. Soit b ∈ W . Montrons queψ estCk au vosinage
deb. Avec les notations préćedentes, on a, puisqueϕ est injectiveψ|V = (ϕU )

−1. Donc dans le voisinage ouvertV deb, ψ
cöıncide avec l’application de classeCk (ϕU )−1. Par conśequentψ estCk dansV . Commeb est arbitraire,ψ estCk surΩ.

EXEMPLE 14.2.2 (Coordonnées sph́eriques)
On se place dans un espace affine euclidienE de dimension 3 orienté. (O,~i,~j,~k) est un rep̀ere orthonorḿe direct. On consid̀ere
l’applicationΦ : R3 → E qui au triplet(r, θ, ϕ) associe le pointM défini par

−−→
OM = r

(
cosϕ~u+ sinϕ~k

)
avec ~u = cos θ~i+ sin θ

−→
j

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

.

~u

~i

m

M

~j

~k

θ

ϕ
O

On a donc, en notant(x, y, z) les coordonńees deM





x = r cosϕ cos θ
y = r cosϕ sin θ
z = r sinϕ

(r, θ, ϕ) est appeĺe syst̀eme de coordonńees sph́eriques deM .

La matrice dedΦ est




cosϕ cos θ −r cosϕ sin θ −r sinϕ cos θ
cosϕ sin θ r cosϕ cos θ −r sinϕ sin θ
sinϕ 0 r cosϕ



 de

déterminantJΦ(r, θ, ϕ) = r2 cosϕ.

SoitΩ = R∗+×] − π, π[×] − π/2, π/2[. On v́erifie facilement queΦ|Ω est
injective. Par ailleurs son jacobien est partout non nul surΩ. DoncΦ est un
C∞ diff éomorphisme deΩ surΦ(Ω). Des calculśelémentaires montrent
queΦ(Ω) = E \Π ouΠ est le demi-planΠ = {m(x, 0, z) ; x 6 0}.

NB: θ est la longitude,ϕ la latitude. En physique, on prend souvent pourϕ l’angle (~̂k, ~OM), c’està direπ/2− ϕ ; on obtient
alors un jacobieńegalà r2 sin(ϕ) et le nouveauϕ varie entre 0 etπ.

14.3 Th́eorème des fonctions implicites

14.3.1 Casf : R2 → R

THEOREME 14.3.1
SoientΩ un ouvert deR2, f : Ω→ R de classeC1 et (a, b) ∈ Ω tel quef(a, b) = 0. On suppose que∂f

∂y
(a, b) 6= 0. Alors, il

existe un intervalle ouvertU deR contenanta, un intervalle ouvertV deR contenantb et une fonctionϕ : U → V de classe
C1 telle qu’on ait l’́equivalence

(F1)

{
(x, y) ∈ U × V
f(x, y) = 0

⇔

{
x ∈ U
y = ϕ(x)

et

∀(x, y) ∈ U × V f ′y(x, y) =
∂f

∂y
(x, y) 6= 0
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De plus, pourx ∈ U on a

ϕ′(x) = −
f ′x(x, ϕ(x))

f ′y(x, ϕ(x))

Enfin, sif estCk, ϕ estCk.

Le théor̀eme des fonctions implicites est admis par le programme. Nous en donnerons cependant une démonstration dans le cas particulier ci
dessus, d́emonstration qui est une application du théor̀eme d’inversion locale.

Consid́erons l’applicationΦ : Ω→ R2 définie parΦ(x, y) = (x, f(x, y)). La matrice jacobienne au point(a, b) estJ =

(
1 0

f ′x(a, b) f ′y(a, b)

)

.

Son jacobien en(a, b) est donc non nul. Par conséquent,Φ est un diff́eomorphisme local d’un voisinageW de (a, b) sur un voisinage de
(a, 0). Quitteà restreindreW , on peut le supposer de la formeW = U × V où U, V sont des intervalles ouverts contenant respectivement
a et b. SoitW ′ = Φ(U × V ).
1. CommedΦ(x, y) est inversible en tout point deW , on af ′y(x, y) 6= 0 pour(x, y) ∈W .
2. Pour(x, z) ∈W ′, on aΦ−1(x, z) = (x, ψ(x, z)) avecψ :W ′ → V de classeC1. Alors, pour(x, y) ∈ U × V on a

f(x, y) = 0⇔ Φ(x, y) = (x, 0)⇔ (x, y) = Φ−1(x, 0)⇔ y = ψ(x, 0)

La fonctionϕ(x) = ψ(x, 0) est d́efinie sur un voisinageU ′ de0. Quitteà remplacerU parU ∩ U ′, on a le ŕesultat voulu.

Puisqueϕ estC1, en d́erivant enx l’ égalit́e ∀x ∈ U f(x, ϕ(x)) = 0 on obtient la relation donnantϕ′(x). Enfin, une ŕecurrence finie
classiquèa partir de cette formule montre que sif estCk alorsϕ estCk.�

Il est important de noter que ce théor̀eme est local aussi bien enx (U voisinage dea) qu’eny (V voisinage deb). En particulier,
il peut parfaitement exister d’autres fonctionsϕ1 : U → R telles quef(x, ϕ1(x)) = 0 pour toutx ∈ U mais ces fonctions
serontà valeurs dansR \ V .

Exercice
Montrer que la relationarctan(xy) = exp(x + y) − 1 définit au voisinage de(0, 0) une fonctiony = f(x) et d́eterminer un
développement limit́e à l’ordre 4 def en 0.

PosonsF (x, y) = arctan(xy)− exp(x+y)+1. F est de classeC∞ etF (0, 0) = 0. On aF ′y(x, y) =
x

1 + x2y2
− exp(x+y)

doncF ′y(0, 0) = −1. On peut donc appliquer le théor̀eme des fonctions implicites. Il existe deux intervalles ouvertsU et V

contenant0 etf : U → V de classeC∞ tels que

{
(x, y) ∈ U × V
F (x, y) = 0

⇔

{
x ∈ U
y = f(x)

On a facilementF ′x(0, 0) = −1 doncf ′(0) = −1. Puisquef estC∞ elle admet un d́eveloppement limit́e d’ordre 4 en 0 soit
f(x) = −x + ax2 + bx3 + cx4 + o(x4). (Le coefficient dex estf ′(0) = −1). La fonctionx → g(x) = arctan(xf(x)) −
exp(x + f(x)) + 1 admet donc elle aussi un DL4 en 0. Comme cette fonction est nulle, ce DL est nul et on obtiendraa, b, c
par identification.
arctan(u) = u− u3/3 + o(u3) avecu = −x2 + ax3 + bx4 + o(x4) ∼ −x2 doncu3 ∼ −x6 = o(x4) et

arctan(xf(x)) = arctan(−x2 + ax3 + bx4 + o(x4)) = −x2 + ax3 + bx4 + o(x4)

v = x+ f(x) = ax2 + bx3 + cx4 donc

exp(x+ f(x)) = 1 + v + v2/2 + o(x4) = 1 + ax2 + bx3 + cx4 + a2x4/2 + o(x4)

g(x) = −(a+ 1)x2 + (a− b)x3 + (b− c− a2/2)x4 + o(x4)

D’où a = −1, b = −1, c = −3/2 etf(x) = −x− x2 − x3 − 3x4/2 + o(x4)

Application géométrique

SoientP un plan affine euclidien rapporté à un rep̀ere orthonorḿe (O,~i,~j) et Ω un ouvert deP . Soit f : Ω → R une

application. Si
−−→
OM = x~i+ y~j on noteraf(M) = f(x, y). On supposef de classeC1. On se propose d’étudier les lignes de

niveauCk = {M ; f(M) = k} pourk ∈ R.

On dira qu’un sous ensembleΓ deP est un morceau de courbe de classeC1 si il existe un intervalle ouvert non videI et une
applicationϕ : I → R de classeC1 telle queΓ = {M(x, y) | x ∈ I et y = ϕ(x)} ouΓ = {M(x, y) | y ∈ I etx = ϕ(y)}.

PROPOSITION 14.3.1
SoitM0 ∈ Ck. Supposons que∇f(M0) 6= 0. Il existe un voisinage ouvertW deM0 dansP tel queΓ = Ck ∩W soit un
morceau de courbe de classeC1. De plus, en tout pointM ∈ Γ on a∇f(M) 6= 0 et la tangentèaΓ enM est la droite passant
parM orthogonalèa∇f(M).
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preuve
Soit (x0, y0) les coordonńees deM0. On a∇f(M0) = f ′x(x0, y0)~i + f

′
y(x0, y0)

−→
j . Puisque ce vecteur est non nul, on a par

exemplef ′y(x0, y0) 6= 0. On peut alors appliquer le théor̀eme des fonctions implicites̀af en ce point. Il existe des voisinages
ouvertsU et x0 et V dey0 et une fonctionϕ : U → V de classeC1 tels qu’on ait l’́equivalence(F1) et f ′y(x, y) 6= 0 dans
U × V . SoitW = {M(x, y) ; (x, y) ∈ U × V }. C’est un voisinage deM0 etCk ∩W est le graphe deϕ.
La tangente en un pointM deΓ est diriǵee par le vecteur~i+ϕ′(x)~j. Compte tenu de la formule donnantϕ′(x), on voit que ce
vecteur est orthogonalà∇f(M).

Si f ′y(x0, y0) = 0 on af ′x(x0, y0) 6= 0 et on obtient les m̂emes ŕesultats eńechangeant les rôles dex et dey.

Exemple : tangentèa l’ellipse
Dans le plan affine euclidienP on se donne deux points distinctsF etF ′ et on consid̀ere l’ellipseE = {M |MF+MF ′ = 2a}

où 2a > 2c = FF ′. Soitf la fonctionf(M) = FM + F ′M =
∥
∥
∥
−−→
FM

∥
∥
∥ +

∥
∥
∥
−−−→
F ′M

∥
∥
∥. La fonctionf est diff́erentiable en tout

point deP \ {F ′, F} (c.f. l’exemple 13.4.3), donc en tout point deE et

∇f(M) =
−−→
FM

FM
+

−−−→
F ′M

F ′M

Soient~u =
−−→
FM
FM

et~u′ =
−−−→
F ′M
F ′M

. On a∇f(M) = 0⇔ ~u+ ~u′ = 0, c’està dire ssiM appartient au segmentFF ′ privé de ses

extŕemit́es, mais dans ce casFM + FM ′ = 2c < 2a etM 6∈ E. On peut donc appliquer le résultat pŕećedent en tout point de
E. Au voisinage de chaque point l’ellipse est un morceau de graphe et la tangente enM est la perpendiculaire passant parM

au vecteur~u + ~u′. Mais ce vecteur est un vecteur directeur de la bisectrice intérieure de l’angleF̂MF ′. Donc la tangente en
un pointM d’une ellipseE est la bissectrice extérieure de l’angleF̂MF ′

14.3.2 Cas des fonctionsf : R3 → R

THEOREME 14.3.2
SoientΩ un ouvert deR3, f : Ω → R de classeC1 et (a, b, c) ∈ Ω tel quef(a, b, c) = 0. On suppose que∂f

∂z
(a, b, c) 6= 0.

Alors, il existe un ouvertU deR2 contenant(a, b), un intervalle ouvertV deR contenantc et une fonctionϕ : U → V de
classeC1 telle qu’on ait l’́equivalence

(F2)

{
(x, y, z) ∈ U × V
f(x, y, z) = 0

⇔

{
(x, y) ∈ U
z = ϕ(x, y)

et

∀(x, y, z) ∈ U × V f ′z(x, y, z) =
∂f

∂z
(x, y, z) 6= 0

De plus, pour(x, y) ∈ U on a

∂ϕ

∂x
(x, y) = −

f ′x(x, y, ϕ(x, y))

f ′z(x, y, ϕ(x, y))
et

∂ϕ

∂y
(x, y) = −

f ′y(x, y, ϕ(x, y))

f ′z(x, y, ϕ(x, y))

Enfin, sif estCk, ϕ estCk.

Application géométrique

SoitE un espace affine euclidien de dimension 3,(O,~i,~j,~k) un rep̀ere orthonorḿe direct. On dira qu’un sous ensembleΣ de
E est un morceau de surface de classeC1 si il existe un ouvert connexe non videU ⊂ R2 et une applicationϕ : U → R de
classeC1 telle queΣ = {M(x, y, z) | (x, y) ∈ U et z = ϕ(x, y)} ouΣ = {M(x, y, z) | (y, z) ∈ U et x = ϕ(y, z)} ou
Σ = {M(x, y, z) | (x, z) ∈ U et y = ϕ(x, z)}.
Soit alorsΩ un ouvert deE etf : Ω→ R de classeC1 etSk = {M ∈ E | f(M) = k}.

PROPOSITION 14.3.2
SoitM0(x0, y0, z0) ∈ Sk. Supposons∇f(M0) 6= 0. Alors il existe un voisinage ouvertW deM0 dansE tel queΣ = Sk ∩W
soit un morceau de surface de classeC1. De plus en tout pointM ∈ Σ on a∇f(M) 6= 0 et le plan tangent̀aΣ enM est le
plan passant parM et orthogonal̀a∇f(M).

La démonstration est la m̂eme que dans le cas des courbes.
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14.3.3 Cas des fonctionsf : R3 → R2

Si g, h : R3 → R sont deux fonctions de classeC1, on notera,u etv désignant deux variables distinctes parmix, y, z

D(g, h)

D(u, v)
= det

∣
∣
∣
∣
g′u g′v
h′u h′v

∣
∣
∣
∣

THEOREME 14.3.3
SoientΩ un ouvert deR3, f = (X,Y ) : Ω→ R2 de classeC1 et (a, b, c) ∈ Ω tel quef(a, b, c) = 0.

on suppose que le déterminant

D(X,Y )

D(y, z)
(a, b, c) :=

∣
∣
∣
∣
∣
∣

∂X
∂y
(a, b, c) ∂X

∂z
(a, b, c)

∂Y
∂y
(a, b, c) ∂Y

∂z
(a, b, c)

∣
∣
∣
∣
∣
∣

est non nul.
Alors, il existe un ouvertU deR contenanta, un ouvertV deR2 contenant(b, c) et une fonction(ϕ,ψ) : U → V de classeC1

telle qu’on ait l’́equivalence

(F3)






(x, (y, z)) ∈ U × V
X(x, y, z) = 0
Y (x, y, z) = 0

⇔






x ∈ U
y = ϕ(x)
z = ψ(x)

et

∀(x, (y, z)) ∈ U × V
D(X,Y )

D(y, z)
(x, y, z) 6= 0

De plus, pourx ∈ U, ϕ′(x) etψ′(x) sont solutions du système de Cramer

{
X ′x(x, ϕ(x), ψ(x)) + X ′y(x, ϕ(x), ψ(x))ϕ

′(x) + X ′z(x, ϕ(x), ψ(x))ψ
′(x) = 0

Y ′x(x, ϕ(x), ψ(x)) + Y ′y(x, ϕ(x), ψ(x))ϕ
′(x) + Y ′z (x, ϕ(x), ψ(x))ψ

′(x) = 0

Enfin, sif estCk, ϕ etψ sontCk.

Application géométrique

SoitE un espace affine euclidien de dimension 3,(O,~i,~j,~k) un rep̀ere orthonorḿe direct.
On dira qu’un sous ensembleΓ deE est un morceau de courbe de classeC1 si il existe un intervalle ouvert non videI ⊂ R
et deux applicationsα : U → R, β : I → R de classeC1 telle queΓ = {M(x, y, z) | z ∈ I et x = α(z), y = β(z)} ou
Γ = {M(x, y, z) | y ∈ U etx = α(y), z = β(y)} ouΓ = {M(x, y, z) | x ∈ U et y = α(x), z = β(x)}.

SoientΩ un ouvert deE etf = (X,Y ) : Ω→ R2 de classeC1. SoitC = {M f(M) = 0}

PROPOSITION 14.3.3
SoitM0 ∈ C. On suppose que les vecteurs∇X(M0) et∇Y (M0) sont ind́ependants. Alors, il existe un voisinage ouvertW
deM0 dansE tel queΓ = C ∩W soit un morceau de courbe de classeC1. De plus, pour toutM ∈ Γ, les vecteurs∇X(M) et
∇Y (M) sont ind́ependants et la tangenteàΓ enM est la droite passant parM et orthogonalèa∇X(M) et à∇Y (M), c’està
dire colińeaireà∇X(M) ∧∇Y (M) si on oriente l’espace.

Si∇X(M) et∇Y (M) sont ind́ependants, ils ne sont pas nuls. On peut donc appliquer la proposition préćedente. Il existe un
voisinageW deM0 , tel queΣ = W ∩ {M | X(M) = 0} etΣ′ = W ∩ {M | Y (M) = 0} soient des morceaux de surface.
On a alorsC ∩W = Σ ∩ Σ′.

La condition∇X(M0) et∇Y (M0) indépendants exprime le fait que les plans tangentsàΣ et àΣ′ enM0 sont non parall̀eles,
donc en fait distincts. La proposition affirme que cette condition implique queC est un morceau de courbe et que la tangenteà
C enM0 est l’intersection des plans tangents enM0 àΣ etΣ′.

preuve
Orientons l’espace directeur deE de sorte que le repère donńe soit orthonorḿe dircet. Dire que∇X(M) et∇Y (M) sont
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indépendants revientà dire que leur produit vectoriel est non nul. Or ce produit vectoriel a pour composantes
(
D(X,Y )

D(y, z)
,
D(X,Y )

D(z, x)
,
D(X,Y )

D(x, y)

)

Soit M0 ∈ C. L’une des composantes de ce produit vectoriel est donc non nulle. Supposons par exemple que ce soit la
premìere. On peut alors appliquer le théor̀eme des fonctions implicites. On obtient un intervalle ouvertU deR, contenantx0,
un ouvertV deR2 contenant(y0, z0) et deux fonctionsϕ : U → R etψ : U → R telles que(ϕ,ψ) soit à valeurs dansV et
qu’on ait l’équivalence (F3). SiW = {M(x, y, z) | x ∈ U et (y, z) ∈ V } on voit queC ∩W est le morceau de courbe défini
parx→ (x, ϕ(x), ψ(x)). Un vecteur tangent~T enM0 à (C) a pour composantes(1, ϕ′(x0), ψ′(x0)) et le syst̀eme de Cramer

donnant(ϕ′(x0), ψ′(x0)) exprime exactement le fait que
−→
T est orthogonal̀a∇X(M0) et à∇Y (M0).

14.3.4 Enonće du théorème des fonctions implicites dans le cas général

SoientΩ un ouvert deRp×Rq etf : Ω→ Rq une application de classeC1. Soita ∈ Rp, b ∈ Rq tels quef(a, b) = 0. Notons
(x, y) ∈ Rp × Rq etx = (x1, . . . , xp), y = (y1, . . . , yq). Enfin, notonsf = (f1, . . . , fq). On suppose que

D(f1, . . . , fq)

D(y1, . . . , yq)
(a, b) := det

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

∂f1
∂y1
(a, b) ∙ ∙ ∙ ∂f1

∂yq
(a, b)

...
...

∂fq
∂y1
(a, b) ∙ ∙ ∙

∂fq
∂yq
(a, b)

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

est non nul.
Alors il existe un ouvertU contenanta, un ouvertV contenantb et une applicationϕ : U → V de classeC1 tels que

∀(x, y) ∈ U × V
D(f1, . . . , fq)

D(y1, . . . , yq)
(x, y) 6= 0

et {
(x, y) ∈ U × V
f(x, y) = 0

⇔

{
x ∈ U
y = ϕ(x)

Autrement dit, ce th́eor̀eme donne une condition suffisante pour qu’on puisse localement résoudre le système

(S)






f1(x1, . . . , xp, y1, . . . , yq) = 0
...

fq(x1, . . . , xp, y1, . . . , yq) = 0

sous la forme 




y1 = ϕ1(x1, . . . , xp)
...

yq = ϕq(x1, . . . , xp)

Enfin, les d́erivées partielles desϕj par rapport̀a la variablexk fixée sont obtenues en dérivant lesq identit́es

fm
(
x1, . . . , xp, ϕ1(x1, . . . , xp), . . . , ϕq(x1, . . . , xp)

)
= 0 1 6 m 6 q

par rapport̀axk. Le syst̀eme obtenu est lińeaire et a pour d́eterminant
D(f1, . . . , fq)
D(y1, . . . , yq)

(x, ϕ(x)) 6= 0 donc est de Cramer.
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15

Equations et syst̀emes diff́erentiels linéaires

Dans tout ce chapitreK = R ouC.

15.1 Equations diff́erentielles linéaires scalaires du premier ordre

15.1.1 Th́eorème de Cauchy

Soit I un intervalle non trivial (i.e. non vide et non réduit à un point ) deR et p, f : I → K deux fonctions. On considère les
équations diff́erentielles

(E) y′ + p(t)y = f(t)

et
(E0) y′ + p(t)y = 0

Une solution de(E) sur un sous intervalleJ ⊂ I est une application d́erivableϕ : J → K telle que

∀t ∈ J ϕ′(t) + p(t)ϕ(t) = f(t)

Soitϕ : J → K une solution de (E). Siψ : J → K est d́erivable,ψ est solution de (E) ssiψ − ϕ est solution de (E0). Si p etf
sont continues, toute solution de (E) estC1.

THEOREME 15.1.1
Soientp : I → K continue,t0 ∈ I et y0 ∈ K. Il existe une solution de (E0) définie surI tout entier, et une seuleϕ telle que
ϕ(t0) = y0. Elle est donńee par

∀t ∈ I ϕ(t) = y0 exp

(

−
∫ t

t0

p(s)ds

)

preuve
PosonsP (t) =

∫ t
t0
p(s)ds. Puisquep est continue,P estC1. Soit ϕ : I → K de classeC1 et ψ(t) = ϕ(t)eP (t). On a

ψ′(t) = eP (t) (ϕ′(t) + ϕ(t)p(t)) doncϕ solution de (E0) ssi∀t ∈ I ψ′(t) = 0 ⇔ ∀t ∈ I ψ(t) = C oùC est une constante.
Doncϕ(t) = C exp(−P (t)) et la conditionϕ(t0) = y0 donneC = y0. �

Les solutions de (E0) forment donc unK-ev de dimension 1. Misèa part la fonction nulle, une solution de (E0) ne s’annule
jamais surI.

Méthode de variation de la constante

Soitp, f : I → K continue etϕ0 une solution surI de l’équation homog̀ene (E0). Soit t0 ∈ I. Soitg : I → K une fonction de

classeC1 quelconque. Soitz : I → K la fonction d́efinie parz(t) =
g(t)
ϕ0(t)

. Puisqueϕ0 estC1 et ne s’annule pas,z estC1 et

∀t ∈ I g(t) = z(t)ϕ0(t) de sorte que

g′(t) + p(t)g(t) = z′(t)ϕ0(t) + z(t)
(
ϕ′0(t) + p(t)ϕ0(t)

)
= z′(t)ϕ0(t)
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On en d́eduit queg est solution de (E) surI ssiz′(t) =
f(t)
ϕ0(t)

. On en d́eduitz par int́egration. Finalement les solutions de (E)

surI sont donńees par

g(t) =

(∫ t

t0

f(s)

ϕ0(s)
ds+ C

)

ϕ0(t)

oùC est une constante arbitraire ett0 ∈ I.

En prenantP (t) =
∫ t
t0
p(s)ds etϕ0(t) = e−P (t) on obtient

g(t) = Ce−P (t) + e−P (t)
∫ t

t0

f(s)eP (s)ds

THEOREME 15.1.2
Soientp, f : I → K continue,t0 ∈ I et y0 ∈ K. L’ équation (E) admet une solution surI ϕ et une seule v́erifiantϕ(t0) = y0.
Elle est donńee par

ϕ(t) = e−P (t)
(

y0 +

∫ t

t0

f(s)eP (s)ds

)

= y0e
−P (t) +

∫ t

t0

f(s)e
∫
s
t
p(u)du avec P (t) =

∫ t

t0

p(s)ds

D’un point de vue pratique, pour résoudre (E), on commence par résoudre (E0). On trouve un espace vectoriel de solutions
{λϕ0 ; λ ∈ K} où ϕ0 est une solution non nulle de (E0). Ensuite, on recherche une solution particulièreψ de (E). Si il n’y en
a pas d’́evidente, on chercheψ sous la formeψ(t) = z(t)ϕ0(t) donc en remplaçant la constanteλ par une fonction inconnue
z, d’où le nom de ḿethode de variation de la constante.

15.1.2 Probl̀emes de raccordement

Soient maintenantI un intervalle non trivial deR eta, b, c : I → K trois fonctions continues surI. On consid̀ere leśequations
diff érentielles

(E′0) a(t)y′ + b(t)y = 0 et (E′) a(t)y + b(t)y′ = c(t)

L’ensemble des solutions de (E0) surI forme unK-ev, soitSolI(E′0). L’ensemble des solutions de (E’) surI est soit vide, soit
un espace affine d’espace directeurSolI(E′0).

Si J est un sous intervalle deI sur lequela ne s’annule pas, l’équation (E’) s’́ecrit, surJ y′ + p(t)y = f(t) avecp = b/a et
f = c/a. Les ŕesultats pŕećedents s’appliquent donc sur tout intervalleJ sur lequela ne s’annule pas. Mais l’ensemble des
solutions surI tout entier peut̂etre vide, ou de dimension strictement supérieureà 1.

Exemple 1
Consid́erons l’́equationxy′ + y = 0. Les solutions surR∗+ (resp. surR∗− ) sont les fonctionsx→ C+/x (resp.x→ C−/x).
Soit ϕ une solution surR. ϕ|R∗+ est solution surR∗+, donc il existe une constanteC+ telle que∀x > 0 ϕ(x) = C+/x. De
même, il existe une constanteC− telle que∀x < 0 ϕ(x) = C−/x. Puisqueϕ est solution surR, elle est continue en0. On a
doncC+ = C− = 0 etϕ = 0 qui est bieńevidemment solution surR. L’espace des solutions surR est ici ŕeduit à {0}. En
employant la m̂eme ḿethode, le lecteur v́erifiera sans peine que l’équationxy′ + y = x admet une unique solution surR qui
est la fonctionx→ 1

2x.

Exemple 2
Consid́erons maintenant l’équationxy′ − y = 0. Les solutions surR∗+ (resp. surR∗− ) sont les fonctionsx → C+x (resp.
x→ C−x).
Soitϕ une solution surR. ϕ|R∗+ est solution surR∗+, donc il existe une constanteC+ telle que∀x > 0 ϕ(x) = C+x. De m̂eme,
il existe une constanteC− telle que∀x < 0 ϕ(x) = C−x. ϕ doit être d́erivable en0, doncϕ′d(0) = ϕ′g(0) d’où C+ = C−.
Réciproquement, pour toutC ∈ R, la fonctionx→ Cx est solution surR.

Exemple 3
Consid́erons enfin l’́equationxy′ − 2y = 0. Les solutions surR∗+ (resp. surR∗− ) sont les fonctionsx → C+x

2 (resp.
x→ C−x

2).
Soit ϕ une solution surR. ϕ|R∗+ est solution surR∗+, donc il existe une constanteC+ telle que∀x > 0 ϕ(x) = C+x

2. De
même, il existe une constanteC− telle que∀x < 0 ϕ(x) = C−x2.

Réciproquement, pour tout coupleC+, C− de ŕeels, la fonctionϕ(x) =






C+x
2 si x > 0

0 si x = 0

C−x
2 si x < 0

est solution surR. En effet, elle
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est solution surR∗ et en 0,ϕ(0) = 0 etϕ est d́erivable avecϕ′(0) = 0, donc l’équation difff́erentielle est v́erifiée enx = 0.
Dans cet exemple, l’espace des solutions surR est de dimension 2, une baseétant forḿee des fonctionsϕ0, ϕ1 où

ϕ0(x) =

{
x2 si x > 0

0 si x 6 0
et ϕ1(x) =

{
0 si x > 0

x2 si x 6 0
.

15.2 Syst̀emes lińeaires d’ordre 1

15.2.1 Enonće du problème

On se donne un intervalle non trivialI deR, E unK-ev de dimension finie,A : I → L(E) etB : I → E deux applications
continues. On considère le syst̀eme diff́erentiel

(S) Y ′ = A(t)Y +B(t)

et le syt̀eme homog̀ene associé
(S0) Y ′ = A(t)Y

Si J est un sous intervalle deI, uneJ-solution de (S) est une applicationY : J → E dérivable telle que

∀t ∈ J Y ′(t) = A(t)Y (t) +B(t)

Si Y est une solution,t → A(t)Y (t) + B(t) est une fonction continue, doncY est ńecessairement de classeC1. SiA etB
sont de classeCm, toute solution est de classeCm+1.

Nous noteronsSolJ(S) (resp. SolJ(S0)) l’ensemble des solutions surJ de (S) (resp. de (S0). Soientf et g deux fonctions
continues surJ avecf solution de (S). Alorsg est solution de (S) ssig − f est solution de (S0).
Il est immédiat queSolJ(S0) est unK-espace vectoriel et queSolJ(S) est soit vide, soit un espace affine d’espace directeur
SolJ(S0).

Problème de Cauchy

Soientt0 ∈ I etY0 ∈ E. Le probl̀eme de Cauchy relatif̀a la donńee initiale(t0, Y0) consistèa rechercher toutes lesJ-solutions
de (S) telles quet0 ∈ J etY (t0) = Y0.

15.2.2 Th́eorème de Cauchy-Lipschitz lińeaire

THEOREME 15.2.1
SoientE unK-ev de dimension finie,I un intervalle non trivial deR,A : I → L(E) etB : I → E continues.
1. Pour toute donńee initiale(t0, Y0) ∈ I ×E il existe uneI-solutionY et une seule du systèmeY ′ = A(t)Y +B(t) vérifiant
Y (t0) = Y0.
2. Pour tout sous intervalleJ de I contenantt0, il existe une uniqueJ-solution du probl̀eme de Cauchy avec la condition
initiale (t0, Y0) qui est la restrictioǹaJ deY .

Ce th́eor̀eme est admis par le programme. Une preuve est donnée en fin de chapitre.Dans la suite, on noteraSol(S0) = SolI(S0)
et de m̂eme pour (S). Le terme solution de (S) désignera uneI-solution de (S).

THEOREME 15.2.2
SoientE unK-ev de dimension finie,I un intervalle non trivial deR etA : I → L(E) continue. Soitt0 ∈ I fixé. L’application

et0 : SolI(S0)→ E ϕ→ ϕ(t0)

est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

preuve
L’applicationet0 est clairement lińeaire. Le th́eor̀eme de Cauchy-Lipschitz affirme que toutY0 ∈ E a un unique antéćedent
paret0 . C’est donc une bijection.
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COROLLAIRE 15.2.1
L’espace des solutions de (S0) est de dimensiondimE.
SiB : I → E est continue,Sol(S) est un espace affine de dimensiondimE.

COROLLAIRE 15.2.2
Soient toujoursA : I → L(E) continue. Soientϕ1, . . . , ϕp p solutions deY ′ = A(t)Y . Les propríet́es suivantes sont
équivalentes :
(1) (ϕ1, . . . , ϕp) est un syst̀eme libre dansSol(S0).
(2) ∃t0 ∈ I (ϕ1(t0), . . . , ϕp(t0)) est un syst̀eme libre deE.
(3) ∀t ∈ I (ϕ1(t), . . . , ϕp(t)) est un syst̀eme libre deE.

preuve
D’après le th́eor̀eme de Cauchy-Lipschitz, pour toutt ∈, εt est un isomorphisme deSol(S0) surE, d’où I étant non vide, les
équivalences entre (1) et (3) et entre (1) et (2).

COROLLAIRE 15.2.3
SoientA : I → L(E) continue etϕ1, . . . , ϕn n = dimE solutions deY ′ = A(t)Y . Les propríet́es suivantes sont
équivalentes :
(1) (ϕ1, . . . , ϕn) est une base deSol(S0).
(2) ∃t0 ∈ I (ϕ1(t0), . . . , ϕn(t0)) est une base deE.
(3) ∀t ∈ I (ϕ1(t), . . . , ϕn(t)) est une base deE.

Wronskien

DEFINITION 15.2.1
SoientA : I → L(E) continue etB = (e1, . . . , en) une base fix́ee deE. Soientϕ1, . . . , ϕn n solutions deY ′ = A(t)Y . On
appelle wronskien dans la baseB du syst̀eme(ϕ1, . . . , ϕn) la fonction

t→ wB(t) = detB (ϕ1(t), . . . , ϕn(t))

Ecrivonsϕj(t) =
i=n∑

i=1

ϕi,j(t)ei on a donc

wB(t) = det (WB(t)) avec WB(t) =






ϕ1,1(t) ∙ ∙ ∙ ϕ1,n(t)
...

...
ϕn,1(t) ∙ ∙ ∙ ϕn,n(t)






SiE = Kn on appelle wronskien du système le d́eterminant dans la base canonique deKn.

COROLLAIRE 15.2.4
SoientA : I → L(E) continue,B = (e1, . . . , en) une base fix́ee deE etϕ1, . . . , ϕn n = dimE solutions deY ′ = A(t)Y .
Les propríet́es suivantes sontéquivalentes :
(1) (ϕ1, . . . , ϕn) est une base deSol(S0)
(2) ∃t0 ∈ I wB(t0) 6= 0
(3) ∀t ∈ I wB(t) 6= 0.

THEOREME 15.2.3
SoientA : I → L(E) continue,B = (e1, . . . , en) une base fix́ee deE etϕ1, . . . , ϕn n = dimE solutions deY ′ = A(t)Y et
w leur wronskien relatif̀a la baseB. w vérifie l’équation diff́erentielle scalaire

∀t ∈ I w′(t) = tr(A(t))w(t)

et donc, sit0 ∈ I

∀t ∈ I w(t) = w(t0) exp

(∫ t

t0

tr[A(s)]ds

)
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preuve
On a en omettant d’indiquer la baseB

w′(t) = det(ϕ′1(t), ϕ2(t), . . . , ϕn(t)) + det(ϕ1(t), ϕ
′
2(t), ϕ3(t), . . . , ϕn(t)) + ∙ ∙ ∙+ det(ϕ1(t), ϕ2(t), . . . , ϕ

′
n(t))

= det(A(t)ϕ1(t), ϕ2(t), . . . , ϕn(t)) + det(ϕ1(t), A(t)ϕ2(t), . . . , ϕn(t)) + ∙ ∙ ∙+ det(ϕ1(t), . . . , A(t)ϕn(t))

La fin de la preuve ŕesulte du lemme d’alg̀ebre lińeaire suivant :

Lemme 15.2.1
SoientE unK-ev de dimensionn etf ∈ L(F ). Soientv1, . . . , vn n vecteurs deE etB une base deE. On a

j=n∑

j=1

detB (v1, . . . , vj−1, f(vj), vj+1, . . . , vn) = tr(f) detB(v1, . . . , vn)

Preuve du lemme
L’applicationΦ qui à (v1, . . . , vn) associe le premier membre de l’égalit́e à prouver est manifestementn linéaire. Il est facile
de voir qu’elle est alterńee. Or l’espace vectoriel des formesn-linéaires alterńees sur un espace vectoriel de dimensionn
est de dimension 1. Il existe donc un scalaireλ tel queΦ = λ detB. Pour calculerλ, on applique cettéegalit́e au syst̀eme
B = (e1, . . . , en). Le second membre vaut alorsλ. SiA = (ai,j) = MatB(f), on a

detB (e1, . . . , ej−1, f(ej), ej+1, . . . , en) = detB

(

e1, . . . , ej−1,

i=n∑

i=1

ai,jei, ej+1, . . . , en

)

= ai,i

doncλ =
i=n∑

i=1

ai,i = tr(f).

15.2.3 Méthode de variation des constantes

Soient(ϕ1, . . . , ϕn) une base de solutions du système (S0).

Lemme 15.2.2
Soientψ : I → E continue (resp. de classeC1). Il existe des fonctionsuk : I → K, 1 6 k 6 n continues (resp. de classes
C1) telles que

∀t ∈ I ψ(t) =

k=n∑

k=0

uk(t)ϕk(t)

preuve
L’existence des fonctionsuk estévidente, puisque pour toutt, (ϕ1(t), . . . , ϕn(t)) est une base deE. Il faut vérifier qu’elles
sont continues (resp. de de classeC1). SoitB = (e1, . . . , en) une base fixe deE. SoitW (t) = MatB(ϕ1(t), . . . , ϕn(t)).

Dans la baseB on aψ(t) =
k=n∑

k=1

ψk(t)ek avecψk continue (resp. de classeC1) pour toutk. La formule de changement de base

donne 




u1(t)
...

un(t)




 = (WB(t))

−1






ψ1(t)
...

ψn(t)






Comme l’applicationGL(n,K) → Mn(K) qui àP associeP−1 est de classeC1, il en est de m̂eme det → (WB(t))
−1 par

composition. Donc les fonctionsuk sont continues (resp.C1).

Soit alorsψ =
k=n∑

k=1

ukϕk de classeC1. On a

ψ′ −Aψ =
k=n∑

k=1

(u′kϕk + ukϕ
′
k − ukAϕk) =

k=n∑

k=1

u′kϕk
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Le lemme garantit l’existence de fonctions continuesβk : I → K telles que∀t ∈ I B(t) =
k=n∑

k=1

βk(t)ϕk(t). Puisque

(ϕ1(t), . . . , ϕn(t)) est une base deE pour toutt, on en d́eduit queψ est solution de(S) ssiu′k = βk. Par quadrature, on peut
donc en d́eduire une solution de (S).

Donc si on connait une base(ϕ1, . . . , ϕn) de solutions de (S0), on peut par ce procéd́e trouver les solutions de (S). La solution

géńerale de (S0) est
k=n∑

k=1

λkϕk. On cherche une solution de (S) en remplaçant chacune des constantesλk par une fonction

numérique inconnueuk et on remplace dans (S); d’où le nom de la ḿethode. Le problème est alors ramené à d́ecomposerB(t)
sur la base(ϕ1, . . . , ϕn) et à effectuern quadratures.

15.3 Equations diff́erentielles linéaires d’ordre n

15.3.1 Lien avec un syst̀eme linéaire d’ordre 1

Dans toute cette partie on se donne un intervalle non trivialI deR et (n+ 1) fonctions continuesa1, . . . , an et b deI dansK.
On consid̀ere leśequations diff́erentielles

(E) y(n) + a1(t)y
(n−1) + ∙ ∙ ∙+ an−1(t)y

′ + an(t)y = b(t)

et
(E0) y(n) + a1(t)y

(n−1) + ∙ ∙ ∙+ an−1(t)y
′ + an(t)y = 0

On appelle solution sur un intervalleJ ⊂ I de(E) une fonctionϕ : I → K n-fois dérivable surJ telles que

∀t ∈ I ϕ(n)(t) + a1(t)ϕ
(n−1)(t) + ∙ ∙ ∙+ an−1(t)ϕ

′(t) + an(t)ϕ(t) = b(t)

Toute fonction solution est nécessairement de classeCn.
Il est clair que l’ensemble des solutions surJ SolJ(E0)) de(E0) est unK-ev et que l’ensemble des solutions surJ de(E) est
soit vide, soit un espace affine dirigé parSolJ(E0))

Définissons une applicationθ : Cn(I,K)→ C1(I,Kn) en posant, pourϕ : I → K de classeCn,

Φ = θ(ϕ) =








ϕ
ϕ′

...
ϕ(n−1)








θ est lińeaire. Introduisons les matrices

A(t) =










0 1 0 ∙ ∙ ∙ 0
0 0 1 ∙ ∙ ∙ 0
...

...
...

...
...

0 0 ∙ ∙ ∙ 0 1
−an(t) ∙ ∙ ∙ ∙ ∙ ∙ −a2(t) −a1(t)










et B(t) =










0
0
...
0
b(t)










Ceciétant, on v́erifie facilement la propriét́e suivante :
Siϕ est solution de(E) la fonctionΦ = θ(ϕ) est solution du système(S) Y ′ = A(t)Y +B(t).
Réciproquement, siΦ est solution de(S), la premìere coordonńeeϕ1 deΦ est solution deE et de plus,Φ = θ(ϕ1).

L’ étude deśequations lińeaies scalaires d’ordren est donc rameńeeà l’étude de systèmes lińeaires d’ordre 1 particuliers.

15.3.2 Conśequences

Le probl ème de Cauchy

Le probl̀eme de Cauchy pour (S) consisteà se donnert0 ∈ I et Y0 ∈ Kn et à chercher les solutions de (S),Φ telles que
Φ(t0) = Y0.
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L’analogue pour(E) consiste donc̀a se donnert0 ∈ I et n scalairesy0, y1, . . . , yn−1 et à rechercher les solutionsϕ de (S)

telles queθ(ϕ) soit solution du probl̀eme de Cauchy pour (S) et la donnéet0, Y0 =






y0
...

yn−1




.

Autrement dit, le probl̀eme de Cauchy pour(E) pour la condition initiale
(
t0, (y0, . . . , yn−1)

)
consistèa chercher les solutions

ϕ de(E) telles que
ϕ(t0) = y0, ϕ

′(t0) = y1, ∙ ∙ ∙ , ϕ
(n−1)(t0) = yn−1

Théorème de Cauchy

Le théor̀eme de Cauchy pour les systèmes donne alors

THEOREME 15.3.1
Soienta1, . . . , an, b : I → K n + 1 fonctions continues,t0 ∈ I et (y0, y1, . . . , yn−1) ∈ Kn. Il existe une solutionϕ de (E)
définie surI et une seuleϕ telle que

ϕ(t0) = y0, ϕ
′(t0) = y1, ∙ ∙ ∙ , ϕ

(n−1)(t0) = yn−1

THEOREME 15.3.2
Soienta1, . . . , an : I → K n fonctions continues,t0 ∈ I. L’application

Sol(E0))→ Kn ϕ→
(
ϕ(t0), ϕ

′(t0), ∙ ∙ ∙ , ϕ
(n−1)(t0)

)

est un isomorphisme de l’espace vectorielSol(E0)) surKn.

COROLLAIRE 15.3.1
L’espaceSol(E0)) est de dimensionn. L’espaceSol(E)) est un espace affine de dimensionn, dirigé parSol(E0)).

COROLLAIRE 15.3.2
Soientϕ1, . . . , ϕn n solutions de l’́equation(E0) etΦk = θ(ϕk). Les propríet́es suivantes sontéquivalentes :
(1) (ϕ1, . . . , ϕn) est une base deSol(E0)).
(2) ∃t0 ∈ I (Φ1(t0), . . . ,Φn(t0)) est une base deKn.
(3) ∀t ∈ I (Φ1(t), . . . ,Φn(t)) est une base deKn.

La matrice dans la base canonique deKn de(Φ1(t), . . . ,Φn(t)) est la matrice

W (ϕ1, . . . , ϕn)(t) =







ϕ1(t) ∙ ∙ ∙ ϕn(t)
ϕ′1(t) ∙ ∙ ∙ ϕ′n(t)

ϕ
(n−1)
1 (t) ∙ ∙ ∙ ϕ

(n−1)
n (t)







Cette matrice est appelée la matrice fondamentale du système de solutions(ϕ1, . . . , ϕn). C’est la matrice wronskienne du
syst̀eme(Φ1, . . . ,Φn) de solutions deY ′ = A(t)Y . Son d́eterminant est le wronskien de ce système. Commetr(A(t)) =
−a1(t) la fonctionw(t) = det(W (ϕ1, . . . , ϕn)(t)) vérifie l’équation lińeaire scalaire du premier ordre

w′(t) = −a1(t)w(t)

et donc

w(t) = w(t0) exp

(

−
∫ t

t0

a1(s)ds

)
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15.4 Equations diff́erentielles linéaires scalaires du second ordre

Nous allons reprendre et détailler les ŕesultats ǵeńeraux obtenus au paragraphe préćedents dans le cas deséquations lińeaires
scalaires du second ordre. Dans toute cette partie,I est un intervalle non trivial deR, p, q, f : I → K sont des fonctions
continues. On considère leśequtaions diff́erentielles

(E0) y′′ + p(x)y′ + q(x)y = 0
(E) y′′ + p(x)y′ + q(x)y = f(x)

15.4.1 Ŕesultats ǵenéraux

On noteraS0 (resp.S) leK-espace vectoriel (resp. leK-espace affine ) des solutions surI de l’équation (E0) (resp. (E)). On
sait que(S0) est de dimension 2.

Le syst̀eme lińeaire d’ordre 1 associé à (E0) est

(S0) Y ′ = A(x)Y avec A(x) =

(
0 1

−q(x) −p(x)

)

et celui associé à (E) est

(S) Y ′ = A(x)Y +B(x) avec B(x) =

(
0

f(x)

)

Si une fonctiony : I → K de classeC2 est solution de (E0) (resp. de (E)) la fonction vectorielleY =

(
y
y′

)

est solution

de (S0) (resp. de (S)). Ŕeciproquement, siY : I → K2 est solution de (S0) (resp. de (S)), la fonctionY est de la forme

Y =

(
y
y′

)

ety est solution de (E0) (resp. de (E)).

L’ énonće du th́eor̀eme de Cauchy-Lipschitz devient
Pour toutx0 ∈ I et (y0, y′0) ∈ K

2 il existe une solutionϕ de (E) et une seuule définie surI tout entier et telle queϕ(x0) = y0
etϕ′(x0) = y′0.

En particulier, pour toutx0 ∈ I, l’applicationS0 → K2 qui àϕ associe(ϕ(x0), ϕ′(x0)) est un isomorphisme deS0 surK2.

15.4.2 Méthode de variation des constantes

Soit (u, v) une base de solutions de (E0). Les fonctionsU =

(
u
u′

)

et V =

(
v
v′

)

forment une base de l’espace des

solutions de(S0) dont le wronskien est
w = det(U, V ) = uv′ − u′v

Dans ce cas particulier, puisqueu etv sont solutions de (E0) on a de suite

w′ = uv′′ − u′′v = u(−pv′ − qv)− (−pu′ − qu)v = −pw

et donc

w(x) = w(x0) exp

(

−
∫ x

x0

p(s)ds

)

Soitψ : I → K de classeC2 etΨ =

(
ψ
ψ′

)

. Le lemme 15.2.2 garantit l’existence de deux fonctionsλ etμ deI dansK de

classeC1 telles queΨ = λU + μV soit {
ψ = λu+ μv
ψ′ = λu′ + μv′

ce quiéquivautà {
ψ = λu+ μv
0 = λ′u+ μ′v

On en d́eduit
ψ′′ + pψ′ + qψ = λ′u′ + μ′v′
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Par conśequent,ψ est solution de (E) ssiψ = λu+ μv avec

∀x ∈ I

{
λ′(x)u(x) + μ′(x)v(x) = 0
λ′(x)u′(x) + μ′(x)v′(x) = f(x)

Pour toutx deI, le syst̀eme lińeaire aux inconnuesλ′(x), μ′(x) est de Cramer. Son déterminant n’est autre que le wronskien
w(w) = u(x)v′(x)− u′(x)v(x) 6= 0. On obtient de suite

λ′(x) = −
f(x)v(x)

w(x)
; μ′(x) =

u(x)f(x)

w(x)

D’où

λ(x) = −
∫ x

x0

f(t)v(t)

w(t)
dt+ a ; μ(x) =

∫ x

x0

u(t)f(t)

w(t)
dt+ b

a et b étant des constantes arbitraires. En particulier, la solutionψ0 de (E) nulle enx0 ainsi que sa d́erivée est donńee par

ψ0(x) =

∫ x

x0

u(t)v(x)− u(x)v(t)
u(t)v′(t)− u′(t)v(t)

f(t)dt

Remarquons que puisqueψ′ = λu′ + μv′, on a en prime, sans utiliser de théror̀eme de d́erivation sous le signe somme

ψ′0(x) =

∫ x

x0

u(t)v′(x)− u′(x)v(t)
u(t)v′(t)− u′(t)v(t)

f(t)dt

La solution ǵeńerale de (E) est alorsψ = ψ0 + au+ bv, a et b étant des constantes arbitraires.

Exemple

Consid́erons l’́equation (E) y′′ + y = 2
cos3 x

sur l’intervalleI = ] − π
2 ,
π
2 [ .

L’ équation lińeaire associée esty′′ + y = 0. Une base de solutions est(u, v) avecu(x) = cosx etv(x) = sin x. Le wronskien
est constant́egalà 1. On cherche une solution particulière de l’́equation (E) sous la formeψ(x) = λ(x) cosx+ μ(x) sinx en
imposant

λ′(x) cosx+ μ′(x) sinx = 0

De sorte queψ′(x) = −λ(x) sinx+ μ(x) cosx. On d́erive et on reporte dans l’équation (E). On obtient

−λ′(x) sinx+ μ′(x) cosx =
2

cos3 x

En ŕesolvant le système de Cramer forḿe par les deux dernièreséquations, il vient

λ′(x) = −
2 sinx

cos3 x
; μ′(x) =

2

cos2 x

On peut choisir

λ(x) = −
1

cos2 x
et μ(x) = 2 tan x

ce qui donne une solution particulière de (E) :

ψ(x) = −
1

cosx
+ 2
sin2 x

cosx
= −
cos 2x

cosx

La solution ǵeńerale de (E) surI est doncx→ −cos 2xcosx + a cosx+ b sinx , a et b étant des constantes arbitraires.

15.4.3 Cas òu l’on connait une solution ne s’annulant jamais de l’́equation homog̀ene

Supposons queu : I → K soit une solution de l’́equationy′′+p(x)y′+ q(x)y = 0 telle que∀x ∈ I u(x) 6= 0. Soitψ : I → K

de classeC2. Puisqueu est de classeC2 et ne s’annule pas, la fonctionz = ψ
u est aussi de classeC2. On peut donc poser

ψ = uz avecz de classeC2. En d́erivant, il vientψ′ = u′z + uz′,; ψ′′ = u′′z + 2u′z′ + uz′′. On a donc

ψ′′ + pψ′ + qψ = (u′′ + pu′ + qu)z + (2u′ + pu)z′ + uz′′ = (2u′ + pu)z′ + uz′′

Doncψ est solution de (E) ssi(2u′ + pu)z′ + uz′′ = f ce qui s’́ecrit aussi puisqueu ne s’annule pas

z′′ +

(

2
u′

u
+ p

)

z′ = f

On est donc ramené à uneéquation lińeaire du premier ordre en la fonction inconnuez′. On trouve ensuitez par quadrature.
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15.4.4 Propríetésélémentaires des źeros des solutions

On prend iciK = R. On consid́ere l’équation (E0) : y′′ + p(x)y′ + q(x)y = 0 où p et q sont des fonctions continues définies
surI à valeursr éelleset onétudie les solutions réelles de cettéequation.

PROPOSITION 15.4.1
Soitu une solution non identiquement nulle de (E0). Les źeros deu sont isoĺes.

preuve
Soitx0 ∈ I tel queu(x0) = 0. On a

u′(x0) 6= 0

En effet, dans le cas contraire,u serait une solution telle queu(x0) = u′(x0) = 0. Or d’apr̀es le th́eor̀eme de Cauchy, la
fonction nulle est l’unique solution qui vérifie cette condition initiale etu est suppośee non nulle.
On a alorsu(x) = (x− x0)(u′(x0) + ε(x)) avec lim

x→x0
ε(x) = 0. Soitη > 0 tel que|x− x0| < η ⇒ |ε(x)| < |u′(x0)|. Pour

x ∈]x0 − η, x0 + η[ etx 6= x0, on au(x) 6= 0.

En fait, dans]x0 − η, x0 + η[ , u(x) est du signe deu′(x0)(x− x0). Doncu change de signe enx0.

COROLLAIRE 15.4.1
Soit u une solution non identiquement nulle de (E0). u n’a qu’un nombre fini de źeros dans tout intervalle compact contenu
dansI.

preuve
SoitK = [a, b] ⊂ I etZ = {x ∈ I | u(x) = 0}. L’ensembleZ est ferḿe dansI, doncZK = Z ∩ K est ferḿe dansK
compact, donc est compact. Or un compact formé de points isoĺes est fini.�

COROLLAIRE 15.4.2
Soitu une solution non identiquement nulle de (E0). L’ensembleZ des źeros deu est au plus d́enombrable.

preuve
Si I est compact,Z est fini. SinonI peut s’́ecrire comme ŕeunion d’une suite d’intervalles compactsKn (le vérifier !). On a
alorsZ =

⋃

n>0
(Z∩Kn) et chacun desZ∩Kn est fini. Or une ŕeunion d́enombrable d’ensembles finis est au plus dénombrable.�

COROLLAIRE 15.4.3
Soitu une solution non identiquement nulle de (E0) sur un intervalleI de la formeI = [a, b[ , b 6 +∞. Siu a une infinit́e de
zéros surI on peut les nuḿeroter en une suite strictement croissante(xj)j>0.

preuve
Soit(bn)n>0 une suite strictement croissante de points deI de limiteb avecb0 = a. SoitIn = [b0, bn]. u n’a qu’un nombre fini
(éventuellement nul) de zéros dansIn, donc aussi dansJn = In \ In−1 pourn > 1. Soitmn le nombre de źeros deu dansJn
etm0 le nombre de źeros deu dansI0. On nuḿerote les źeros deu dansI0 de manìere croissante enx0 < x1 < ∙ ∙ ∙ < xm0−1,
les źeros deu dansJ1 enxm0 < ∙ ∙ ∙ < xm0+m1−1 etc...

Remarque
SiA est un sous ensemble dénombrable deR+ par exemple, on peut toujours numéroter leśeléments deA en une suite(an),
par d́efinition d’un ensemble d́enombrable. Mais il n’est pas toujours possible de le faire de manière croissante comme le
prouve l’exemple deQ+.

PROPOSITION 15.4.2
Soientu etv deux solutions ind́ependantes de (E0) surI.
1. u etv n’ont pas de źeros communs.
2. Sia et b sont deux źeros conśecutifs deu, il existe un źero dev dans l’intervalle]a, b[.

preuve
1. Toute solution de (E0), est combinaison lińeaire deu etv. Si on avaitu(x0) = v(x0) = 0 pour unx0 ∈ I, toute solution de
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(E0) s’annulerait enx0 ce qui est en contradiction avec le théor̀eme de Cauchy.
2. Supposonsu(a) = u(b) = 0 aveca < b etu(x) 6= 0 poura < x < b. La fonctionu garde un signe constant sur l’intervalle

]a, b[. Quitte à remplaceru par−u, on peut supposeru(x) > 0 poura < x < b. Commeu′(a) = lim
x→a
x>a

u(x)− u(a)
x− a on a

u′(a) > 0. Par ailleurs on sait queu′(a) 6= 0 doncu′(a) > 0 et de m̂emeu′(b) < 0.
Consid́erons alors le wronskienw(x) = u(x)v′(x) − u′(x)v(x). On aw(a) = −u′(a)v(a) et w(b) = −u′(b)v(b). Or w
ne s’annule pas, donc est de signe constant sur[a, b]. On en d́eduitw(a)w(b) > 0 doncu′(a)u′(b)v(a)v(b) > 0. Comme
u′(a)u′(b) < 0, il vient v(a)v(b) < 0 doncv s’annule entrea et b.

15.4.5 Exemples de ḿethode de ŕesolution

Nous allons passer en revue différentes ḿethodes de résolution sur un exemple, l’équation

(E) 4xy′′ + 2y′ − y = 0

Notons d’abord que le th́eor̀eme de Cauchy-Lipschitz s’applique surR∗+ et surR∗−.

1. Utilisation de śeries entìeres

Nous allons rechercher les solutions de (E) développables en série entìere.
• Soitf(x) =

∑

n>0
anx

n la somme d’une śerie entìere de rayon de convergenceR > 0. Pourx ∈]−R,R[ on a

4xf ′′(x) + 2f ′(x)− f(x) =
∑

n>0

4(n+ 1)nan+1x
n +

∑

n>0

2(n+ 1)an+1x
n −

∑

n>0

anx
n

=
∑

n>0

[2(n+ 1)(2n+ 1)an+1 − an]x
n

f est solution de (E) ssi la suite(an) vérifie la relation de ŕecurrence (R) ∀n ∈ N an+1 =
1

(2n+ 1)(2n+ 2)
an

• Si a0 = 0 la relationR impliquean = 0 pour toutn. Poura0 6= 0 fixé la relation(R) définit une suite unique dont tous les
termes sont non nuls. L’application de la règle de d’Alembert prouve que la série entìere associéeà un rayon de convergence
infini et donc que la sommef de cette śerie est solution surR de (E).
• Un calcul imḿediat donnean = 1

(2n)!
a0. Poura0 = 1, on obtientf0(x) =

∑

n>0

xn

(2n)!
. Il vient

f0(x) =






∑

n>0

(
√
x)2n

(2n)!
= cosh

(√
x
)

si x > 0

∑

n>0
(−1)n (

√
−x)2n

(2n)!
= cos

(√
−x
)

si tx0

1 si x = 0

(E) admet donc des solutions développables en série entìere surR tout entier. L’ensembleD des solutions d́eveloppables en
série entìere de (E) forme donc un espace vectoriel de dimension 1 engendré par la fonctionf0.

2. Méthode de variation d’une constante (15.4.3)

PosonsI = R∗+. La fonctionϕ(x) = cosh(
√
x) est une solution de (E) surI qui ne s’annule pas. On peut donc chercher les

solutionsy de (E) surI sous la formey = zϕ. Il vient

4xy′′ + 2y′ − y = 4x(z′′ϕ+ 2z′ϕ′ + zϕ′′) + 2(z′ϕ+ zϕ′)− zϕ = 4xϕz′′ + (8xϕ′ − 2ϕ)z′

doncy est solution de (E) surI ssiz est solution de l’́equation

z′′ +

(

2
ϕ′(x)

ϕ(x)
−
1

2x

)

z′ = 0
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d’où

z′(x) = C

√
x

ϕ(x)2
= C

√
x

cosh2(
√
x)

et z(x) =
C

2
tanh(

√
x) +D

oùC etD sont des constantes.
On en d́eduit les solutions de (E) surR∗+:

f(x) = A sinh(
√
x) +D cosh(

√
x) , A,D constantes

3. Utilisation de changement de variables

PosonsJ = R∗−. On dispose d’une solution surJ , la fonctionψ(x) = cos(
√
−x). Nous allons ŕesoudre l’́equation surJ au

moyen du changement de variablest =
√
−x. Plus pŕeciśement, l’applicationθ : R∗− → R∗+ définie parθ(x) =

√
−x est un

C∞ diff éomorphisme qui induit une bijectionΘ : C2(R∗+,R)→ C2(R∗−,R) définie parΘ(g) = g ◦ θ la bijection ŕeciproque
étantΘ−1(f) = f ◦ θ−1 où θ−1(t) = −t2.
Soitf ∈ C2(R−,R) etF = f ◦ θ−1. Posonst = θ(x) =

√
−x. On aθ′(x) = − 1

2
√
−x
= − 12t d’où

f(x) = F (θ(x)) = F (t)

f ′(x) = F ′(θ(x))θ′(x) = −
1

2t
F ′(t)

f ′′(x) =

(
1

2t2
F ′(t)−

1

2t
F ′′(t)

)

θ′(x) = −
1

2t

(
1

2t2
F ′(t)−

1

2t
F ′′(t)

)

=
1

4t2
F ′′(t)−

1

4t3F ′(t)

4xf ′′(x) + 2f ′(x)− f(x) = −F ′′(t)− F (t)

Doncf est solution de (E) surR∗− ssiF est solution surR∗+ dey′′ + y = 0 ce qui donneF (t) = A cos t+ B sin t, avecA,B
constantes. Les solutions surR∗− de (E) sont donc les fonctions

f(x) = A cos
(√
−x
)
+B sin

(√
−x
)

4. Raccordements

Pour finir, cherchons les solutions surR de (E). On sait d́ejà que les fonctionsλf0 , λ ∈ R sont solutions. Soitu une solution
surR de (E). La restriction deu àR∗+ (resp.àR∗−) est solution surR∗+ (resp. surR∗−). Donc il existe des constantesA,B,C,D
telles que

u(x) =

{
A cos

(√
−x
)
+B sin

(√
−x
)

si x < 0

C cosh
(√
x
)
+D sinh

(√
x
)

si x > 0

La continuit́e deu en 0 impliqueA = C. Mais la fonctionv = u−Af0 est solution surR. Or dans un voisinagèa droite (resp.
à gauche) de 0, on av(x) ∼ D

√
x (resp.v(x) ∼ B

√
−x). Commev doit être d́erivable en 0, on en déduit (en regardant le

taux d’accroissement dev) que ńecessairementB = D = 0.

Finalement, les seules solutions surR de (E) sont les fonctionsλf0, λ ∈ R.

15.5 Appendice :preuve du th́eorème de Cauchy

Cette d́emonstration n’est pas au programme. Mais c’est un bon exercice sur l’utilisation de suites de fonctions.

E est unK espace vectoriel de dimension finie et on se donneA : I → L(E) etB : I → E continues.

1. Soitϕ : I → E continue. On a l’́equivalence

ϕ solution deY ′ = A(t)Y +B(t)
ϕ(t0) = Y0

}

⇔ ∀t ∈ I ϕ(t) = Y0 +

∫ t

t0

(
A(s)Y (s) +B(s)

)
ds

En effet, siϕ est solution de (S) v́erifiantϕ(t0) = Y0 ϕ estC1 donc

ϕ(t) = ϕ(t0) +

∫ t

t0

ϕ′(x)ds = Y0 +

∫ t

t0

(
A(s)ϕ(s) +B(s)

)
ds
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Réciproquement, siϕ : I → E est une fonction continue vérifiant

(S′) ϕ(t) = Y0 +

∫ t

t0

(
A(s)ϕ(s)(s) +B(s)

)
ds

puisque la fonction sous le signe intégrale est une fonction continue des, ϕ estC1 etϕ′(t) = A(t)ϕ(t) + B(t) pour toutt ∈ I. D’autre
part, on a manifestementϕ(t0) = Y0.
Donc ŕesoudre le problème de Cauchy considéŕe surI revientà chercher une fonction continueI → E vérifiant (S’).

2. Existence :
On va utiliser la ḿethode des approximations successives : on définit une suite de fonctionsϕn : I → E en posantϕ0(t) = 0 pour toutt et
pourn > 0

∀t ∈ I ϕn+1(t) = Y0 +

∫ t

t0

(
A(s)ϕn(s) +B(s)

)
ds

• La suite(ϕn) est uniforḿement convergente sur tout compact deI. En effet, soitK = [a, b] un intervalle compact contenu dansI et
contenantt0. MunissonsE d’une norme‖ ‖ etL(E) de la norme subordonnée que nous noterons aussi‖ ‖. Posons

C = sup
t∈K
‖A(t)‖ M = sup

t∈K
‖ϕ1(t)− ϕ0(t)‖

Ces quantit́es existent puisque les fonctionst → ‖A(t)‖ et t → ‖ϕ1(t)− ϕ0(t)‖ sont continues sur le compactK. (Avec le choix fait ici
deϕ0 on aM = ‖Y0‖).
Montrons par ŕecurrence surn ∈ N∗ que

∀t ∈ K ‖ϕn(t)− ϕn−1(t)‖ 6M
(C|t− t0|)n−1

(n− 1)!

Cette relation est v́erifiée pourn = 1 par d́efinition deC etM . Supposons láetablie pour un entiern. On a

ϕn+1(t)− ϕn(t) =
∫ t

t0

[
A(s)

(
ϕn(s)− ϕn−1(s)

)]
ds

d’où

‖ϕn+1(t)− ϕn(t)‖ 6

∣
∣
∣
∣

∫ t

t0

‖A(s)‖ ‖ϕn(s)− ϕn−1(s)‖ ds

∣
∣
∣
∣ 6

∣
∣
∣
∣

∫ t

t0

C
(C|s− t0|)n−1

(n− 1)!
ds

∣
∣
∣
∣ =M

(C|t− t0|)n

n!

Si on notè la longueur de l’intervalle compactK, on en d́eduit

∀t ∈ K ‖ϕn(t)− ϕn−1(t)‖ 6M
(C`)n−1

(n− 1)!

On en d́eduit la convergence normale, donc uniforme de la série de fonctions de terme géńeralϕn − ϕn−1 et par conśequent la convergence
uniforme de la suite des sommes partiellesϕn.

• La suite(ϕn) converge donc uniforḿement sur tout compactK deI vers une fonctionϕ : I → E continue.
Sur l’intervalle compactK consid́eŕe ci dessus, la suiteψn = Aϕn + B converge uniforḿement versψ = Aϕ+ B. En effet, pourt ∈ K,
on a‖ψ(t)− ψn(t)‖ 6 ‖A(t)‖ ‖ϕ(t)− ϕn(t)‖ 6 C sup

t∈K
‖ϕ(t)− ϕn(t)‖ qui tend vers 0 quandn tend vers l’infini. Par conśequent

∫ t
t0
ψn(s)ds converge vers

∫ t
t0
ψ(s)ds. Deϕn+1(t) = Y0 +

∫ t
t0
ψn(s)ds on d́eduit, pour toutt ∈ K

ϕ(t) = Y0 +

∫ t

t0

ψ(s)ds = Y0 +

∫ t

t0

(
A(s)(ϕ(s) +B(s))

)
ds

Ceci a lieu pour tout intervalle compactK contenu dansI et contenantt0. L’ égalit́e obtenue est donc vrai pour toutt ∈ I.

3. Unicité
Soientϕ2 et ϕ1 deux solutions surI de (S) telles queϕ1(t0) = ϕ2(t0) et h = ϕ2 − ϕ1. On a donch(t) =

∫ t
t0
A(s)h(s)ds. SoitK

un intervalle compact contenu dansI et contenantt0. Posonsm = sup
t∈K
‖h(t)‖. On d́emontre comme au point 2., par récurrence surn

l’in égalit́e

∀t ∈ K ‖h(t)‖ 6 m
(C|t− t0|)n

n!

Le second membre tend vers 0 quandn tend vers l’infini, donch(t) = 0 pour toutt ∈ K. Par conśequent,K étant arbitraireh = 0.
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16

Syst́emes diff́erentiels linéairesà coefficients
constants

K = R ouC.

16.1 Exponentielle d’endomorphisme

16.1.1 D́efinition générale de l’exponentielle

Rappelons qu’uneK-algèbre de Banach est uneK-algèbreA associative, unitaire, norḿee compl̀ete et dont la norme vérifie
∀u, v ∈ A ‖vu‖ 6 ‖v‖ ‖u‖ et ‖1A‖ = 1. L’exemple qui nous sera utile dans la suite estA = Mn(K) muni d’une norme
sous-multiplicative ouA = L(E) où E est unK-evn de dimension finie, la norme deL(E) étant la norme subordonnéeà la
norme deE.

THEOREME 16.1.1
SoientA une alg̀ebre de Banach. La série de terme ǵeńeral 1

n!
un converge pour toutu ∈ A et converge normalement sur tout

sous ensemble borné deA. Sa somme est appelée exponentielle deu et not́eeexp(u).

Par convention dans ceténonćeu0 = 1A. Dans ce chapitre, on réservera la notationez à l’exponentielle complexe.

preuve

SoitR > 0. Pour‖u‖ 6 R on a‖un‖ 6 ‖u‖n 6 Rn donc
∥
∥
∥u

n

n!

∥
∥
∥ 6 Rn

n!
qui est le terme ǵeńeral d’une śerie nuḿerique

convergente, d’òu la convergence normale annoncée. CommeA est compl̀ete, toute śerie absolument convergente d’éléments
deA est convergente.�

Notons que siλ ∈ K, on aexp(λ1A) = eλ1A.

COROLLAIRE 16.1.1
L’applicationexp : A→ A est continue.

C’est la somme d’une série de fonctions continues (u→ un/n!) normalement convergente sur tout compact.

Dans la suite, pourx ∈ A oux ∈ K on poseraSn(x) =
k=n∑

k=0

xk

k!
.

PROPOSITION 16.1.1
Pour toutu ∈ A et toutP ∈ K[X], P (u) et exp(u) commutent.

preuve
On a pour toutn, uSn(u) = Sn(u)u doncu exp(u) = exp(u)u. On utilise ici la continuit́e des applications lińeairesv → uv
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et v → vu, continuit́e qui ŕesulte des ińegalit́es‖uv‖ 6 ‖u‖ ‖v‖ et ‖vu‖ 6 ‖u‖ ‖v‖. Puisqueu commute avecexp(u), il en
est de m̂eme de toute puissance deu, et de tout polyn̂ome enu.

THEOREME 16.1.2
Soientu, v ∈ A tels queuv = vu. On aexp(u+ v) = exp(u) exp(v).

preuve
PosonsTn = {(i, j) |0 6 i 6 n, 0 6 j 6 n, i+ j > n}. Puisqueu et v commutent, on peut calculer(u+ v)k au moyen de
la formule du bin̂ome. Il vient,

Sn(u+ v)− Sn(u)Sn(v) =
k=n∑

k=0

1

k!

(
r=k∑

r=0

Crku
rvk−r

)

−

(
i=n∑

i=0

ui

i!

)


j=n∑

j=1

vj

j!





=
∑

r+s6n

ur

r!

vs

s!
−
∑

06i6n
06j6n

ui

i!

vj

j!

=
∑

(i,j)∈Tn

ui

i!

vj

j!

On en d́eduit

‖Sn(u+ v)− Sn(u)Sn(v)‖ 6
∑

(i,j)∈Tn

‖u‖i

i!

‖v‖j

j!

La second membre, par le même calcul que ci dessus vautSn(‖u‖ + ‖v‖) − Sn(‖u‖)Sn(‖v‖). Quandn tend vers l’infini, il
tend verse‖u‖+‖v‖ − e‖u‖e‖v‖ = 0 d’apr̀es les propríet́es d́ejà établies de l’exponentielle réelle.

COROLLAIRE 16.1.2
Pour toutu ∈ A, exp(u) est inversible d’inverseexp(−u).

En effet,u et−u commutent etexp(0A) = 1A.

16.1.2 Exponentielle d’endomorphismes

Dans la suiteE est unK-espace vectoriel de dimension finien, B = (e1, . . . , en) est une base deE. On munitE d’une norme
etL(E) de la norme subordonnée.
On munit aussiMn(K) de la norme subordonnéeà une norme deKn. Une telle norme est sous-multiplicative i.e. telle que
‖PQ‖ 6 ‖P‖ ‖Q‖ pour toutesP,Q ∈Mn(K).
L’applicationu→ MatB(u) deL(E) dansMn(K) est un isomorphisme lińeaire. CommeL(E) est de dimension finie elle est
continue.L(E) etMn(K) sont des alg̀ebres de Banach.

Lemme 16.1.1
1. Soitu ∈ L(E) etM = MatB(u). AlorsMatB(exp(u)) = exp(M).
2. SoientA ∈Mn(K) etP ∈ GL(n,K). On aexp(P−1AP ) = P−1 exp(A)P .

En effet, pour toutp on aMatB(Sp(u)) = Sp(M). La conclusion en ŕesulte en prenant la limite quandp tend vers l’infini et
en utilisant la continuit́e de l’applicationu→ MatB(u). De m̂eme, on d́eduit 2. de l’́egalit́eSp(P−1AP ) = P−1Sp(A)P .

THEOREME 16.1.3
Soitu ∈ L(E).
1. L’applicationϕ : R→ L(E) définie parϕ(t) = exp(tu) est un morphisme du groupe(R,+) dans le groupe(GL(E), ◦).
2. L’applicationϕ est de classeC1 et∀t ∈ R ϕ′(t) = u ◦ exp(tu) = exp(tu) ◦ u.
On a unénonće analogue pourt→ exp(tA) quandA ∈Mn(K).
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preuve
1. Pourt, s ∈ R, su et tu commutent doncϕ(t+ s) = exp((t+ s)u) = exp(tu) exp(su) = ϕ(t)ϕ(u).
2. Montrons queϕ est d́erivable en 0 avecϕ′(0) = u. On a

ϕ(t)− ϕ(0)
t

− u =
1

t
(exp(tu)− Id)− u =

∑

n>2

tn−1

n!
un = tH(t)

avecH(t) =
∑

n>0

tn

n!
un+2. Pour|t| 6 1 on a‖H(t)‖ 6

∑

n>0

1
n!
‖u‖n+2 qui est une constante, donclim

t→0
tH(t) = 0 ce qui

prouve la conclusion.
Maintenant, sit0 ∈ R on a

1

t− t0
(exp(tu)− exp(tu0)) =

(
1

t− t0
exp((t− t0)u)− id

)

exp(t0u)

quantit́e qui tend versu exp(t0u) quandt tend vers 0.

Ce th́eor̀eme admet une réciproque

THEOREME 16.1.4
Soitϕ : R→ GL(E) un morphisme de classeC1 etu = ϕ′(0). On a pour toutt ∈ R, ϕ(t) = exp(tu).

preuve
On aϕ(s+ t0) = ϕ(t0)ϕ(s) = ϕ(s)ϕ(t0) donc en d́erivant par rapport̀as ens = 0, ϕ′(t0) = ϕ(t0)ϕ′(0) = ϕ′(0)ϕ(t0), donc
pour toutt ∈ R ϕ′(t) = ϕ(t)u = uϕ(t).
Posonsψ(t) = exp(−tu)ϕ(t). ψ estC1 cart→ exp(−tu) etϕ le sont. On aψ′(t) = − exp(−tu)uϕ(t) + exp(−tu)ϕ′(t) =
exp(−tu)

(
− uϕ(t) + ϕ′(t)

)
= 0 doncψ est constante surR, ψ(t) = ψ(0) = Id etϕ(t) = exp(tu).

EXEMPLE 16.1.1

SoitJ =

(
0 −1
1 0

)

. On a, pour toutt ∈ R

exp(tJ) =

(
cos t − sin t
sin t cos t

)

Premìere preuve
On aJ2 = −I2 doncJ2k = (−1)kI2 etJ2k+1 = J2kJ = (−1)kJ . On en d́eduit

S2n(tJ) =

(
k=n∑

k=0

(−1)k
t2k

(2k)!

)

I2 +

(
n∑

k=1

(−1)k−1
t2k−1

(2k − 1)!

)

J

d’où le ŕesultat en prenant la limite quandn tend vers l’infini.
Deuxìeme preuve
On identifieR2 orient́e muni de sa structure euclidienne usuelle avecC. L’endomorphismeu deR2 de matriceJ dans la base
canonique devient la muntiplication pari : u(z) = iz donc l’endomorphisme associé à tJ esttu : z → itz. Par conśequent
Sn(u)(z) = Sn(it)z et en prenant la limiteexp(tu)(z) = eitz. Doncexp(tu) est la rotation d’anglet. Sa matrice,exp(tJ)
dans la base canonique est donc la matrice indiquée.

16.1.3 Exponentielle d’endomorphismes : propríetés alǵebriques

Soitu ∈ L(E). Tout polyn̂ome enu commute avecexp(u), donc les espaces propres et les espaces caractéristiques deu sont
stables parexp(u).

THEOREME 16.1.5
Soientu ∈ L(E) etλ ∈ K une valeur propre deu. Alorseλ est valeur propre deexp(u) etker(u−λId) ⊂ ker(exp(u)−eλid).
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preuve
Si v ∈ ker(u − λId) on aup(v) = λpv pour tout entierp, doncSn(u)(v) = Sn(λ)v. Pourv fixé, l’applicationL(E) → E
qui àf associef(v) est continue donclim

n→∞

(
Sn(u)(v)

)
= lim

n→∞

(
Sn(u)

)
(v) = exp(u)(v). CommeSn(λ)v tend verseλv, le

résultat est prouv́e.

THEOREME 16.1.6
Soitu ∈ L(E) dont le polyn̂ome caract́eristiqueχu est scind́e surK.

Si χu(X) =
j=r∏

j=1

(λj −X)mj alorsχexp(u) =
j=r∏

j=1

(
eλj −X

)mj

preuve
Dans une baseB convenable, la matriceT deu est triangulaire suṕerieure avec une diagonaleégaleà

(
λ1, . . . , λ1︸ ︷︷ ︸
m1 fois

, ∙ ∙ ∙ , λr, . . . , λr︸ ︷︷ ︸
mr fois

)

La matriceSn(T ) deSn(u) dans la m̂eme base est triangulaire supérieure avec une diagonaleégaleà
(
Sn(λ1), . . . , Sn(λ1)︸ ︷︷ ︸

m1 fois

, ∙ ∙ ∙ , Sn(λr), . . . , Sn(λr)︸ ︷︷ ︸
mr fois

)

En prenant la limite, la matriceexp(T ) deexp(u) est triangulaire suṕerieure avec une diagonaleégaleà
(
eλ1 , . . . , eλ1
︸ ︷︷ ︸

m1 fois

, ∙ ∙ ∙ , eλr , . . . , eλr
︸ ︷︷ ︸

mr fois

)

d’où la conclusion.

COROLLAIRE 16.1.3
Soitu ∈ L(E). On adet(exp(u)) = etr(u).

preuve
SoientB une base deE etA = MatB(u) ∈ Mn(K). On peut appliquer le th́eor̀eme qui pŕec̀ede en consid́erantA comme
appartenant̀aMn(C). On en d́eduitdet(exp(u)) = det(exp(A)) = etr(A) = etr(u).

THEOREME 16.1.7
Soientu ∈ L(E) dont le polyn̂ome caract́eristique est scind́e surK et u = D + N la décomposition de Dumford deu. La

décomposition de Dunford deexp(u) estΔ+ ν avecΔ = exp(D) etν = exp(D)(exp(N)− In) avecexp(N) =
β−1∑

k=0

1
k!
Nk

où β est l’indice de nilpotence deN .

preuve
Par hypoth̀eseD etN commutent, doncexp(u) = exp(D) exp(N). On peut donćecrire

exp(u) = exp(D) + exp(D)
(
exp(N)− In

)

• Il existe une baseB telle queMatB(D) soit diagonale, soitdiag(λ1, . . . , λn). AlorsMatB(exp(D)) = exp (MatB(D)) =
diag(eλ1 , . . . , eλn) doncΔ = exp(D) est diagonalisable.

• CommeNβ = 0 on aexp(N) =
β−1∑

k=0

1
k!
Nk doncexp(N)−In = NM avecM = I+ 1

2!
N + ∙ ∙ ∙+ 1

(β − 1)!N
β−1. Comme

N etM commutent,
(
exp(N)− In

)β
= NβMβ = 0 donc(exp(N)− In) est nilpotente.

Ensuite,D etN commutent, doncexp(D) etexp(N) aussi, doncexp(D) commute avecexp(N)−In. Comme pŕećedemment,
on en d́eduit que leur produit est nilpotent, d’indice de nilpotence au plusβ.
• Enfin,exp(D) et exp(D)

(
exp(N)− In

)
commutent.�

COROLLAIRE 16.1.4
Soitu ∈ L(E) dont le polyn̂ome caract́eristique est scind́e surK. exp(u) est diagonalisable ssiu est diagonalisable.
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preuve
exp(u) diagonalisable⇔ ν = 0 ⇔ exp(D)

(
exp(N) − In

)
= 0 ⇔ exp(N) = In carexp(D) est inversible. Le corollaire

sera prouv́e si on montre queexp(N) = In ⇔ N = 0. SupposonsN 6= 0. L’ordre de nilpotenceβ est donc au moinśegalà 2.
C’est alors un exercice classique de montrer que(N,N2, . . . , Nβ−1) est un syst̀eme libre. Il en ŕesulte queexp(N)−In 6= 0.�

16.2 Syst̀emes diff́erentiels linéaires du premier ordre à coefficients constants

16.2.1 Syst̀eme homog̀ene

Dans cette partie, on considère unK-ev de dimension finieE, A ∈ L(E) et le syst̀eme diff́erentielY ′ = AY . Bien entendu,
tous les th́eor̀emes du chapitre préćedent s’appliquent, mais on a ici des résultats plus pŕecis.
PourA ∈ L(E) etv ∈ E on noteraAv pourA(v).

THEOREME 16.2.1 (Théorème de Cauchy)
SoientA ∈ L(E), t0 ∈ R, Y0 ∈ E. Le syst̀emeY ′ = AY admet une unique solutionϕ surR vérifiantϕ(t0) = Y0. Elle est
donńee par

ϕ(t) = exp
(
(t− t0)A

)
Y0

preuve
Soitϕ(t) = exp

(
(t− t0)A

)
Y0. On aϕ(t0) = Y0 et en utilisant le th́eor̀eme 16.1.3ϕ′(t) = A exp

(
(t− t0)A

)
Y0 = Aϕ(t). Si

ψ est une solution v́erifiantψ(t0) = Y0 on d́eriveh(t) = exp
(
−(t−t0)A

)
ψ(t). Il vient h′(t) = exp

(
−(t−t0)A

)
(−Aψ(t)+

ψ′(t)) = 0 donc∀t h(t) = h(t0) = Y0 et doncψ(t) = exp
(
(t− t0)A

)
Y0.

Remarques

1. Siϕ est une solution quelconque deY ′ = AY et siY0 = ϕ(0) on aϕ(t) = exp(tA)Y0 par unicit́e.

2. SoientB = (u1, . . . , un) une base deE etϕj(t) = exp(tA)uj . (ϕ1, . . . , ϕn) est une base de soluions deY ′ = AY .

3. SoitA ∈ Mn(K). Les colonnes de la matriceexp(tA) forment une base de solutions du systèmeY ′ = AY . En effet, la
i-ième colonne de cette matrice estexp(tA)ej où (e1, . . . , en) est la base canonique deMn(K).

4. SoitA ∈ Mn(K) et (ϕ1, . . . , ϕn) une base de solutions deY ′ = AY . SoitW (t) = Mat(ϕ1(t), . . . , ϕn(t)) la matrice
dont les colonnes sont lesϕj(t). On a en utilisant la remarque 1.W (t) = exp(tA)W (0) doncexp(tA) = W (t)W (0)−1. La
connaissance d’une base de solutions du système permet donc de calculerexp(tA).

5. SiA est diagonalisable, et si on choisit pourB une base de vecteurs propres deA : Aej = λjuj , on obtient une base de
solutions deY ′ = AY : ϕ1(t) = eλ1tu1, . . . , ϕn(t) = eλntun.

16.2.2 Structure de l’ensemble des solutions

Commençons paŕetudier le cas particulier où A = λId + ν avecν ∈ L(E) nilpotent. On aexp(tA) = eλt exp(tν) =

eλt
(

Id+ tν + ∙ ∙ ∙+ tβ−1

(β − 1)!ν
β−1

)

où β est l’indice de nilpotence deν. En posantYj = νj(Y0), on obtient la solution qui

prend la valeurY0 pourt = 0 :

Y (t) = eλt
(

Y0 + tY1 + ∙ ∙ ∙+
tβ−1

(β − 1)!
Yβ−1

)

DEFINITION 16.2.1
Nous dirons qu’une fonctionF : R → E est polyn̂omiale si il existe un entierm et des vecteursV0, . . . , Vm ∈ E tels que
∀t F (t) = V0 + tV1 + ∙ ∙ ∙ tmVm. Une telleécriture est alors unique. Il revient au même de dire que les composantesFj deF
dans une base(e1, . . . , en) deE sont des fonctions polynômes usuelles de la variablet. Si F n’est pas nulle, on d́efinira son
degŕe comme le plus grand des entiersk tels queVk 6= 0. C’est aussi le maximum des degrés des composantesFj deF .

On voit donc que siA = λIn + ν avecν nilpotent d’indiceβ, toute solution deY ′ = AY est de la formeY (t) = eλtP (t) où
P est une fonction polyn̂omiale de degŕe au plusβ − 1.
Attention! Il est faux que toute fonction de cette forme soit solution du système !
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Revenons au cas géńeral et plaçons nous toujours dans le cas où le polyn̂ome caract́eristique deu est scind́e surK, ce qui est

toujours le cas siK = C. Ecrivons ce polyn̂ome sous la formeχu =
j=r∏

j=1

(λj −X)mj . SoitFj = ker(u − λjId)mj l’espace

caract́eristique associé à la valeur propreλj . On sait qu’on aE =
j=r
⊕
j=1

Fj .

NotonsAj l’endomorphisme induit parA surFj . Il est de la formeAj = λjIdAj + νj où νj est nilpotent.

SoitY0 ∈ E. On le d́ecompose enY0 = V1 + ∙ ∙ ∙+ Vr avecVj ∈ Fj . On a alors

exp(tA)Y0 =

j=r∑

j=1

exp(tA)Vj =

j=r∑

j=1

exp(tAj)Vj =

j=r∑

j=1

eλjt
(

Vj + tνj(Vj) + ∙ ∙ ∙+
tβj−1

(βj − 1)!
ν
βj−1
j (Vj)

)

Conclusion : toute solutionϕ deY ′ = AY peut s’́ecrire comme sommeϕ =
j=r∑

j=1

ϕj de solutions, chacune desϕj étantà

valeur dans l’espace caractéristiqueFj . Chacune desϕj(t) est le produit deeλjt par une fonction polyn̂omiale de degŕe au
plusdimFj − 1 = mj − 1.

16.2.3 Syst̀eme avec second membre

On se donneA ∈ L(E) fixée,I un intervalle non trivial deR,B : I → E une application continue. On considère le syst̀eme

(S) Y ′ = AY +B(t)

Si on connait une solutionψ0 : I → E de ce syst̀eme, l’ensemble des solutions est{ψ = ψ0 + ϕ ; ϕ solution deY ′ = AY }.

Méthode de variation des constantes

On va d́etailler la ḿethode en se plaçant dans le cas matriciel. Soit doncA ∈ Mn(K) etB : I → Mn,1(K) = Kn con-
tinue. Soit(ϕ1, . . . , ϕn) une base de solutions deY ′ = AY et W (t) la matrice dont les colonnes sont lesϕj : W (t) =
Mat(ϕ1(t), . . . , ϕn(t)). Pour toutt,W (t) est inversible et on aW ′(t) = AW (t). On cherche une solution particulière sous la
formeΦ(t) =W (t)Z(t) avecZ : I → Kn de classeC1. Il vientΦ′(t) =W ′(t)Z(t)+W (t)Z ′(t) = AW (t)Z(t)+W (t)Z ′(t)
doncΦ′(t)− AΦ(t) = W (t)Z ′(t) de sorte queY est solution de (S) ssiZ vérifie∀t ∈ I Z ′(t) = W (t)−1B(t). Si t0 ∈ I, on
peut choisirZ(t) =

∫ t
t0
W (s)−1B(s)ds. On obtient une solution particulière

Y0(t) =W (t)

∫ t

t0

W (s)−1(s)B(s)ds =

∫ t

t0

W (t)W (s)−1B(s)ds

Si on prend comme base de solutionsϕj(t) = exp(tA)ej où (e1, . . . , en) est la base canonique deKn, on aW (t) = exp(tA)
et

Y0(t) =

∫ t

t0

exp
(
(t− s)A

)
B(s)ds

de sorte que la solution géńerale de (S) est

Y (t) = exp(tA)X0 +

∫ t

t0

exp
(
(t− s)A

)
B(s)ds

16.3 Equations diff́erentielles linéairesà coefficients constants

16.3.1 Equation homog̀ene

Soit n > 1 un entier naturel,a0, . . . , an−1 n nombres complexes fixés ; on poseraan = 1. On introduit le polyn̂ome

P (X) =
k=n∑

k=0

akX
k qui se factorise dansC[X] enP (X) =

j=r∏

j=1

(X − λj)mj , lesλj étant deux̀a deux distincts.

On consid̀ere l’équation diff́erentielle
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(EP ) y(n) + an−1y
(n−1) + ∙ ∙ ∙+ a1y

′ + a0y = 0
L’ équationP (x) = 0 s’appelleéquation caractéristique de(EP ). Ces racines sont lesλj , de multiplicit́emj .

THEOREME 16.3.1
La solution ǵeńerale de(EP ) est donńee par

ϕ(t) =

j=r∑

j=1

eλjtpj(t)

où pj est un polyn̂ome quelconquèa coefficients complexes,de degré au plusmj − 1.

preuve
• Le syst̀eme diff́erentiel associé estY ′ = AY avec

A =










0 1 0 ∙ ∙ ∙ 0
0 0 1 ∙ ∙ ∙ 0
...

...
...

...
...

0 0 ∙ ∙ ∙ 0 1
−a0 ∙ ∙ ∙ ∙ ∙ ∙ −an−2 −an−1










et une fonctionϕ est solution deEP ssiY =








ϕ
ϕ′

...
ϕ(n−1)








est solution deY ′ = AY . Le polyn̂ome caract́eristique deA est

égal au signe près au polyn̂omeP .

• Il r ésulte de l’́etude faite au paragraphe 16.2.2 que toute solution de ce système est de la formeY =
j=r∑

j=1

Yj où Yj(t) =

eλjt
−→
P j(t) les

−→
P j étant des fonctionI → Fj ⊂ E polynomiales. En prenant la première coordonńee deY , on voit que toute

solution de(EP ) est de la forme indiqúee dans l’́enonće.
• SoitS l’espace des solutions deEP . On sait que c’est unC-ev de dimensionn.
• SoitH = Cm1−1[X] × Cm2−1[X] × ∙ ∙ ∙ × Cmr−1[X]. H est unC-ev de dimensionm1 + ∙ ∙ ∙ + mr = n. Consid́erons
enfin l’applicationΦ : H → C∞(R,C) qui à (p1, . . . , pr) associe la fonctiont → eλ1tp1(t) + ∙ ∙ ∙ + eλrtpr(t). Cette
application est lińeaire. On vient de voir queS ⊂ Φ(H). On adimS = n et dimH = n. Le th́eor̀eme du rang donne
dim(Φ(H)) = n− dimkerΦ. On en d́eduitkerΦ = {0} etS = Φ(H) ce qui est pŕeciśement ce que l’on voulait d́emontrer.

NB : Une autre preuve de ce résultat qui n’utilise pas les systémes diff́erentiels lińeaires ni l’exponentielle de matrices figure
dans le cours d’alg̀ebre (chapitre ŕeduction des endomorphismes).
Le théor̀eme de Cauchy s’applique bien entendu. Pour toutt0 ∈ R et (a0, . . . , an−1) ∈ Cn, il existe une unique solutionϕ
telle queϕ(j)(t0) = aj pour0 6 j 6 n− 1.

16.3.2 Equation avec second membre exponentielle-polynôme

Soientα ∈ C etR ∈ C[X]. On consid̀ere maintenant l’́equation

(E) y(n) + an−1y
(n−1) + ∙ ∙ ∙+ a1y

′ + a0y = e
αtR(t)

Si α est racine de l’́equation caractéristique
k=n∑

k=0

akx
k = 0 on noteram sa multiplicit́e. Sinon, on posem = 0.

THEOREME 16.3.2
Il existe une solution paticulière de (E) de la formet → eαtQ(t) où Q est un polyn̂ome etdegQ = degR +m. De plus si
m = 0, c’està dire siα n’est pas racine de l’équation caractéristique,Q est unique.

preuve
La preuve repose sur deux lemmes
Lemme 1
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Soientγ0, . . . , γn ∈ C etR ∈ C[X] de degŕe p. On suppose en outreγ0 6= 0. L’équationγny(n) + ∙ ∙ ∙ + γ1y′ + γ0y = R
admet une unique solution polynômeQ etdegQ = degR.

preuve
Si Q est un polyn̂ome de degŕe q, γnQ(n) + ∙ ∙ ∙ + γ0Q est un polyn̂ome de degŕe q puisqueγ0 6= 0. Si l’ équation con-
sidéŕee admet une solution polynôme celle ci est donc nécessairement de degré égal à p. Consid́erons alors l’application
F : Cp[X] → Cp[x] qui à un polyn̂omeQ associe le polyn̂omeF (Q) = γnQ

(n) + ∙ ∙ ∙ + γ0Q. Sa matrice dans la base
canonique deCn[X] est triangulaire, leśeléments de la diagonaleétant touśegauxàγ0. C’est donc un isomorphisme deCp[X]
sur lui même. Le polyn̂omeR admet un unique antéćedent parF , ce qui prouve le lemme 1.

Lemme 2
SoitQ ∈ C[X] de degŕe q etf(t) = eαtQ(t). On a, en posantP (X) = Xn + an−1X

n−1 + ∙ ∙ ∙+ a0.

f (n)(t) + a1f
(n−1)(t) + ∙ ∙ ∙+ a1f

′(t) + a0f(t) = e
αt
k=n∑

k=0

P (k)(α)

k!
Q(k)(t)

preuve

La formule de Leibnitz donnef (k)(t) =
j=k∑

j=0

Cjkα
k−jeαtQ(j)(t). On en d́eduit (en posantan = 1)

k=n∑

k=0

akf
k(t) =

k=n∑

k=0




j=k∑

j=0

akC
j
kα

k−jQ(j)(t)eαt





= eαt
j=n∑

j=0




k=n∑

k=j

k(k − 1) ∙ ∙ ∙ (k − j + 1)akα
k−j



 Q(j)(t)

j!

= eαt




j=n∑

j=0

P (j)(α)

j!
Q(j)(t)





Montrons pour finir que ces deux lemmes impliquent le théor̀eme. On cherche une solution de l’équation de la formef(t) =

eαtQ(t). Le lemme 2 montre quef est solution de (E) ssiQ vérifie
j=n∑

j=0

P (j)(α)
j!

Q(j)(t) = R(t). Compte tenu de la définition

dem, cetteéquation s’́ecrit
j=n∑

j=m

P (j)(α)
j!

Q(j)(t) = R(t) et le coefficient
P (m)(α)
m!

est non nul. Il ŕesulte du lemme 1 qu’il

existe un unique polyn̂omeS de degŕe égal au degŕe deR tel que
j=n∑

j=m

P (j)(α)
j!

Q(j)(t) = R(t)⇔ Q(m) = S. Par conśequent,

sim = 0,Q = S est unique et sim > 0 toute solution v́erifiedegQ(m) = degR doncdegQ = degR+m.

16.4 Syst̀emes lińeaires d’ordre 2 à coefficients ŕeels

On se donneA =

(
a c
b d

)

∈M2(R) et on consid̀ere le syst̀eme lińeaireZ ′ = AZ soit en posantZ =

(
x
y

)

(S)

{
x′ = ax+ cy
y′ = bx+ dy

Une solutionϕ de ce syst̀eme est une applicationR → R2, c’est à dire une courbe paramétŕee. On appelle trajectoire le
support de cette courbe paramétŕee. On se propose d’étudier dans ce paragraphe l’allure des trajectoires des solutions de (S).
La solution nulle a une trajectoire réduiteà un point, l’origine. Si la matriceA est nulle, toutes les solutions sont constantes et
tout point deR2 est une trajectoire. Dans la suite on supposeraA 6= 0.

Soient(~i,~j) la base canonique deR2,(~I, ~J) une autre base,P la matrice de passage. SoitZ une solution du système (S). Posons

U =

(
X
Y

)

= P−1Z. U vérifie deU ′ = P−1Z ′ = P−1AZ = (P−1AP )U . Pour d́eterminer l’allure des trajectoires de

(S), on peut donc se placer dans une autre base, mieux adaptée. Onétudiera donc des systèmes plus simplesY ′ = BY en
choisissant une matriceB semblablèaA.
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Le polyn̂ome caract́eristique deA estχA(T ) = T 2 − tr(A)T + detA. Son discriminant vautΔ = (tr(A))2 − 4 detA.

1. CasdetA = 0.

(a) tr(A) = 0. A est semblablèaB =

(
0 1
0 0

)

. Le syst̀eme associé s’́ecritX ′ = Y Y ′ = 0 donc les solutions

sontX = y0t+ x0, Y = y0. Les trajectoires sont les droites parallèlesà l’axe desX et distinctes de cet axe et les
points de l’axe desX.

(b) tr(A) 6= 0. Soitλ = tr(A). A est semblablèaB =

(
λ 0
0 0

)

. Le syst̀eme associé s’́ecritX ′ = λX, Y ′ = 0

les solutions sontX(t) = x0e
λt, Y (t) = y0. Les trajectoires sont les points de l’axe desY (casx0 = 0) et pour

chaque valeur dey0 les deux demi-droites contenues dans la droiteY = y0 d’origine le point(0, y0).

2. CasdetA 6= 0.

(a) det(A) < 0

La matriceA admet deux valeurs propres réelles, l’une strictement positive, l’autre

strictement ńegative.A est semblablèaB =

(
λ 0
0 −μ

)

où λ > 0, μ > 0. Les

solutions dans la base correspondante sont données parX(t) = x0e
λt, Y (t) =

y0e
−μt. On obtient, outre l’origine, quatre trajectoires particulières, les demi-axes

de coordonńees. Les deux demi-axes desX sont parcourus de l’origine vers l’infini,
les deux demi-axes desy de l’infini à l’origine. Les autres trajectoires ont pour
équation cart́esienne

(
X

x0

)μ(
Y

y0

)λ
= 1 ou Y = y0

(x0
X

)μ/λ

Si λ = μ , c’està diretr(A) = 0, on obtient des branches d’hyperboles. Chaque trajectoire est contenue dans l’un
des quatre quarts de plan limité par les axes de coordonnées.

(b) det(A) > 0. Ce cas se subdivise en trois

i. Δ > 0 i.e. tr(A)2 > 4 detA

A admet deux valeurs propres réelles distinctes de m̂eme signeλ etμ etA est semblablèaB =

(
λ 0
0 μ

)

.

On supposera|μ| > |λ|. Dans une base ad-hoc, les solutions du système sont
X(t) = x0e

λt, Y (t) = y0e
μt. Comme dans le cas préćedent, les quatre demi-

axes sont des trajectoires, le sens de parcours dépendant du signe commun de
λ et μ. Chacune des autres trajectoires, autres que le singleton{0} est con-
tenue dans l’un des quatre quarts de plan limités par les axes de coordonnées.
L’ équation cart́esienne d’une telle trajectoire est

Y = y0

(
X

x0

)μ/λ

avec cette foisμ/λ > 1. Sur la figure, on a prisλ > 0 etμ > 0. Si ces nombres sont négatifs, on a les m̂emes
trajectoires, mais le sens de parcours est renversé.

ii. Δ = 0 i.e. tr(A)2 = 4detA.
A admet une valeur propre doubleλ. Il y a deux cas :

• A est diagonalisable, donc semblableàB =

(
λ 0
0 λ

)

. Dans la base des vecteurs propres, les solutions

sontX = x0e
λt, Y = y0e

λt. Les trajectoires sont toutes les demi-droites issues de l’origine, parcourues de
l’origine vers l’infini si λ > 0 dans l’autre sens sinon.
• A n’est pas diagonalisable.

145



Elle est semblablèaB =

(
λ 0
1 λ

)

. Le syst̀eme, dans la nouvelle base a pour

solutionsX(t) = x0eλt, Y = y0eλt+ tx0eλt. Outre l’origine, on obtient deux
trajectoires particulìeres, les demi-axes desy parcours de l’originèa l’infini
si λ > 0, dans l’autre sens sinon. Les autres trajectoires ont pouréquation
cart́esienne

Y =
y0

x0
X +

X

λ
ln
X

x0

iii. Δ < 0 i.e. tr(A =)2 < 4 detA

A admet deux valeurs propres complexes conjuguées non ŕeellesλ = s +
iω λ̄ = s − iω avecω 6= 0. Il existeP ∈ GL(2,R) telle queP−1AP =

B =

(
s −ω
ω s

)

= sI2 + ωJ avecJ =

(
0 −1
1 0

)

(le vérifier !). On

aexp(tB) = ets exp(tωJ) = ets
(
cosωt − sinωt
sinωt cosωt

)

.(c.f. l’exmeple 16.1.1).

Dans la base deR2 formée par les colonnes deP , les solutions du système
s’écrivent doncX(t) = ets

(
x0 cosωt − y0 sinωt

)
, Y (t) = ets

(
x0 sinωt +

y0 cosωt
)
. En posantx0+iy0 = r0eiθ0 , il vientX(t)+iY (t) = roetsei(ωt+θ0).

Pour s = 0, i.e. tr(A) = 0, les trajectoires sont des ellipses de centreO,
sinon on obtient des spirales. (Si on munitR2 d’un produit scalaire telle que
la base forḿee des colonnes deP soit orthonorḿee, les courbes obtenues sont
préciśement des spirales logarithmiques, d’équation polaireρ = Kekθ avec
K = r0e

−sθ0/ω, k = s/ω).
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17

Equations différentielles

17.1 Syst̀emes d’ordre 1

17.1.1 D́efinitions

SoientΩ un ouvert non vide deR× Rp etF : Ω→ Rp une application. On considère l’équation diff́erentielle

(E) X ′ = F (t,X)

Une solution de (E) est un couple(I, ϕ) où I est un intervalle non trivial deR et ϕ une application d́erivable deI dansRp

vérifiant {
∀t ∈ I (t, ϕ(t)) ∈ Ω
∀t ∈ I ϕ′(t) = F (t, ϕ(t))

On dira aussi queϕ est uneI-solution pour signifier que(I, ϕ) est une solution.
Si (I, ϕ) et (J, ψ) sont deux solutions, on dit que(J, ψ) prolonge(I, ϕ) si I ⊂ J et∀t ∈ I ψ(t) = ϕ(t).
Une solution(I, ϕ) est dite maximale si toute solution qui la prolonge lui estégale. Autrement dit,(I, ϕ) est une solution
maximale si c’est une solution et si il n’existe aucune solution(J, ψ) avecI ( J etψ(t) = ϕ(t) pour toutt ∈ I.

Remarquons que siF est continue (resp. de classeCk), toute solution de (E) est de classeC1 (respCk+1).

On appelle donńee initiale pour le problème de Cauchy un point(t0, X0) ∈ Ω. Le probl̀eme de Cauchy pour cette donnée
initiale consistèa chercher les solutions(I, ϕ) avect0 ∈ I etϕ(t0) = X0.

17.1.2 Th́eorème de Cauchy-Lipschitz

THEOREME 17.1.1 (Unicité locale)
SoientΩ un ouvert non vide deR × Rp, F : Ω → Rp une application de classeC1. Soient(I, ϕ) et (J, ψ) deux solutions
telles que∃t0 ∈ I ∩ J ϕ(t0) = ψ(t0). Alors ∀t ∈ I ∩ J ψ(t) = ϕ(t).

THEOREME 17.1.2 (Existence et unicit́e d’une solution maximale)
SoientΩ un ouvert non vide deR× Rp, F : Ω→ Rp une application de classeC1 et (t0, X0) ∈ Ω.
1. Il existe une solution maximale(I, ϕ) de (E) telle queϕ(t0) = X0.
2. Soit(J, ψ) une solution de (E) telle quet0 ∈ J etψ(t0) = X0. On aJ ⊂ I etψ = ϕ|J . En particulier il n’y a qu’une
solution maximale v́erifiantϕ(t0) = X0.
3. L’intervalleI de d́efinition de la solution maximale est ouvert.

Voici une ḿethode d’usage trés fŕequent pouŕetudier l’intervalle de d́efinition d’une solution maximale. Nous l’utiliserons
dans les exemples qui suivent.
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PROPOSITION 17.1.1
SoientF : Ω→ Rp de classeC1 etψ : J → Rp une solution de (E) d́efinie sur un intervalle ouvertJ =]α, β[ avecβ < +∞.
Supposons qu’existelim

x→β
ϕ(x), soitλ et que(β, λ) ∈ Ω. Alorsψ se prolonge en une solution sur]α, β] et par conśequentψ

n’est pas une solution maximale.

On a bien entendu uńenonće analogue pourα.

preuve
Notons d’abord que pourx ∈ J, (x, ψ(x)) ∈ Ω donc si la limite deψ enβ existe, on a toujours(β, λ) ∈ Ω. Ici, on suppose
que(β, λ) ∈ Ω. NotonsΨ le prolongement deψ àJ ′ =]α, β] défini parΨ(β) = λ. Ψ est continue surJ ′.
Pourx ∈ J , on aψ′(x) = F (x, ψ(x)), doncF étant continue en(β, λ) (c’est ici qu’on utilise le fait que ce point est dansΩ),
on a lim

x→β
ψ′(x) = F (β, λ). On sait que l’existence de cette limite implique queΨ estC1 surJ ′ et queΨ′(β) = lim

x→β
ψ′(x) =

F (β, λ) = F (β,Ψ(β)). Par conśequentΨ est bien une solution de (E) surJ ′ qui prolongeψ.

Notons que l’hypoth̀ese(β, λ) ∈ Ω est automatiquement vérifiée siΩ = R× Rp.

17.2 Equation différentielle scalaire du premier ordre

C’est le casp = 1, Ω est un ouvert deR2 etF : Ω → R. Si (I, ϕ) est une solution, le grapheCϕ = {(x, ϕ(x)) ; x ∈ I} est
contenu dansΩ et s’appelle une courbe intégrale de l’́equation diff́erentielle (E). SiF est de classeC1, il r ésulte du th́eor̀eme
de Cauchy Lipschitz que deux courbes intégrales distinctes associéesà des solutions maximales ne se coupent pas.

Nous allons sur deux exemples montrer comment utiliser le théor̀eme de Cauchy-Lipschitz pour résoudre unéequation diff́erentielle
ou pour obtenir l’allure des courbes intégrales.

17.2.1 Etude de l’́equationy’ = x sin y

1. On aΩ = R2 et F (x, y) = x sin y. La fonctionF est de classeC1 surΩ donc le th́eor̀eme de Cauchy-Lipschitz
s’applique pour toute condition initiale(x0, y0).

2. Pour toutk ∈ Z, la fonction constanteck : R→ R, ck(x) = kπ est solution de (E), ńecessairement maximale.

3. Montrons que les solutions maximales sont définies surR tout entier.
Soit (I, ϕ) une solution maximale. On sait queI est un intervalle ouvert, soitI =]α, β[. Montrons par l’absurde que
β =∞.

Supposonsβ < ∞ et soitx0 ∈ I. Pourx ∈ [x0, β[ on a|ϕ′(x)| 6 |x| 6 C = max(|x0|, |β|). La fonctionϕ est de
classeC1 sur[x0, β[ et a une d́erivée borńee. Elle se prolonge donc par continuité enβ : ϕ(x) a une limite finieλ quand
x tend versβ. Comme(β, λ) ∈ Ω = R2, ϕ se prolonge (proposition 17.1.1) en une solution sur]α, β] ce qui contredit
le caract̀ere maximal deϕ.

On d́emontre de la m̂eme manìere queα = −∞.
Il en résulte que toute solution maximale est définie en 0, donc que pour déterminer toutes les solutions maximales, il
suffit de d́eterminer celles qui v́erifient une condition du typeϕ(0) = y0.

4. Toute solution maximale est paire.
Soit ϕ : R → R une solution maximale etψ(x) = ϕ(−x). On aψ′(x) = −ϕ′(−x) = −

[
(−x) sin(ϕ(−x))

]
=

x sin(ψ(x)) doncψ est aussi une solution maximale (car définie surR ). Mais ψ(0) = ϕ(0) donc par le th́eor̀eme
d’unicité∀x ∈ R ψ(x) = ϕ(x).

5. Siϕ est une solution maximale, il en est de même de la fonctionx→ ϕ(x) + 2kπ pourk ∈ Z et de la fonction−ϕ.
Notons alorsϕy0 la solution maximale qui prend la valeury0 en0. On d́eduit de ce qui pŕec̀ede queϕy0+2kπ = ϕy0+2kπ
et queϕ−y0 = −ϕy0 . Par conśequent, pouŕetudier les courbes intégrales autres que les droites d’équationsy = kπ on
peut supposer0 < y0 < π.Les autres s’en d́eduiront par les translations de vecteur2kπ~j éventuellement suivie d’une
symétrie par rapport̀a l’axe desx.

6. Allure des courbes intégrales.
Soitϕ = ϕy0 avec0 < y0 < π. Les courbes intégrales de deux solutions maximales distinctes ne se rencontrenet pas,
doncϕ ne peut pas prendre les valeurs 0 etπ. Il résulte du th́eor̀eme des valeurs interḿediaires que∀x ∈ R 0 < ϕ(x) <
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π. Donc sin[ϕ(x)] > 0 pour toutx ∈ R. Par conśequent,∀x ∈ R+, ϕ′(x) > 0. ϕ induit une bijection strictement

croissante de[0,+∞[ sur un intervalle[y0, λ[ avecλ = lim
x→∞

ϕ(x) ∈ [y0, π]. Mais on ax′ =
ϕ′(x)
sin[ϕ(x)]

donc

∫ x

x0

tdt =

∫ x

x0

ϕ′(t)

sinϕ(t)
dt =

∫ ϕ(x)

y0

du

sinu

Lorsquex tend+∞, le premier membre tend vers l’infini, donc l’intégrale
∫ λ
y0

du
sinu diverge. Par conśequentλ = π.

Donc sur[0,+∞[, ϕ croit dey0 àπ. Par parit́e, sur]−∞, 0], ϕ décroit deπ ày0.

7. Résolution compl̀ete.
Dans cet exemple, on peut calculer complètement la solutionϕ = ϕy0 . Supposons0 < y0 < π. On a vu quesin(ϕ(x))
ne s’annulait pas. On a donc

ϕ′(x)

sinϕ(x)
= x

donc en int́egrant de 0̀ax

∀x ∈ R
x2

2
=

∫ x

0

ϕ′(t)

sinϕ(t)
dt = ln

(

tan
ϕ(x)

2

)

− ln
(
tan

y0

2

)

On en d́eduittan
ϕ(x)
2 = tan

y0
2 e

x2/2 et comme0 <
ϕ(x)
2 < π

2

ϕy0(x) = 2 arctan
(
tan

y0

2
ex
2/2
)

Les autres solutions sont les fonctionsϕy0 + 2kπ, −ϕy0 + 2kπ et les fonctions constantesck = kπ.

L’ équationétudíee est un exemple d’équationà variables śeparables. Unéequationà variables śeparables est unéequation
qui peut s’́ecrire, sous ŕeserve d’une discussion plus ou moins compliquée, sous la formev(y)y′ = u(x) où u et v sont des
fonctions d’une variable.

17.2.2 Etude de l’́equationy’= exp (xy)-1

Consid́erons l’́equation diff́erentielle

(E) y′ = exy − 1

1. Ω = R2, F : Ω → R définie parF (x, y) = exy − 1 est de classeC1 surR2. Le th́eor̀eme de Cauchy-Lipschitz
s’applique en chaque point.
Par ailleurs, il est clair que la fonction nulle est solution surR. Il en résulte que toute autre solution maximale est soit
strictement positive pour toutx, soit strictement ńegative pour toutx.
Soitϕ : I → R une solution maximale. SoitJ = −I = {−x ; x ∈ I} etψ : J → R définie parψ(x) = −ϕ(−x). On a
ψ′(x) = ϕ′(−x) = e(−x)ϕ(−x) − 1 = exψ(x) − 1 doncψ est aussi une solution de (E). On vérifie facilement qu’elle est
maximale. La courbe intégrableCψ est syḿetrique deCϕ par rapport̀a l’origine.
On peut donc se limiter̀a l’étude des solutions maximalesà valeurs dansR∗+.

2. Soitϕ : I → R une solution maximale de (E)à valeurs strictement positives.xϕ(x) est du signe dex, doncexϕ(x) − 1
aussi. Par conséquentϕ est croissante surI ∩ [0,+∞[ et d́ecroissante surI∩]−∞, 0].
D’autre part, en d́erivantϕ′(x) = exϕ(x)− 1 on obtientϕ′′(x) = exϕ(x)(xϕ′(x)+ϕ(x)). Maisϕ(x) > 0 etxϕ′(x) > 0
d’apr̀es ce qui pŕec̀ede.
Donc, toute solution strictement positive de (E) est strictement convexe surI.

3. Etude de l’intervalle de d́efinition d’une solution maximale.

Soit I =]α, β[ l’intervalle de d́efinition de l solution maximale strictement positiveϕ. On a−∞ 6 α < β 6 +∞.
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(a) Montrons d’abord queα < 0. Supposons le contraire :α > 0. Alors ϕ est croissante surI. Etant positive,
elle aurait une limite finie enα. En utilisant le rasisonnement fait dans la preuve de la proposition 17.1.1 on voit
qu’on prolongeϕ en une solution de l’équation diff́erentielle sur[α, β[ ce qui contredit le fait que la solution est
maximale. Doncα < 0.

(b) Montrons queβ > 0. Supposons le contraire : on a donc−∞ < β 6 0. I ⊂ R− doncϕ est d́ecroissante sur
I. Etant positive, elle admet une limite finie enβ. Comme pŕećedemment, on en déduit queϕ se prolonge en une
solution sur]− α, β]. Contradiction.

(c) Montrons queα = −∞. Soit J =]α, 0[. Sur cet intervalle non vide,xϕ(x) 6 0 donc−1 < exϕ(x) − 1 6 0
soit−1 < ϕ′(x) 6 0. L’in égalit́e des accroissement finis donne|ϕ(x) − ϕ(0)| 6 |x| donc|ϕ(x)| 6 |ϕ(0)| + |x|.
Supposonsα > −∞. Alors, pourx ∈ J on a|ϕ(x)| 6 |ϕ(0)| + |α|. ϕ est d́ecroissante surJ et majoŕee. Elle
admet donc une limite finie enα. On en d́eduit comme pŕećedemment que l’on peut prolongerϕ en une solution
définie sur[α, β[ ce qui contredit le fait queϕ est une solution maximale.
Conclusion : Nous avons montré que l’intervalle de d́efinition d’une solution maximale strictement positive est de
la forme]−∞, β[ avec0 < β 6 +∞.

(d) Nous allons montrer queβ < +∞ en comparantϕ avec la solution d’une autréequation diff́erentielle.ϕ est d́efinie
en0. Posonsy0 = ϕ(0) > 0.

Pourt > 0 on aet − 1 > t2

2 . Sur[0, β[ la fonctionϕ est positive doncϕ′(x) = exϕ(x) − 1 > x2ϕ2(x)
2

Consid́erons l’́equation diff́erentielle

(E’) y′ =
x2y2

2

Le théor̀eme de Cauchy Lispschitz s’applique en tout point deR2 à (E’). D’autre part la fonction nulle est solution,
donc la solution maximale de (E’) qui prend la valeury0 = ϕ(0) en 0 ne s’annule pas. Elle vérifie donc

ψ′(x)

ψ2(x)
=
x2

2

donc en int́egrant de 0̀ax
1

y0
−
1

ψ(x)
=
x3

6
d’où ψ(x) =

6y0
6− y0x3

La solution maximale de (E’) qui prend la valeury0 en 0 est doncψ : I ′ → R où I ′ =] −∞, t0 [ avect0 = 3

√
6
y0

.

Proposition
Pourx ∈]0, β[∩I ′ on aϕ(x) > ψ(x).
preuve
On a d’abordϕ(0) = ψ(0) = y0, ϕ

′(0) = ψ′(0) = 0 etϕ′′(0) = y0 > 0 = ψ′′(0). Au voisinage de 0, on a donc
ϕ(x)− ψ(x) ∼ y0

2 x
2. Par conśequent, il existeη > 0 tel que0 < x < η ⇒ ϕ(x) > ψ(x).

Supposons l’affirmation de la proposition fausse. D’après le th́eor̀eme des valeurs interḿediaires, l’ensembleF =
{x ∈ ] 0, β [∩I ′ | ϕ(x) = ψ(x)} est non vide. Il est minoré parη. Il admet donc une borne inférieureζ > η.
D’autre part, il est ferḿe dans] 0, β [∩I ′ doncζ ∈ F . Par conśequent, on aϕ(ζ) = ψ(ζ). Sur ] 0, ζ [ , ϕ − ψ ne
s’annule pas. Comme elle est positive sur] 0, η [ , on a∀x ∈ ] 0, ζ [ , ϕ(x)− ψ(x) > 0.
On aϕ(ζ) = ψ(ζ) etϕ(0) = ψ(0) ; d’apr̀es le th́eor̀eme de Rolle, il existe unc ∈ ] 0, ζ [ tel queϕ′(c)−ψ′(c) = 0.
Mais

ϕ′(c)− ψ′(c) = ecϕ(c) − 1−
c2ψ2(c)

2
>
c2ϕ2(c)

2
−
c2ψ2(c)

2
> 0

carϕ(c) > ψ(c) > 0. Contradiction.
On en d́eduit queβ 6 t0. En effet, supposons le contraire. Alorsϕ est continue ent0 et on aψ(x) < ϕ(x) pour
0 < x < t0 ce qui contredit le fait quelim

x→t0
ψ(x) =∞.

Finalement on a montré que l’intervalle de d́efinition d’une solution maximale strictement positiveϕ de (E)était
de la forme]−∞, β [ avec0 < β <∞.
Commeϕ est croissante sur[0, β [ , ϕ admet une limiteλ ∈ [y0,+∞] en β. Si cette limiteétait finie,ϕ se
prolongerait en par continuité enβ, puis par un argument déjà d́etaillé en une solution de (E) sur]−∞, β ] ce qui
est impossible puisqueϕ est une solution maximale. Donclim

x→β
ϕ(x) = +∞.

4. Pour terminer, nous allons montrer que la courbe intégraleCϕ admet une asymptote oblique quansx tend vers−∞.
D’abord,ϕ est d́ecroissante surR− donc pourx 6 0 on aϕ(x) > y0 = ϕ(0) > 0. Donc lim

x→−∞
xϕ(x) = −∞ et
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ϕ′(x) = exϕ(x) − 1 tend vers−1.
Ensuite, on aϕ(x)+x = y0+

∫ x
0
(ϕ′(t)+1)dt = y0+

∫ x
0
etϕ(t)dxmais pourt 6 0, tϕ(t) 6 ty0 donc0 6 etϕ(t) 6 ety0 .

On en d́eduit que l’int́egrale
∫ 0
−∞ etϕ(t)dt converge. Par conséquentϕ(x) + x a une limite finie quandx tend vers−∞

ce qui prouve queCϕ admet une asymptote oblique d’équationY = −X + C oùC = y0 −
∫ 0
−∞ etϕ(t)dt.

La figure ci dessous donne l’allure des courbes intégrales de l’́equation (E’).

17.3 Equations scalaires du second ordre

17.3.1 Ǵenéralit és

SoitΩ un ouvert deR3 etf : Ω→ R une application. On considère l’équation diff́erentielle du second ordre

(E) y′′ = f(x, y, y′)

DEFINITION 17.3.1
Soit I un intervalle non trivial deR. UneI-solution de (E) est une applicationϕ : I → R deux fois d́erivable telle que

{
∀x ∈ I

(
x, ϕ(x), ϕ′(x)

)
∈ Ω

∀x ∈ I ϕ′′(x) = f
(
x, ϕ(x), ϕ′(x)

)

Si f est continue (resp. de classeCk), toute solution est de classeC2 (resp.Ck+2).
Si (I, ϕ) et (J, ψ) sont deux solutions, on dit que(J, ψ) prolonge(I, ϕ) si I ⊂ J et∀t ∈ I ψ(t) = ϕ(t).
Une solution(I, ϕ) est dite maximale si toute solution qui la prolonge lui estégale.
On appelle donńee initiale pour le problème de Cauchy un point(x0, y0, y′0) ∈ Ω. Le probl̀eme de Cauchy pour cette donnée
initiale consistèa chercher les solutions(I, ϕ) avecx0 ∈ I, ϕ(x0) = y0 etϕ′(x0) = y′0.

Soit f : Ω → R. Définissons une applicationF : Ω → R2 en posantF (x, (y, z)) = (z, f(x, y, z)) et consid́erons le syst̀eme

diff érentiel d’ordre 1 associé àF . En posantU =

(
y
z

)

ce syst̀eme s’́ecrit

(S) U ′ = F (x, U)
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c’està dire {
y′ = z
z′ = f(x, y, z)

Il est immédiat que siU est solution (resp. une solution maximale) de ce système sur un intervalleI, la premìere composante
y deU est solution (resp. solution maximale) de (E) et inversement que siϕ est une solution (resp. une solution maximale) de

(E), la fonctionU =

(
ϕ
ϕ′

)

est solution (resp. une solution maximale ) de (S).

Le probl̀eme de Cauchy pour (E) associé à la donńee initiale(x0, y0, y′0) correspond au problème de Cauchy pour (S) avec la
donńee initiale(x0, (y0, y′0). CommeF C1 ⇔ f C1 on en d́eduit

THEOREME 17.3.1 (Existence et unicit́e d’une solution maximale)
SoientΩ un ouvert non vide deR3, f : Ω→ R une application de classeC1 et (x0, y0, y′0) ∈ Ω.
1. Il existe une solution maximale(I, ϕ) de (E) telle queϕ(x0) = y0, ϕ′(x0) = y′0.
2. Soit(J, ψ) une solution de (E) telle quex0 ∈ J etψ(x0) = y0 etψ′(x0) = y′0. On aJ ⊂ I etψ = ϕ|J . En particulier il
n’y a qu’une solution maximale vérifiantϕ(x0) = y0, ϕ′(x0) = y′0.
3. L’intervalleI de d́efinition de la solution maximale est ouvert.

La proposition 17.1.1 devient

PROPOSITION 17.3.1
SoientΩ un ouvert deR3, f : Ω→ R de classeC1 etψ : J → R une solution de (E) d́efinie sur un intervalle ouvertJ =]α, β[
avecβ < +∞. Supposons que les fonctionsϕ etϕ′ aient des limites finiesλ etλ′ quandx tend versβ et que(β, λ, λ′) ∈ Ω.
Alorsψ se prolonge en une solution sur]α, β] et par conśequentψ n’est pas une solution maximale.

Notons que siϕ′ a une limite finieλ′ quandx tend versβ, ϕ a automatiquement une limite finie quandx tend versβ.

17.4 Champs de vecteurs

17.4.1 Ǵenéralit és

DEFINITION 17.4.1
SoitU un ouvert deRp. Un champ de vecteurs surU est une applicationV : U → Rp.

Intuitivement, il faut penser̀a un champ de vecteurs commeà une application quìa un pointM ∈ U , consid́eŕe comme sous
ensemble de l’espace affineRp associe un vecteurV (M) de l’espace vectoriel associé, que l’on repŕesenterait comme un
vecteur ”líe” d’origineM .

Etant donńe un tel champ, on peut chercher les courbes paramétŕeest → γ(t) à valeurs dansU telles que pour chaque valeur
det, le vecteur vitesseγ′(t) soit égal au champ de vecteur en ce point ce qui conduità l’équationγ′(t) = V (γ(t)).

A un champ de vecteursV : U → Rp on associera donc l’ouvertΩ = R×U deR×Rp, l’applicationF : Ω→ Rp définie par
F (t,X) = V (X) et l’équation diff́erentielle

(S) X ′ = F (t,X) = V (X)

Une telleéquation, òu le second membre ne dépend pas det est dite autonome. Siϕ : I → Rp est une solution, on a par
définitionϕ(t) ∈ U pour toutt. Notons que siϕ : I → Rp est une solution, pour tout réela l’applicationϕa : I + a → Rp

définie parϕa(t) = ϕ(t − a) est aussi solution. Si la première est une solution maximale, la seconde aussi. Il en résulte que
l’on pourra dans l’́etude du probl̀eme de Cauchy en(t0, X0) se limiter au cas òu t0 = 0.

Si le champ de vecteurs est de classeC1, le th́eor̀eme de Cauchy-Lipschitz s’applique. On obtient donc

THEOREME 17.4.1
SoitV : U → Rp un champ de vecteurs de classeC1 etX0 ∈ U . Il existe une solution maximale uniqueϕ : I → U telle que
ϕ(0) = X0. L’intervalle de d́efinition I de cette solution est un intervalle ouvert.
La solution maximaleϕa telle queϕa(a) = X0 est d́efinie sur l’intervalleI + a = {s+ a ; s ∈ I} parϕa(t) = ϕ(t− a).
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On appelle orbite du champ de vecteursV le support d’une solution maximale considéŕee comme courbe paramétŕeeà valeurs
dansU : si (I, ϕ) est une solution maximale, l’orbite correspondante estCϕ = {ϕ(t) ; t ∈ I}.

THEOREME 17.4.2
SoitV : U → Rp un champ de vecteurs de classeC1. Deux orbites distinctes deV ont une intersection vide.

preuve
Soient(I, ϕ) et (J, ψ) deux solutions maximales telles queCϕ ∩ Cψ 6= ∅. Il existe donct0 ∈ I et s0 ∈ J tels queϕ(t0) =
ψ(s0). SoitX0 = ϕ(t0) = ψ(s0). SoientJ ′ = J + t0 − s0 = {s + t0 − s0 ; s ∈ J}. Soit θ : J ′ → U définie par
∀x ∈ J ′ θ(x) = ψ(x+ s0 − t0). Ceci a un sens puisquex+ s0 − t0 ∈ J dès quex ∈ J ′. D’une part,t0 ∈ J ′ et d’autre part
θ est une solution maximale de (S) qui vérifie θ(t0) = ψ(s0) = ϕ(t0). Par unicit́e des solutions maximales du problème de
Cauchy pour la donńee initiale(t0, X0) on en d́eduitJ ′ = I etθ = ϕ. Delà on voit facilement queCϕ = Cψ.

Comme tout pointX0 deU appartient̀a une orbite, celle de la solution maximale passant parX0 au temps 0, les orbites deV
forment une partition deU et la relation entre points deU ”appartenirà la m̂eme orbite ” est une relation d’équivalence.

Remarque
SoitX0 ∈ U tel queV (X0) = 0. (On dit queX0 est un źero du champ de vecteursV ). La solution maximale passant parX0
au temps0 est la fonction constantet→ X0, définie surR. L’orbite d’un źero deV est donc un singleton.

Exemple
PrenonsU = R2 euclidien etV défini parV (x, y) = (−y, x). Le syst̀eme associé est lińeaireà coefficients constants. Il

s’écrit

(
x′

y′

)

= J

(
x
y

)

avecJ =

(
0 −1
1 0

)

. Les solutions maximales sont définies surR par t →

(
x(t)
y(t)

)

=

exp(tJ)

(
x0
y0

)

. En passant aux affixes complexes, on obtientz(t) = eitz0. Les orbites sont l’origine, źero du champ, et les

cercles de centreO parcourus dans le sens direct.

17.4.2 Exemple

L’exemple qui suit illustre les nombreuses techniques qui permettent l’étude qualitative des solutions d’équations diff́erentielles.

Soita > 0. On consid̀ere le champ de vecteurs défini surR2 parV (x, y) = (X(x, y), Y (x, y)) avecX(x, y) = y, Y (x, y) =
x(a2 − x2). Le syst̀eme associé est

(S)

{
x′ = y
y′ = x(a2 − x2)

1. V est de classeC∞ surR2. Le th́eor̀eme de Cauchy Lipschitz s’applique en chaque pointm0(x0, y0) ∈ R2 et les solutions
sont de classeC∞.

Les źeros du champV sont les pointsO(0, 0), A(a, 0), A′(−a, 0). Les applica-
tions constantesϕO : t→ (0, 0), ϕA : t→ (a, 0) etϕA′ : t→ (−a, 0) sont des
solutions d́efinies surR.

2. Soitϕ = (x, y) : I → R2 une solution maximale. On ax′′ = y′ = x(a2−x2)
donc2x′x′′−2xx′(a2−x2) = 0 donc la fonctiont→ x′2(t)−a2x2(t)+ 12x

4(t)
est constante surI.

Remarque
Ceci est une propriét́e tŕes ǵeńerale : consid́erons unéequation diff́erentielle de la forme
x′′ = f(x) où f est de classeC1 sur un ouvert deR. Si F est une primitive def , la
fonction 12x

′2 − F (x) est constante pour toute solutiony comme on le voit sans peine en
dérivant.
Une telleéquation est appeléeéquation de Newton. On la rencontre souvent en mécanique :
soit W un ouvert deRd et U : W → R une fonction de classeC2 (potentiel). Le
mouvement d’une particule de massem soumiseà la forcef = −∇U a pouréquation
mx′′(t) = −∇U((x(t)). Elle d́ecrit donc une trajectoiret → x(t) où x est solution de l’́equation diff́erentiellemx′′ = f(x). Le long de
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cette trajectoire, la quatité 12mx
′2 + U(x) est constante. C’est l’énergie totale de la particule, le termeU(x) étant l’́energie potentielle et le

terme1
2
mx′2 l’ énergie cińetique. Dans l’exemple,d = 1, f(x) = x(a2 − x2) etU = −F est une primitive de−f .

SoitΦ : R2 → R définie parΦ(x, y) = y2 + 12

(
x2 − a2

)2
. Pour toute solutionϕ = (x, y), la fonctiont → Φ(x(t), y(t))

est donc constante. Cette constante est nécessairement un nombre positif. Pour des raisons pratiques, nous mettrons cette
constante sous la formeμa4 avecμ > 0. Nous noteronsEμ la ligne de niveau

Eμ = {(x, y) ∈ R
2 | Φ(x, y) = μa4} =

{

(x, y) ∈ R2
∣
∣
∣
∣
1

2
(x2 − a2)2 + y2 = μa4

}

L’ensembleE0 est forḿe des trois źeros du champs de vecteurs.

3. Pour toutμ > 0, l’ensembleEμ est compact. En effet, il est fermé comme image réciproque de{μa4} par l’application
continueΦ et manifestement borné.
Montrons que ceci implique que toutes les solutions maximales sont définies surR. En fait, on va montrer la proposition
suivante qui aḿeliore le ŕesultat 17.1.1

PROPOSITION 17.4.1
SoientU un ouvert deRp, V : U → Rp un champ de vecteurs de classeC1 etK un compact contenu dansU . Soitϕ : I → U
une solution maximale de l’équationX ′ = V (X) telle que∀t ∈ I ϕ(t) ∈ K. Alors I = R.

On ŕesume cette proposition en disant que si une solutionϕ ne sort pas d’un compactK, alors elle est d́efinie surR tout entier.

preuve
Soit ϕ : I → Rp une solution maximale tele queϕ(t) ∈ K pour toutt ∈ I. PosonsI = ]α, β [ et supposons par exemple
β < ∞. MunissonsRp d’une norme‖ ‖. SoitM tel que‖V (x)‖ 6 M pour toutx ∈ K. Un telM existe car la fonction
continuex→ ‖V (x)‖ est majoŕee sur le compactK. Pour toutt ∈ I on a‖ϕ′(t)‖ = ‖V (ϕ(t)‖ 6M donc sis, t ∈ I on a

‖ϕ(t)− ϕ(s)‖ 6M |t− s|

Il s’ensuit que pour toute suite(tn) de points deI de limiteβ, la suiteϕ(tn) est de Cauchy donc converge. (C’est ici qu’on
utilise l’hypoth̀eseβ <∞ : si (tn) tend versβ la suite(tn) est de Cauchy). On sait que ceci implique quelim

t→β
ϕ(t) existe. Si

λ désigne cette limite, on aλ ∈ K carK est ferḿe, doncà fortiori λ ∈ W . On peut alors appliquer la proposition 17.1.1 et
conclure queϕ se prolonge en une solution sur]α, β ].

4. Soitϕ = (x, y) : R→ R2 une solution.
• Pour toutt0, t→ ϕ(t0 + t) est solution surR.
• t→ −ϕ(t) est solution surR.
• ψ définie parψ(t) = (x(−t),−y(−t)) est solution surR.

Montrons le pour la dernière : posonsx1(t) = x(−t) et y1(t) = −y(−t). Il vient x′1(t) = −x(−t) = −y(−t) = y1(t) et
y′1(t) = y

′(−t) = x(−t)[a2 − x(−t)2] = x1(t)[a2 − x21(t)] d’où la conclusion.

5. Allure des ensemblesEμ pourμ > 0.

Eμ est la ŕeunion des graphes des fonctionsx → ±
√
μa4 − 12 (x

2 − a2)2. L’ étude est facile. L’ensembleEμ admet les deux
axes de coordonnées comme axe de symétrie. Il y a trois cas :

1. 0 < μ < 1
2 .

Eμ est ŕeunion de deux courbes fermées syḿetriques par rapport̀a l’axe desy. Chacune de ces courbes est compacte.
Nous les noteronsC+μ etC−μ . Dans ce cas,Eμ rencontre l’axe desx en quatre points, d’abscisses±a

√
1±
√
2μ.

2. μ = 1
2

Eμ a la forme d’un ”huit”. L’origine est un point double, les tangentesà l’origine sont les droites d’équationy = ±ax.
Nous noteronsΓ+ = {(x, y) ∈ E1/2 | x > 0} etΓ− = {(x, y) ∈ E1/2 | x < 0} de sorte queE1/2 = Γ+ ∪ {O} ∪ Γ−.
E1/2 rencontre l’axe desx aux point d’abscisses±a

√
2 et enO.

3. μ > 1
2

Eμ est une courbe ferḿee. Elle rencontre l’axe desx aux points d’abscisses±a
√
1 +
√
2μ. Voir plus loin l’allure de

ces ensembles.

6. Orbites deV
Nous allons prouver le résultat suivant :
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Les orbites deV sont
1. les singletons{O}, {A}, {A′}.
2. les courbesΓ+ etΓ−.
3. Toutes lesEμ pourμ > 1/2
4. Toutes les courbesC+μ etC−μ pour0 < μ < 1/2.
De plus, dans les cas 3. et 4., les solutions sont périodiques.

Commençons par un résultat ǵeńeral

PROPOSITION 17.4.2
SoientU un ouvert deRp, V : U → Rp un champ de vecteurs de classeC1 et ϕ : R → U une solution (ńecessairement)
maximale de l’́equationX ′ = V (X). Supposons quelim

t→+∞
ϕ(t) existe, soitp et quep ∈ U . Alors p est un źero deV .

preuve
SupposonsV (p) 6= 0. Alors l’une des composantes deV (p), par exempleX1(p) est non nulle. On a, en posantϕ =
(ϕ1, . . . , ϕp), ϕ′1(t) = X1[ϕ1(t)], donc lorsquet tend vers l’infini,ϕ′1(t) tend versX1(p) 6= 0 car p ∈ U . Mais c’est un
résultat classique d’analyse que ceci impliquelim

t→∞
ϕ1(t) = ±∞ le signeétant celui deX1(p). Contradiction.

Soientx0 > 0, x0 6= a, m0 = (x0, 0). Soit ϕ = (x, y) : R → R2 la solution telle queϕ(0) = m0. Posonsμ0 =
1
2a4
(x20 − a

2)2 de sorte quem0 ∈ Eμ0 . On a alorsCϕ ⊂ Eμ0 .

1er cas : x0 > a
√
2 i.e. μ0 > 1/2.
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..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

.

x0x1

On a doncx(0) = x0, y(0) = 0, y′(0) = x0(a2−x20) < 0. Par conśequent,y(t) est strictement
négative pourt > 0 voisin de 0 :∃η > 0 0 < t < η ⇒ y(t) < 0.

• Il existe t > 0 tel quey(t) = 0. Supposons le contraire. Alors,∀t > 0, y(t) est de
signe constant, donc strictement négatif d’apr̀es ce qui pŕec̀ede. Dex′ = y on d́eduit quex
est strictement d́ecroissante. Mais(x(t), y(t)) ∈ Eμ0 compact, doncx(t) est minoŕe et par

conśequent a une limite finieλ quandt tend vers+∞. Or y(t) = −
√
μa4 − 12 (x

2(t)− a2)2

doncy(t) a aussi une limite finieλ′. ∀t (x(t), y(t) ∈ Eμ0 ⇒ (λ, λ
′) ∈ Eμ0 = Eμ0 , D’après la proposition 17.4.2,(λ, λ′) est

un źero deV ce qui est impossible carEμ0 ne contient aucun zéro deV . D’où l’existence d’unt tel quey(t) = 0.

• Soit T = inf{t > 0 | y(t) = 0}. Cet ensemble est ferḿe dans[η,+∞[ donc dansR doncy(T ) = 0 et T > 0. Sur
] 0, T [ x′ = y est strictement ńegatif. La fonctionx est strictement d́ecroissante doncx1 = x(T ) < x0. Le point (x1, 0)
appartient̀a Eμ0 doncx1 = −x0. La fonctionx induit une bijection strictement décroissante de[0, T ] sur [x1, x0]. Donc
ϕ([0, T ]) = {(x, y) ∈ Eμ0 | y 6 0}.

• Posonsψ(t) = (x(2T − t),−y(2T − t)). D’après le point 4., c’est une solution du système. On aψ(T ) = (x(T ),−y(T )) =
(x1, 0) = ϕ(T ). ψ etϕ sont deux solutions surR du syst̀eme qui cöıncident pourt = T . Par unicit́e, elles sont́egales, donc
∀t ∈ R ψ(t) = ϕ(t) soit

(I) ∀t ∈ R x(2T − t) = x(t), −y(2T − t) = y(t)

On en d́eduit d’abord que l’ensembleϕ([T, 2T ]) est le syḿetrique par rapport̀a l’axe desx deϕ([0, T )]. Donc

ϕ([0, 2T ]) = Eμ0 d’où Cϕ = Eμ0

Ensuite, l’́egalit́e (I) a lieu pourt = 0 ce qui donnex(0) = x(2T ) et y(2T ) = −y(0) = 0 = y(0). Les fonctionst → ϕ(t) et
t→ ϕ(t+ 2T ) sont donc deux solutions du système qui cöıncident pourt = 0. Donc elles sont́egales. La fonctionϕ est donc
2T -périodique. (N.B. CeT dépend bien entendu dex0).

2éme cas: a < x0 < a
√
2 i.e. μ0 < 1/2.
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Le raisonnement est exactement le même que dans le premier cas en remplaçant l’ensemble
compactEμ0 par l’ensemble compactC+μ0 . Le pointm0 appartient̀a cet ensemble etϕ(R) est
connexe et contenu dansEμ0 donc est contenu dansC+μ0 . On a toujoursy′(0) < 0 et pour les
mêmes raisons il existet > 0 tel quey(t) = 0. On d́efinit encoreT = inf{t > 0 | y(t) = 0}.
On a alorsx(T ) = x1 où cette foisx1 = a(1 −

√
2μ0) (et x0 = a(1 +

√
2μ0). On conclut

comme ci dessus queCϕ = C+μ0 et queϕ est ṕeriodique de ṕeriode2T .

Troisi ème cas: x0 = a
√
2 doncμ0 = 1/2.

• L’ensemble connexeϕ(R) est contenu dansE1/2 et ne contient pas le pointO (carO est une orbite). Doncϕ(R) ⊂ Γ+.

• Montrons que∀t > 0 y(t) < 0. On suppose le contraire et on définitT = inf{t > 0 | y(t) = 0}. Comme dans les autres cas,
x décroit strictement sur[0, T ] etx1 = x(T ) < x0. Le point(x1, 0) est surΓ+ ∩ (Ox) et distinct dem0 ce qui est impossible
car cet ensemble est réduitàm0. D’où la conclusion.
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• La fonctionx décroit surR+ et est minoŕee. Elle admet donc une limite finieλ > 0. Comme
y(t) = −

√
a2x2 − x4/2 on en d́eduit quey(t) admet aussi une limite finieλ′ quandt tend vers

l’infini. D’apr ès la proposition 17.4.2,(λ, λ′) est un źero deV . On a donc(λ, λ′) = (0, 0)
où (λ, λ′) = (a, 0). Mais (λ, λ′) ∈ Γ+ donc (λ, λ′) 6= (a, 0) et par conśequent(λ, λ′) =
(0, 0).

• On peut alors conclure : on aϕ(R+) = {(x, y) ∈ Γ+ | y < 0}. La fonctionψ(t) =
(x(−t),−y(−t)) est solution de (S) etψ(0) = m0. Doncψ = ϕ soit∀t ∈ R x(−t) = x(t) et
y(−t) = −y(t). On en d́eduit queϕ(R−) est le syḿetrique par rapport̀aOx deϕ(R+) donc
queϕ(R) = Γ+.
Enfin, siϕ est solution,−ϕ aussi donc les syḿetriques, par rapportà l’origine des ensembles préćedemment trouv́es sont aussi
des orbites. Le syḿetrique deEμ pourμ > 1/2 est lui m̂eme. Le syḿetrique deC+μ estC−μ et le syḿetrique deΓ+ estΓ− ce
qui ach̀eve la preuve.

Remarque : On obtient du m̂eme coup les ŕesultats concernant les solutions de l’équation diff́erentiellex′′ = x(a2 − x2). En
effet, une fonctionx est solution de cettéequation ssi c’est la première coordonńee d’une solutionϕ du syst̀eme (S). On a donc
1. Toutes les solutions de cetteéquation sont d́efinies surR∙
2. Les fonctionst→ 0, t→ ±a sont des solutions.
3. Il existe une solutionψ, paire croissant de 0̀aa

√
2 lorsquet varie de−∞ à 0, puis d́ecroissant jusqu’à 0 quandt varie de 0

à+∞.
La fonction−ψ est aussi solutions.
4. Toutes les autres solutions sont périodiques.

La figure ci dessous donne l’allure des orbites du champV .
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