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Concours Blanc 1

(le 20 Septembre 2008 )

PROBLEME 1. —

Dans tout le probléme, a et b sont deux réels, a strictement inférieur & b, I = [a,b] est un intervalle
compact ct toutes les fonctions considérées sont & valeurs réelles.

On dira que la fonction f définie sur I est dérivable sur I si elle est dérivable sur Ja, b}, et dérivable
a droite en a et & gauche en b. On notera, fi(a) et f;(b) respectivement la dérivée & droite en a et la.
dérivée a gauche en b.

On notera:

B(I) I'ensemble des fonctions bornées sur J; :

C(I) I'ensemble des fonctions continues sur I; '

D(I) 'ensemble des fonctions dérivables sur I: !

D*(I) I'ensemble des fonctions qui sont les dérivées des éléments de D(I).
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On dira qu'une fonction f définie sur I possede la propriété des valeurs intermédiaires, si I'image
par f de tout intervalle fermé inclu dans I est un intervalle. ;
Dans tout le probléme, J désigne I'intervalle [0, 1]. !
Les fonctions étudiées dans la partie I pourront étre utilisées, & divers stades du probléme, comme |
exemples ou contre-exemples.

Partie I »
Dans cette partie, r et s sont deux réels strictement Positifs, et f, , est la fonction définie sur J

par:
{ [, s (0) =0
frs(z) = 2"sin(L) pour z £0
L.1. Montrer que la fonction [r,s appartient & C(J ).
1.2. Déterminer ’ensemble E des couples (r, s) tels que fr,s appartienne & D( J).
1.3. Déterminer ’ensemble des couples (r, s) de E tels que fr, appartienne é‘B( J).
1.4. Déterminer I'ensemble des couples (r,s) de E tels que fr’:s appartienne & C (.J )

Partie II

On désigne par P(I) 'ensemble des fonctions définies sur J qui possedent la propriété suivante: il
existe au moins deux fonctions F et G de D(I) telles que, quelque soit z dans I, G'(z) < f(z) < F'(x).
Si f appartient & P(I), on note S(f) 'ensemble des fonctions F de D(I) vérifiant f(z) < F'(x) et
s(f) 'ensemble des fonctions G de D(I) vérifiant G (z) < f(z).

1. Montrer que D*(I) € P(I) et que B(I) C P(I).
2. On définit la fonction £ sur J de la facon suivante:

1
n+1'n

f(0) = 0 et pour tout n > 1, si z appartient 2 | |, flx)=n

Montrer que, dans I'hypothése de I'existence de la fonction F € S(f), on a. pour tout n > 1:

1
F(;)_F(f‘—)ﬁf——-




3. Soit f une fonction de P(I). Montrer que pour toute fonction F de S(
fonction G de s(f), on a l'inégalité: F(b) — F(a) > G(b) — G{a).
En déduire que si f est dans P(I), on définit deux nombres réels p. (f) et p_(f) par les formules: V

p+(f) = inf{F(b) - F(a)/F € S(f)} et p_(f) =)¢if{G(b) — G(a)/G € s(f)}

et que P'on a p_(f) < pi(f).
4. f étant une fonction définie sur I, on dira que f est P-intégrable sur I si elle vérifie les deux
propriétés suivantes:
i. f est dans P(I)
i p_(f) = p+(f).

On note alors p(f) la valeur p_(f) = p+(f) et on dit que p(f) est la P-intégrale de f sur I

4.a. Montrer que si f est dans D*(I), alors f est P-intégrable sur I.

4.b. Montrer que si f est continue sur I, alors f est P-intégrable sur I. Quelle est alors la
valeur de p(f)? .

5.a. Montrer que I’ensemble des fonctions P-intégrables sur I est un espace vectoriel sur K et
que V'application f — p(f) est une forme linéaire sur cet espace. .

5.b. Montrer que si f et g sont deux fonctions P-intégrables sur I vérifiant f (z) £ g(x) pour

tout z € I, alors p(f) < p(9)-

f) et pour toute

PROBLEME 2. —

Dans tout le probléme, & désigne I'ensemble des fonctions a valeurs réelles définies sur un intervalle

ouvert fixé J de R, et indéfiniment dérivables sur J. On dit que x,€J est un zéro de fe & d’ordre
au moins n > 1 si f et toutes ses dérivées d’ordre strictement inférieur 4 n s’annulent en x,; si de plus
f™(x,) # 0 le zéro x, est dit d’ordre n; si toutes les dérivées de f s’annulent en x, on dit que x, est un
zéro d’ordre + oo.

On fixe d’autre part un intervalle non ponctuel I < J; I peut étre ouvert, ou fermé, ou ni 'un ni
Pautre. Si, dans I, f a un nombre fini de zéros x,, ..., x, d’ordres tous finis n,, ...,n,, on pose

Z(f) =n, + -++ + n, Si f ne s'annule pas dans I, on pose Z(f) = 0, et si f a une infinité de zéros dans
I ou un zéro d’ordre + oo dans I, on pose Z(f) = + 0.

I

1° 4) Montrer que pour que X, €J soit un zéro d’ordre au moins n de f il faut et il suffit qu’il existe
une fonction g, numérique continue sur J telle que, pour tout x€l,
J(x) = (x = x)" ga(X)
et que x, est un zéro d’ordre n si, et seulement si, gn(xo) # 0.

b) Montrer que si x, est d’ordre fini il existe un intervalle P, — a, x, + of = J dans lequel f n’admet
pas d’autre zérd que x, et donner un exemple de fonction fe & non constamment nulle dans J montrant
que la propriété précédente est inexacte si x, est d’ordre + .

¢) Si x, est un zéro d’ordre au moins n de f, montrer que, pour tout x €J, avec les notations de
1° a),

gi(x) = Jlf'(x + t(x, _/x)) dt

et que g, € 4.

2° Dans cette question, on suppose que I = [a, b] < J.
a) Si fe & n'a dans I que des zéros d’ordre fini, Z(f) peut-il étre infini ?

b) Si Z(f) est fini, avec f(a)f(b) # O, montrer que la parité de Z(f) ne dépend que du signe de
J@)f(b).

¢) Si Z(f) est fini, montrer que Z(f*) = Z(f) — 1 et donner un exemple pour lequel Z(f") = Z(f) — 1.
Si de plus f(a)f"(a) > 0 ou f(b)f'(b) < 0, montrer que Z(f") = Z(f). '

d) Si Z(f) = + oo, montrer que Z(f") = + oc. La réciproque est-clle exacte ?
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3° Soit fe é, ueé et I tel que Z(u) = 0. Comparer Zu) a Z(J).

4 Soit ¢ une fonction numeérique définic et indéfiniment dérivable sur un inter\':?llc J, © K ; on supposc
que @' ne s'annule pas et que l'image de J, par ¢ contient J. Pour fe & et 1 fixés, montrer que I'image
réciproque de 1 par @ est un intervalle I' et comparer Z(f) relatif a I avec Z(fo¢) relatil 3 T'
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Dans toute la suite du probléme, on considere des suites finies a = (4, L a)ERTH 2 1) de
nombres réels non tous nuls, et on note N(a) le nombre des changements de signe dans a en ne tenant
pas compte des élements nuls de a: autrement dit, N(a) est le nombre des indices j€[1, n] pour lesquels
il existe un indice i€ [0, j[ tel que a,a; < 0 avec @iy = .. = G = 0.

% 1" Soit T =1J = B, avec les notations du début du probieme, et fe & définie par f(x) = Y ae™™= on
roe

les a, sont des réels non tous nuls et les 2, des réels tous différents rangés dans Pordre A, < Ay < ... A,.

La suite @ = (a,. ...,a,) et la suite 2 = (A, ..., Ap) s’appelient respectivement suite de coefficients et suite
d’exposants de f.

a) Montrer que toute autre suite de cocfficients de f (associée a une autre suite d’exposants) ne differe
de la suite a que par des termes nuls; en déduire que N(a) ne dépend que de f.

b) On suppose dans cette question que N(a) > 1, que les a, sont tous non nuls, et on choisit un
indice i€ [1, n] tel que a,-,a; <0 et un réel pe k-, M. Calculer en fonction de N(a) la valeur de N(b)
pour une suite b de coefficients de g définie par g(x) = e **(e**f(x))' et comparer Z(g) 4 Z( N.

¢) Montrer que Z(f) est fini et que N(a) — Z(f) est positif et pair.

n

2° Soit f(x) = Y, a,x' un polyndme a coefficients réels de degre n > 1, Z,(f) le nombre des racines

in
strictement positives de f, Z.(f) celui de ses racines strictement négatives, chaque racine étant comptée avec

son ordre de multiplicit¢. En posant a = (a,, ...,a,) montrer que N(a) — Z,(f) est positif et pair. En
utilisant la suite @ = ((— 1)d)e.iun €tablir un résultat analogue liant N(a") et Z,(f).

3° On considére la fonction F définie sur I =J = R par
Fix) = Y(- )Gk
k-1

ou les C* sont les coefficients du bindme.
a) Majorer Z(F).
b) On définit par récurrence les polynomes f; par

f0 = 1) et )= x5S (0

Comparer F(j) a f;(1) et en déduire la liste des zéros de F avec leurs ordres respectifs.
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On considére une suite finie h h, d i ) , |
C : m -+ .+ h, de fonctions a valeurs reelles définies et indéfinime erivi
sur un .méme intervalle ouvert I c R. nt derivables

D’autre part, étant donné p fonctions f, f, a : indéfini
’ 3 . _ 1 - - -+ f, & valeurs réelles, indéfiniment dériva
W(f. ...,f,) le déterminant des f'*'(j = 1, ...,p'pk =0,..., P gbre de 1 s

- Yy fAt A tme SR .
k> 1 et elle-méme si k=0 . ...,p — 1) ou f* désigne la k™ dérivée de f, si
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1" Montrer que I'égalité W( : .
itt Wih,.. ..., h,)(x,) = 0 équivaut a I'exi . ) _ ,
e nu) (X o) équivaut a I'existence d'une suite finic a = " dc reels

- non tous nuls tels que la fonction ) ah,. ait en x,el un zéro d'ordre au moins p.
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@- 2" On suppose dans cette question que la suite h.. ... h, a la propriét¢ suivante P,: pour tout a nor

nul de ®"° ' la fonction h - Z ali. vérifie sur 1 I'inegalitc Z(h) < Nya).

i

a) Montrer que pour tout xel et toute suite n,. ...,n, dlentiers tels que 0 < n, < ... <

n., < n.
Wi(h, . ... l)(x) est non nul et de signe constant; on désignera ce signe par €(n,. ....n,).

N n
b) Soit x. fixc dans 1. Montrer qu'il existe une suite ae R""' unique telle que h = Y ah; verific les

it

conditions
h(x)) = W(x,)= - = K" "x,) =0 et h™(x,) = 1.
Calculer les a, et le signe de a.a, et en déduire que le signe £(0, ..., i — 1,i+ 1, ..., n) est indépendant

dei=1....n—1 et égal aussi a e(1,....,n) et a €0, ...,n— 1)

¢) Montrer que la suite h,, ..., h, vérific la propriét¢ suivante Q,: W(h,, ..., h,,) est non nul sur L

et, pour p fixe au plus égal a n+ 1, de signe constant indépendant de la suite n,....,n,, supposéc
strictement croissante.

d) Comment se traduit la propriété Q, pour p =1 et pour p = 27

3" a) En reprenant les notations du début de cettc partie I1, vérifier que si ¥ est indéfiniment dérivable
sur 1,

WS ) = VWL L)

et que, si les f; ne s’annulent pas sur I, on a, pour tout j=1,...p

I

1, . - 1\ -\ (6-2\ 1.\
—W( o f) = (= W) L) () L
ARCER [(/,) (ﬂ) (ﬁ) <I)]

avec, au second membre, suppression des termes & numérateur d’indice strictement inférieur 4 j si j = 1 et
suppression des termes a numérateur d’indice strictement supérieur a j si j = p.

b) Soit i un entier appartenant a [0, n]. On pose

h(,‘ ' _ hl—l ' _ hi+l ' _ hnl '
Ho - = (71") 5---,Hl—1 - (T)» Hi - ( hi) s"'aHn--l - (h‘)

avec une convention analogue & celle des indices j de 3°a) si i = 0 ou si i = n. Montrer que si la suite
h,, ...,h, a la propriét¢ Q,, la suite H,, ...,H,_, a la propriété¢ Q,_,.

¢) En déduire que les propriétés P, et Q, sont équivalentes.
d) Donner un exemple de suite h,, ..., h, vérifiant ces deux propriétés équivalentes.
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