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TD INTEGRALES PROPRES (CORRECTION)

EXERCICE 4

a)ft(n—-t)cos(Znt)dt..[t(n ;)M} J' (n - Slﬂ(2nt)dt

=0+ [cos(22ntl]g+[_2t o:(Zntg] f‘l os(2n Do gr= T

4n 2n?

, puisque

N
On peut écrire: 2 cos (2 £) Re [ ei2 ] — ei2M _cos (N+1)£) sin (N
2 T sin ¢

1 - gi2u _ qiu (e-iu - eiu) =—2i e sin u.
On obtient alors:

o
l=_gf" peos((N+1)1) sin Nt
n§1n2 4 Ot(n sin ¢ &
Comme cos (N + 1) )smNt=% (sin (N+ 1) D —sin 1),

N
Zl n_12_ % J‘ n-9 dt-—-l— =8 gn (N+ D) t) dr
n= 0

sin t

2
= Z-t— f‘go (1) sin (2N + 1) #) dt, en définissant @ pour t ¢ 10, nf

par, 9 () =‘—§’,‘n‘," :

Mais ¢ (2) —’—_-)3) T et @ (1) T-;;? xn, donc @ est continue sur [0, &], si on pose

e0)=p(m)=m.
D'apres le lemme de Riemann-Lebesgue, on a:
N ‘
2
f) sin (2N + 1 1 il
f:tp()sm(( + )t)ét-]v—)o,et_ §n2~—96

EXERCICE 5

-a)Pourk<netk>2n, P, () (0) = 0, puisque P, est de degré 2n et de valuation n.

P, = X"Z Cop ™ (-1l g!

n I

Pourk € [n, 2n], posons n+[=k.
2n
P,=L1 X I p 2k (1) gk XK, dion il vient:

k
P, OO =kt p2tifnghncy™ et [P, @O ez



En remarquant que P, (2 - X)= P, (X), on obtient,

p,® ( ) =1k P, ® (0) qui est aussi élément de Z.

2
b)1n=f P, (¢) sin t d¢, et comme pour ¢ € [0,2 1. OSt(p—qt)S%,
o _ ;

14 |<_1_ 24 EE donc gisque pour tout @ € R, N 5
T nlg 4q puisque po !_.._)n_)m .
f(l?)=Sin(t—2nE ) 4”“»_—_“.,..(‘.
¢) En posant _ 2 pour avoir
gH=P,(n

f(z") () =sint
g @0 ()= P, @ (= =5 (2n)! (~q)" , on obtient:

I, =f P,(®)sinzdt

Plq /.
[ 2, DEfOIR () g (z)] +-D¥ fp FoP,Mwa.
0. g ’

wqﬂ&w»

: = It
/g
Sil.=A+B, B=0 (gn | (~1ysinzdr € Z et Ae Z, dapres a).
n nl . 0

Comme I, est strictement positive, on a donc I, 2 1 ce qui contredit b).
EXERCICE 6

T2 /2
a)Ona wyo= J’ cos™*2 tdt = J- cos tcos"1 7 dz.
0 0
Posons u'(f)=cost, u(f)=sint, v(t)= cos"ls v'()=—-(m+1)cos"tsint.
2
Wpso = [sin £ cos™*! 1o L L (n+ 1) j sin?  cos” tdt (intégration par parties, u

et v étant de classe C! sur [0 ]). Comme sin? t =1 — cos? ¢,

n+1

Wpaa = (n+ 1) (W —Wpyp) €1 | Wpyp = P

De plus wy =% et w; = 1. Il en résulte que:

251 _@p-1)(2p-3)
2 2T 2p2p-2) 2

Par récurrence, on obtient alors:

_@2p-1)(2p-3)..3.1 \ )! =
Wop 2p(2p-2)..2 wo, dod = 22,, @12 2
2
On obtient de méme, (wzpﬂ = p + B'

b)Soitn=2p+1, nwywuy=(2p+1)wyy pr‘_'% .



) w222 ((p :1)122

i oy ) m
Soitn=2p, 2pwy, Wop | =2p W p122  Qp-D!

Donc, pourtoutn=1, | nw,w, ;=

S

Pour ¢ € [0, %], puisque cos f estdans [0, 1], sin e N, (cos )" < (cos 1.

En intégrant sur [0, X ], on obtient wy,; < w, d'od la décroissance de (w,,) .
Omn a donc d'apres ce qui précede et la positivité de w,;

1="—"£s Wn_ < Wn :n+2'
Wn  Wnil  Wpep ntl

Le théoréme de convergence par encadrement fournit ol HEEE 1.
Wnil n—oee

Ainsi, w, ~ w, , etnw, w, ; ~ nw,2
. n, n—1s n n]ﬂ n

Donc , n w,2 T et par positivi w w X
nasl.y Stprpesitiviidew,, |wy o~ \joc

X
c-1) F: [0, +eo[ — R, définie par F (X) = J’G e*2 dx est croissante et majorée.

En effet, pour X 2 1, etx e [1, X],
X

X
‘J‘ZSe“x, d'ou: f e“"‘zdxgj eXdx=—eX4e! s%, et alors:
1 1
. 2 A 2 : 2 1
F(X):J e dx+f ex dxsf e dx+e—, pour tout X = 1.
0 1 0

1
Pour X € [0, 1], F (X) sf e¢** dx . Finalement:
0

X 1
YV X € R*, je"’zdx SJ. e dx +l .
0 0 e

Donc l'intégrale de Gauss est un nombre réel d'apres le théoréme de limite monotone.

c-2) D'aprés la convexité de la fonction exponentielle, V re R, !> 1+t donc en
prenant t=-x2, e*>1_x2
Pourr=x2 e>1+x2 puis en prenant les inverses, e~** S% .
1+x
Remarque: on peut aussi déduire ces inégalités du théoréme des accroissements finis.

c-3)Posons dans J,,, u=sin¢, du=cos:tdr

I,= ‘0 cos?L rdt = wy,, .

L'existence de J, est due 2 la croissance de J'application G définie sur [0, +oo[ par

G(X)= J‘ et 3 1a majoration G(X)S.ArctanX<g-.
(1+u2)



Onpose u=tant et J, s'crit:

= dt _fm 22 g, o
Jn- . m = . {cos ) dr =Wy, 9.

c-4)Siue [0,1}, e 21-u2 dod,sine N*,
1 1
e (1-u2)" o fe”"‘zdu ?.f(l-—uz)"du.Or,
0 0

1
f ey = L f‘/;e~xzdx, d'od,
0 vnr Yo
00
J;/;e"‘zdx 2Vnwy,,, et fo e de> Vn wyy,; .

1

De fagon analogue, on écrit si u 2 0, e+2 sl—-—2 d'od, pour n e N*:
+u
c""‘2 jl et f el gy g (o1 du par intégration entre 0 et
1 +u o (L+u 2) .

400
X, puis prolongement des inégalités et f e dx<n W2, 5. Finalement:
0
R
'\[?-1 Wanel SJ.O eMdx< \/—;l Wop a.

i : : n
O 22 N+ 900 i VB =l Vg = 3F

) 4o0
On obtient: f e dy = %
0




EXERCICE 8

Pour tout g, 0+ (0, @) est définie et continue, le changement de
variable = 0’ 4 = donne .

fmln (a* — 2a cos 0 + 1) db =f"1n (a* + 2a cos 0/ + 1) dp’
et, par suite, :
1(a) =%j::ln [(a*— 2a cos 6 + 1)(a® + 2a cos § + 1)] dB
Z%f;ﬂ]ﬂ (a* — 24 cos 20 + 1) 4;

le changement de variable 20 = ¢ donne alors I(a) = é— I(a®).
()= _;n  IERNETR R s _é_ 1(aY) = I(a).

Cette derniére égalité permet de se borner 2 a > 0. Supposons d’abord
ae]0, I[ fixé
[(VO€[0,27]): a®—2acos®+ 1 < (1 + a)?

— |I(a)] < —;-fnln (14 )?d0 = 2xln (1 +a);
: o
d’autre part, par récurrence,
@) =5 1(@) = L 16) (peN);
2 20

mais a®” €0, 1[, donc

[I(a)| < —2%271: In (1 _41\\%(2")) < 2‘13_112(}1)_—1—5_),

et, par suite, I(a) = 0,

Autrement dit, Yae [— 1, + 1], I(a) = 0.

Pour a £ 0, 5,
-'\'.\;_\
; TR - 1
V0 € [0, 2x]: cp(ﬁ, ;) =4 (F———-;-cos 0 -+ 1) = ¢(0,0)— L Ina
qui entraine
I(a)-l(i) = 2r1n |d].
a

Pour [a| > 1, ona donc
I(a) = 2n In |a|.



EXERCICE 9

a- 13 Soitag=a<aj<..<a,=b une subdivision de [a, b] adaptée 2 f.

Pour tout i € [0, p-1], fest continue sur Ja;, a;,[ donc g o f aussi, et f a une limite réelle
en g; a droite donc par composition g o f aussi.

Pour tout i € [1, p], fa une limite réelle en a; & gauche donc g o f aussi.
1 1
a-2) Condition suffisante: si ¥ fe CM ([0, 1],R), g (jofjg fog of:

on prend x, y quelconques dans R, 6 € [0, 1] et on construit f en escalier sur [0, 1] par:
Vie [0,1-6] f()=x, Vte[1-6,1], f()=y.

1 1
On obtient: g(fOfJ=g[(l—6)x+9y]5 (I~9)g(x)+ﬂg(y)=f0gof.

Condition nécessaire: Considérons une suite de subdivisions réguliéres de [0, 1].
L'inégalité de convexité généralisée permet d'écrire:

g[;zl- i f@}s% il Pt (:-l)

i=1 i=
n

Comme % Z, f(i) 4 jolf et ;l; i gof (LJ 30 jolgoj; (sommes de

i=1 n i=1 n
Riemann), en raison de la continuité de g, on obtient par prolongement des inégalités:

g(folf)é J:g of

b) Pour x € [0, 1], on pose f(x)=¢(a+ (b-a)x) etpourx>0, g(x)=~Inx
La fonction g étant convexe, on peut reprendre la technique du a) et:

n n
1 (ARPY Ll
g(n ; f(n)}—n E gof (n) :
et en raison de la continuité de g, on obtient par prolongement des inégalités:
1 1 :
gUOf(r) dr) < fog () dr.

Le changement de variable défini par x = @ + (b — a) t donne alors:

b b __
g[blafaq’(x)dxjEb—iELS(fP(x))dx , Soit,

b b
1 1
s Llnotp sln(b_aLgo)

Remarque: il n'est pas possible d'étendre sans précaution de résultat aux fonctions

continues par morceaux sur [a, b] a valeurs strictement positives car g o @ n'est pas
forcément bornée.

Par exemple si [a, b] = [0, 2] et @ (x) = x - E (%), xl_i)rr11+ In (@ (x)) = —oo.




