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TD FONCTIONS D’UNE VARIABLE REELLE, PARTIE 2

EXERCICE 3’

Al .
b) e Premier cas - N, o(f") > 0. Dans ce cas, f(x) + Af'(x) + —2~Nw‘w(f") est un tri

conservant un signe constant, son discriminant est donc négatif ou nul:

G = 2No (/") f (x) < 0

Ok

(h X< 2Nge(f"). f (x).

® Deuxieme cas N, o(f7) = 0.

La fonction / est alors affine et positive sur R. Il existe b= 0 tel que f(x) = b pour
de ko Alors, 7 = 0 et Pinégalité (1) est encore vraie.

2°ay On sait que la fonction u — V/;: est continue sur R, , dérivable sur R* . Don

continue sur R et dérivable en tout point x ou F{x)>0.On a en un tel point g'x) =
2
5 1. Evident.

2. Supposons f”(x,) < 0. Puisque fest C% il existe o > 0 tel que f"{x) < 0 sur ]x, — &
On a alors le tableau suivant :

x Xo — o X, X, + o
S7(x) -

S (x) 0N

fx) A0 N

Ainst. f prendrait des valeurs strictement négatives sur lx, — o, x, + al\{x,}.

3 La formule de Taylor Lagrange entre x et x, donne lexistence de ¢ compris entre X A
wh gue

= e )+ S e = L

gx) — glxg) _ gx) _I1x = x| [f7(0)
X = X, X = X, X~ X, 2
donc g a une dérivée a gauche et & droite distinctes lorsque f"(x,) > 0:

S ) 7 (x,) .
2 5

gelx) = = ga(xo) =

atist g on'est pas deérivable en x, .
Par contre, si ["(x,) = 0. g est dérivable en X, et g'(x,) = 0.
¢) 1. On peut appliquer le théoréme des accroissements finis a f' entre x et x,:
TG = f10) = f'(x) = (x = x)f"(c)
ou ¢ est compris entre x et X,, d’ou

f () < rM(fM lorsque xel,.

2. Supposons donc 2M,(f"). f(x) < [/"()]%. Le trinome t(h) admet alors deux raci
distinctes &, et &,. On a ‘




_MEh )

2 M, (/)

dou i
' (x
BVAIES At ?[ <r (daprés 1.).

Par suite, x + pel,, et

FOCE W= 00+ w0+ B+ B < v < 0,

Ceci est absurde, donc [f'(x)| < ./2M,(f7). f (x) pour tout x € [,. Remarquons que cette inégalité
vaut encore si M,(f”) = 0 (car dans ce cas f(x) = b = 0 sur I,).

d) On sait déjd que g est dérivable en tout point. Il reste a prouver la continuité dc g'. Soit

alors x, € R.
S0

o Premier cas : f(x,) > 0, alors f(x} > 0 sur tout un voisinage dc x, et g'{x) — :
ce voisinage : g’ est continue en x,. ENEASY
® Deuxiéme cas: f(x)) = 0. On a dans ce cas g'(x,) = 0. Soit ¢ >0 ¢t r >0 tel que

M.(/") < 26 Soit xe1,:

— ou bien f(x) > 0, alors |g'(x)| = FAEL < g, d'aprés I'inégalité précédente ;

2./ 1 (x
— ou bien f(x) = 0, alors |g'(x)] = 0 <&,
Donc, x eI, implique |g'(x)] < £, c’est ce qu’il fallait prouver.

—

IL1° Ona (x x + Nel® ou (x — r, x) eI’ Supposons, par exemple que (x, x + r)e I,
SG AR = @+ e+ B
£ =S+ 9 = )= 5 S+ o
0 < NG + N,

Comme ceci vaut pour tout x de I,

2
@ Naoal/) € SNealf) + 5 Noca ()

2° a) En appliquant ce qui précéde 4 xeR,, I = [x, x + 2r], on trouve
' 2 r . r
FAEI TS ;Ncn.[(f) + ENoo.l(f )< ;Nm.ﬂ*(.f) + EN.;Q.UL .
d’ou

@ N 1) € 2 Noa () + SN0, 0

N S
Nen ) qui minimise le second

b) o Premier cas: Nygp (f") # 0. En choisissant r = 2 =
N w, (f)

membre de (3), on trouve

)
® Deuxiéme cas : N, gq, (f"} = 0. L'inégalité (4) est évidente.

Nm.!h(f‘) ‘{: 2\/Nm‘R- (f)Noc.R, (f”)

3’ a) Puisque f est solution C* de (E) sur R, , pour tout x de I,

F7x)y = = a(x}f"(x) — b(x)f(x)
()1 € AN (f) + BN, (/)
N (") < AN, () + BN (/).



Alors, sur tout intervalle I de longueur 2r,

2  Br 2  Br
7 )
No:{(f") < Ar Noalf) < Ar New, (N
1 - = -
2 2
Comme le second membre de cette inégalité est i indépendant de I, f* est bornée sur Riun
Il en résulte alors que f* est également bornée su r R, puisque, pour tout xe R,
/()] < ANwa, (f) + BNz, (/). {
EXERCICE 5
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